Chu d@é 02. Cay — Po thi chordal — Pé thij ludng phan
2.1. Cay
Khai niém cay

Mot d6 thi lién thong khdng c6 chira bét ki chu trinh nao duoc goi 1a mot cay. Mot cy trén n thuong dugc ki
hiéu la T,.

Két qua 2.1.1.

Gia st cho trugc mot dd thi don G. Khi @6, cac khang dinh sau déy 1a tvong dwong nhau:
(1) G la mét cay;

(2) G 1a mot do thi lién théng va m(G) = n(G) —1;

(3) G khdng c6 chira bat ki chu trinh nao va m(G) = n(G) — 1;

(4) Chi c6 duy nhat mot duong di ndi gitra hai dinh bat ky cua G;

(5) G khdng c6 chira bat ki chu trinh nao va néu ndi hai dinh khdng lién hop bat ky lai véi nhau béi mét canh
nao d6 thi s& thu dugc mot do thi lién thdng va canh bd sung nay chi nam trén chinh xac mot chu trinh nao do.

Chirng minh két qua 2.1.1.

(1) = (2) Gia st G 1a mot do thi lién thdng. Ta s& chitng minh hé thie m(G) = n(G) — 1 bang quy nap toan
hoc theo chi s6 n. Véin = 1,2, tinh dung din caa hé thuc trén 13 hién nhién. Gia sit n(G) > 2. Do G 1a mot
cay nén no cd it nhat mot dinh pendant x nén, biang cach x6a manh dinh x khoi G, ching ta s& thu dugc mot
cay G, voi sé dinh it hon G. Ap dung gia thiét quy nap cua bai toan cho do thi G;, m(G,) = n(G;) — 1. Bang
cach tra lai dinh x va canh lién thudc twong tng véi dinh x di xo6a lai vao G, dé tao lai d6 thi G. Hién nhién,
m(G) = m(G,) + 1van(G) = n(G,) + 1, nén m(G) = n(G) — 1.

(2) = (3) Ta sé& chitng minh G khdng c6 chira bat ki chu trinh nao. Nguoc lai, gia sit G ¢6 chira mét chu trinh
nao d6. Bang cach xd6a yéu mot canh e = {x, y} nao d6 cua chu trinh ndy, G — e ciing 13 mét do thi lién thdng
(do van con ton tai mot (x, y) — duong di nam trong G — e). Néu G — e ¢6 chira mot chu trinh nio d6 thi, bang
cach 1ap lai quy trinh néu ¢ trén cho dén khi thu dugc mot do thi khdng co chira bat ki chu trinh nao, ching ta
c6 thé gia str rang G — e khong c6 chta bat ki chu trinh ndo. Do G — e 1a mot d6 thi lién thong nén né phai 1a
mot cay. Tir (1) = (2), m = n — 1, diéu ndy mau thuan vai thyc té 1a chung ta di x6a di it nhat mot canh.

(3) = (4) Gia sir G khong c6 chira bat ki chu trinh nao va m(G) = n(G) — 1. Gia st G ¢6 k > 1 thanh phan
lién thong Gy, G, ..., G,. Khi d6, mdi thanh phan lién théng G; déu 1a mot cay. Tur (1) = (2), véi mdi thanh
phan lién théng G;, m; =n; — 1. Do dé, m(G) =m; + my + -+ m =, — 1D+ (n, — 1) + - +
(n, —1) =n — k. Nhu vay, hé thacm =n — 1 =n — k chirarang k = 1, nghia 1a G 123 mot 6 thi lién
thong. Piéu nay ciing chi ra rang chi cé duy nhat mot duong di ndi gitta hai dinh bat ky cia G. Truong hop
nguoc lai, néu co hai dudng di phan biét ndi gitta mot cap dinh bat ki thi G s& ¢ chira mdt chu trinh nao do,
diéu nay mau thuan véi gia thiét cua diéu kién (3).




(4) = (5) G khdng thé chua bat ki chu trinh ndo bai vi trong bat ki mot chu trinh nao thi hai dinh bat ki déu
dugc ndi véi nhau boi hai duong di phan biét. Gia st x, y 14 hai dinh khong lién hop véi nhau. Khi d6, chi c6
duy nhat mét (x,y) — duong di. Bang cach bo sung thém canh e = {x, y} vao G, ching ta s& thu dugc mot chu
trinh. Nhan thay rang chu trinh nay 1a duy nhat; trong truong hop nguoc lai, chling ta sé thu dugc hai chu trinh
C, va C; nén d6 thi con (C,UC;) — {x, y} ciing 13 mot chu trinh, diéu ndy mau thuan véi gia thiét caa khang
dinh (4).

(5) = (1) G khdng c6 chira bat ki chu trinh nao. Néu G khong phai 1a mot cay (nghia 1a G 12 mot do thi
khéng lién théng) thi, bang cach ndi hai dinh bat ki nam trong hai thanh phan lién théng khéac nhau, ching ta s&
khong thu dwgc bat ki chu trinh nao, mau thuan. O

Gia str cho trudc mot d6 thi don G vai k thanh phan lién thong. Gia tri A(G) = m(G) — n(G) + k dugc goi
la chi sé chu trinh ciia G.

Néu G 1a mot d thi lienthongthi k = 1, ne(nA=m —n+1=m — (n — 1). Két qua 2.1.1) chi ra rang
n — 1 1a s6 canh nho nhat c6 thé c6 dé dam bao mot do thi cho trudce 1a lién thong, nghia 1a dam bao mot do thi
cho truéc 13 mot cdy. Do do, gid tri m — (n — 1) cho chlng ta biét s6 cac canh can thiét dé bd sung thém vao
dd thi G. Bit dau tir mot cay khung bat ki cua db thi G, chiing ta c6 thé bo sung thém tuan tu A canh con lai dé
tai tao lai G. Mdi canh nhu vay déu hinh thanh chinh xac mét chu trinh ang véi cay khung. Cac chu trinh nay
dugc goi la cac chu trinh co ban va cac canh nay dugc goi la cac day cung ung véi cay khung.

Néu G 1a mot d thi khong lién théng thi, bang cach ap dung 1ap luan tuong tu nhu trén cho tirng thanh phan
lién thong va thay thé “cay” boi “ring”, chung ta cling chi ra duoc gié tri m — (n — k) cho chdng ta biét s6 cac
canh can thiét dé bd sung thém vao do thi G. N6i cach khac, chi sb chu trinh cho chiing ta biét mot do thi G
cach ring “bao xa”. Biéu nay Ii giai cho cach goi “chi s6 chu trinh”.

That vay, nhitng diéu trén co thé dugc phét biéu lai trong khang dinh sau:

Két qua 2.1.2. A(G) = 0 khi va chi khi G 1a mét ring.

Ching ta cd thé thay rang mdi day cung hinh thanh chinh xac mét chu trinh co ban tng véi cay khung. Tuy
nhién, tong sb cac chu trinh 16n hon A, nén s& c6 mét sé chu trinh bd sung ¢6 thé dugc biéu thi dudi dang mot
t6 hop cac chu trinh co ban. N&i chung, mot d6 thi cé thé c6 nhiéu cay khung khac nhau, nén cé nhiéu tap hop
chu trinh co ban khac nhau. Tuy nhién, diéu quan trong & day d6 1a bat ky chu trinh nao ciing c6 thé dugc biéu
dién duéi dang mét t6 hop cua cac chu trinh co ban va sé chu trinh co ban can thiét dé biéu dién ludn ludn
bang nhau va bang chi sb chu trinh cua do thi.

Chung ta nhan thay rang hai cay khung nam trong do thi K,, dugc coi 1a phan biét néu ching dugc tao thanh
tur cac tap canh khac nhau.

Két qua 2.1.3. (Cayley) Sé céac cay khung phan biét nam trong d6 thi K,,(n > 1) bang n™ 2.

Do moi cay déu 1a mot db thi lién théng nén cong thirc Cayley chi ra rang, véi moi sé nguyén duong n > 1,
cO tat ca n™ 2 cly phan biét trén n dinh.




Cay va khoang cach

Db thi E,, duoc goi 1a mot do thi tdm thirong. Thong thudng, ching ta thudng chi khao sat cac db thi khong
tam thuong, nghia 12 bat ky do thi nao ciing c6 it nhét hai dinh va it nhat mét canh.

Gia st cho trugc mot do thi G = (X, E) va x,y € X. Chung ta dinh nghia khodng cach d(x, y) giita x va y
dugc dinh nghia la chiéu dai nho nhat c6 thé co cua mot (x, y) — dudng di chira trong G. Néu khong ton tai bat
ky mot (x, y) — dudng di ndo trong G thi d(x,y) = oo; hién nhién, trong trudng hop nay, G 1a mot do thi
khéng lién théng va hai dinh x, y s& nam trong hai thanh phan lién théng khac nhau caa d6 thi G. Khodng cach
d(x,Y) gitra x va mot tap dinh Y € X duoc dinh nghia 1a s6 thuc d(x, Y) = minyeyd(x,y) — khoang cach nho
nhét trong s6 cac khoang céach gitra x va mot dinh y bat ki nam trong Y.

V&i moi dinh x, y, z € X, céc thudc tinh sau cua khoang cach s€ luon dugc théa man:
1)d(x,y) = 0vad(x,x) =0;

2)d(x,y) = d(y,x);

3) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (bit ding thirc tam giéc).

Duong kinh diam(G) ciia dd thi G dugc dinh nghia 1a s6 thuc max, ,cxd(x, y) — khoang cach gitra cac
dinh xa nhat cua do thi G. Di voi cac d6 thi lién thdng, duong kinh ludn 1a mot s6 nguyén duong. Mot
(x,y) — dudng di sao cho d(x,y) = diam(G) dugc goi 1a mot dudng kinh cia G. C6 thé c¢d nhidu dudng kinh
trong mot do thi cho trudce. Ki hidu N, (x) 12 tap cac dinh cach xa dinh x nhit, nghia 1a néuy € N, (x) va z ¢
N (x) thi d(x,z) < d(x,y). Khoang cach gitra dinh x va tap N, (x) dugc goi la do lIéch tdm caa dinh x.
Tam ciia dé thi G dugc dinh nghia 1a tap cac dinh c6 d6 léch tdm nho nhét cé thé dugc. Ban kinh ciia dé thi G
dugc dinh nghia 1a d6 léch tam cua bat ki dinh nao nam trong tdm cua d6 thi G. Sau cling, mot dinh c6 bac
bang 1 s& duoc goi 1a mét dinh pendant ciia dé thi G.

Két qua 2.1.4.
Gia str cho truéc mot cdy T = (X, E) va mot dinh x € X.

Khi d6, moi dinh y € N, (x) déu 1a mot dinh pendant.

Chitng minh két qua 2.1.4.

Gia sir cho trudc mot dinh y € Ny, (x). Xét mot (x, y) — dudng di nam trong T va mét dinh z lién hop véi y
nam trén duong di nay.

Hinh v& minh hoa.

Nguoc lai, gia st ton tai mot dinh z’ khac ciing lién hop véi y. Nhan thay rang mot (x, z') — duong di ngan
nhat bat ki khong thé di qua dinh y; trudng hop nguoc lai n6 s& ¢d chiéu dai 16n hon d(x, y). Nhu vay, mot




(x,2z") — duong di nhu vay sé& phai di qua dinh z hoac mét dinh bat ky nao d6 khac nam trén (x, y) — duong di.
Trong moi truong hop, chung ta déu thu dwoc mot chu trinh (t6i thiéu ciing 12 mot tam giac) nam trong T, diéu
nay mau thuan véi gia thiét T 1a mot cay. O

Két qua 2.1.5.

Moi cay déu c6 chta it nhat hai dinh pendant.

Chitng minh két qua 2.1.5.

Xét hai dinh x, y sao cho d(x, y) = diam(T). Hién nhién, x € N, (¥) Vay € Ny (x), nén ca hai dinh x va y
déu 1a cac dinh pendant (diéu nay suy ra tir Két qua 2.1.4). O

Két qua 2.1.6. (Jordan)

Tam cua mot cdy chi c6 thé 1a K; hoic K,.

Chirng minh két qua 2.1.6.

Nhan thay rang viéc x6a manh bat ky mot dinh pendant nao khoi cay T s& giir lai moi khoang cach giita cac
dinh con lai khong d6i. Bang cach x6a manh tat ca cac dinh pendant khoi cdy T, chung ta thu dugc mot cay T;.
Do cdy T, nhan duoc bang cach x6a manh tat ca cac dinh pendant khoi cay T nén do léch tam cua mdi dinh x
nam trong T; nho hon d6 1éch tam cua cung dinh x d6 trong T ding 1 don vi. Nhu vay, cac dinh c¢6 d6 1énh tam
cuc tiéu nam trong T va T; 1a nhu nhau. Bing cach l3p lai nhiéu 1an nhat cé thé duoc qua trinh néu trén, ching
ta s& thu duoc mot day céc cay Ty, Ty, T, ... Sau cling, chdng ta s& thu dugc mot d6 thi K, hoic K, — day chinh
la tam can tim. 0

Két qua trén ciing chi ra cho chling ta mot thuat toan don gian dé xac dinh tam cua mét cay cho trudc.
Nhan thay riang duong kinh diam (T) c6 thé dugc xac dinh theo hai budc nhu sau:

1) Bat dau voi mot dinh z bét ki, chung ta xac dinh tit ca cac dinh x € Ny, (2);

2) Lap lai qué trinh trén cho mot dinh x € N, (z) bat ki, chung ta x4c dinh tit ca cac dinh y € N, (x).
Khi d6, diam(T) = d(x,y).

Cay khung toi tiéu

Mot d6 thi G = (X, E) duoc goi 1a mot treng dé néu mdi canh e € E dugc gan mot sé thuc duong w(e)
duogc goi 12 treng sé ciia canh e. Trong nhiéu (ing dung thuc té, trong so ¢ thé biéu dién khoang cach, thoi
gian, chi phi, cong suat, stc can, X4c suat, v.v... Xét mot cy khung T = (X, E") bat ky cia G. Trong sé w(T)
ciia cay khung T dugc dinh nghia 1a tong trong s cua tat ca cac canh caa T. Cac cay khung khac nhau co thé
c6 trong s6 khac nhau. Bai toan dugc dat ra & day do 1a: “Xac dinh mot cay khung c6 trong sé toi tiéu (toi
dai?”. Bai toan nay thudng duoc goi 1a bai toan tim cay khung tdi tiéu (t6i dai).

Thuit toan tim cay khung toi tiéu/Thuat toan Kruskal
INPUT: Trong d6 lién théng G.

OUTPUT: Mot cay khung T c6 trong s6 tdi tiéu cua G.




1. Sip xép cac canh caa G theo thir tu ting dan cua trong s6 cia cac canh va dat T 13 mot do thi rdng.
2. B6 sung thém canh dau tién trong day sip thir tu ndy vao T.

3. Xét canh tiép theo trong day sap tht ty ndy. Néu no tao ra mot chu trinh trong T véi cac canh da duoc bd
sung trude do6 thi bé qua nd. Truong hop nguoc lai, bd sung thém canh nay vao T.

4.Néu T c6 |G| — 1 canh thi két thlic thuat toan va xuét T. Truong hop nguoc lai, chuyén sang Budc 3).

Két qua 2.1.7. (Kruskal)

Véi moi trong d6 lién théng G, thuat toan Kruskal xay dung mot cay khung véi trong sé tdi tiéu.

Chirng minh két qua 2.1.7.

Nhan thay rang thuat toan Kruskal s& tao ra mot cay vi n6 khong tao ra cac chu trinh va khong thé két thic
khi T 1a mot dd thi khong lién thong.

Gia st T khéng phai 1a mot cay khung téi tiéu cua G, nghia 1a ton tai mot cy khung T* # T véi trong sé toi
tiéu sao cho w(T*) < w(T). Gia sr e |a canh dau tién trong day sap thi tu duoc chon bd sung thém vao T
nhung e khéng c6 mat trong T*. Néu chling ta bd sung thém canh e vao T* thi ching ta s& thu dugc mot chu
trinh mé&i duy nhat. Do T khong chira bt ky chu trinh ndo nén chu trinh nay c6 chira mét canh e’ nao d6 khéng
nam trong T.

Xétcay khung T*+ e —e'.Dow(e) <w(e)nénw(T*+e—e') =w(T*) + w(e) —w(e') < w(T").
Nhu vy, ching ta thu dwgc mot cdy khung méi véi trong sé toi tiéu va co thém mét canh chung nita véi T.

Bang cach lap lai quy trinh nay nhiéu 1an nita néu can, ching ta s& thu dwugc cay T. Biéu nay chi ra tinh téi
tiéu cua cay khung T. 0

Thuat toan va Dinh Ii trén vin ding néu ching ta dit van dé can tim mot cay khung vai trong sb tbi dai:
ching ta chi can tién hanh theo day sip xép tht tu giam dan cua trong sé cua cac canh.

2.2. D6 thi chordal / Do thi tam giac phan
Khai niém dé thi chordal

Néu mot d6 thi lién thdng G khong phai 1a mot cay thi nd sé co it nhat mot chu trinh. Mot s6 chu trinh trong
s6 d6 c6 thé co hai dinh khong lién tiép lién hop nhau trong G. Canh ni chung duoc goi 1a mot day cung caa
chu trinh d6. D6 thi G duogc goi 1 chordal/tam giac phan néu mdi chu trinh c¢6 do dai > 4 déu c6 mot day
cung. Do cac chu trinh €, (k > 4) khéng c6 day cung khéng thé xuat hién nhu cac do thi con riéng biét nén
cac d6 thi chordal khong thé chira céc chu trinh Cj,(k = 4) nhu cac d6 thi con cam sinh. N6i cach khac, néu
mét d6 thi chordal c6 chtra cac chu trinh €, (k = 4) thi khong c6 chu trinh nao trong sé chiing 1a mot d6 thi con
cam sinh.

Mot day cung s& tach mot chu trinh cho truéc thanh hai chu trinh nhé hon. Néu méot db thi 1a chordal va ¢ it
nhat mot chu trinh khéng phai la tam giac thi n6 s& c6 mot day cung khac, v.v... Nhu vay, moi chu trinh déu co
tach thanh mot sb tam giac. Do 14 1y do tai sao cac do thi chordal con dugc goi 1a cac dé thi tam giac phan.




Moi db thi hoac la chordal hoac 12 khéng chordal. Néu mot db thi khong phai 1a chordal thi n6 ¢ chira mét
chu trinh con cam sinh €, (k > 4). Do céc cay khong c6 chaa chu trinh nén tat ca chung déu 1a cac d6 thi
chordal.

Mot dinh dugc goi 1a simplicial néu tat ca cac dinh lang giéng cia nd doi mot lién hop nhau, nghia 1a cac
dinh lang giéng cua nd cam sinh mot dd thi con day du. Diéu nay chi ra rang mot dinh 1a khdng simplicial néu
n6 c6 hai dinh lang giéng roi nhau.

Chung ta s& thiy rang cac do thi chordal luén c6 chia cac dinh simplicial. Hon nira, néu ching ta xem cay
nhu mot trudng hop dac biét cua cac d6 thi chordal thi cac dinh pendant s& déng vai trd nhu mot truong hop
dac biét cua cac dinh simplicial.

Két qua 2.2.1.

Trong mét d6 thi chordal, moi db thi con cam sinh déu la chordal.

Chirng minh két qua 2.2.1.

Néu trong mot do thi chordal c6 mét d6 thi con cam sinh khdng phai 1a chordal thi d thi nay ¢ chira mot
chu trinh cam sinh €, (k = 4). Hién nhién, C,, 1a mot d6 thi con cam sinh trong do thi ban dau, mau thuan véi
gia thiét dd thi ban dau 1a mot d6 thi chordal. O

Tinh chat trén rat quan trong vi n6 cho phép ching ta chang minh nhiéu két qua quan trong vé cac db thi
chordal bing phuwong phap quy nap toan hoc: néu ching ta x6a manh mét sé dinh bat ky nao d6 khoi mot d6 thi
chordal thi d6 thi thu dugc ciing 1a mot do thi chordal.

Tap tach va dinh simplicial

Két qua 2.2.2.

M6t d6 thi 1a chordal khi va chi khi moi tap tach tdi tiéu cia no déu 1a mot clique.

Chieng minh két qua 2.2.2.

(=) Gia sir cho trudc mot dd thi chordal G = (X, E) va S 1a mot tap tach ti tiéu caa G. Gia sir ching ta cd

hai d6 thi con dan xuat G; = Gy, ys Va G, = Gy, ys-

X S X

Hinh anh minh hoa tap tach tdi tiéu S cua G.

Chung ta s& chitng minh rang Gg 13 mot clique. Xét mot cip dinh x, vy € S bat ky. Do S 1a mot tap tach ti
tiéu nén ca hai dinh x, y déu c6 cac dinh lang giéng nam trong X, va X,. Pau tién, ching ta chon mot
(x,y) —duong di ngin nhat di qua X, ; chiéu dai caa né > 2. Tiép theo, chling ta chon mét (x, y) — dudng di
ngan nhat di qua X,; chiéu dai cia n6 > 2. Bang cach t6 hop hai (x,y) — duong di nay, chiing ta thu dugc mot




chu trinh C;, (k = 4). Do khéng cd canh nao ndi gitra X;, X, va G 1a mot d6 thi chordal nén hai dinh x, y phai
lién hop vé&i nhau. Do x, y 1a hai dinh bat ky ctia S nén tat ca cac dinh ctia S déu doi mot lién hop nhau, nghia
la G 1a mét clique.

Trong trudng hop ¢6 nhiéu hon hai d thi con dan xuat, chling ta chi can xem xét hai d6 thi con dan xuat
trong sé do.

(<) Gia sir cho trudc mot dd thi G = (X, E) trong d6 moi tap tach tdi tiéu cua né déu 1a mot clique. Gia st
phan chang G khong phai 1a mot d thi chordal. Khi d6, G ¢6 chira mét chu trinh con cam sinh €, (k = 4).

Xét hai dinh x, y khong lién hop nhau bat ky caa chu trinh Cj,. Khi d6, C;, duoc tao thanh bai hai (x,y) —
dudng di phan biét. Do k > 4 nén mdi duong di nhu vay 6 chia it nhat mot dinh trong. Do C;, 1a mot do thi
con cam sinh nén cac dinh trong cua dudng di thir nhat s& khong lién hop véi cac dinh trong caa duong di thir
hai. Nhan thay rang moi tap (x,y) — tach dinh tdi tiéu déu c6 chia it nhat mot dinh trong tir mi duong di nay.
Nhu vy, moi tap (x, y) — tach dinh t4i tiéu déu c6 chira hai dinh khong lién hop nhau, mau thuin vai gia thiét
moi tap tach tbi tiéu cua né déu 1a mot clique. 0

Két qua 2.2.3. (Dirac)

Moi d thi chordal lién thong khong day du déu cd chira it nhat hai dinh simplicial khong lién hop nhau.

Chirng minh két qua 2.2.3.

Gia st cho trugc mot db thi chordal lién théng khong day du G = (X, E). Khi 46, |X| = n > 3. Ching ta s&
ching minh tinh dung din cta khing dinh trén bang quy nap toan hoc theo chi sé |X| = n. Véin = 3, tinh
dung din cua khang dinh trén 13 hién nhién. Gia st rang khang dinh trén di dugc ching minh cho tat ca cac d6
thi chordal lién théng khéong day dua véi it hon n dinh. Ching ta s& chitng minh khang dinh trén ciing ding véi
d6 thi G.

Do G khong phai 1a mot d6 thi ddy du nén G c6 chira hai dinh x, y khdng lién hop nhau. Khi d6, X — {x, v}
la mét tap tach dinh cua G. Chon mét tap tach dinh S tdi tiéu trong G. Khi d6, G 1a mot clique (diéu nay suy ra
tir Két qua 2.2.2).

Gia sir viéc x6a S khoi G dé lai hai thanh phan lién thong Gy, Va Gy, . Ki higu Gy = Gy, ys VA G, = Gy, ys I
cac do thi con dan xuat twong @ng véi S. Khi dé, hai d6 thi G, va G, déu 1a cac do thi con chordal cia G.

Xét d6 thi con G;. Néu n6 1a mot clique thi moi dinh nam trong X, déu la mét dinh simplicial trong G (diéu
nay suy ra tir viéc khdng cé canh nao nam giita X, va X,). Khong giam tinh tong quét cia van dé, gia s G,
khéng phai 1a mét clique. Khi dé, G, 1a mot do thi lién thong (dieu nay suy ra tir viéc Gy, 1a mot do thi lién
thong va Gg 13 mot clique). Nhan thay rang do thi G, ¢ chira < n dinh (diéu nay suy ra tir viéc X, # @). Tir gia
thiét quy nap cua bai toan, G, c6 chta it nhat hai dinh simplicial khéng lién hop nhau. Do G 1a mét clique nén
ca hai dinh simplicial khong thé ciing nam trong S. Do d6, mét trong s6 hai dinh nay phai nam trong X,. Mot
lan nita, do khéng c6 canh ndo nam gitra X; va X, nén dinh simplicial nam trong X, nay ciing 1a mét dinh
simplicial trong G.

Xét db thi con G,. Lap luan tuong ty, chung ta ciing chimg minh duoc rang G, c6 chia it nhat dinh
simplicial va mot trong sb hai dinh simplicial nay ciing 1a mét dinh simplicial trong G. Nhu vay, ching ta thu
duogc hai dinh simplicial trong G khong lién hop nhau.




Néu viéc x6a S khoi G dé lai k > 3 thanh phan lién théng thi, bang cach ap dung cach 1ap luan tuong tu nhu
trén cho ting thanh phan lién thdng, ching ta ¢ thé chimg minh dwoc rang G ¢6 chira k dinh simplicial doi
mot khong lién hop nhau. m

Két qua 2.2.4.

Moi cdy déu c6 chta it nhat hai dinh pendant.

Chitng minh két qua 2.2.4.

Nhan thay rang do moi ciy déu 1a mot do thi chordal nén, theo Két qua 2.2.3), moi cay déu c6 chia it nhat
hai dinh simplicial. Tuy nhién, moi dinh simplicial trong cdy déu 14 mét dinh pendant. m

Gia st cho trugc mot do thi chordal G = (X, E). Ki hiéu G, == G. Khi d6, G, c6 chira mot dinh simplicial, ki
hiéu 1 x;. Bing cach x6a dinh simplicial x; khoi G;, ching ta thu dugc mot do thi con mai va ki hiéu db thi
thu duoc boi G,. Do G, 1a mot d6 thi con caa G, nén né ciing 13 mot do thi chordal. Khi dé, G, ciing ¢6 chira
mét dinh simplicial, ki hiéu 14 x,. Bang cach x6a dinh simplicial x, khoi G,, chung ta ciing thu duoc mot db thi
con chordal Gz méi va G5 ciing ¢6 chira mot dinh simplicial x5; v.v... Nhan thay rang, tai budc thir i cia qua
trinh trén, ching ta thu dwogc mot do thi chordal G; va mot dinh simplicial x; cia n6 (diéu nay suy ra tir Két qua
2.2.2). Budc cudi cung cua qua trinh trén xay ra khi ching ta x6a dinh x,, khoi G,, va thu dugc G,,., = @.
Chung ta thu duoc mot day sap thir tu cac dinh x4, x,, ..., x,,. Ki hiéu day sip thi tu nay boi o.

Khi 46, 0 = (x4, X5, ..., X,). Ddy sip thi tu o duoc goi 1a day sdp tha te khaz simplicial / ddy sdp thi
khiz hoan hdo. Qua trinh x6a cac dinh theo day sip thir tw o nay duoc goi 1a phép phan tich simplicial. Bic
diém chinh cua phép phan tich simplicial nay d6 1a méi dinh x; déu 1a mot dinh simplicial cua d6 thi G; cam
sinh boi cac dinh x;, x; 44, ..., X, VA Gipqy = G; — x; (i = 1,2, ..., 1).

Tir c4c quan sat néu trén, ching ta nhan thiy rang moi d6 thi chordal déu c6 mot ddy sip tha tu khi
simplicial o/ hoic twong duong c6 mdt phép phan tich simplicial. Mot van dé dugc dat ra & day dé 1a: “Néu
mot d6 thi c6 mot phép phan tich simplicial thi né c6 phai 1a mot do thi chordal hay khong?”. Gia st phan
chung né khdng phai 1a mot do thi chordal. Khi d6, n6 c¢6 chtra mot chu trinh cam sinh €, (k > 4). Néu n6 c6
mot phép phan tich simplicial thi sém hay muén mot dinh nao d6 cua C, ciing phai xuat hién trong phép phan
tich simplicial nay. Tuy nhién, khong c6 bat ky dinh nao cua C, 1a mét dinh simplicial trong bat ky d6 thi con
cam sinh nao cua no, mau thuan.

Bang cach tong hop cac quan sat néu trén, ching ta di dén két luan sau day:

Két qua 2.2.5.

Mot d6 thi G 1a chordal khi va chi khi né c6 mot day sap thi tu khir simplicial.

4 6 3




Hinh anh minh hoa d6 thi chordal G, va day sap tht tu khir simplicial o = (1,2,3,4,5,6,7,8).

Diém manh cua day sap tht tu kha simplicial nam & viéc, khi can xem xét xem mét d6 thi ¢d phai la chordal
hay khdng, ching ta khdng nhat thiét phai kiém tra xem trong tat ca cac tap dinh con c6 kich thuéc 4,5,6, ... ¢6
tap nao cam sinh ra mot chu trinh C;, hay khdng; thay vao do, chiing ta chi can chi ra it nhat mot day sap thu ty
khtr simplicial hoac chitng minh rang khong ton tai mot day sap thi ty kha simplicial nhu vay.

N6i cach khac, bai toan tim kiém mot day sap thir tu kha simplicial s& thay thé cho bai toan kiém tra tat ca
c4c tap dinh con c6 kich thudc 4,5,6, ... dé nhan dang cac d6 thi chordal.

Chang han, xét d6 thi G,. Néu ching ta chi sir dung dinh nghia cuia mét do thi chordal thi ching ta phai kiém
tra (§) tap dinh con c¢ kich thuéc 4 xem c6 tap dinh con nao cam sinh ra mot chu trinh C, hay khong. Tiép
theo, chiing ta can kiém tra (3) tap dinh con c6 kich thuéc 5 dé tim kiém cac tap dinh con cam sinh ra chu trinh
Cs, (%) tap dinh con c6 kich thuéc 6 dé tim kiém cac tap dinh con cam sinh ra chu trinh Cg, (2) tap dinh con c6
kich thuéc 7 dé tim kiém céc tap dinh con cam sinh ra chu trinh C;, (3) tap dinh con c6 kich thuéc 8 dé tim
kiém cac tap dinh con cam sinh ra chu trinh Cg. Tuy nhién, bang cach sir dung phép phan tich simplicial, ching
ta c6 thé thay thé quy trinh trén bang cach chi can tim kiém mot day sap tha tu kha simplicial 1a do.

Céc db thi khong chordal ciing ¢ thé ¢ chira cac dinh simplicial nhung néu ching ta bat dau thuc hién phép

phan tich simplicial thi sém hay muén chung ta ciing s& bi ket lai vi trong db thi thu duoc khéng c6 dinh nao la
simplicial.

Két qua 2.2.6.

Trong mét d6 thi chordal G, bat ky dinh nao ciing c¢6 thé 1a dinh cudi cling trong mét day sap tha tu khir
simplicial nao do.

Chieng minh két qua 2.2.6.

That vay, gia st G 1a mot dd thi chordal va x 1a mot dinh bat ky. Do G ¢ it nhat hai dinh simplicial & bat ky
budc nao caa phép phan tich simplicial nén ching ta c6 thé tranh viéc phai x6a dinh x & moi buéc, ngoai trir
budéc cudi cung. 0

Két qua 2.2.7.
Néu x 1a mot dinh simplicial trong d6 thi G = (X, E) thi ton tai mot tap doc l1ap ti dai S € X sao cho

X ES.

Chitng minh két qua 2.2.7.

Do x 1a mot dinh simplicial nén moi tap doc lap téi dai S’ déu chira chinh xac mot dinh nam trong tap
{x}UN(x) bai vi néu khdng thi tap S’ U{x} cling s& 1a mot tap doc 1ap va co luc lugng 16n hon S’. Néu ton tai
mét dinh y € N(x) sao cho y € S’ thi chiing ta c6 thé thay thé dinh y bai x va dat S == S’ \ {y}U{x}. O

Nhan thay rang két qua néu trén ding vai moi dd thi bat ky cha khong nhat thiét chi cho cac do thi chordal.

Tuy nhién, su ton tai cua day sap thi tu khir simplicial cho phép chiing ta dé xuat mot thuat toan don gian dé
xac dinh chi sé doc lap va tap doc 1ap tbi dai trong tng cua mot do thi chordal:




Thuit tean xac dinh tap doc lap doi dai cia mdt @d thi chordal.
INPUT: D6 thi chordal G = (X, E).
OUTPUT: Tap dac lap téi dai S € X vai |S| = a(6).

1. bats = 0.

2. Tim mét dinh simplicial x, x6a manh tap dinh x UN (x) va bo sung dinh x vao S.
3. Néu con lai it nhat mot dinh thi lap lai budc 2 cua thuat toan.

4. Két thlic thuat toan.

Chéng han, néu ching ta chay thuat toan cho dd thi G, thi, & budc dau tién cua thuat toan, dinh 1 dugc bd
sung vao S va tap {1,4,5} bi x6a manh; ¢ budc thir hai cia thuat toan, dinh 2 dugc bd sung vao S va tap {2,3,8}
bi x6a manh; ¢ budc thir ba cua thuat toan, dinh 6 duoc bd sung vao S va tap {6,7} bi x6a manh. Néu khong
con dinh ndo nira thi ching ta két thic thuat toan va két luan rang tap S = {1,2,6} 1a mot tap doc l1ap téi dai cua
d6 thi G va a(G) = 3. Piéu nay twong duong véi viéc tap T = {3,4,5,7,8} 1a mot tap transversal tdi tiéu cua dd
thi G va t(G) = 5. Tuy thudc vao cac dinh simplicial dugc chon & mdi budc cua thuat toan, ching ta s& nhan
dugc céc tap doc 1ap tdi dai va cac tap transversal téi tiéu khac nhau. Luu ¥ rang thuat toan néu trén van hoat
dong ddi véi cac dd thi khdng chordal.

Nhan thay rang cac tap dinh bi x6a trong thuat toan néu trén cam sinh ra cac clique. Hon nita, chiing ta c6
thé chitng minh duoc riang sb cac tap dinh bi x6a trong thuat todn néu trén chinh 1 sb téi thiéu cac clique can
thiét dé pha X. Chang han, moi dinh cua d6 thi G; déu nam trong mét clique nao d6 cam sinh bai {1,4,5},
{2,3,8}, {6,7} va s6 nhiing clique nhu vay 1a nhé nhat c6 thé duoc.

Tong quat hon, chi sé phii clique 8(G) cia do thi G 1a s6 ti thiéu céc clique can thiét dé phu X, nghia 1a
mdi dinh cua d6 thi G déu nam trong chinh xac mét clique nhu vay. Chang han, chi sé phu clique caa d6 thi G,
bang 6(G) = 3. Nhu chung ta s& thiy, cac clique phu déng mét vai tro quan trong trong ly thuyét d6 thi hién
dal.

Chi s6 Szekeres-Wilf

Bac cua mot dinh duge dinh nghia 1a s6 dinh lang giéng cua né; day 1a mot dinh nghia rat chung chung duoc
ding cho tat ca cac do thi. Cac dinh véi bac cd gia tri nho nhat déng mot vai trd quan trong trong nhiéu bai
toan t6i wu hoa khac nhau va chung ta thudng goi 1a cdc dinh véi bdac nhé nhit.

Thong thudng chiing ta can xac dinh gia tri 16n nhat co thé c¢d ciia bac tdi tiéu tinh trén tat ca cac do thi con
nam trong mot do thi cho trude nao d6. Khi chiing ta ndi “bac cia mot dinh trong mot do thi con” nghia 1a
ching ta dang noi dén s cac dinh lang giéng cua né chi trong d6 thi con do.

Chang han, néu chiing ta khao sat khai niém bac thi c6 vé nhu cac do thi chordal s& dong mat vai tro dac biét
quan trong. Gia sir cho trudc mot do thi G = (X, E), chung ta dinh nghia chi s Szekeres — Wilf nhu sau:

M(G) = maxy cxymingegr—(x' g d(x).

Nhu ching ta c6 thé nhan thay tir cach dinh nghia cua chi s6 Szekeres — Wilf, dé xac dinh chi s6 Szekeres —
Wilf M(G) cua db thi G, chiing ta can xem xét tat ca cac d6 thi con cam sinh G’ ciia d6 thi G, xac dinh bac nho
nhat trong mdi db thi con cam sinh G’ 6, xac dinh gia tri 16n nhét trong sb tat ca cac bac nho nhat do.



Tuy nhién, c6 mot thuat toan don gian hon dé ching ta c6 thé xac dinh gié tri cua chi s6 Szekeres — Wilf
M(G): dau tién, ching ta xac dinh mot phép phan tich simplicial cia G thu duoc bang céch loai bo lién tiép cac
dinh c6 bac nho nhat khoi G; khi dé, gia tri t 16n nhat trong sb tat ca cac bac nho nhat d6 chinh 1a gia tri M(G)
can tim.

That vay, M (G) khong thé nho hon t, bai Vi t 13 bac nhé nhat trong mot d6 thi con nio d6 ctua G. Mt khac,
néu M(G) > t thi s& c6 mot d6 thi con cam sinh G’ € G ¢6 bac nho nhit I6n hon t. Tuy nhién, trong phép phan
tich simplicial thu duoc bang cach loai bo lién tiép cac dinh ¢ bac nho nhat nhu vay, dinh dau tién caa G’ s&
Xuat hién & budc i ndo d6. Tir dinh nghia cua t, bac cua dinh nay khong thé c6 gié tri Ion hon t. Tong quat hon,
bac cua bat ky dinh ndo nam trong d6 thi con G’ khong thé cd gia trj 16n hon bac cua cung dinh d6 trong db thi
G;, nén ciing khong thé c6 gia tri 1on hon bac cua ciing dinh d6 trong d6 thi G. Nhu vay, M(G) = t.

Két qua 2.2.8.

V&i moi @6 thi G, M(G) = w(G) — 1.

Chirng minh két qua 2.2.8.
Tir dinh nghia cua chi s6 clique w(G), w(G) 1a kich thudce tdi dai co thé c6 ciia mot clique chira trong d6 thi
G. Nhu vay, c6 it nhit mot d6 thi con cam sinh day du cua G véi bac nho nhit w (G) — 1.

Do M(G) = maxy:cyMinyeq'—(x' )d(x) NN M(G) = w(G) — 1. O

Nhu ching ta c6 thé nhan thay tir két qua trén, gia tri w(G) — 1 trén thyc té 1a mot chin duéi caa M (G) cho
tat ca cac dd thi G. Két qua tiép theo con chi ra rang néu w(G) — 1 1a gia tri nho nhit cua M(G) cho tit ca cac
dd thi G va nguoc lai:

Két qua 2.2.9.
Céc khang dinh sau 13 twong duong véi nhau:
(1) M(G") = w(G") — 1 véi mbi d6 thi con cam sinh G’ € G;

(2) G 1a mot do thi chordal.

Chirng minh két qua 2.2.9.

(1) = (2) Gia st M(G") = w(G") — 1 v&i mdi d6 thi con cam sinh G’ S G va G khong phai 1a mot d6 thi
chordal. Khi do6, G ¢6 chira mét chu trinh cam sinh €, va&i do dai = 4. Tuy nhién, M(C,) = w(C;) = 2, mau
thuan voi gia thiét cua bai toan.

(2) = (1) Gia st G 1a mdt d6 thi chordal. Do moi d6 thi con ciia mot do thi chordal ciing 1a mot d6 thi
chordal nén, khéng lam mat tinh tong quat cua van dé, ching ta chi can chimg minh dang thire trén cho db thi
G. T Két qua 2.2.8), M(G) = w(G) — 1. Do G 1a mot dd thi chordal nén G c6 mot phép phan tich simplicial.



Gia st t 12 bac cao nhat cia mot dinh simplicial xuét hién trong phép phan tich simplicial nhu vay. Khi do,
kich thudéc t6i dai co thé co cua mét clique chira trong G 12 w(G) = t + 1. Nhan thay rang do dinh simplicial
c6 bac t khong nhat thiét 1a dinh c6 bac nho nhat nén M(G) <t = w(G) — 1. Nhu vay, M(G) = w(G) — 1. o

Nhu chiing ta c6 thé nhan thay, véi moi db thi chordal, phép phan tich simplicial va phép phan tich bac nho
nhat déu chi ra rang gia tri bac Ién nhat xuat hién trong cac phép phan tich nay déu bang w(G) — 1. Trong
truong hop dic biét, vai moi cay G, phép phan tich simplicial va phép phan tich bac nho nhat tring nhau.
Trong trudng hop tong quat, tinh hinh kém hap dan hon nhiéu. Chang han, véi moi db thi ludng phan day du
Kyn V6in > 2, ching tacd M(K,,) = n, w(K,,) = 2 va dd thi K, , ciing khdng c6 chta bat ky dinh
simplicial nao.

Po thi chordal va khoang cach

Két qua sau day 13 mot dang tong quat cua Két qua 2.1.4:

Két qua 2.2.10.
Gia st cho trudc mot do thi chordal G va mot dinh x € G.

Khi d6, N (x) ¢6 chira it nhat mot dinh simplicial trong G.

Chirng minh két qua 2.2.10.

Khong lam giam tinh téng quét cua van dé, gia sa G = (X, E) 1a mot do thi chordal lién thong khdng tam
thudng. Chlng ta s& chimg minh tinh dung din cua khang dinh trén bang phuong phap quy nap toan hoc theo
chi s6 n := |X|. Tinh dtng dan cua khang dinh 1a hién nhién voi n = 2. Gia st khang dinh di dwoc kiém ching
Vi moi dd thi chordal x4c dinh trén < n dinh.

Ki hiéu {x} bai N,, tap cac dinh lang giéng N (x) bai N;, tap cac dinh ¢ khoang cach dén dinh x bang 2 boi
N,, tap cac dinh cd khoang cach dén dinh x bang 3 bai Ns, v.v... tip dinh N, (x) sau ciing cua ddy nay bai Ny,

Ching ta nhan dugc mot phan hoach sau cua tap dinh X (diéu nay suy ra tir viéc N;NN; # @ (i # j)):
X = NOUN1UN2 U e UNk,

trong d6 N, = N (x).

JVO J?Vl JVI' ..'.Mk_ 1 j\-rj'( = JVQO

Hinh v& minh hoa.

Néu k = 1 thi Ny, (x) = X — {x}. Do db thi chordal G — x c6 mot dinh simplicial va moi dinh simplicial
trong G — x déu 1a mot dinh simplicial trong G (diéu nay suy ra tir viéc dinh x lién hop véi tat ca cac dinh
khéc) nén N, (x) c6 chira it nhat mot dinh simplicial trong G.




Gia st k > 2. Khi d6, Ny_, dong vai trd nhu mot tap tach trong G. N6 s& ¢ chira mot tap tach ti tiéu nao
d6 va do thi con Gy, c6 chira it nhat mot thanh phan lién théng. Khong lam giam tinh tong quat cua van dé, gia
str Nj._, 1a mot tap tach téi tiéu va G, chi c6 chinh xac mot thanh phan lién thong.

Tur Két qua 2.2.2), Gy, _, 1a mét clique. Néu Gy, _,yw, cling 1a mét cligue thi moi dinh ndm trong N, déu la
mét dinh simplicial trong G. Néu Gn,_,un, Khong phai la mot clique thi n6 c6 chura it nhét hai dinh simplicial
khong lién hop nhau (diéu ndy suy ra tir viéc Gy, _ yn, 1a mot do thi chordal lién thong nhung khong day du va
Két qua 2.2.3). Nhan thay rang ca hai dinh simplicial nay khdng thé cling nam trong N,,_; (diéu nay suy ra tir
viéc tap dinh N,_, cam sinh mét clique trong G). Nhu vay, c6 it nhat mot trong sé ching phai nam trong N,,.
Nhan xét thém rang moi dinh y € N, la simplicial trong Gn,_,un, cling la simplicial trong G. m

Két qua tiép theo 12 dang mé rong cia Két qua 2.1.5) va Két qua 2.2.3):

Két qua 2.2.11.

Moi d6 thi chordal lién théng khdng tam thuong déu c¢d chua it nhat hai dinh simplicial x va y sao cho
d(x,y) = diam(G).

Chirng minh két qua 2.2.11.
Gia sir cho trugc mot dd thi chordal lién théng khdng tam thuong G = (X, E).

Xét hai dinh x va y sao cho d(x, y) = diam(G).

Tur Két qua 2.2.10), ton tai mot dinh simplicial y' € Ny, (x). Hién nhién, d(x,y") = d(x,y) = diam(G).
Tur Két qua 2.2.10), ton tai mot dinh simplicial x’ € N, (x) sao cho d(x',y") = d(x,y") = diam(G). O
Po thi gia tam giac phan

Nhan thay rang cac d6 thi chordal khéng chi cé nhiéu tinh chat thd vi ma c4c tinh chat nay con 13 co s& quan
trong cho nhitng khéi quét su sic hon trong ly thuyét d6 thi va siéu do thi. Phan nay cua bai viét s& duoc dung
dé trinh bay mot vi du vé sy tong quat hoa nhu vay va ang dung caa né ddi vai cac cau tric chu trinh cua cac
d6 thi va cac phan bu caa chung.

Trong mot d6 thi G, mot dinh x dugc goi 1a cyclic yéu néu nd khéng thudc bat ky chu trinh cam sinh €, nao
vé6i k = 4. Hién nhién, trong moi d6 thi, do cac dinh simplicial khong thudc bat ky chu trinh cam sinh C;, nao




V6i k > 4 nén chung ciing 1a cac dinh cyclic yéu. Nhu vay, khai niém dinh cyclic yéu 1a dang tong quat hoa
cua khai niém dinh simplicial.

Mot dd thi G dugc goi 1 lattice néu mdi dinh cua d thi G déu ndam trong mot do thi con cam sinh c6 dang
Cy, VOi k > 4 va mot d6 thi con cam sinh ¢ dang C; véi [ > 4. Ching ta ¢d thé xem cac db thi lattice 1a cac d6
thi véi tat ca cac dinh déu 1a “cyclic manh”. D4 thi lattice bat bién ddi vai phép lay phan bu: néu G 1a mot d6
thi lattice thi phan b G ciing 1a mot d6 thi lattice. T4t ca cac chu trinh C, Véi k > 6 déu 1a do thi lattice: mdi
dinh caa né déu nam trong C,, hoic C,.

Hinh anh minh hoa.

Trong mot d6 thi G, mot dinh x duoc goi 1a cosimplicial néu né 1a mét dinh simplicial trong phan b G. Biéu
nay c6 nghia 1a cac dinh khong phai 1a lang giéng cua dinh x s& tao thanh mot tap cac dinh doc 1ap, hoic twong
duong, khong ¢ canh ndo cia G hoan toan nam ngoai tap lang giéng N (x).

Mot d6 thi G duogc goi 1a gid tam giac phan néu n6 cd mot phép phan tich bang cach loai bo dan cac dinh
simplicial hozc cosimplicial khoi d6 thi G.

Db thi gia tam giac phan 1a bat bién di véi phép lay phan bu: néu G 12 mot db thi gia tam giéc phan thi phan
bl G ciing 1a mot d6 thi gia tam giac phan.

Chang han, C, 1a mot d6 thi gia tam gidc phan: moi dinh caa €, déu l1a mot dinh cosimplicial. C5 khong phai
la mot @6 thi gia tam giac phan bai vi né khong co6 dinh simplicial va cosimplicial nao.

Két qua 2.2.12.
Gia st cho trudc mot do thi G va x 1a mot dinh khong thudc bat ky chu trinh cam sinh C;, nao véi k > 4.

Khi d6, moi tap tach tdi tieu S nam trong tap lang giéng N (x) déu cam sinh mét clique trong G.

Chirng minh két qua 2.2.12.

Gia st cho trudc mot do thi G, x 1a mot dinh khong thudc bat ky chu trinh cam sinh €, nao véi k > 4 va S la
mot tap tach tbi tiéu nam trong tap lang giéng N (x).

Ki hiéu Y 1a mot tap dinh cam sinh ra mot thanh phan lién théng khéng c6 chtra x cia G — S.




Chon hai dinh y, z bat ky trong S. Gia str hai dinh y, z khong lién hop véi nhau. Do S 1a mét tap tach téi tiéu
nén mdi mot trong hai dinh y va z déu c6 mét dinh lang giéng nam trong Y. Do Y cam sinh ra mét thanh phan
lién thong nén ton tai mot duong di véi chiéu dai nho nhat cé thé ndi gitta hai dinh y va z trong Y. Puong di
nay cling vai dinh x sé& tao thanh mot chu trinh cam sinh C,, voi k > 4. Biéu ndy mau thuan véi gia thiét dinh x
khéng thudc bat ky chu trinh cam sinh Cj, ndo véi k > 4. Nhu véy, hai dinh y, z phai lién hop véi nhau, nghia
la S cam sinh mot clique. O

Két qua 2.2.13. (Gorgos)

Céc khang dinh sau 13 twong duong véi nhau:

(1) G 1a mot do thi gia tam giac phan;

(2) G c6 mot phép phan tich bing cach loai bo dan cac dinh cyclic yéu khoi db thi G hodc phan b G.

(3) G khdng chtra bat ky d6 thi con lattice nao.

Chieng minh két qua 2.2.13.

Néu G 1a mot d6 thi gia tam giac phan thi G s& c6 mot phép phan tich bing cach loai bo dan cac dinh cyclic
yéu khoi d6 thi G hoic phan bu G (diéu nay suy ra tir viéc moi dinh simplicial déu 1a mot dinh cyclic yéu trong
dd thi G va moi dinh cosimplicial déu 1a mét dinh cyclic yéu trong phan bu G). Nguoc lai, néu G ¢ mot phép
phan tich bang cach loai bo dan cac dinh cyclic yéu khoi do thi G hoic phan bu G thi né khéng thé chira bat ky
d6 thi con lattice nao bai vi mot do thi lattice bat ky khdng thé c6 mot phép phan tich nhu vay (diéu nay suy
truc tiép tir cach dinh nghia caa cac do thi lattice). Do d6, (1) kéo theo (2), va (2) kéo theo (3). Nhu vay,
ching ta chi can ching minh rang (3) kéo theo (1).

Chung ta s& chitng minh (3) kéo theo (1) bang phuong phap quy nap toan hoc theo sé dinh n(G) cua do thi
G. Gia st cho trugc mot do thi G = (X, E) thoa méan diéu kién (3). Néu G cd chira mot dinh simplicial hoac
cosimplicial thi, bang cach xo6a dinh simplicial hoic cosimplicial nay khoi G, ching ta s& thu dugc mot do thi
méi c6 < n dinh. Tir gia thiét quy nap cuia bai toan, chiing ta thu dugc diéu phai chitng minh. Khdng giam tinh
téng quat cia van dé, gia sir rang G khong cd chira bat ky dinh simplicial hoic cosimplicial nao. Phép chiing
minh cua chung ta sé dugc tach ba budc co ban nhu sau:




Bwéc 1. Chitng minh G 1a mdt dd thi lién thong.

Gia str G 1a mot do thi khéng lién thong. Néu c6 it nhat mot thanh phan lién thdng caa G 1a mot d6 thi
chordal thi n6 s& c6 chira it nhat mot dinh simplicial nao d6. Piéu ndy mau thuan véi gia thiét bo sung cua bai
toan. Néu khong cd thanh phan lién théng nao cia G 1a mot d6 thi chordal thi mdi thanh phan lién théng nay
déu c6 chara mot chu trinh cam sinh Cj, v&i k > 4. Bang céch chon bat ky hai trong sb cac chu trinh cam sinh
nay, gia st 1a C, v&i k > 4 va C, voi | > 4. Khi d6, C;, Véi k > 4 va C; v6i | > 4 tao thanh mot d6 thi con
lattice bai vi mdi dinh déu thuoc mot chu trinh nao d6 (Cy, Vi k = 4 hoidc C; véi I > 4) va phan bu C,.

Nhu vy, G phai 12 mot db thi lién thong.
Buwéc 2. Xac dinh mt dé thi con G’ va mét dinh cosimplicial y nao dé trong G'.

Do G khong phai 1a mot d6 thi lattice nén mét trong hai G va G phai c6 chira mét dinh cyclic yéu. Khang
giam tinh tong quat, gia st G c6 chira mot dinh cyclic yéu. Ki hiéu X’ 1a tap tat ca cac dinh cyclic yéu chua
trong G. Nhu vay, X' # Q.

Ki hiéu G’ := G — X'. Nhan thiy rang d6 thi con G’ ¢6 chua it nhat mét nao do, trong trudng hop nguoc lai
X' = X; nén tit ca cac dinh cua G déu 1a cyclic yéu, nghia 1 G ciing 1a mot d6 thi chordal. Nhu vay, G phai c6
chua it nhat mot dinh simplicial nao d6, mau thuin véi gia thiét bd sung caa bai toan.

Do X’ # @ nén chlng ta suy ra raing n(G') < n(G). Hién nhién, G’ khdng c6 chtra bat ki d thi con lattice
nao. T gia thiét quy nap cia bai toan, G’ s& c6 chira mot dinh simplicial hoic cosimplicial nao d6; ki hiéu y 1a
dinh simplicial hoac cosimplicial nay.

Do moi dinh ciia G’ déu nam trong mot chu trinh cam sinh C;, voi k > 4 nén y phai la mot dinh cosimplicial.
Buwéc 3. Chieng minh y ciing 1a mt dinh cosimplicial trong G.

Gia st x 1a mot dinh bat ky nam trong X’. Do G 1a mot d6 thi lién thong va x khong phai 1a mot dinh
cosimplicial nén ton tai mot tap tach toi tiéu khdng rdng S caa G nam trong tap lang giéng N (x).



el

Gy | |

Tir Két qua 2.2.12), S cam sinh mdt clique nao dé trong G.

Gia st Gy, G, 1a cac do thi con cam sinh cua G sao cho G = G,UG,, G;NG, = S va khdng cd bat ky canh ndo
nam gitra G; — S va G, — S.

Néu c6 it nhat mot trong cac do thi G, va G, 1a d thi chordal thi s& ton tai mot dinh simplicial nam trong
G, — S hoic G, — S. Biéu nay chi rarang G sé& c6 chira mot dinh simplicial nao d6, mau thuin véi gia thiét bo
sung cua bai toan.

Nhu vay, G; ¢6 chia mét chu trinh cam sinh €, vai k = 4 va G, co chira mét chu trinh cam sinh C; voi

[ > 4. Do S la mét clique nén ton tai mot canh e; nao d6 cua chu trinh €, nam hoan toan trong G, — S. Lap
luan tuong tu, ton tai mot canh e, nao d6 cua chu trinh €; ndm hoan toan trong G, — S. Nhu vy, tat ca cac dau
mdt cua ey, e, déu nam trong G'. Do y la mot dinh cosimplicial trong G’ nén tat ca cac dinh khéng phai lang
giéng cua y trong G' phai d6i mot roi nhau. Néu y nam trong G, — S thi ca hai dau mat cua e, déu khdng phai
la lang giéng cua nhau. Néu y nam trong G, — S thi ca hai dau mit cua e; déu khong phai 1a lang giéng cua
nhau. Nhu vay, kha ning duy nhat co thé xay ra & ddy d6 1a y phai nam trong tap S. Tuy nhién, do S € N(x)
nén chidng ta nhan thiy riang y 1a mot dinh lién hop cua dinh x. Do x 1a mét dinh duoc chon bt ky ndam trong
X' nén y phai lién hop vai tat ca cac dinh nam trong X'. Nhu vay, y 1a mot dinh cosimplicial trong G. Biéu
mau thuan nay két thic phép chiing minh cia két qua 2.2.13). O

2.3. Do thi lwéng phan

Két qua 2.3.1. (Konig)

Mot d6 thi 13 Tudng phan khi va chi khi n6 khéng cé chira bat ky mét chu trinh Ié nao.

Chirng minh két qua 2.3.1.

(=) Gia sir G 13 mot do thi ludng phan véi phan hoach dinh twong tng 13 A va B, C;, 1a mot chu trinh bat ky
chua trong G di qua mot dinh x € A nao d6. Bang cach di chuyén qua tat ca cac dinh caa chu trinh C,, bat dau
tai x theo bat ky huéng ndo. Do G 1a mot do thi ludng phan nén mdi 1an di chuyén nhu vay that ra 1 ching ta
dang di chuyén giita cac phan A va B. Do ching ta két thdic qua trinh néu trén tai x nén k 1a mot s6 chan.




(<) Gia str G 1a mot do thi lién théng khdng tam thuong voi n > 2 dinh va khong cd chira bat ki chu trinh 1é
nao; chon ra mot dinh x € X bt ki nam trong G.

Ki hiéu N; 1a tap cac dinh c6 khoang cach dén dinh x bang i.
Chung ta nhan dugc phan hoach sau cua tap dinh X:

Nhan thay rang bat ky canh nao caa G déu ni cac dinh nam trong cting mét tap N; hoic ni cac dinh nam
trong céc tap N; ké tiép nhau.

Bay gio, ching ta s& xay dung mot phan hoach ludng phan (4, B, E) cua G bang cach dit vao A tat ca cac
tap N; 6 chi sé chin va dit vao B tat ca cac tap N; c6 chi sb 1¢, nén X = AUB. Phan con lai caa phép ching
minh, chdng ta s& chi ra rang khdng c6 bat ky canh nao cua G nam trong cung mot tap N;. Nguoc lai, gia st ton
tai mot canh e = {y, z} sao cho y, z € N; voi mot chi sé i > 0 nao do.

Xét mot (x, y) — duong di nho nhat va mot (x, z) — dudng di nhé nhat nim trong G. Ching c6 thé c6 cac
dinh chung khac x. Nhan thay rang moi duong di con cua mot duong di nho nhét ciing 1a mot duong di nhod
nhat. Ki hiéu x’ 1a dinh chung cudi cung tinh tir x. Khi d6, (x',y) — dudng di va (x',z) — dudng di nay déu co
cuing chiéu dai, ching ta tam gia st chiéu dai chung cua hai dudng di nay 1a 1, va khéng c6 bat ky dinh chung
nao khac ngoai x’. Nhu vay, cac duong di nay cung vdi canh e tao thanh mét chu trinh C,;,;, mau thuan véi
gia thiét cua bai toan. 0

Y tuéng cho phép chitng minh cua dinh I Konig khéng chi cho phép ching ta nhan biét khi nao thi mot db
thi cho trude 1a ludng phan ma con dwoc sir dung dé tim 10i giai cho nhiéu van dé khéc.

Thuit toan tim kiém theo chiéu rong.

INPUT: Do thi G = (X, E).

OUTPUT: Phép géan nhén cac dinh cta G bai cac s6 0,1,2, ...

1. Bau tién, chon ra mot dinh bt ky chua dugc gan nhan va gan nhan né béi 0; dat i = 0;

2. Gan nhan boi i + 1 cho tat ca cac dinh chua duoc gan nhan va lién hop véi cac dinh da duoc gan nhan boi

3. Néu c6 cac dinh chua duoc gan nhan lién hop véi cac dinh da duoc gan nhan thi dat i :== i + 1 va quay tro
lai budc 2;

4. Két thac thuat toan.



Hién nhién, mdi dinh duoc gan nhan cia G déu duoc gan nhan bai khoang cach tir dinh d6 dén dinh ban dau.
Dé kiém tra xem G c6 phai 1a mot dd thi ludng phan hay khdng, ching ta chi can thuc hién them mot budc nira
1a du: chung minh rang khong ¢ hai dinh nao dugc gan boi cing moét nhan lién hop nhau. Néu hai dinh phan
biét dwgc gan bai cing mot nhan cam sinh ra mot canh thi s& ton tai mot chu trinh Ié. T Két qua 2.3.1), G
khong thé 1a mot do thi ludng phan. Néu G 1a mot d6 thi lién thdng thi thuét toan tim kiém theo chiéu rong s&
gan nhan tat ca cac dinh cua G. Néu G khong phai 1a mot do thi lién thong thi s& c6 mot s6 dinh van chua duoc
gan nhan bai thuat toan tim kiém theo chiéu rong; ching ta c6 thé chay lai thuat toan tir bat ky mot dinh nao
van chua dugc gan nhan. S6 1an chay lai thuat toan trén sé& tring voi sé thanh phan lién théng cua G.

Pé xac dinh khoang cach giira hai dinh bat ky - d6 dai cua dudong di ngin nhét gitra hai dinh bat ky cua G,
chding ta chi can chay thuat toan tir bat ki dinh ndo trong sé hai dinh nay va nhan cua dinh thi hai chinh 1a
khoang cach can tim.

Nguoc lai voi thuat toan tim kiém theo chiéu rong, ¢ mot thuat toan tim kiém khac trong do thi dugc goi 1a
thuat toan tim kiém theo chiéu sau. Tiép theo, chiing ta s& trinh bay ¥ trdng cua thuat toan nay nhu sau:

Gia st ching ta can tim mot cay khung trong mot d6 thi lién théng G cho trudc. Chon mot dinh bat ky va
tuyén bd rang n6 dugc ghé tham dau tién. Chon mot dinh bat ky chua duoc ghé thiam lién hop véi dinh dugc
ghé tham tht k, ching ta tuyén bd rang n6 1a dinh ghé tham tha k + 1 va bd sung thém canh néi giira dinh ghé
tham tht k véi dinh ghé tham tha k + 1 vao cay khung. Néu c6 cac canh nbi gitta dinh ghé tham thir k + 1 voi
cac dinh da dugc ghé tham trude do, cac canh nhu vay duoc goi la cac canh quay lui, ching ta chon mot dinh
chua duoc ghé tham khac lién hop véi dinh duoc ghé tham tha k va lap lai quy trinh nay mién la kha thi.
Chung ta s& bi mac ket khi c6 mot dinh nao d6 khong c6 cac dinh lang giéng chua dugc ghé tham trude do. Tai
thoi diém nay, ching ta s& quay tré lai dinh dugc ghé thim thir k — 1 — dinh ma dinh duoc ghé thim th k da
dugc ghé tham trude d6 (budce nay duoc goi 1a busc quay lui) va tim kiém mot dinh lang giéng chua dugc ghé
tham khéc. Néu cd mot dinh 1ang giéng khac nhu vay thi ching ta s& ghé thaim no va 1ap lai quy trinh nay. Néu
khéng c6 mot dinh 1ang giéng khac nao nhu vay thi chdng ta quay lui lai mot budc nixa va 13p lai quy trinh nay
mét lan nira. Chang ta bd sung thém vao cay khung mét canh tai mot thoi diém khi ghé thim mot dinh mai; cac
canh quy lui khéng dugc bd sung vao vi ching tao thanh céc chu trinh véi cac canh cua cay khung. Hién nhién,
thuat toan s& dirng lai tai dinh dugc ghé tham dau tién. Dinh d6 duoc goi 1a dinh géc cua cay khung. Tuong tu
nhu thuat todn tim kiém theo chiéu rong, thuat toan tim kiém theo chiéu sau c6 thé duoc &p dung dé giai quyét
mot s6 cac bai toan tim kiém khac nhau.

Bay gio chling ta sé tiép tuc thao luan vé cac do thi ludng phan. Gia sir cho trugc mot d6 thi G = (X, E).

Tdp lang giéng N(S) ciia mét tdp dinh S © X duoc dinh nghia 12 hop cua tat ca cac tap lang giéng cua cac
dinh nam trong tap S ngoai trir chinh tap S, nghia 1a N(S) = U,es N(x) \ S.

Néu G = (X,Y; E) la mot d6 thi ludng phan thi tap lang giéng cta bat ky tap con nao cia X ciling nam trong
Y va tap lang giéng cua bat ky tap con nao cia Y ciing nam trong X. Chung ta s& st dung ki hiéu N; (S) dé
nhan manh rang tap lang giéng dugc xem xét trong dd thi G.

Nhéc lai rang mot cap ghép 1a mot tap cac canh doi mot roi nhau. Ching ta ndi rang mot cip ghép M phi
mét tdp dinh S néu mdi dinh nam trong tap dinh S déu lién thuoc véi mot canh nao do6 cua cap ghép M.



Két qua 2.3.2. (Hall)
Mot d6 thi ludng phan G = (X, Y; E) ¢6 mot cap ghép M phu X khi va chi khi, véi moi tap dinh con S € X,

ING(S)| = |S].

Chitng minh két qua 2.3.2.

(=) Néu G = (X,Y; E) c6 mot cap ghép M phu X thi hién nhién rang moi tap dinh S € X déu c6 tdi thiéu |S|
dinh lang giéng nam trong Y, nghia 1a [N, (S)| = |S].

(<) Gia sir cho trudc mot dd thi ludng phan G = (X, Y; E). Ching ta s& chirng minh tinh ding dan caa chiéu
dao cua khang dinh trén bang quy nap toan hoc theo chi s | X|. Néu |X| = 1 thi, tir dinh nghia cua mot do thi
ludng phan, dinh don x cua tap X s& co tdi thieu mot dinh lang giéng y nam trong Y, nén canh xy chinh 1a cap
ghép can tim.

Gia sir | X| > 1 va khang dinh d& duoc chimg minh 1 dang v6i moi do thi ludng phan véi phan bén xéac dinh
trén < |X| dinh. Chlng ta s€ xem xét hai treong hop sau:

Trwong hgp 1. V&i moi tap dinhcon S € X, S # X, |S]| < [N (S)]. Q)

Xét mot canh xy bat ky ciia G. Bang cach x6a manh céac dinh x va y khoi G va ki hiéu do thi ludng phan
nhan duoc lai dudi dang G’ = (X', Y'; E"). Hién nhién, |X’| = |X| — 1 < |X]. Do chi c¢é chinh xac mét dinh bj
x06a khoi tap Y nén danh gia (1) chi ra rang, véi moi tap dinh con S’ € X', |S’| < |N4/(S))|.

T gia thiét quy nap cua bai toan, ton tai mot cip ghép M’ trong G’ pha X'. Bang cach bo sung thém canh xy
vao G', chung ta thu dugc mot cap ghép M phu X trong G.

Truong hep 2. Ton tai mot tap dinh con S, € X, Sy # X, |Se| = N (o). (2)
Gp
Ng(S)
A\
So Gy Ne(Sp)




Chung ta chia tap dinh X cta G thanh hai tap con 4 := SyUN;(S,), B == (XUY) \ A va xét hai d6 thi con
cam sinh G4, Gg.

Trong do thi G4, v6i moi tap dinh con S € S, chiing ta déu c6 N¢, (S) = Ng(S).

Nhu vay, |S| < |Ng, ().

Tt gia thiét quy nap cua bai toan, G, c6 mot cap ghép M’ phu S,,.

Trong dd thi G, véi moi tap dinh con S € X — S, chiing ta déu c6 N, (S) = Ng(S) \ Ng(So).
Nhu vay, [Sol + |S] = [SoUS| < [Ng(SoUS)| = [Ng(So)| + |NGB(S)|-

Do [Sol = IN;(So)| (diéu nay suy ra tir hé thic (2)) nén ching ta suy ra rang |S| < |Ng, (S)|.
Tt gia thiét quy nap cua bai toan, Gz c6 mot cap ghép M’ phu X — S,,.

Bang cach két hop cac cap ghép M’ va M"', chung ta thu duoc mét cap ghép M cua G pha X. 0

Két qua 2.3.3.

Moi d6 thi ludng phan déu c6 it nhat mot cip ghép hoan hao.

Chirng minh két qua 2.3.3.

Gia sir cho trugc mot d thi ludng phan k — déu (k > 1) G = (X, Y; E). Bang cach dém bac cua cac dinh
nam trong X va Y, ching ta suy ra rang k|X| = k|Y|, nén |X| = |Y|. Biéu nay chi ra ring moi cap ghép pha X
déu pha Y va nguoc lai.

Xét mot tap dinh con S € X bat ky. Do G 1a mot d thi k — déu nén sb cac canh i ndi gitra S va N, (S) dugc
xéc dinh bai cong thic i = k|S|. Do mdi dinh nam trong N (S) déu c6 bac k nén i < k|N;(S) |. Nhu vay, voi
moi tap dinh con S € X, |S| < [N;(S) |. Tir Két qua 2.3.2), G ¢6 it nhat mot cap ghép hoan hao. 0

Nhéc lai rang 7(G) 1a kich thuéc nho nhat cé thé c6 caa mot tap transversal trong mot d6 thi G, nghia 1a sb
dinh nho nhat co thé cd dé lién thudc vai tat ca cac canh cia mot dd thi G. Nhu chung ta da dé cap trong muc
1.5), v&i moi d6 thi G, T(G) = v(G).

Két qua 2.3.4. (K6nig)

Vi moi d6 thi ludng phan G, t(G) = v(G).

Chirng minh két qua 2.3.4.
Gia st cho trugc mot do thi ludng phan G = (X,Y; E) vaT € XUY 1a mot transversal tdi tiéu cua G.

Chung ta s& xay dung mot cap ghép véi kich thudc bang 7(G) = |T| dé két thic phép chiing minh cua bai
toan.




Kihigu A :== XNT, B := YNT va Gy == Gay\p) G2 = Gpyx\a)- DO AUB la mét tap transversal nén khong
c6 canh ndo nam giira Y \ B va X \ A. Vi mdi tap dinh con S € 4, xét tap lang giéng N¢, (S). Néu |Ng, (S)| <
|S| thi chling ta c6 thé thay thé S bsi Ng, (S) va thu duoc mot tap transversal nhé hon T cua G (do Ng, (S) lién
thudc voi tat ca cac canh co lién thudc voi S nhung khong lién thudc voi B). Do T 1a mét tap transversal toi
tieu nén diéu nay Ia khong thé xay ra, nén |N;, (S)| = |S| véi moi tap dinh con S € A. Tir Két qua 2.3.2), G, s&
c6 mot cap ghép M’ phu A. Lap ludn twong tu cho d6 thi G,, G, cling s& c6 mot cap ghép M"’ phu B. Do cac d6
thi G; va G, c6 cac tap dinh roi nhau nén, bang cach két hop cac cip ghép M’ va M", ching ta thu dugc mot
cap ghép M cua G véi |A| + |B| = |T| = 7(G). Nhu vay, 7(G) = v(G). O



