Chi d@é 03. Po thi phang
3.1. P6 thi phang/Pé thi kha phang

Bing cach bo qua mot sé chi tiét vé mit ki thuat topo, ching ta s& goi mot dudng cong lién tuc nam trong
mat phang ndi gitta hai diém cho trudc (Mot diém s& dugc goi 1a diém dau, mot diém s& dugc goi la diém
cudi) va khong cé giao diém vai chinh né 1a mot dwong cong Jordan. Mot dudng cong Jordan dugc goi 1a
khép kin/déng néu diém dau va diém cudi cua né tring véi nhau.

Két qua 3.1. (Jordan)

Moi dudng cong Jordan khép kin/dong L déu chia mat phang thanh chinh xac hai mién, mot mién bi chin
va mot mién khéng bi chan, mdi mién nay déu nhan L 1am bién.

M6t mién duoc goi 1a lién théng néu moi cap diém nao ctia nd déu duoc ndi véi nhau bai mot duong
cong Jordan nao d6 nam bén trong mién d6. Theo ly thuyét do thi, cac diém trong mit phang duoc xem
nhu cac dinh cua do thi va cac dudng cong Jordan ndi cac diém twong tmg duoc xem nhu cac canh ndi
gitta cac dinh twong tng. Néu hai dudng cong Jordan c6 giao véi nhau tai mot diém khac voi diém dau va
diém cudi cua chdng thi chling ta ndi rang cac canh trong tng véi ching la giao nhau/cdt nhau.

Mot do thi dugc goi 1a khd phang néu né c6 thé dugc biéu dién lai trén mat phang sao cho khdng co
canh nao giao nhau. Néu mot db thi kha phang duogc biéu dién lai trong mit phang sao cho khéng c6 canh
nao giao nhau thi biéu dién dé s& duoc goi 1a mot dé thi phang.

Thong thudng, mot dd thi phang duoc goi 1a mot phép nhing phdang ciia mgt dé thi khda phang. Mot do
thi phang s& chia mat phiang chira nd thanh cac mién lién thong duoc goi 1a cac mat. Nhu vay, mdi mat nay
s& nhan mot chu trinh nao d6 lam bién. Sé cac dinh caa mot chu trinh nhu vay s& duoc goi 13 kich thuwéc
ciia mat 6. Voi mbi do thi phang G, ching ta s& ki hiéu sé mit cua db thi phang G bai £(G).

Moi d6 thi kha phang déu rat nhiéu phép nhang phang khac nhau.
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Hinh v& minh hoa ba cach biéu dién khac nhau cua cung do thi K,
nhung chi ¢6 hai trong chung 14 cac d6 thi phang.
NGi chung, cac do thi c6 thé c6 nhiéu phép nhing phang khac nhau véi sé cac canh giao nhau khac nhau.

S tbi thiéu cac canh giao nhau tinh trén tat ca cac cach biéu dién c6 thé c6 s& dugc goi 12 sé giao cria
mét do thi. Hién nhién, véi moi do thi kha phang, so6 giao cua chung luén bang 0.




3.2. COng thirc Euler

Két qua 3.2.1. (Euler)

Néu G 1a mét @6 thi phang lién thong véi n dinh, m canh, f matthin —m + f = 2.

Chitng minh két qua 3.2.1.

Ki hiéu T 1a mot cay khung caa db thi G. Hién nhién, m(T) = n — 1, f(T) = 1. Khi d6, ching ta d&
dang chimg minh duogc rang n(T) — m(T) + f(T) =n — (n — 1) + 1 = 2, nén cdng thirc Euler duoc thoa
man d6i véi cay khung T.

Ké tiép, ching ta s& bo sung thém tuan tu cac canh con lai caa G vao T: mdi 1an ching ta b6 sung thém
nhu vay s€ lam tang s6 canh va s6 mat 1én 1 don vi. Do m va f c¢é dau doi nhau trong cdng thac Euler nén
cong thicc n — m + f = 2 van ding cho ban than db thi G. m

Két qua 3.2.2.

Néu G 1a mot d6 thi kha phang thi tt ca cac phép nhing phang cua G déu c6 sé mat bang m — n + 2.

Chirng minh két qua 3.2.2.

Tinh dung din cua khang dinh trén duogc suy ra tir viéc n(G), m(G) 1a céc hang sé va cong thic Euler
chiraring f(G) = m—n + 2. 0

Két qua 3.2.3.
Néu G 1a mot d6 thi kha phang lién thdng khdng co chira canh boi thi m(G) < 3n(G) — 6.

Ching minh két qua 3.2.3.

Xét mot phép nhing phang bat ky cia G. Do G khdng c6 chira canh boi ndo nén kich thuéc cia mdi mat
> 3. Bang cach dém céc canh xung quanh moi mat, so nho nhat cac canh ma ching ta c6 thé nhan duoc la
3f. Trén thuc té, do mdi canh déu duoc dém hai 1an nén s canh ma ching ta c6 thé nhan dugc s& 1a 2m.

Nhu vay, 3f < 2m. Tur céng thic Euler, f = m — n + 2. Diéu nay chi rarang 3(m —n + 2) < 2m, nén
m< 3n—6. |

Két qua 3.2.4.

Moi d6 thi kha phang lién thong khong c6 chtra canh boi déu ¢ chia it nhat mot dinh c6 bac < 5.

Chitng minh két qua 3.2.4.

Gia st cho truéc mot do thi kha phang lién théng khong cd chira canh boi G. Néu do thi G chi chira ti da
khéng qua 6 dinh thi moi dinh cua G déu c6 bac < 5. Khong giam tinh tong quét cia van dé, gia sur do thi
G ¢6 chua it nhat 7 dinh. Gia sir mdi dinh cua G déu c6 bac > 6. Bang cach dém céc canh xung quanh moi
mat, ching ta chi ra dugc rang 6n < 2m, nén 3n < m. Bang céach két hop danh gia nay voi Két qua 3.2.3),
chungtasuyrarang3n <m < 3n—6,nén0 < —6. O

Nhan thay rang, véi moi d6 thi phang G va véi moi mat bi chan f cua né, ludn tén tai mot phép nhing
phang cua G sao cho f sé& tro thanh mot mat khong bi chan trong phép nhing phang nay. Biéu nay c6 thé
dugc biéu dién truc quan lai bang cach sir dung cac phép chiéu néi nhu sau:

Gia sir cho trudéc mot phép nhing phang cia G. Dat mot mat cau tiép xdc voi mat phang dang khao sat va
anh xa mat phang Ién mat cau téi diém cuc bac N nhu trong hinh v&. Bang cach lam nay, ching ta s& thu
dugc anh cta G trén mat cau nay. Ching ta xoay mat cau sao cho mit bj chan f chia truc tiép diém cuc
bac N. V&i diém cuc bac N’ méi, chiing ta chiéu mat cau tro lai mat phang va thu duoc mot phép nhing




phang mai cia G sao cho mat f bi chan trong phép nhing phang dau tién sé tro thanh mat £’ khong bi
chin trong phép nhing phang méi nhan dugc nay.

Hinh v& minh hoa phép chiéu ndi.

Két qua 3.2.5.

Mot do thi co thé biéu dién lai trén mit cau sao cho khdng c6 canh nao giao nhau néu va chi néu nd l1a
maot do thi kha phang.

Két qua trén dan dén quan sét sau day vé cac khdi da dién (cac khdi 3 — chiéu duoc gidi han bai céc giao
tuyén cua cac mat phang):

Két qua 3.2.6.

Néu mot khéi da dién 16i ¢6 n dinh, m canh, f matthin —m + f = 2.

Ching minh két qua 3.2.6.

Gia sir cho trudc mot da dién 16i nhu vay. Dat nd vao mot hinh cau va chiéu nd 1én mit cau tuong tng.
Céc dinh va cac canh caa mot da dién 16i nhu vy s& tao thanh mét phép nhing ciia mot d6 thi trén mat cau
turong ung. Ké tiép, ching ta s& sir dung phép chiéu ndi dé chiéu nd 18n mat phang va nhan duoc mot phép
nhiing phang caa do thi twong tng. Cac dinh, cac canh va cac mit cia phép nhlng nay sé twong tng véi
cac dinh, cac canh va cac mat cua khdi da dién 16i ban dau. O

3.3. Pinh li Kuratowski/Thuit toan kiém tra tinh kha phang ciia mét do thi

Pinh li KuratowskKi

Két qua 3.3.1.
K5 va K5 5 déu 1a céc d thi khong kha phing.

Chirng minh két qua 3.3.1.

Gia sir K5 1a mot d6 thi kha phang. Do K5 ¢6 chtra chu trinh 1 — 2 — 3 nén bat ky phép nhdng phing nao
cua K ciing phai chaa chu trinh ndy. Chu trinh ndy sé& chia mat phang thanh hai mat. Binh 4 ¢6 thé dugc
nhung bén trong hoac bén ngoai cua chu trinh nay Trong ca hai truong hop, do dinh 4 lién hcyp V@i cac
dinh 1, 2, 3 nén mat trong hoac mat ngoal nay déu dugc chia thanh ba mat véi kich thuéc mdi mat nhu vay
lubn bang 3. Nhu vay, tat ca cac mat nam trong mat phang déu phai co kich thudc bang 3. Phan viéc con
lai cuia chding ta 1a tim mot mat trong s6 d6 dé nhang dinh 5. Tuy nhién, do dinh 5 ¢6 bac bang 4 nén ching
ta khong thé tim dugc mat nao trong sé d6 dé nhung dinh 5. Lap luan twong ty, néu ching ta chon dinh 5




dé nhing vao bén trong hoic bén ngoai chu trinh 1 — 2 — 3 thi chdng ta s& khdng thé tim duoc mat nao
trong s6 d6 dé nhing tiép dinh 4. Piéu nay chi ra rang do thi K5 khong thé biéu dién lai trong mat phang
sao cho khéng c6 canh nao giao nhau, nghia 1a K5 khéng thé 1a mot db thi kha phang.
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Hinh v& minh hoa phan tich cho do thi K.

Gia str K5 5 1a mot d6 thi kha phang. Do K 5 1a mot d thi ludng phan nén, khdng giam tinh tong quét
cua van dé, gia st rang cac dinh 1,2,3 tao thanh phan dau tién va cac dinh 4,5,6 tao thanh phan tht hai nhu
trong hinh ve.
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Hinh v& minh hoa phén tich cho d6 thi Ks 3.

Do K3 3 ¢o chta chu trinh 1 — 4 — 2 — 5 nén bat ky phép nhiing phang nao cua K3 3 cling phai chtra chu
trinh ndy. Chu trinh nay sé& chia mat phang thanh hai mat. Binh 3 cé thé duoc nhiing bén trong hoac bén
ngoai ciia chu trinh nay. Khong giam tinh tong quat cua van dé, gia st rang dinh 3 duoc nhing bén trong
chu trinh ndy. Nhu vay, chling ta c6 thé chon mét trong ba mit khac nhau dé nhung dinh 6 vao. Néu ching



ta nhung dinh 6 vao mit 1 — 4 — 3 — 5 thi n6 s& khdng thé lién hop vai dinh 2 dugc. Néu ching ta nhing
dinh 6 vao mat 1 — 4 — 2 — 5 thi n6 s& khong thé lién hop véi dinh 3 dugc. Néu chung ta nhing dinh 6
Va0 mit 2 — 4 — 3 — 5 thi n6 s& khdng thé lién hop vai dinh 1 dugc. Nhu vay, ching ta khdng thé tim
dugc mat ndo trong s6 ba mat nay dé nhang dinh 6. Lap luan tuong tu cho trudng hop dinh 3 dugc nhing
bén ngoai chu trinh 1 — 4 — 2 — 5. Néu chiing ta chon dinh 3 dé nhiing vao bén trong hoac bén ngoai chu
trinh 1 — 4 — 2 — 5 thi chdng ta s& khong thé tim dwoc mat nao trong sé d6 dé nhing tiép dinh 6.

Diéu nay chi ra ring d6 thi K 5 khong thé biéu dién lai trong mat phang sao cho khong c6 canh nao giao
nhau, nghia 1a K; ; khdng thé 1a mot d6 thi kha phang. O

Néu mét d6 thi 1a kha phang thi moi d thi con ctia nd rd rang ciing 13 kha phiang. Néu mot do thi c6 chia
mét d6 thi con khéng kha phang thi ban than né khong thé 1a mot db thi kha phang duoc. Két qua 3.3.1)
chi ra rang moi d6 thi ¢ chira K5 hoic K ; dusi dang mot dd thi con déu khong thé kha phang. Mot van
dé dugc dit ra & day do 1a: “Liéu moi do thi khong kha phang c6 chua K5 hoic K 5 dudi dang mot db thi
con hay khong ?”. Cau tra loi cho van dé nay 1a n6 c6 thé khong chira K5 hoic K 5 dusi dang mot db thi
con nhung n6 phai chira cac d6 thi con c6 lién quan chit ché véi K5 hoic K 5.

Chng ta s& néi hai d6 thi G, va G, 1a dong phoi néu ca hai déu cd thé nhan duoc tir mot db thi G, bang
cach thay thé mot s6 canh boi mot sé duong di. N6i cach khac, chiing ta chi can dat thém mot sé dinh bd
sung trén mot s6 canh cua Gs. Hién nhién, moi su thay thé nhu vy s& khong 1am thay doi tinh phing cua
Gs: néu G5 1a mot do thi kha phang thi ca hai db thi G, va G, déu kha phang va nguoc lai. Chang han, hai
chu trinh C,, va C, bat ky véi k, 1 > 3 déu dong phdi v6i nhau (dié ndy suy ra tir viéc ca hai déu cd thé nhan
duoc tir chu trinh C; bang cach thay thé nhu vay). Nhan thiy ring moi d6 thi ddng phoi véi K va K 5 déu
khong thé 1a mot db thi kha phang ngay ca khi n6 khong chira K5 va K ; dusi dang mot do thi con.

Két qua ké tiép 1a mot trong nhitng dinh 1i co ban ndi tiéng nhét trong Iy thuyét d thi hién dai. N6 chi ra
rang cac do thi dong phdi véi Ks hoic K5 5 chinh 1a nguyén nhan gay ra tinh khéng phang ctiia mot db thi.

Két qua 3.3.2. (Kuratowski)

Mot d6 thi 1a kha phang néu va chi néu né khong chira bét ki d6 thi con nao dong phdi véi Ks hoic K 5.

Chieng minh két qua 3.3.2.

Chng ta s& bé qua phép chimg minh day du cho khing dinh nay vi n6 kha dai va lién quan dén nhiéu két
qua phu khac. Phép chiing minh chi tiét c6 thé dugc tim thay trong céc tai liéu chuyén khao vé db thi hoic
topo hién dai. Y tuéng ciia phép chang minh nay cé thé dugc dién ta lai kha chi tiét qua mot s6 budc nhu
sau:

1. Nhan thay rang néu G 1a mot do thi kha phang thi, véi moi canh bat ky cua G, ludn ton tai mot phép
nhlng sao cho canh d6 thudc mat khong bi chan. Phép nhing nay cé thé nhan duoc bang cach sir dung
phép chiéu noi.

2. Gia sir dd thi G c6 chira mot tap tach véi hai dinh, gia sir 12 {x, y}, voi cac dd thi con dan xuat tuong
ung la G, va G,. Ki hiéu G; = G;U{x, y}. St dung nhan xét néu trong Budc 1) cua phép ching minh,
ching ta dé dang chirng minh duoc rang néu G 1a mot d6 thi khéng kha phang thi s& cé it nhat mot trong
cac d6 thi G; va G, ciing 1a mot do thi khong kha phang.

3. Khang dinh trén chi ra rang moi d6 thi kndng kha phang téi tiéu déu 1a mot d6 thi 3 — lién thong. Noi
cach khac, ching ta chi can xem xét cac do thi 3 — lién thong 1a du.

4. Pau tién, chling ta s& chitng minh mot bo dé phu phat biéu rang: “Moi d6 thi 3 — lién thong xac dinh
trén > 5 dinh déu ¢ chra mot canh nao d6 ma khi chiing ta co canh nay lai s& khong 1am thay doi tinh

3 — lién thdng cua no”.




5. Ké tiép, chling ta s& chizng minh thém maot bo dé phu khéc phat biéu rang: “Gia sir cho trudc mot do
thi G. Ki hiéu G’ 1a @6 thi nhan duoc tir G bang cach co mot canh nao d6 lai. Khi do, néu G’ ¢6 chira cac do
thi con ddng phdi véi K5 hoic Ks 5 thi dd thi G ban dau cling c6 chira cac d6 thi con dong phoi véi Ks hoic
K3‘3”.

6. Sau cling, chding ta s& chitng minh rang: “Néu G 1a mot d6 thi 3 — lién théng khdng cé chira db thi con
nao ddng phoi véi Ky hodc Ky 5 thi G s& ¢ it nhat mot phép nhing phang nio d6”. Phép chang minh cho
khang dinh nay s& duoc thuc hién bang phuong phap quy nap toan hoc.

Trong d6 thi G, chling ta co mét canh (diéu nay duoc dam bao bai Budc 4) lai dé thu dugc mot do thi G
c6 sb dinh it hon. Tir Budc 4), G’ cling s& 1a mot d6 thi 3 — lién théng. Tir Budc 5), G’ khong thé chaa bat
ki d6 thi con nao dong phdi véi K5 hoic K 5. Nhu vay, tir gia thiét quy nap caa bai toan, ton tai it nhat mot
phép nhing phang caa d6 thi G'. Biém mau chét cudi cing trong 1ap luan caa ching ta 1a xem xét mot s6
truong hop c6 thé xay ra khi chiing ta mudn téi tao lai do thi G ban dau tir db thi G'. Trong mdi truong hop
nhu vay, ching ta sé& chi ra rang ludn cé thé xay dung mot phép nhiing phang cua G ngoai trir truong hop
né c6 chita cac d6 thi con dong phdi véi Ks hoic Ks 5. O

Thuat toan kiém tra tinh kha phang caa mét dé thi

Mic du c6 rat nhiéu thuat toan khac nhau dé giGp ching ta c6 thé xac dinh xem mét d6 thi cho truée c6
kha phing hay khong. Tuy nhién, phan 16n trong sé ching khéng bao gio yéu cau ching ta phai tim kiém
mét d6 thi con nao ddng phdi véi Ks hoic K33,

Sau ddy, chung ta s& trinh bay cu thé mot thuat toan kiém tra nhu vay:

Gia sir cho trudc mot dd thi G va mot d6 thi con G’ € G (G’ khong nhat thiét phai 1a mot d6 thi con cam
sinh). Néu chiing ta x6a cac dinh ciia G’ khéi G thi chling ta s& thu dugc mot s6 thanh phan lién théng (c6
thé bang 0). Mot fragment ciia G déi véi G’ duge dinh nghia 1a mot trong nhitng ddi twong sau:

1) Mét canh cua G khdng nim trong G’ nhung ndi hai dinh cua G';

2) Mot thanh phan lién théng cua G — V(G") clng véi cac canh ndi nd véi G (cac dinh nay s& duoc goi
1a cac dinh cua phan dinh kém cua G').

Gia sir cho trudc G’ 1a mot dd thi phang (thuat toan thudng duoc bt dau véi mot chu trinh). Tim tat ca
cac fragment cua G ddi v6i G'. Vi mdi fragment A, xac dinh mot tap gdm cac mat F(A) c6 chua tat ca cac
dinh cua fragment A. Néu F (A) = ¢, voi moi fragment 4, thi G s& 1a mot do thi khong lién thong. Néu
|F(A)| = 1 voi mot fragment A nao d6 thi chling ta s& chon A cho budc lap tiép theo. Néu |[F(A4)| > 1, véi
moi fragment 4, thi chiing ta c6 thé chon mat fragment A bat ky cho budc lap tiép theo.

Ké tiép, chon bat ky mot dudng di nao ndi hai dinh ciia phan dinh kém cua fragment A da chon. Nhing
duong di vao bén trong mot mit nao d6 nam trong F(A). Ki hiéu G’ 1a do thi phang thu duoc va lap lai cac
thua tuc trén, nghia 1a chiing ta s& tim mot tap céac fragment méi va, véi mdi fragment méi nay, ching ta sé
tim tat ca cac mat c6 thé c6 chira trong né, v.v... Néu chiing ta nhan lai dugc d6 thi G ban dau thi G sé 1a
mot d6 thi kha phang. Chung ta c6 thé dé dang chimg minh dugc rang thuat toan trén hoat dong hoan toan
chinh xac; nghia 1a néu G 12 mot do thi kha phang thi thuat toan nay sé chi ra cho chling ta mét phép nhdng
phang nhu vay, truong hop nguoc lai thuat toan nay sé dirng lai & mot d6 thi con G’ # G nao do.



3.4. Pb thi tam giac phan phang/Pé thi déi ngiu
Pé thi tam giac phan phang

Mot do thi don lién thong kha phang duoc goi 1a mot dé thi tam giac phan phang néu moi mat caa no,
ké ca mat khong bi chan, déu dai dién cho mot d thi tam giac, nghia 14 kich thudc ctia moi mat déu bang
3.

Hinh v& d6 thi tam giac phan phang.
Mot do thi don (kha) phing dugc goi 1a mot dé thi (khd) phdang téi dai néu ching ta bo sung thém bét ky
canh méi nao vao n6 déu s& dan dén mot do thi khdng kha phang.
Chung ta c6 thé chimg minh duoc rang hai khai niém trinh bay & trén 1a twong duong nhau, nghia 1a mot
d6 thi 1a tam giac phan phang néu va chi néu n6 1a mot do thi phang t6i dai. Khang dinh nay sé& gitp ching
ta xac dinh duoc sb canh c6 thé co chira trong mot d6 thi phang téi dai:

Két qua 3.4.1.

V&i moi db thi phang ti dai, m = 3n — 6.

Chieng minh két qua 3.4.1.

Béng cach dém céc canh xung quanh mdi mit, chung ta thu duoc 3f = 2m. Bang cach thay f vao cong
thirc Euler, ching ta suy ra raing m = 3n — 6. 0

Moi do thi phang déu c6 thé duoc xem nhu d6 thi con khung caa mét do thi tam giac phan phing nao d6
(diéu nay c6 thé thu duoc bang cach thém lan lugt cac canh vao mot dd thi phing cho trudc). Cac dd thi
tam giac phan phang dong mét vai tro rat quan trong trong ly thuyét do thi hién dai vi doi khi chung ta chi
can ching minh tinh dung din cua khang dinh cho cac d6 thi tam giac phang 1a du dé dam bao tinh dung
dan cua khang dinh cho tat ca cac do thi kha phang.




Po thi dbi ngau
Gia sir cho trudc mot dd thi phang G. Chung ta cé thé xay dung duoc mot db thi phang khac duogc goi 1a
do6 thi déi ngdu cia G, ki hiéu boi G*, nhu sau:

(1) Trong mdi mat cua d6 thi phang G, chon ra mot diém nao d6 dé 1am mot dinh cua G*.

(2) V6i mdi canh ctia G ngdn cach hai mat f; va f;, dung mot canh ciia G* néi hai dinh f; va f;.

Hinh v& minh hoa d6 thi phang G va d6i ngiu G* cua né.

Hién nhién, n(G*) = f, m(G*) = m, f(G*) = n.

Két qua 3.4.2.
Néu G 1a mot @6 thi don lién thong kha phang thi (G*)* s& dang cau vai G.

Ching minh két qua 3.4.2.

Tinh dung din cua khang dinh trén suy ra tir viéc ching ta hoan toan cd thé dung lai d thi G tir phép
nhang phang cua G* bang cach sir dung ciing mot cach nhur trén. 0

Chung ta ciing c6 thé nhan thay rang cac d6 thi dbi ngiu duoc tao ra tir cac phép nhing phang khéac nhau
ctia ciing mot do thi kha phang G c6 thé s& khong dang ciu véi nhau.




