Chii dé 05. Cac khai niém co ban vé siéu do thi
5.1. Khai niém siéu @é thi

Siéu dé thi 7€ 1a mot cap (X, D) gom mot tap X = {x1, Xy, ..., X, } VAMOt ho D = {Dy, D,, ..., D,,,} 1a mét ho céc
tap con cua X. Tap X duoc goi 14 tdp dinh ciia siéu do thi 3, ki hiéu bai V (3). Ho D duoc goi 1 tdp canh cia
siéu do thi 3, ki hiéu boi D(H). Thong thudng, siéu d6 thi (X, D) ciing thudong duoc goi 1a mot hé tap.

H = (X, D)

Sieu dd thi 2 = (X, D) trén tap dinh X = {1,2,3,4,5,6} Véi tap canh D = {D,, D,, D5, D,, D} Vi
Dl = {1}1 D2 = {1;2}; D3 = {1;2;4}; D4 = {2r3r5}) D5 = {3;4;5}

Giatri |X| = n duoc goi 1a sé dinh cua siéu dd thi H = (X, D), ki hiéu boi n = n(H). Céc phan tir
X1, Xy, o, X, duoC goi 12 cde dinh va cac tap Dy, D,, ..., D,,, duoc goi la cac canh. S6 c4c canh thudng duogc ki
hiéu boi m = m(3). Mot s6 canh c6 thé 1a cac tap rong. Mot sé canh c6 thé 1a tap con ciia mot s6 canh khac;
trong trudng hop nay chung duoc goi 1 bao ham nhau. Trong mét sb truong hop, mot sb canh ¢ thé tring nhau;
trong trudng hop nay chung duoc goi 1a cac canh bai. Mot siéu do thi dugc goi 12 dom néu né khong c6 chia cac
canh bao ham nhau. Nhu viy, céc siéu do thi don khong c6 chira cac canh rdng va cac canh boi. Cac siéu db thi
don con duoc goi la cac he Sperner.

Trong mot siéu do thi, hai dinh duoc goi 12 lién hep véi nhau néu c6 mot canh D € D chira ca hai dinh nay.
Céc dinh lién hop véi nhau doi khi duoc goi la lang giéng cua nhau va tap tat ca cac dinh lang giéng caa mot dinh
x cho trudc s& duoc goi 12 tap cé&c lang giéng cia x, ki hiéu boi N (x). Hai canh duogc goi 1a lién hgp vai nhau
néu giao cua chiing khac rong. Néu mét dinh x € X nam trong mot canh D; € D thi ching duoc goi 12 lién thugc
véi nhau.

Véi mdi dinh x € X, ki hiéu D(x) 1a tdp tdt cd cac canh c6 chika dinh x. S6 |D(x)| duoc goi 13 bdc cia dinh
x, 50 |D;| duoc goi 1a bdc (kich thwéc, lwe lwong) ciia canh D;. Gia tri A(H) = max,ex|D(x)| duoc goi 1a bdc
lon nhdt cia 7€

Mot siéu do thi H = (X, D) trong d6 tat ca cac dinh déu co bac bang k dugc goi 12 k — déu. Mot siéu do thi
H = (X,D) trong d6 tit ca cac canh déu cd bac bang k duoc goi la k — uniform. Gia tri r(H) = maxpep|D|
duoc goi 1a hang cua siéu do thi H.



Mbt canh cua siéu d6 thi khdng c6 chira bat ki dinh nao duoc goi 1a mot canh réng. Bac ciia mot canh rong
hién nhién bang 0. Mot dinh cuaa siéu d6 thi khong lién thudc vai bat ki canh nao duoc goi 1a mot dinh cd lap.
Bac cua mot dinh cd lap hién nhién bang 0. Mot canh cua siéu d6 thi c6 bac bang 1 duoc goi 12 mot canh khuyén.
Mot dinh cua siéu d6 thi c6 bac bang 1 duoc goi 1a mot dinh pendant.

Gia st cho trudc mot siéu dd thi H = (X, D) voi X = {x1, %y, ..., Xy} VAD = {D;,D,, ..., Dy, }.

Déi ngdu ciia siéu do thi 3 1 siéu 46 thi H* = (Y, 2Z) cd tap dinh 1A Y = {d,, d,, ..., d,,,} va tap canh dugc
xac dinh nhu sau:

Z =1{X1, X5, ... X0},

X = {dj:xi € D; trong 7—[}.

H =(X,D) H*=(Y,2)

D& dang ching minh duoc rang cac dinh ¢6 1ap sé bién thanh cac canh rdng trong siéu do thi dbi ngu va ngugc
lai. Nhu vay, cach dinh nghia siéu dd thi d6i ngau nhu trén c6 thé duoc xay dung cho bat ki siéu d6 thi ndo. Nhan
thdy rang ma tran lién thuoc I(#*) caa siéu dd thi doi ngau #* chinh 1a ma tran chuyén vi caa ma tran lién thuoc
I(#) ca siéu d6 thi . Nhu vay, chiing ta ciing c6 thé dinh nghia tinh d6i ngau nhu sau: mot siéu do thi 2£* 1a
dbi ngau cua siéu dd thi 2 néu I(H*) = I*(3). Hién nhién, néu ching ta chuyén vi mot ma tran hai lan thi
ching ta s& nhan duoc cling mot ma tran do, nghia 1a (H*)* = #. Nhan thay rang A(%) = r(H™*) va ddi ngau
cta siéu d6 thi k — déu chinh 1a mot siéu d6 thi r — uniform. Pinh nghia trén cung cap cho chdng ta mot cach don
gian dé vé mot siéu do thi dbi ngau: bat dau véi mot ban vé cia £ = xay dung ma tran lién thuoc I(H) =
chuyén vi dé thu dugc ma tran lién thuoc I(H*) = mot ban vé cua siéu d6 thi d6i ngu H*.

Véi mot siéu d6 thi H = (X, D), chung ta dinh nghia biéu dién lwéng phan cia £ 1a mot do thi ludng phan
B(H) = (X,D; E) véi tap dinh XUD (X 1a phan bén trai va D 1a phan bén phai) va tap canh E: dinh x € X lién
hop véi dinh D € D trong B(H) néu va chi néu dinh x € X lién thudc vai canh D € D trong H .
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H = (X,D) B = (¥)

Nhan thay rang B(*) nhan dugc tir B(H) chi don gian bang cach hoan doi phan bén trai va phan bén phai
trong khi chling ta van bao toan tat ca cac canh.

Két qua 5.1.

Gia st cho tru6c mot siéu do thi # = (X, D). Khi d6, X7, |D(x)| = X7%,|Dj.

Chieng minh két qua 5.1.1.

Xét biéu dién ludng phan cua ', nghia 1a db thi ludng phan B(H) = (X, D; E). Néu ching ta tinh tong bac cua
cac dinh trong phan bén tréi thi ching ta s& thu duoc Vé trai cua dang thic trén; néu chdng ta tinh tong bac cua cac
dinh trong phan bén phai thi ching ta s& thu duoc vé phai caa ding thic trén. Hién nhién, chdng tring nhau bai vi
ca hai déu bang téng sb canh chira trong B(H). 0

5.2. Biéu dién siéu db thi.




Gia st cho trugc mot siéu dd thi H = (X, D) voi X = {x1, %y, ..., Xy} VAD = {D;,D,, ..., Dy, }.

Ma tran lién thugc. Ma tran lién thuoc I(H) caa mot siéu do thi H = (X, D) 1a mot ma tran (@ij)nxm S20 Cho
phan tir a;; ciia ma tran bang 1 néu x; € D;, trudng hop nguoc lai né s& bang 0.

1 11 0 0

011 10

{0 0 0 1 1
1G1) = 0 01 01
0 0 011

0 0 0 0 O

Ma tran lién hop. Ma tran lién hop A(H) cia mot siéu d6 thi H = (X, D) 1a mot ma tran (@ij)nxn S80 ChO
phan tir a;; ctia ma tran bang 1 néu D(x)ND(x;) # @, trudng hop nguoc lai né s& bang 0.

11 01 00
11 0 01 0
10 01 1 1 0

A(}[)_101110
\011110/
0 000 0 O

5.3. Mot 6 l6p siéu do thi don gian.

Siéu do thi day da. Véi mdi 0 < r < n, chling ta dinh nghia mot siéu dé thi  —uniform day da 1a mot siéu
dd thi don K%, = (X, D) sao cho |X| = n va D(K}) chinh 1a ho tit ca cAc r — tap con cua tap X. Siéu db thi
r —uniform day du va tap cac canh cua né déu duoc ki hiéu boi K7, nghia 13 K7 = (X, K7) trong d6 |X| = n.

Nhu vay, mot db thi day dua trén n dinh chinh 1a mét siéu do thi 2 — uniform day du K2 va chang ciing duoc ki
hiéu lai dudi dang K,,.
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Hinh anh minh hoa K9, K}, K2, K3, K.
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Véi mdi n = 0 va voi moi r sao chon = r > 0, s6 canh cua siéu do thi K7 dugc xac dinh boi cong thic:

_(n\ _ n! _ n(n-1)..(n-r+1)
|D(K;£)| o (7”) T orim-r)! 7! )
Puwong di va chu trinh. Trong mot siéu dd thi H = (X, D), mot day thay phién p = xoDgxy D1 Xy ... Xe—1 D1 X;
gom cac dinh phan biét x,, x, X5, ..., X;_; VA C4C canh phan biét Dy, Dy, D,, ..., D,_4 sao cho x;, x;.1 € D;

(i =0,1,..,t—1) duoc goi 1a mot dwong di noi cdc dinh xq va x, (hoic (xq, x,) — dwong di). Néu x, = x, thi
duong di ndy dugc goi 1a mot chu trinh. Gia tri cua chi sé t 1an luot dugc goi 1a chiéu dai cia dwong dil chiéu
dai chu trinh.

Siéu do thi lién thong. Mot siéu dd thi H = (X, D) duoc goi la lién thong néu hai dinh bt ki déu duoc ndi voi
nhau bdi mot dudng di nao d6. Néu H khong lién thong thi 7 s& 1a hop cua hai hoic nhiéu hon cac siéu db thi
lién thong; mai siéu do thi lién thdng nay duoc goi 1a mot thanh phan lién théng cua siéu do thi ban dau.

Siéu do thi ludng phan. Mot siéu db thi H = (X, D) duoc goi 1a mét lwéng phan néu tap dinh X cua né co thé
dugc phan hoach thanh hai tap roi nhau X4, X, (X4, X, duoc goi 1a cac phan cua do thi ludng phan G) sao cho moi
canh ¢6 luc lugng > 2 déu c6 chira cac dinh thudc cac phan khac nhau.

Phép dang cau siéu d6 thi. Hai siéu d6 thi (khdng nhat thiét phai 1a cac siéu do thi don) H = (X, D) vaH' =
(X', D") dugc goi la dang cdu, ki hiéu boi 7 = #', néu c6 mot phép twong ng mot — mot giira cac tap dinh X va
X' va mot phép twong tng mot — mot gitra cac tap canh D va D’ sao cho, vai moi dinh x € X va véi moi canh D €
D, x € D khi va chi khi dinh twong tng x’ € X’ nam trong canh twong tng D’ € D’. Bang cé4ch sir dung thuat ngi
cua ly thuyét d6 thi, ching ta ndi rang hai siéu do thi 1a dang cau vai nhau khi va chi khi cac biéu dién ludng phan
ctia chung dang ciu véi nhau theo nghia db thi.

5.4. Cac phép toan co ban trén siéu do thi.

Tuong tu nhu trong 1y thuyét d6 thi, chung ta thuong ap dung cac phép toan trén siéu do thi dé thu dugc mot
siéu do thi tir mot siéu dd thi khac. Bay gio, ching ta s& xem xét mot s6 phép toan co ban trong s6 do.

Phép x6a mét dinh. Gia st cho trugc mot siéu do thi H = (X, D) va mot dinh x € X.



Phép x6a mot dinh manh. Phép x6a dinh x manh khéi # duoc dinh nghia la viéc ching ta x6a x khoi X va
x0a khoi tap D tat ca cac canh cua H ¢ chira x. Ki hiéu D(x) 1a tap céc canh co chira dinh x trong siéu d6 thi 7.
Néu ching ta ki hiéu X, :== X — {x} va D, == D — D(x) thi phép xda dinh x manh khoi H sé& thu dugc siéu do thi
Hy = (X1, Dy).

H Hy = H —x
Phép xo6a dinh x manh.

Chung ta ki hiéu phép toan nay lai duéi dang H; =: H — x. Trong siéu d6 thi 7{;, ching ta c6 thé chon va xda
mot dinh khac dé c6 dugc mot siéu dd thi H,, v.v... Viéc x6a lién tiép cac dinh nhu vay s& dan chung ta dén mot
day cac siéu db thi H;y, H,, ... Tuong tu nhu trong ly thuyét d6 thi, cach tiép can nhu vay rat phd bién va rét hiu
ich trong viéc phét trién nhiéu thuat toan va phép chizng minh caa mét loat cac dinh Ii bang céch str dung nguyén
li quy nap toan hoc.

Thong thudng, chiing ta mudn x6a bé mét tap dinh con nao d6 cua X; nd twong duong véi viéc ching ta thuc
hién lién tiép mot day cac phép x6a mot dinh manh theo bat ky thir t ndo. Ching ta sé thay rang cac siéu do thi
thu dugc bang cach x6a manh cac dinh déng mot vai trd quan trong trong ly thuyét vé cac siéu do thi. Do cac dinh
bi x6a khoi siéu d6 thi cling véi tat ca cac canh lién thudc véi nd nén phép xda nay thuong dugc goi la phép xoa
manh.

Phép x6a mét dinh yéu. Phép xda dinh x yéu khéi H duoc dinh nghia 13 viéc x6a x khoi tap X va khoi cac
canh cua D(x). Néu dinh x bi x6a yéu khoi H thi chiing ta s& thu dugc mét siéu dd thi Hy,.

O

H Hy = H —x
Phép xoa dinh x yéu.
Chung ta ciling ki hiéu phép toan nay lai duéi dang H; =: H — x.

Nhéc lai rang trong Iy thuyét d6 thi, cac canh khuyén duoc biéu dién boi cac dudng cong ndi dinh véi chinh no;
trong ly thuyét siéu do thi, cac canh khuyén duoc biéu dién bai cac vong tron don; diéu ndy phan anh ¥ tuéng co
ban cua ly thuyét siéu d thi 1a ho cac tap hop hon 14 cac dudng thang va duong cong nhur trong 1y thuyét do thi.



Phép x6a mot canh.

Phép x6a mgt canh manh. Phép xd6a canh D mgnh khéi H dugc dinh nghia la viéc x6a bo canh D khoi tap D
va x0a yéu tat ca cac dinh caa canh D khoi tap X. Ching ta s& ki hiéu phép toan nay lai dudi dang £, =: 3 — D.
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Hy = H —

Phép x6a canh D manh.

Phép x6a mét canh yéu. Phép xda canh D yéu khéi H dugc dinh nghia 1a viéc xda bo canh D khoi tap D.
Trong truong hop nay, chung ta cling s€ ki hi¢u phép toan nay lai dudi dang H; =:H — D.

T\

Hy = H —

Phép xda canh D yéu.
Phép co mat canh. Gia sir cho trudc mét siéu do thi H = (X, D) vamdt canh D € D.
1. X6a yéu canh D khoi

2. Thay thé tat ca cac dinh nam trong canh D boi mot dinh duy nhat nam trong mdi canh D’ € D sao cho
D'ND # @.



H H, = HP
Phép co canh D.

Phép ldy phan bu. Gia sir cho trudc mot siéu dd thi H = (X, D). Phan bul cia siéu dé thi 3 duoc ki hiéu boi
F 1a mot siéu dd thi xac dinh trén tap dinh X trong d6 hai dinh x;, x; € X s¢ lién hop voi nhau trong H khi va chi
khi hai dinh x;, x; € X roi nhau trong 3¢

5.5. Mét so loai siéu dd thi con co ban.

Bang cach thuc hién cac phép x6a dinh manh va x6a canh manh va yéu tir mot siéu d6 thi cho trudc nao do,
chiing ta cd thé thu dugc cac loai d6 thi con khac nhau. Nhu ching ta s& thdy, nhiéu khéi niém duoc trinh bay
trong phan nay cd nhimg ¥ tudng ban dau duoc goi ¥ tir ly thuyét do thi.

Siéu do thi con. Gia sir cho trudc mot siéu d6 thi H = (X, D). Mot siéu dd thi H' = (X', D") duoc goi l1a mot
siéu do thj con ciia J néu X' € X va H' € 3. Trong trudng hop ndy, ching ta ki hiéu 7' € 3. Hién nhién, 3’
c6 thé nhan duoc tir H bang cach x6a manh cac dinh nim trong tap X — X’ (tuan ty theo bat ky tht tu ndo hoic
ciing mot 10c) va xoda yéu tat ca cac canh con lai nam trong D — D’ (tuan tyu theo bat ky tht tu ndo hoic cing mot
ltc).
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Siéu d6 thi H va siéu do thi con 7.

Siéu do thi con cam sinh. Gia sir cho truéc mot siéu d6 thi H = (X, D). Mot siéu do thi H' = (X', D) duoc
goi la mot siéu dé thi con cam sinh ciia siéu do thi 3£ = (X, D) néu X' S X va tit ca cac canh cia A hoan toan
chua trong X’ déu 1a mot canh nam trong D’. Thong thudng, chlng ta néi rang £’ 1a mot siéu dé thi con cam
sinh bgi X’. Siéu db thi con cam sinh H’ ¢6 thé nhan dugc tir A bang cach xda manh cac dinh nam trong tap X —
X' (tuan tu theo bat ky thir ty ndo hoac cling mét luc). Siéu do thi con cam sinh 1a mét truong hop dic biét cua



siéu d6 thi con. Mot siéu dd thi con khong thé 1a cam sinh néu c6 it nhat mot canh cua ¢ 1a mot tap con cua X', bi
thiéu. Trong mot siéu d6 thi 7, ching ta thuong ki hiéu mot siéu do thi con cam sinh bai mot tap ¥ € X boi Hy.
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Siéu dd thi € va siéu do thi con cam sinh 7£,.

Siéu do thi con tirng phan. Gia st cho trudc mot sidu do thi 7 = (X, D). Mot siéu d6 thi con H' € H sao
cho H' = (X,D") duoc goi 1a mot siéu da thi con ting phan. Nhu viy, cac siéu d thi con tirng phan c6 ciing tap
dinh véi siéu db thi ban dau va c6 thé thu duoc tir siéu do thi ban dau bang cach chi x6a yéu cac canh caa n6. Moi
dd thi con khung ctiia mot d6 thi cho trude déu 1a mot siéu do thi con ting phan.

Clique. Gia sir cho trudc mot siéu d6 thi H = (X, D). Mot siéu db thi con H' S H ding cau voi mot sidu do
thi K7 s& duoc goi 1a mot  — clique caa 2. Kich thudc 1on nht c6 thé c6 cua mot clique chia trong siéu db thi
H duogc goi 1a chi sé clique cia ., ki hiéu boi w(H). Hién nhién, 1 < w(H) < |X|.

Tap doc 1ap yéu / tap 6n dinh yéu. Gia sir cho trudc mot siéu dd thi H = (X, D). Mot siéu dd thi con H' <
H khdng c6 chira canh ndo cua H s& duoc goi 1a mot tap déc ldp yéul tdp on dinh yéu cia 3. Kich thudc 16n
nhat c6 thé c6 cua mot tap doc 1ap yéu/ tap 6n dinh yéu chira trong siéu do thi 2 dwoc goi 1a chi sé dgc 1gp yéul
chi sé on dinh yéu ciaa ¢, ki hiéu boi a (). Hién nhién, 1 < a(¥) < |X|.

Tap doc 1ap manh/ tap 6n dinh manh. Gia sir cho truéc mot siéu dé thi H = (X, D). Mot tap dinh con S € X
dugc goi 1a mét tap déc lap mgnh/ tdp én dinh manh cia # néu |SNT| < 1 véi moi canh D € D. Kich thudc
I6n nhat co thé ¢ cia mot tap doc 1ap manh/ tap 6n dinh manh chwa trong siéu do thi 2 duoc goi 1a chi sé dgc
lgp manh/ chi sé on dinh manh cia 3¢, ki hiéu boi @(H). Hién nhién, véi moi d6 thi G, a(G) = a@(G).

Transversal. Gia sir cho trudc mot siéu do thi 7 = (X, D). Mot tap dinh con T € X duogc goi 1a mot
transversal ciza 2 néu [TND| = 1 véi moi canh D € D, nghia 1a moi tap S = X — T déu la mot tap doc 1ap
yéu/tap on dinh yéu. Kich thuéc nho nhat c6 thé co cua mot tap transversal chira trong siéu d6 thi H duoc goi 1a
chi sé transversal cia 3, ki hiéu boi 7(#). Tir dinh nghia cua chi s transversal cia H, a(H) + t(H) = |X|.

Cap ghép. Gia sir cho truéc mot siéu d6 thi H = (X, D). Mot tap canh con M € D duoc goi 1a mot cap ghép
ciia £ néu nb 1a mot tap cac canh khong co dinh chung nao véi nhau. Mot cdp ghép hoan hdo 1a mot cap ghép
c6 chira moi dinh cua siéu d6 thi. Kich thudc 16n nhat c6 thé c6 cua mot cap ghép chira trong siéu do thi 2 duoc
goi 12 kich thuwéc téi dai cia cip ghép, ki hiéu boi v(F). Nhan thay rang moi cap ghép cua siéu d6 thi 7 déu la
mét tap doc 1ap manh/tap 6n dinh manh trong siéu do thi di ngdu H*. Nhu vay, v(H) = a(H™*).

Nhan thay rang do moi tap transversal déu co chira it nhat mét dinh nam trong mdi canh ciia mot cap ghép bat
Ki nén t(#) = v(#). Mot siéu d6 thi 7 dugc goi 1a thoéa man tinh chdt Kénig néu t(#) = v(H) = a(H™).



Tap pha dinh. Gia sir cho truéc mdt siéu d6 thi H = (X, D). Mot tap canh con D’ € D duoc goi la mot tdp
phii dinh ciia 3¢ néu hop tat ca cac canh nam trong D’ chinh 14 tap dinh X. Chlng ta ndi rang D’ phai H. Kich
thudc nho nhat co thé ¢ ciia mot tap phi dinh chia trong siéu d6 thi H duoc goi la chi sé phi dinh cia 3, ki
hiéu boi p(#). Nhan thdy moi tap phu dinh caa siéu d6 thi H déu l1a mét tap transversal trong siéu d6 thi doi
ngau H*. Nhu vay, p(H) = t(H*). Mot siéu do thi H duoc goi 1a thoa man tinh chdt déi ngdu Konig néu
p(I) = a(¥H").

Siéu dd thi phu. M6t siéu do thi H' duoc goi 12 mot siéu dé thi phu cua siéu d6 thi 7 néu K’ ¢6 thé nhan
duogc tir £ bang céch thuc hién mot day cac phép x6a dinh, phép xda canh va phép co canh.

5.6. Tinh Helly va tinh conformal.

Nhiéu thudc tinh khac nhau cua siéu db thi c6 thé dugc mé hinh héa va giai quyét biang cach st dung ngdn ngir
cua ly thuyét do thi:

Dé thi tuyén tinh/ Do thi bac nhat L(3) /(3€)4 caa mot siéu dd thi H = (X, D) (d6i khi duoc goi 12 do thi
giao cia he D) 1a mot db thi voi tap dinh 1 ho D va hai dinh D;, D; s& lién hop véi nhau khi va chi khi cac canh
twong ng cua chdng cat nhau, nghia 1a L(#) = (D, £) trong d6 {D;, D;} € € & D:ND; # @.

Dé thj bc hai (F£), cia mot siéu do thi I = (X, D) la mot dd thi voi tap dinh 1a tap X va hai dinh x;, x; &
lién hop véi nhau khi va chi khi ca hai déu thugc cling mot canh, nghia 1a (3), = (X, £) trong d6 {x;, x;} € €

Két qua 5.6.1. Véi moi siéu dd thi H', (H), = L(H™).

Chieng minh két qua 5.6.1.

That vay, do thi (), c6 tap dinh X bién thanh tap canh cua *, dén luot minh, tap canh cua * s& bién thanh
tap dinh cua L(H*); nén hai d6 thi (}), va L(H™*) c6 cung mét tip dinh. Hon nita, hai dinh bat ki trong (%), s&
lién hop vé6i nhau < ching nam trong cling mot canh trong H < c4c canh tuong (ng cta ching trong siéu db thi
dbi ngdu H* ¢6 giao véi nhau < céc canh twong Gng cta ching trong L(H ™) lién hop vai nhau. O

Két qua 5.6.2. Véi moi siéu db thi H, L(H) = (H™),.

Chitng minh két qua 5.6.2.

Ap dung dang thuc (H*)* = H va Két qua 5.6.1) cho siéu d thi d6i ngau H*. O

Két qua 5.6.3. Véi moi siéu do thi H, v(H) = a(L(H)) vav(H*) = a((H),).

Chirng minh két qua 5.6.3.

Ttr dinh nghia cua chi s6 v(#), v(#) 1a sd téi dai cac canh cua H doi mot roi nhau; tir dinh nghia cua db thi
tuyén tinh L(3), s6 ti dai cac canh cua £ d6i mot roi nhau chinh 1a s6 t6i dai cac dinh cia L(H) doi mot roi
nhau, nghia 12 v(H) = a(L(H)). Lap luan tuong tu, ching ta cling chimg minh dwgc rang sb t6i dai cac canh cua
J* d6i mot roi nhau bang sé t6i dai cac dinh cua
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Hinh v& minh hoa v(H™*) = a((H),) = 2. O

Mot siéu do thi H duoc goi 1a thoa man tinh chat Helly néu, vai moi ho con cac canh bt ki cua no, diéu kién
sau duoc thoa mén: néu hai canh bdt ki cia he con nay c6 giao véi nhau thi toan bé he con nay ciing sé ¢6 giao
voi nhau.

Mot siéu db thi H duoc goi 1a mot he giao néu tit ca cac canh cia nd doi mot ¢ giao véi nhau, nghia 1a L(H)
la mot @6 thi day da. Mot siéu dd thi H duoc goi 1a mot sao néu c6 mot dinh nam trong tat ca cac canh. Hién
nhién, cac siéu dd thi sao 1a truong hop dic biét cua mot ho giao. Trong mot siéu dd thi H, sb cac canh trong mot
ho con giao ti dai chira trong siéu do thi 2 chinh 12 w(L(#)). M6t vi du don gian vé mot ho giao nhung khong
phai 14 mot sao 1a do thi tam gi4c K5: ca ba canh déu d6i mot ¢ giao véi nhau nhung chung khéng c6 bat ky mot
dinh chung nao. Theo céc thuat ngit néu trén, mot siéu d thi 1a Helly khi va chi khi moi siéu db thi con ting phan
dai dién cho mot ho giao déu l1a mét sao.

Tinh chit Helly déng mét vai trd quan trong trong cac bai toan tdi wu héa siéu do thi. Ching ta hdy xem xét bai
toan xac dinh mot tap transversal téi tiéu/ hoic mot tap doc 1ap yéu tdi dai cia mot siéu do thi H cho trudc. Nhan
thdy rang moi clique nim trong do thi L(H) déu dai dién cho mét ho giao ndm trong siéu do thi # va nguoc lai.
Néu 7 1a Helly thi moi ho con giao ndm trong H déu 1a mot sao. Do d6, moi tap transversal nim trong H déu dai
dién cho mot tap cac clique phu dinh L(H). Nhu vay, ©(H) = 6(L(H)), nghia 1a bai toan xac dinh mot tap
transversal toi ticu nam trong H duoc chuyén thanh bai toan xac dinh mot tap téi tiéu céc clique pha dinh L(H).
Nhu ching ta da biét tir trude, bai toan xac dinh mot tap tdi tiéu cac clique phu dinh L(#) twong dwong véi bai
toan xéc dinh sac s6 y(L(#)). Chlng ta cd thé thay rang ton tai mot moi quan hé giia cc tap transversal cua
va céac phan hoach kha di cua phan b L(H). Néu # khong Helly thi chiing ta khong c6 méi quan hé nay, nén
ching ta khdng thé st dung L(H) dé xac dinh t(3).

Mot siéu do thi H duoc goi 1a conformal néu tat ca céac clique ti dai nam trong (), déu duoc chira trong
mot canh nao d6 cua H. Néu H khong cé chira cac canh bao ham nhau thi né 1a conformal khi va chi khi céc
canh cua 7 chinh 1a céc clique tdi dai ciia d6 thi bac hai (H),. N6i cach khac, bat ky siéu do thi conformal nao
cling c6 thé thu dugc tir mot d6 thi don bang cach dat tap cac clique tdi dai caa nd 1am tap canh cua siéu do thi
conformal va c6 thé bo sung thém cac canh bao ham nhau trong trudng hop can thiét. Bé don gian hda van dé,
chiing ta s& ngam thira nhan rang trong cac két qua tiép theo day cac siéu do thi dugc xem xét khong c6 chua cac
dinh c0 lap.



Két qua 5.6.4.

Mot siéu do thi H = (X, D) la conformal khi va chi khi, véi moi Y € X cam sinh mot clique trong (), ton
taimoét canh D € DsaochoY € D.

Chitng minh két qua 5.6.4.

(=) Gia sir cho trudc mot siéu db thi conformal 7 = (X, D), G = (H), vaY < X la mét tap dinh bat ky sao
cho Gy 12 mot clique. Do moi clique déu 1a mot do thi con véi it nhat mot clique toi dai nén ton tai mot tap Z € X
sao cho Y C Z va G, 1a mot clique. Khi d6, Z = D v&i mot canh D € D nao d6 (diéu nay suy ra tir viéc H 1a
conformal).

Nhu vay, Y € D véi mot canh D € D nao do.
(<) Gia sir rang véi moi Y € X cam sinh mét clique trong (%), déu tdn tai mot canh D € D sao cho Y € D.

Pé ching minh A 1a conformal, ching ta chi can chizng minh riang ho D’ céc canh tdi dai ctia H va ho € cac
clique cua G ddng nhét véi nhau, nghia 1a D’ = C.

Chang minh D’ € €. Gia st D € D’ 13 mét canh téi dai bat ky chira trong 7. Tir dinh nghia cua G = (),
cac dinh cta D d6i mét lién hop nhau trong G, nghia 1a G, la mét clique. Clique G s€ duoc chira trong mot
clique téi dai C € C nao d6, nghia 1a D € C. Tir gia thiét cua bai toan, vai moi clique € caa G, ton tai mot canh
D' € Dsaocho C € D'. Nhu vay, D € C € D'. Tuy nhién, do D 1a mét canh tbi dai nén D = € = D', nghia 13
D e C.Dodo, D' c€C.

Chang minh € € D'. Gia st C € € 1a mot clique tbi dai bat ky nam trong €. Tir dinh nghia ctia mot clique, cac
dinh cua € d6i mét lién hop véi nhau. Tir gia thiét cua bai toan, ton tai mot canh D € D sao cho € € D. Pang
thoi, tén tai mot canh D' € D’ sao cho D € D'. Do cac dinh cua D’ d6i mot lién hop nhau trong G nén ton tai mot
clique téi dai €' sao cho D’ € C'. Tuy nhién, do C laclique tbi daivaC S D' S C'nénC =D = C',nghiala C €
D'.Dodo,CcD'. O

Két qua 5.6.5. (Gilmore)

Mot siéu do thi H = (X, D) 1a conformal khi va chi khi, véi ba canh Dy, D,, D5 bat ky, ton tai mét canh D sao
cho (D;ND,)U(D,ND;)U(DsND,) < D.

Chitng minh két qua 5.6.5.

(=) Gia sir cho trudc mét siéu dd thi conformal 7 = (X, D) va Dy, D,, D3 1a cac canh bat ky cua H'. Do cac
dinh cua (D,;ND,)U(D,ND3;)U(Ds;ND,) d6i mot lién hgp vai nhau nén ching cam sinh mot clique trong (H),.

Tur Két qua 5.6.4), ton tai mot canh D sao cho (D;ND,)U(D,ND;)U(D;ND;) € D.
(<) Gia sir rang, vai ba canh Dy, D,, D3 bat ky, t6n tai mot canh D sao cho (D;ND,)U(D,ND;)U(D;ND;) S D.

Pé hoan tat phép chitng minh, ching ta sé chi ra rang diéu kién néu trong Két qua 5.6.4) duoc thoéa man bang
phuong phap quy nap todn hoc theo sé |Y| trong d6 Y 1a tap céc cap dinh lién hop cua d6 thi (3),. Néu |Y| = 1
thi dinh duy nhét cua Y s& dugc chaa trong mét canh nao d6 cia H (trudng hop nguoc lai, nd s& 1a mot dinh co
1ap). Néu |Y| = 2 thi hai dinh cua Y s& lién hop nhau va, tir dinh nghia cta (H),, ton tai mot canh D sao cho Y S




D. Gia str diéu kién néu trong Két qua 5.6.4) duoc thoa man véi moi Y sao cho |Y| < k, k = 3 va Y 1a mot tap
con cua cac dinh nao d6 cam sinh ra mot clique c6 kich thudc bang k trong (7).

Do |Y| = 3 nén chlng ta c6 thé chon ra cac dinh xy, x,, x; € Y vadaty; =Y — {x;},i = 1,2,3.
Nhan thdy ring Y = (Y;NY,)U(Y,NY3)U (Y3NYY).

T gia thiét quy nap cua bai toan, ton tai cac canh Dy, D,, D3 sao cho Y; € D;,i = 1,2,3.

Diéu nay chirarang Y € (D;ND,)U(D,ND3)U(DsND;).

Tt gia thiét cua bai todn, chung ta suy ra duoc rang Y € D véi mot canh D € D nao do.

Nhu vy, moi tap dinh con gém cac dinh d6i mét lién hop nhau nam trong (%), déu nam trong mot canh nao
do cuaH.

T Két qua 5.6.4), # 1a conformal. 0

Két qua 5.6.6.

Mot siéu d6 thi H 1a conformal khi va chi khi di ngdu H* 1a Helly.

Chirng minh két qua 5.6.6.

(=) Gia str cho trudc mot siéu dd thi conformal 7 = (X, D). Chon ra mdt ho con cac canh giao nhau bat ky
nam trong *, ching ta tam gia s 12 X;, X5, ..., X.. Trong siéu do thi 7, chiing twong &ng v&i mot ho cac dinh
X1, Xy, or, X3 401 mot lién hop véi nhau. Do H 1a conformal nén ton tai mot canh D sao cho x4, x5, ..., Xx € D
(diéu nay suy ra tir Két qua 5.6.4). Biéu nay chi ra rang, trong A, ton tai mot dinh d sao cho d € X;,d € X,, ...,
d € Xy, nghiala d € X;NX, N ... NX,. Nhu vay, moi ho con giao nhau cia H* déu la mot star, nghia 1a ddi ngau
#* 13 Helly.

(<) Gia st H* 1a mot siéu d6 thi Helly. Khi d6, moi ho con giao nhau cua H * déu 1a mot star. Nhu vay, trong
', moi tap dinh con gdm céc dinh d6i mét lién hop nhau déu nim trong mét canh nao dé. Tir Két qua 5.6.4), H
l& conformal. O

Mot vi du don gian dé chi ra méi lién hé giira tinh Helly va tinh conformal chinh 1a d6 thi tam giac K. Hién
nhién, ban than d6 thi K; khdng phai 1a Helly va ciing khong phai 1a conformal. That vay, K5 1a mét ho giao nhau
nhung khong phai 12 mot star; nd 1a mot clique nhung khong chira trong bat ky canh nao. Néu chiing ta bo sung
thém vao H mot canh bat ky chia tat ca cac dinh thi chiing ta s& thu dugc mét siéu do thi conformal H;. Néu
chdng ta b6 sung thém vao H mot dinh bat ky lién thudc véi tat ca cac canh thi ching ta s& thu dugc mot siéu do
thi Helly 7£,. Ching ta c6 thé dé dang chimg minh dugc rang H, = H;. Néu ching ta bo sung thém vao #, mot
canh bat ky chira tat ca cac dinh thi chling ta s& thu dugc mot siéu d6 thi 5 vira la Helly vira 1a conformal.




e

H = K5 khdng conformal va Helly H; conformal nhung khong Helly
H, = H; Helly nhung khong conformal H; = H; vua Helly vira conformal

Mot siéu db thi duoc goi la twr d6i ngdu néu F = F*. Hién nhién, ma tran lién thudc cta mot siéu do thi ty doi
ngau 14 mot ma tran vudng doi xang. Mot siéu d6 thi H duoc goi 1a biconformal néu ca H va #* déu conformal.

Nhu vay, néu 2 1a mét siéu db thi biconformal thi ca H va H* déu Helly.



