Chii dé 06. Siéu cay — Mgt so dang siéu dé thi tong quat
qua ciia do thi lwéng phan — Siéu dé thi chordal conformal
6.1. Siéu cay — Siéu do thi chordal conformal
Khai niém siéu cay
Nhéc lai rang cay 1a mot do thi lién théng khdng c6 chira chu trinh va dai dién cho 16p cac do thi don nhat.

Chung ta ciing d4 biét dinh nghia ctia mot chu trinh trong mot siéu dd thi va c6 vé nhu viéc tong quat qua
truc tiép sé 1a lua chon tét nhat dé ching ta c6 thé gisi thiéu cac két qua nghién ciru vé siéu do thi. Tuy nhién,
cac thudc tinh co ban ctia cac cay van con ding cho nhiéu ciu tric tong quat hon 1 chi cho céc siéu d6 thi
khdng cé chua chu trinh.

Dé thi host caa mot siéu do thi 1a mot do thi lién thong xac dinh trén tap dinh cua siéu do thi sao cho mdi
canh cua siéu d6 thi déu tao ra mot do thi con lién thdng cua do thi host. Ching ta s& biéu dién cac cay host
bang cac dudng dat nét.

Siéu d6 thi H = (X, D) duoc goi 1a mot siéu cay néu ton tai mot cay host T = (X, E) sao cho mdi canh
D € D déu tao ra mot cay con cua T.

NO6i cach khac, moi siéu cay bat ky déu dang cu véi mot ho cac cay con cua mot cay nao do.

Nhu vay, néu H khong phai 1a mét siéu cay thi, véi moi cdy xac dinh trén ciing mét tap dinh cua siéu do
thi, c6 it nhat mot canh cua H tao ra mot dd thi khdng lién théng.

Moi cay déu 1a mot siéu cay vi nd 1a mét cay host cua chinh né.

Hinh vé minh hoa.

Nguoc lai, mot chu trinh khdng thé 1a mot siéu cay vi n6 ludn c6 chira mot canh tao ra mot d6 thi khdng
lién thong.

Hinh v& minh hoa.



Mot van dé duoc phat sinh ra ¢ day d6 1a: “Cho trudc mot siéu do thi bat ky, 1am thé nao dé ching ta c6 thé
xac dinh mot cay host cua n6 néu né ton tai ? Ngoai ra, néu 2 khong phai 1a mot siéu cay thi 1am thé nao dé
ching ta c6 thé chimg minh duoc diéu d6?”. Chlng ta s& can mot vai dinh nghia va dinh |i méi dé phét trién
mot thuat toan cho phép nhan dang cac siéu cay va tim loi giai cho mot s6 bai toan téi wu khac.

Két qua 6.1.1. (Buneman — Gavril — Walter)

Db thi tuyén tinh caa mot siéu cay ludn 1a mot do thi chordal.

Chitng minh két qua 6.1.1.
Gia sur cho truéc mot siéu cdy H = (X,D) vaT = (X, E) la cay host trong tng cua no.

Ching ta s& chirng minh tinh ding dan cua khang dinh trén bang phuong phap quy nap toan hoc theo sb
cac dinh |T|caa cay T. Vé6i |T| = 1, @6 thi tuyén tinh ciia H 1a mot clique, nén né ciing 1a mot do thi
chordal Vi |T| 16n hon, ki hiéu x 1& mot dinh pendant caa cay T. Ki hiéu L' 1a db thi tuyén tinh cuaa siéu d6
thi H' thu duogc tir siéu do thi 2 bang phép x6a yéu dinh x. Do cy host caa ' 1T — x nén K’ 1a ciing 1a
mét siéu cdy. Tir gia thiét quy nap cua bai toan, L' 1a mot d6 thi chordal.

Néu khdng c6 canh ndo cua H tring véi {x} thi L' = L, nén L 1a mot d6 thi chordal. Néu {x} 1a mot cay
con thi tap c4c dinh lang giéng caa dinh x trong L tao thanh mot clique (diéu ndy suy ra tir viéc tat ca cac cay
con nay déu c6 chira dinh x). Do d6, L nhin duoc tir L’ bang cach bd sung thém mét dinh simplicial.

Nhan thay ring viéc bd sung thém maot dinh simplicial nhu vay khdng thé tao ra mét chu trinh khong
chordal. Nhu vay, L 1a mét db thi chordal. O

Két qua 6.1.2. (Berge)

Moi siéu cay déu la mot siéu do thi Helly.

Chieng minh két qua 6.1.2.

Gia sir cho trudc mot siéu cady H = (X,D) va T = (X, E) 1a cay host twong ¢ng cua nd. Bé chirng minh
moi ho giao cua H déu 1a mot star, ching ta s& ching minh bing phwong phap phan chang. Gia sir F 1a mot
ho con giao nhau nhung khong phai 1a mot star. Khi d¢6, mdi dinh x € Xdéu khdng lién thudc véi mot canh
D € F nao d6.Panh daub can canh cta T 12 canh dau tién trén dudng di trx dén D. Do ching ta dat n(T) =
|X| dau trén tong s6 n(T) — 1 canh nén phai c6 mot sé canh bi danh dau hai lan. Do céc canh nay phai nam
trén mot dudng di nao d6 nam trong T ndi giita mot s6 thanh vién D; va D; ciia F nén chiing khong thé co
giao voi nhau. Nhu vay, F khong thé 1a mot ho giao cia H', mau thuan. m

Siéu dd thi 7 duoc goi 1a chordal néu mdi chu trinh c¢6 do dai > 4 déu co hai dinh khong lién tiép lién hop
nhau trong . Pinh nghia nay dugc ma rong tryc tiép tir dinh nghia cta cac do thi chordal. Nhu vay, 7 sé 1a
mét siéu do thi chordal khi va chi khi d6 thi bac hai (), cia n6 1a mot db thi chordal. Néu x 1a mot dinh
simplicial trong do thi bac hai (), thi cac dinh lang giéng cia x trong H s& doi mot lién hop nhau.

Trong mot siéu do thi H = (X, D), mot dinh x duoc goi la pendant dsi véi mét dinh y néu D(x) € D(y).




Nhu vy, mot dinh pendant trong mot db thi G s& 1a mot dinh cd 1ap hoic 1a pendant déi véi dinh lang
giéng duy nhat ciia n6 con mot dinh pendant trong mot siéu d6 thi H s& twong (ng véi mot canh bao ham nao
d6 nam trong siéu dd thi d6i ngau H*.

Két qua 6.1.3.

Mot siéu dd thi H 1a chordal conformal néu va chi néu H* 1a mot siéu cay.

Chitng minh két qua 6.1.3.

(=) Gia strcho trudc mot siéu d6 thi chordal conformal 2 = (Y, D). Ching ta s& ching minh siéu d6 thi
dbi ngiu A * 1a mot siéu cay bang phuong phap quy nap toan hoc theo chi sé6 n = n(H). Véin < 2, moi siéu
dd thi déu 12 mot siéu cay. Khong giam tinh tong quét cua van dé, gia sir n > 2 va khing dinh da duoc kiém
chting véi moi siéu d6 thi nho hon. Y tudng cho phép ching minh cua ching ta s& duoc thuc hién theo céc
bude nhu sau: x6a yéu mot dinh simplicial bat ky trong db thi bac hai (H), khoi 7, xac dinh mét cay host
cua siéu do thi dbi ngau cua siéu do thi thu dugc, ti tao lai siéu d6 thi 7 bang cach b sung tuan tu cac canh
(phép toan nghich dao ctia phép toan xoa dinh yéu), xac dinh mot cay host cua siéu do thi 7*.

Bwéc 1. Xay dwng mét siéu dd thi chordal conformal #£, va dé thi bac hai (#£,),.

Do H 1a mét siéu do thi chordal nén do thi bac hai (H), ciing s& 1a mot d6 thi chordal. Nhu vay, (), s&
c6 chira it nhat mot dinh simplicial x. Bing cach ndi dinh x voi tat ca cac dinh lang giéng cua x trong (H),,
ching ta s& thu dwgc mét clique tdi dai trong (H),. Tir tinh chat conformal caa ', tap hop ndy s& tuong tng
v6i mot canh D, nao d6 trong H. Do x khong c6 thém dinh lang giéng nao khéc nira nén moi canh trong
c6 chira x déu 1a mot tap con cua D,.

Ki hiéu 3, 1 siéu db thi nhan duoc tir 2 bang cach x6a yéu dinh x khoi H..

Xoa yéu dinh x
—

x

H

Hinh v& minh hoa.

Khi d6, H, sé c tap dinh laY — {x} va tap canh la {D — {x}: D € D}. Do x la mét dinh simplicial trong
(), va canh D, — {x} trong H,, chira tat ca cac dinh lang giéng ctia x trong £ nén ching ta dé dang suy ra
rang néu x6a manh dinh x khoi (), thi d6 thi nhan duoc sé 1a (Hy),, nghia 1a (Hy), = (H), — x.

Nhu vay, H, cling 12 mot do thi chordal.




Nhan thay rang hau nhu tat ca cac clique téi dai trong (#,), déu gidng nhu trong (), ngoai trir clique tdi
dai véi tap dinh D, bi mat va clique téi dai c6 chaa tap dinh Dy — {x} nhu mot canh. Do 3,6 chta D, — {x}
nhu mot canh nén 3, s& 1a mot d6 thi conformal.

Bwéc 2. Kiém chirng gia thiét quy nap ciia bai toan cho siéu d thi chordal conformal #£,,.

Do H, la mot @6 thi chordal conformal voi < n dinh nén ching ta c6 thé &p dung gia thiét quy nap cua bai
toan cho H, dé suy ra rang H; la mot siéu cay. Nhu vy, ton tai it nhat mot cay host T xac dinh trén tap dinh
D' = V(Hy) sao cho, véi moi dinh x’ € V(3,) = D(Hy), cac phan tir ciia D’ ¢ chira x” déu ¢ chira mot
tap cac dinh cua T cam sinh ra mét cay con nao d6 cua 7.

Buéc 3. Chirng minh bwéc quy nap cuaa bai toan.

Phan con lai caa phép chang minh, chiing ta s& ching minh rang 2 * ciing 1a mot siéu cay. Ching ta s&
thuc hién diéu nay theo cac budc nhu sau. Dau tién, ching ta s& xay dung mot siéu db thi 7, tir H,, bang cach
mé rong canh D, — {x} dé chira thém dinh x va trg thanh canh D,. Viéc 1am nay cta ching ta that ra chinh 13
b sung thém mét dinh bac 1 vao H,. N6i cach khac, viéc 1am nay cua ching ta that ra chinh 13 bd sung thém
mot dinh don vao Hy. Do D, — {x} 1a mot dinh nam trong H nén no ciing s& 1a mot dinh nam trong T. Bang
cach bo sung thém dinh d, nay nhu mot canh khuyén X nhu 1a mot cay con, ching ta s& thu dugc mot siéu
cay Hy.

Truong hep 1. Ton tai mét dinh d nao d6 lién hop véi d, trong cay host T.

Ki hiéu D 1 tap cac canh nam trong #,, khac véi canh D, — {x}, thu dugc bang cach xda dinh x khoi cac
canh cua D(x) nam trong K. Bé nhan dugc H tir H;, ching ta can ma rong cac canh ndy dé ching chta
thém dinh x. Vi mdi dinh lang giéng d cua d,, trong T, ki hiéu D € DL 1a canh twong ¢ng cua d trong #,,
ching ta s& ma rong canh X trong H; dé nd chira thém dinh d. Viéc 1am nay cua ching ta sé tao ra mot siéu
cay H, nhan T lam mdt cay host sao cho canh X sé twong (tng Vi mot star x vai tam tai d. Cac dinh
pendant cua star ndy déu la cac dinh trong H; tuong (ng véi cac canh trong #, ma chiing ta d3 mo rong
trude d6 dé ching chua thém dinh x.

Mo rong X

Hinh v& minh hoa.

Nhu vay, H* sé la mét siéu cay.



Trwong hep 2. Khong tén tai bat ky dinh d nao trong cay host T lién hep véi d,.

Ki hiéu 75 1a siéu db thi nhan duoc tir 7, bang cach bo sung thém dinh x vao mot canh D € D% nao d6 ma
ching ta chua mé rong trude d6. Canh D nay cua H, s€ twong tng vai mot dinh d nao do trong H; 1a
pendant d6i véi dinh d,, (diéu nay suy ra tir viéc cac canh nam trong #; ¢6 chira dinh d hoic d,, s& twong ng
V6i cac dinh nam trong 7, duoc chira trong canh D hodc Dy, nghia 1a D < D,). Binh d nay trong 7£; nay sé
dong vai trd nhu mot dinh caa T khéng lién hop véi dy. Bing cach bd sung thém canh (d, d,) nay vao cay
host T, chiing ta s& nhan dugc mot chu trinh duy nhat nao dé. Bing cach x6a mot canh (d, d") bét ky trén chu
trinh nay (voi d" # d;), ching ta sé nhan dugc mot cdy T, khac.

Do X chi chira d, va céc dinh lang giéng caa d, nén ching ta ¢ thé mo rong canh X dé no chira thém dinh
d. Diéu nay twong (g vai viéc ching ta mo rong canh D dé né chia thém dinh x va cac dinh caa canh X sau
khi mé rong van cam sinh mot star trong T;. Dé hoan tat phép chiing minh H3 1a mot siéu cy, ching ta can
chang minh rang cac canh con lai ciia H5 cam sinh mot siéu cay ngay ca khi canh (d, d") bi x6a. Gia s X' 1a
mét canh nao d6 cua H; ¢6 chira ca d va d’. Nhu viy, trong siéu d thi H,, dinh x’ s& phai nam trong ca
canh D va D'. Do d 1a pendant d6i véi dinh d, trong 5 nén tat ca cac canh nam trong #; c6 chtra d ciing s&
chtra d,. Nhu vay, cay con trong T c6 chira cac dinh cua X' khdng chi chira cac dinh d va d' ma con chua ca
duong di tir d’ dén d,. Diéu nay chi ra rang cac dinh cia X'sé tao thanh mot cay con trong Ts.

Hinh vé minh hoa.

Bang cach lap lai qua trinh mé rong nay cho céc canh con lai cua tap DL ndy, ching ta s& tao ra mot day
C4cC siéu cay H3, Hy, ... Véi cac cay host Ty, Ty, ... Tai mdi budc cia qua trinh trén, cac diéu kién cua bai toan
van duoc bao toan dé dam bao phép lap luan da dugc thyc hién cho #£; caa chling ta van c6 thé dugc thyc
hién cho cac budc tiép theo. Sau khi tat ca cac canh cua tap D duoc mo rong nhu trén, siéu cay nhan dugc
chinh la H'*.

(<) Gia st H* 1a mot siéu cay. Tir Két qua 6.1.1), L(H™) 1a mot do thi chordal. Do (H), = L(™*) nén
ching ta d& dang suy ra rang (), ciing 1a mot do thi chordal. Nhu vay, 7 s& la mot siéu d6 thi chordal.

Gia su R la mét tap cac dinh doi mét lién hgp nhau trong . Chung sé tuwong (rhg Vi mét tap cac canh doi
mét giao nhau nao do6 trong H*. Tir Két qua 6.1.2), H* 1a mot siéu do thi Helly, nén tap cac canh nay phai c6
mét dinh chung trong A *. Nhu vay, trong siéu d6 thi A, cac phan tir ciia R phai nam trong cling mot canh
chung nao d6. Piéu nay chi ra rang cac dinh cia moi clique chia trong(#), déu nam trong mot canh nao d6
cua H, nghia 1a H 1a mot siéu d6 thi conformal. O



Két qua 6.1.4. (Flament)

Mot siéu do thi H 1a mot siéu cay néu va chi néu H 12 mot siéu do thi Helly va L(3) 1a mot do thi chordal.

Chitng minh két qua 6.1.4.

Tur Két qua 6.1.3), A 1a mot siéu cay néu va chi néu H'* 1a siéu dd thi conformal va d6 thi bac hai (#£*),
ctiia n6 1a mot do thi chordal. Do 2 1a mot siéu d6 thi Helly néu va chi néu H* 1a mot siéu dd thi conformal
(Két qua 5.6.6) va (H*), = L(H) (Két qua 5.6.2) nén H s& la mot siéu cay néu va chi néu H 1a mot siéu d6
thi Helly va L(3) 1a mot do thi chordal. 0

Siéu do thi clique cua mot do thi G duoc dinh nghia 1a mot siéu d6 thi xac dinh trén tap dinh V(G) véi tap
canh 1a ho céc tap dinh cua cac clique téi dai ndm trong do thi G. Nhan thay rang d6 thi bac hai cua siéu do thi
clique cuia mot do thi G bat ky chinh 1a d6 thi G. Hon nita, tir dinh nghia ctia mot siéu do thi clique, moi siéu
dd thi clique déu la conformal.

Két qua 6.1.5.

Déi ngiu cua siéu db thi clique caa mot dd thi chordal bat ky ludn 1a mot siéu cay.

Chirng minh két qua 6.1.5.

Tinh dtng din cua khang dinh trén duoc suy ra truc tiép tir Két qua 6.1.3). 0

Két qua 6.1.6.

Déi ngiu cua mot do thi chordal G 13 mét siéu cay néu va chi néu G 1a mot cay.

Chieng minh két qua 6.1.6.

Néu G 1a mot cay thi do siéu db thi clique cia G ciing chinh 13 G nén di ngau cua G s& 12 mot siéu cay (Két
qua 6.1.5). Néu G* 1a mét siéu cay thi G s& 1a mot siéu dd thi conformal. Do tit ca cac canh cua G déu c6 kich
thudc bang 2 nén tinh conformal cua G chi ra rang khong c6 clique nao niam trong G c6 kich thuéc 16n hon 2,
nghia la G la mot cay. O

Két qua 6.1.7. (Gavril)

Mét d6 thi G 1a chordal néu va chi néu né 1a d6 thi tuyén tinh cia mot siéu cay nao do.

Chitng minh két qua 6.1.7.

(=) Néu G 1a mot do thi chordal thi Két qua 6.1.5) chi ra rang d6i ngau cua siéu d6 thi clique cia n6 sé la
mét siéu cdy. Cac dinh cua siéu cay s& l1a cac clique téi dai cua do thi G va céc clique ciing chira mot dinh cho
trudc nao d6 ctia G s& tao thanh mot cay con cua cdy host. Hon nita, cac dinh cua G s& lién hop nhau néu va
chi néu chling xuat hién trong cing mét clique t6i dai. Piéu nay chi ra rang cac cay con cd chaa ching phai
cd mot dinh chung trong cay host.

(&) Tinh dung dan cia khang dinh nay duoc suy ra tir Két qua 6.1.3). 0




CAc siéu do thi chordal conformal con duoc goi cac siéu do thi e — acyclic. Trong mot sé cong trinh khac,
cac siéu cdy con duoc goi 1a cAc siéu do thi arboreal con céc siéu do thi chordal conformal thi duoc goi la cac
siéu dé thj coarboreal.

Thuit todn nhan dang mdt siéu cay/Thuat toan xac dinh tap transversal téi tiéu (cap ghép téi dai)
cho mot siéu cay.

Trong mét siéu do thi 7 = (X, D), mot dinh x € X s& duoc goi 1a mot dinh transversal néu ton tai mot
canh khuyén D € D sao cho D = {x}. Diéu nay c6 nghia 13 dinhxnam trong moi tap transversal caa  bao
gom ca nhitng tap transversal tdi tiéu. Mot dinh transversal trong H' s& trg thanh mot canh X trong H *sao cho
canh Xc6 chira mot dinh d chi nam trong X.

Nhéc lai rang, trong mot siéu db thi # = (X, D), mot dinh x € X s& dugc goi 1a mot dinh pendant néu ton
tai mot dinhy € X, y # x, sao cho D(x) € D(y). Mot dinh y nhu vay sé duoc goi la mét dinh twin caa x.
Trong siéu dd thi d6i ngau H*, mot dinh pendant x s& tro thanh mot canh X sao cho né duogc chira nhu mot
tap con trong canh Y twong tng véi dinh twin y cia x, nghia 1a X 1a mot canh bao ham nhau. Néu H c6 chira
it nhat hai dinh thi moi dinh ¢ lap déu la mot dinh pendant (diéu nay suy ra tir viéc D(x) = @ véi moi dinh
cd 1ap x). Nhan thay rang moi dinh pendant déu khong thé 1a mot dinh transversal nguoc lai moi dinh
transversal déu khdng thé 1a mot dinh pendant.

Két qua 6.1.8.

Néu x € X 1a mot dinh pendant trong mét siéu do thi # = (X, D) va ki hiéu 7, 1a mot siéu d6 thi nhan
duogc tir 7 bang céch x6a yéu dinh x khoi H thi:

(1) Ton tai mot tap doc lap tdi dai S € X sao cho x € S;
(2) t(H) = (Hy);

@) a(#) = a(Hy) + 1,

(@) v(H) = v(3Hy);

(5) Néu H 1a mot siéu cay thi #, ciing 1a mét siéu cay.

Chitng minh két qua 6.1.8.

(1) Tur dinh nghia cua mot dinh pendant, ton tai mot dinh twin y cua x sao choD(x) € D(y). Chiing ta xem
xét hai truong hop sau:

Truwong hep 1. y nam trong mot tap transversal tdi tiéu T € X.

Khi @6, x & T (diéu nay suy ra tir tinh tdi tiéu cua transversal T: truong hop nguoc lai, T; == T — {x} ciing
sé la mot tap transversal cia £ voi [Ty = [T| — 1 =17(H) — 1). Nhu vy, x € X — T = S vai S la mot tap
doc lap t6i dai nam trong X.




Truwong hep 2. y khdng nam trong bat ky mat tap transversal tdi tiéu nao caa #£.

Néu ton tai mot tap transversal tdi tiéu T; sao cho x € Ty thi T, = (T, — {x})U{y} s& la mot tap transversal
t6i tiéu cua £, mau thuin véi gia thiét y khdng nam trong bat ky mot tap transversal ti tiéu nao cia £ .Nhu
vay, ciing ton tai mot tap doc 1ap ti dai S < X sao cho x € S.

(2) Nhan thay rang do viéc x6a yéu mot dinh khoi mot siéu db thi cho trudc khdng lam giam di kich thudc
ciia mot tap transversal ti tiéu nén 7(H) < t(H;). Mat khéc, khang dinh (1) chi ra rang £ c6 chira mot tap
transversal téi tiéu nao d6 khong co chira x. Nhu vay, viéc x6a yéu dinh x s& khdng thé 1am tang kich thudc
cua tap transversal tdi tiéu nay, nént(H) = 7(H;,). Nhu vay, t(H) = T1(H,).

(3) Do a(H) + (H) = |X|, a(H) + t(H) = |X| — 1, t(H) = 1(H;) nén a(H) = a(H,) + 1.

(4) Do moi cap ghép t6i dai cua H déu 1a mot ciap ghép trong 3, nén v(H) < v(H;,). Mit khéc, trong siéu
dd thi H;, khéng cé cap ghép nao chtra qua hai canh nam trong D (x) (diéu nay suy ra tir viéc x 1a mot dinh
pendant). Biéu nay chi ra rang moi cip ghép trong #; déu 1a mot cap ghép trong H, nén v(H) = v(H,).

Nhu vay, v(H) = v(FH,).

(5) Tur Két qua 6.1.3), 7 12 mot siéu cay néu va chi néu n6 1a mot siéu do thi Helly va L(H) 1a mot db thi
chordal. Do x 1a mot dinh pendant nén #; ciing s& 1a mot siéu do thi Helly. Hon nita, L(#) = L(H,).

Nhu vy, néu 13 mot siéu cay thi ; ciing s& 1a mot siéu cay. 0

Két qua 6.1.9.

Néu x € X 1a mot dinh pendant trong mét siéu do thi # = (X, D) va ki hiéu 7, 1a mot siéu d6 thi nhan
dugc tir # bang cach x6a manh dinh x khoi # thi:

(1) x niam trong moi tap transversal cua #;
(2) T(H) =(Hy) + 1;

) a(H) = a(Hy);

@ v@) =v(H) + 1;

(5) Néu H 1a mot siéu cay thi H, ciing 1a mot siéu cay.

Chitng minh két qua 6.1.9.

(1) Tinh dang dan cua khang dinh nay duoc suy ra tir dinh nghia ciia mot transversal va su that rang {x} €
D.

(2) KihieuT, € X; == X — {x} la mét tap transversal cua H;. Khi do,T, := T;U{x} c X cling 1a mot tap
transversal cia H', nén T(H) < t(#;) + 1. Mat khac, néu T 1a mot tap transversal téi tiéu cia 7€ thi

Ty == T — {x} cling la mét tap transversal cua H;, nén t(H) = 7(H;) + 1. Nhu vay, t(H) = t(H,) + 1.




(3) Do a(F) + 7(H) = |X|, a(H,) + 7(H) = |X| — 1, T(H) = ©(F,) + 1 nén a(H) = a ().

(4) Do x 1a mot dinh transversal nén, vai moi cap ghép téi dai F cua H;y, ho FU{x} ciing 1a mét cap ghép
cua 7. Biéu nay chi ra rang v(H) = v(#;) + 1. Nhan thiy rang do viéc x6a manh mot dinh khoi mot siéu
dd thi cho trugc khong thé 1am giam kich thuéc cua cap ghép tdi dai nhiéu hon 1 don vi nén v(H) — 1 <
v(H,). Nhu vay, v(H) = v(H,) + 1.

(5) Nhan thay rang moi siéu dd thi con cam sinh cuia mét siéu cay ciing 1a mot siéu cay. Ngay ca khi 2, 1a
mét siéu do thi khong lién thong, mdi thanh phan lién théng caa né ciing 13 mot siéu cdy, nén ciy host tuong
{ing cho toan H; co thé thu duoc bang cach ndi tuan tu cac cay host twong (g cia mdi thanh phan lién théng
bang cac canh. O

Két qua 6.1.10.

NéuH = (X, D), |X| = 2, 1a mot siéu cay thi nd s& c6 chira it nhat hai dinh sao cho mdi mét trong s6
ching sé la mot dinh pendant hoac mot dinh transversal.

Chirng minh két qua 6.1.10.

Do H 1a mot siéu cly nén s& ton tai mot cy T dong vai trd 12 mot cdy host. Cay T s& c6 it nhét hai dinh
pendant. Hién nhién, mdi dinh pendant nay s& 1a mot dinh pendant hozc mét dinh transversal trong siéu do thi
H. ]

Két qua 6.1.11.

Néu A 1a mot sidu cay thi né s& thoa man tinh chat Konig, nghia 1a 7(H) = v(#).

Chieng minh két qua 6.1.11.

Do H 1a mét siéu cay nén né s& cd chira it nhat hai dinh sao cho mdi mét trong sb chiing s& 1a mot dinh
pendant hoic mot dinh transversal. Nhu vay, chiing ta hoan toan c6 thé phan tich A tuan tu bang cach x6a
yéu mot dinh pendant hoic x6a manh mot dinh transversal. Két qua 6.1.8) va Két qua 6.1.9) dam bao rang,
sau subt qua trinh phan tich nhu vay, ching ta s& thu dugc motddy cac siéu cdy. Hon nita, kich thuéc T caa
tap transversal toi tiéu hoic thay doi hoic khong thay d6i ddng thoi véi kich thude v cua cap ghép toi dai. Tai
budc cubi ciing cua qué trinh phan tich trén, chling ta s& thu duoc mot siéu do thi véi chi duy nhat mot dinh.
Néu n6 1a mot dinh pendant (c6 1ap) thi T = v = 0; néu n6 1a mét dinh transversal thi T = v = 1. Nhu vay, tai
mdi budc caa qua trinh phan tich trén, ching ta s& ludn c6 dang thuc T = v, nén 7(H) = v(H). O

Khang dinh trén c6 thé duoc nhin nhan lai theo mot cach khac. Nhac lai rang Két qua 4.6.1) chi ra rang do
thi G 1a perfect néu va chi néu phan bl G cia né ciing perfect. Két qua 4.6.2) chi ra rang moi do thi chordal
cling déu 12 mot do thi perfect. Nhu vay, vai moi do thi chordal, ¥y = w va 8 = a. Ching ta ciing biét rang
néu H 1a mot siéu cy thi L(H) s& 1a mot do thi chordal. Nhu vay, 8(L(H)) = a(L(H)). Do H ciing la mot
siéu do thi Helly nén kich thuéc ciia mot tap transversal toi tieu ciia H s& bang vai chi sé phu clique cua
L(#), nghia 1a T(3) = 6(L(H)). Tir dinh nghia cta L(3), kich thudc ciia mot cap ghép toi dai cua H S8
bang kich thuéc cuia mot tap doc 1ap yéu téi dai cua L(H), nghia la v(H) = a(L(H)).

Nhu vay, T(H) = v(H).




Ké tiép, chling ta s& dé xuat mot thuat toan don gian dé nhan dang cac siéu cay. N6 duoc dua trén Két qua
6.1.10) va phép x06a yéu cac dinh va cac canh.

Thuat todn nhan dang mét siéu cay
INPUT: Siéu db thi # = (X, D).
OUTPUT: Cay host T, néu H 1a mét siéu cay; “Khong”, néu 7 khdng phai 1a mot siéu cay.

1. Tim mét dinh pendant hodac mot dinh transversal (mot dinh transversal nhu vay sé tré thanh mot dinh
pendant néu ching ta x6a yéu tat ca cac canh khuyén lién thudc véi né trong H) trong 7. Néu khong c6 dinh
nao nhu vay thi xuat “KHONG” va két thuc thuat toan.

2. X6a yéu dinh pendant va gitr nguyén dinh twin cta né. Tiép tuc thuc hién budc 1) va 2) cua thuat toan
cho dén khi chi con lai mot dinh duy nhat.

3. Bit dau vé6i dinh con lai & trén, ching ta xay dung cdy host T bang céch bd sung thém cac dinh theo thir
tu ddo nguoc; mdi 1an ching ta bo sung thém mot dinh nhu vay, ching ta s& ndi nd véi dinh twin cua dinh do.

4. Xuat cay T va két thic thuat toan.
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Hinh v& minh hoa thuat toan nhan dang siéu cay cho siéu d6 thi K.



Chéng han, néu chay thuat toan nhan dang siéu cay cho siéu do thi € thi ching ta s& nhan duoc cay host T
nhu trén hinh v&. Mii tén v6i 1 — 2 trén d6 ¢ nghia 1a dinh pendant 1 bi x6a yéu khoi 7, dinh twin 2 cia n6
dugc gitr nguyén va ki hiéu H,, 1a siéu do thi nhan duoc. Siéu d6 thi H, khong chira bat ky dinh pendant nao.
Tuy nhién, dinh 3 s& tré thanh mét dinh pendant véi dinh twin 12 2 sau khi chiing ta x6a yéu canh khuyén {3}.
Tuong tu, dinh 2 trong H5 ciing sé& tro thanh mot dinh pendant vai dinh twin 1a 4 sau khi ching ta xéa yéu
canh khuyén {2}. Sau cung, siéu do thi 7, chi con lai mot dinh duy nhat. Nhu vay, ddy tht ty dinh caa ching
ta s 1a: 1, 3, 2, 4. Tai thoi diém nay cua thuat toan, ching ta sé& tién hanh xay dung cay host T bat dau boi cay
T,. Bang cach bo sung thém cac dinh theo thi tu dao nguoc 4, 2, 3, 1 va ndi ching véi cac dinh twin tuong
ng. Cudi ciing, ching ta s& thu duoc cay host T cua .

Tuong tu, néu ching ta chay thuat toan nhan dang siéu cay cho siéu d6 thi 7 nhu trong hinh v& bén dudi
thi chling ta s& tim dugc mot dinh pendant x véi dinh twin y twong (ng. Sau khi x6a yéu dinh x khoi siéu do
thi, chling ta s& thu dugc mot do thi tam giac khéng c6 chtra bat ky mot dinh pendant hay dinh transversal
nao. Khi d6, thuat toan nhan dang siéu cay két thic va ching ta nhan duoc cau tra loi “KHONG”.

S s

Hinh v& minh hoa thu4t toan nhan dang siéu cay cho siéu do thi 7.

M6t diéu tha vi dang luu v ¢ day d6 1a dau ra cua thuat toan nhan dang siéu cay hoan toan khong phu thudc
vao thir tu x6a cua cac dinh va cac canh. Mot diém luu ¥ quan trong khac ¢ day do 13, trong ma tran lien
thudc cua mot siéu dd thi, mot dinh pendant c6 thé nhan dugc bang céch sau: hang tuong tng véi dinh
pendant nay c6 chura 1 trong cung cac ¢ot nhu hang tuong tng vai dinh twin.

Thuit toan xac dinh tap transversal tdi tiéu (cip ghép téi dai) cho mét siéu cay
INPUT: Siéu cdy H = (X, D).

OUTPUT: Tap transversal tdi tiéu T < X va cap ghép t6i dai F € D.

1.DatT =0, F := Q.

2. Tim mot dinh pendant hoac mot dinh transversal.

3. Néu dinh tim duoc 13 mét dinh pendant thi x6a yéu dinh nay khoi 7.

4. Néu dinh tim duoc 1a mot dinh transversal thi b6 sung thém dinh nay vao T, bo sung thém canh khuyén
lién thudc vai dinh nay vao F, va x6a manh dinh nay khoi .



5. Lap lai cac budc tir 2 dén 4 nhiéu 1an nhét c6 thé.
6. Xuat T, F va két thic thuat toan.

Co s ly thuyét cua thuat todn néu trén duoc dua trén Két qua 6.1.8) va Két qua 6.1.9). Trong thuc té khi
van hanh thuat toan, chling ta s& can theo ddi tat ca cac su thay doi dién ra trong céc canh; bao géom ca nhiing
canh khuyén nam trong cac cap ghép téi dai thuc su (nhiing canh ban dau ma tir d6 canh khuyén duoc tao ra
bang tat ca cac phép xoa trude do). Tuy nhién, mot diém dang cha y cta thuat toan trén 1a n6 van hoat dong
cho cac 16p siéu d6 thi tong quat hon nhiéu so véi cac siéu cdy. Mot cach giai thich don gian cho hién tugng
ndy nam & viéc phép x6a manh cac dinh cd thé 1am thay d6i cac diac diém ciu tric cua mot siéu do thi theo
huéng ma no trg nén gidng voi cac siéu cay hon chir khdng phai 12 mot siéu cay ngay tir lac ban dau.

Mot vi du don gian cho nhan dinh nay c6 thé duoc minh hoa trong hinh vé bén dudi day. Mic du, G khong
phai 1a mot siéu cay nhung né van c6 chira mot dinh pendant 1a 6. Viéc xda yéu dinh 6 s& bién dinh 1 tro
thanh mét dinh transversal. Viéc x6a manh dinh 1 s& tao ra mot db thi voi hai dinh pendant 13 2 va 5. Viéc
x6a yéu dinh 2 s& 1am cho dinh 3 tré thanh mot dinh transversal. Viéc x6a manh dinh 3 s& 1am cho dinh 4 tr&
thanh mét dinh transversal. Viéc x6a yéu dinh 4 s& lam cho dinh 5 tro thanh mét dinh transversal. Két thic
thuat toan, chiing ta tim dwoc tap transversal toi tieu T = {1,3,5} va cap ghép téi dai F = {{1,6},{2,3}, {4,5}}.

Nhu vay, 7(G) = v(G).
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Hinh v& minh hoa thuat toan xac dinh tap transversal téi tiéu (cip ghép téi dai) cho d6 thi G.



Chi s6 chu trinh cia mét siéu do thi

Nhan thay rang cac chu trinh dong mot vai tro quan trong trong mot do thi (mét siéu d thi). Ching chinh
la nguyén nhan chinh gay ra su phic tap cho céc bai todn téi wu hoa gap trong thuc té. Nhu vay, mot van dé
quan trong ma ching ta can phai giai quyét d6 1a: “Cé bao nhiéu chu trinh nim trong mot do thi hoic mot siéu
d6 thi cho trugc? Cac chu trinh duogc cau tric (nghia 1a ching ¢ thém nhitng tinh chat bd sung) nhu thé
nao?”. Nhic lai rang, véi moi d6 thi don lién théng G, chi sé chu trinh A(G) cua G s& dugce tinh bai cong thuc
A(G) = m(G) — n(G) + 1. Cong thuc twong ty ciing ding cho cac da d thi: néu ching ta bd sung thém vao
G mot sé canh khuy@n hozc canh bdi nao d6 thi mdi lan thuc hién bo sung nhu vy s& tao ra thém duy nhat
mot chu trinh trong cay khung cho truéc va 1am tang s6 cac canh m = m(G). Moi canh bo sung thém nhur
vay (tham chi ca cac canh khuyén) déu c6 thé coi nhu mét “day cung” cua cay khung. Theo céch nhin nhan
nay, chi s6 chu trinh s& déng vai trd nhu mot thude do dé danh gia “khoang céch” gitra da do thi so véi cay.

Ké tiép, chling ta s& chi ra rang chi sé chu trinh A ¢6 thé dugc tong quat qua 1&n cho cac siéu d6 thi:

Gia str cho trudc mot siéu d6 thi H = (X, D). Mot da d6 thi G = (X, E) duoc goi 12 mot da dé thi bac hai
tong quat cia 2, ki hiéu bai [#],, néu nd co thé nhan duoc tir H bang cach nhu sau:

1. B6 sung thém vao E tét ca cac canh khuy@n va céc canh co kich thuéc bang 2 cia H;

2. Thay thé tat ca cac canh c6 kich thudc > 3 cua H bai mot dd thi day da xac dinh trén cing tap dinh do
va bo sung thém vao E tat ca cac canh cua d6 thi day du nay.

Nhu vy, (H), = [H], néu va chi néu H 1a mot siéu do thi don. Ching ta s& goi moi da db thi khdng cd
chtra chu trinh nao véi d6 dai > 3 la mot da rang. Trong lweng cua mét da rimg T, ki hiéu boi w(T), dugc
dinh nghia 1a s canh c6 kich thudc bing 2 chira trong T'; cac canh khuyén dugc xem nhu 6 trong luong bing
0. Néu T 1a mot da ruing thi ki hiéu T 1a rimg thu dwoc tir T bang cach x6a yéu tat ca cac canh khuyén va thay
thé cac canh boi boi mot canh duy nhat ndi giira hai dinh d6. Nhu vay, T = (T),. Mot dinh x s& dugc goi 1a
pendant trong da ring T néu n6 1a mot dinh pendant trong T.

Gia sir cho trudc mot siéu d6 thi H = (X, D) va T = (X, E) 1a mot da ring khung cua da do thi [#],. Dé
thuan tién cho viéc trinh bay, trong subt phan nay cua bai viét, chiing ta s& goi moi da ring khung nhu vay la
Mot “rimg”,

Két qua 6.1.12.

Véi moi ring T cua da d6 thi [H],, w(T) < Ypep(ID]| — 1).

Chirng minh két qua 6.1.12.

Tinh dtng dan cua khang dinh trén dugc suy ra tir viéc moi canh khuyén D € D chi c6 thé déng gop cho
ring T t6i da khdng qua |D| — 1 canh c6 kich thudc bang 2 (diéu nay suy ra truc tiép tir cach dinh nghia cua
mot rung T). O

Nhan thy rang moi canh khuy@n cht:a trong mot siéu do thi (hoac mot da do thi) cho truéc déu c6 thé duoc
coi nhu mét chu trinh véi d6 dai bang 1 (nhac lai rang ching ta ludn gia dinh rang cac siéu d6 thi dang khao
sat khong co chira cac canh rdng). Ki hidu L(#, T) 1a s6 canh khuyén cua siéu do thi 2 khéng nam trong rirng
T. Nhac lai rang, chdng ta cé thé coi cac canh khuyén nay nhu cac “day cung” cua ring T.




Chi sé chu trinh téng quat A(F, T) cia mét siéu do thi 3 vng véi rieng T dugc xac dinh boi cong thirc
AH,T) = Ypep(ID| = 1) = w(T) + (K, T).
Gia st cho trudc mot siéu do thi lién théng # (c6 thé chtra canh khuy@n va canh boi). Khi do, [H], = #.

Néu chiing ta thay thé mot cay khung T bat ky nao d6 (hién nhién cay T nay khong c6 chaa canh khuyén
hay canh boi nao) cho ring T trong dinh nghia trén thi w(T) = |X| — 1 = n — 1. Do tat ca cac canh khuyén
cua H déu cd dong gop vao L(H,T), nén

ACH,T) = Xp=2(ID] = 1) = w(T) + I(H,T) = [D| - (IX| = 1) =m —n + 1.

Diéu nay chi ra rang A(%, T) chinh l1a dang tong quét caa chi sé chu trinh A(G, T) ciia mot da db thi G cho
cac siéu do thi 7¢.

Chang han, xét siéu do thi # va ring T twong ¢ng nhu trong hinh v& bén duéi.
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Nhan thay rang do ring T c6 chira ba canh c6 kich thudc bang 2, mot dinh ¢6 1ap va chi mét trong hai

canh khuyén cua 7 nén w(T) = 3.

Nhu vay, A(H,T) = Xpj=z(ID] = 1) —w(T) + I(H,T) =2+2+0+0—-3+1=2.



Tir cach dinh nghia cua da do thi bac hai tong quat [#£],, chiing ta nhan thay rang, véi moi ring T = (X, E)
cho truéc, tap cac canh ciia mot do thi day du tao ra boi mot canh D s& dwoc chia thanh hai tap con: mot tap
hop cac canh nam trong T va mot tap hop cac canh khéng nam trong T.

Hién nhién, néu cd |D| — 1 canh c¢6 kich thudc bang 2 nam trong T (gia tri 16n nhat c6 thé co) thi cac do thi
con ma ching tao ra trén T déu 1a cac db thi lién thong. Néu co it hon |D| — 1 canh c6 kich thudc bang 2 nam
trong T thi nhiing canh d6 sé& tao ra mot do thi con khong lién thong. Ki hiéu E;, 1 tap c4c canh c6 kich thuéc
bang 2 duoc tao ra boi do thi bac hai cua D va nam trong T; va ¢(T, D) 1a s6 thanh phan lién théng nam trong
mot dd thi con nhu vay.

Két qua 6.1.13.

A, T) = Ypep(c(T, D) — 1) + I(H, T).

Chirng minh két qua 6.1.13.
Pau tién, ching ta nhan thay rang, véi moi canh D sao cho |D| = 2, ¢(T,D) = |D| — |Ep|.
Ké tiép, tir cach dinh nghia cua ching ta, w(T) = Yipiz2lEpl.
Hién nhién, véi moi canh khuyén D, ¢(T,D) = 1, nén
AH,T) = Ypep(ID| = 1) —=w(T) + 13, T)
=l0ai bb cac dinh khuyen 2p|=2(ID] —1) —w(T) + (¥, T)
= Xip1=2(ID] = 1) = Xipj22lEpl + U(H, T)
= Yipiz2(ID| = |Ep| = 1) + L(H, T)
=¢(1,0)=|D|~|Ep| 2ip|22(c(T, D) = 1) + I(H,T)

=¢(T,D)=1,véi moi canh khuyén D ZDED(C(T: D) - 1) + l(}[; T)- |

Két qua 6.1.14.

Véi moi siéu d6 thi H va moi ring T cua H, A(H,T) = 0.

Chirng minh két qua 6.1.14.

Tinh dung dan cia khang dinh trén dugc suy ra tir Két qua 6.1.12) va I[(#,T) = 0. O

Két qua 6.1.15. (Acharya — Las Vergnas)

Mot siéu db thi lién thong H s& c6 A(H, T) = 0 néu va chi néu H 1a mot siéu cay va T 1a mot da ciy Voi
trong lwong 16N nhat va cé chira tat ca cac canh khuyén cua H.

Chirng minh két qua 6.1.15.

(=) Gia st cho trugc mot siéu do thi lién thong H véi A(H, T) = 0. T Két qua 6.1.13), ¢(T, D) = 1, Véi
moi canh D € D, va l(H,T) = 0. Biéu nay chi ra rang db thi bac hai caa moi canh D € D déu tao ra mot d6




thi con lién théng trong T va tat ca cac canh khuyén cua H déu nam trong T. N6i cach khac, do 7 1a mot siéu
dd thi lién thong nén s& c6 mot cay T sao cho moi canh cia H déu tao ra mot cay con cua T (cay T cd thé
nhan duoc tir T bang cach thay cac canh boi bai cac canh khuyén va xda céc canh khuyén). Nhu vay, T 1a mot
cay host, nén H 1a mot siéu cay. Hon nira, do ¢(T, D) = 1, véi moi canh D € D, nén danh gia néu trong Két
qua 6.1.12) s& trg thanh mot dang thirc, nghia 1a w(T) = Y pep(ID]| — 1). Piéu nay chi ra rang T 1a mot da
cay Vi trong luong 16n nhat.

(<) Hién nhién, I(#,T) = 0. Do T la mot da cay voi trong luong 16n nhat nén w(T) = Ypep(ID| — 1)
(Két qua 6.1.12). Nhu vay, A(H,T) = 0. O

Két qua 6.1.16. (Voloshin)

Gia sir cho trugc mot siéu do thi H = (X, D), x € X 1a mot dinh pendant ciia H sao cho D(x) S D(y) V6i
mot dinh y € X nao d6, T la mot rieng con cua [H],.

Khi d6, t6n tai mot ring con T, cua [H], sao cho:
1. x lién hop véi y trong rirng con T; va x ciing 1a mot dinh pendant trong T; .

2.w(Ty) = w(T).

Két qua 6.1.17. (Voloshin)

Gia sir cho trudc mot siéu d6 thi H = (X, D), x € X, T 1a mot ring cua [H],, Dr(x) 1a tap céc canh cua T
c6 chira dinh x, v m, 1a s6 cac canh c6 kich thuéc bang 2 nam trong H nhung khong nam trong 7.

Ki hiéu 7€, 1a siéu d6 thi nhan duoc tir 2 bang cach xo6a yéu dinh x khoi H, T; 1a mét rimg con caa T nhén
dugc tir T bang cach x6a manh dinh x khoi T.

Khi d6, A(H,T) = A(H, Ty) + | D(x)| — |Dr(x)| — m,.

Chang han, xét siéu do thi #, dinh x va ring T twong tmg nhu trong hinh v& bén dudi.
T cach dinh nghia cua A(H,T), A(H,T) =2+2+1+0+0—-3+1=3.

Néu ching ta x6a yéu dinh x khoi H va x6a manh dinh x khoi T thi ching ta s& nhan duoc twong ung la
SiBuH —xvarung T — x.

M6t 1an nita, tir cach dinh nghia cta A(H — x, T —x), A(HK —x,T—x)=2+4+140+0—-2+1=2,
Nhan thay rang |D(x)| = 3, |D7(x)| = 1, m, = 1, nén




Hinh vé minh hoa.

Két qua 6.1.18.

Gia sir cho trudc mot siéu d6 thi H = (X, D), x € X, T 1a mot ring cua [H],, Dy (x) 1a tap céc canh cua T
c6 chira dinh x, v m, 1a s6 cac canh c6 kich thuéc bang 2 nam trong H nhung khong nam trong 7.

Ki hiéu 7, 1a siéu d6 thi nhan duoc tir 2 bang cach x6a yéu dinh x khoi H, T; 1a mét rimg con caa T nhén
dugc tir T bang cach x6a manh dinh x khoi T.

Khi 46, A(H,T) = A(Hy, T,) néu va chi néu |D(x)| = |Dr(x)| + m,.

Két qua 6.1.19.

Gia sir cho trudc mot siéu d6 thi H = (X, D), T 1a mét rieng cia [H], véi trong lugng 16n nhat, x € X 1a
mot dinh pendant va lién hgp véi y trong T.

Ki hiéu H; 1a siéu d6 thi nhan duoc tir 7 bang cach xo6a yéu dinh x khoi H, T, 1a ring nhan duoc tir T
bang céch xda yéu dinh x khoi T.

Khi @6, T; 1a mot ring vai trong luong 16n nhat nam trong [#,]1, va w(T;) = w(T) — |D4(x)].




Chirng minh két qua 6.1.19.
Gia sur ton tai mot ring khung Ty khac véi trong lwong I6n nhat nam trong [#; ],.

Hién nhién, w(T;) = w(T,). Néu T, khong phai 1a mét ring véi trong lwong 16n nhat nam trong [#; ], thi
w(Ty) = w(Ty) + 1. Xét rizng con T; trong [#],. Pé bién T thanh mét rieng khung cua [#],, ching ta s& b
sung thém dinh x vao T, va ndi n6 véi dinh y bang |D(x)| canh. Ki hiéu T’ 1 rimg thu duoc.

Khi @6, w(T") = w(Ty) + |Dr(x)| = w(Ty) + 1+ |Dr(x)| = w(T) + 1, mau thuin vai gia thiét vé tinh
t6i dai cua T. Nhu vay, w(Ty) = w(Ty). 0

Nhan thay rang gia tri cua chi sé chu trinh tong quéat A(3, T) s& phu thudc vao trong lwong w(T) cua ring
T varing T c6 thé dugc chon theo nhiéu céch khéac nhau tir da d6 thi [#],. M6t van dé dit ra cho chung ta d6
1a: “Lam thé nao dé chung ta cd thé thoat khoi su phu thudc do 2”. Cau tra loi cho van dé nay da duoc goi ¥
trong Két qua 6.1.15): chling ta chi cin xem xét c4c ring Véi trong lwong 16n nhat va cé chia tt ca cac canh
khuyén cua H.

V&i moi siéu dd thi 7, ki hiéu w(H) = max;w(T).
Chi sé chu trinh ciza mét siéu do thi 3 duoc xac dinh boi cong thic

AFH) = mingA(H, T) = Zpep(ID] — 1) — w(3).

Két qua 6.1.20.
Gia sir cho trudc mot siéu d6 thi H = (X, D), x € X la mot dinh pendant cua H..
Ki hiéu 7¢; 1a siéu d6 thi nhan duoc tir 7 bang cach x6a yéu dinh x khoi H..

Khi d6, A(K) = A(%,).

Chieng minh két qua 6.1.20.

Gia sty € X 1a dinh twin cua x. Tir Két qua 6.1.16), ton tai mot ring con T caa [H], vai trong lugng 16n
nhat sao cho x 1a mot dinh pendant va x lién hop vai y trong T. Néu x c6 lién thudc véi cac canh co kich
thudc bang 2 ndo d6 nam trong 7 thi tat ca cac canh nhu vay déu s& ndi x vai y (diéu nay suy ra tir viéc x 1a
mot dinh pendant). Do T 1a mét rirng véi trong s6 16n nhat nén tat ca cac canh nay déu phai nam trong T.

Bang céach ap dung Két qua 6.1.17) (hodc Két qua 6.1.18): m, = 0 va |D(x)| = |D+(x)|,
ACH) = A, T) = A, T).
Tur Két qua 6.1.19), T, 1a mot ring véi trong lugng I6n nhat nam trong [#;]1,, nén A(Hy, Ty) = A(H,).

Nhu vy, A(K) = A(F). 0




Két qua 6.1.21.

Gia str cho trudc mot siéu d6 thi H = (X, D). Khi @0, cac khang dinh sau déy 1a trong duong nhau:
(1)  c6 thé phan tich bang cach x6a yéu lién tiép cac dinh pendant va cac canh khuyén khoi 7¢;
(2) A(F) = 0;

(3) H 1a mot siéu db th.

Chitng minh két qua 6.1.21.

(1) = (2) Tinh ding din cua khang dinh nay suy ra tir Két qua 6.1.20) va hién nhién rang cac canh khuyén
khong dong gop gi nhiéu vao A(H).

(2) = (3) Tinh dung din cua khing dinh nay suy ra tir Két qua 6.1.15).
(3) = (1) Tinh ding din cua khing dinh nay suy ra tir Két qua 6.1.8). 0

Sau cuing, ching ta sé& trinh bay maot thuat toan don gian dé xac dinh gia tri caa chi sé chu trinh A(%) caa
mot siéu do6 thi H cho trudc.

Thuit tean xac dinh gia tri caa chi sé chu trinh A(%)
INPUT: Siéu db thi # = (X, D).

OUTPUT: Gi4 trj cua chi sé chu trinh A(70).

1. Xay dung da do thi bac hai [#],.

2. Trong da db thi bac hai [#],, x0a tit ca cac canh khuyén va thay thé cac canh boi boi cac canh khuyén
c6 trong s6 bang boi sb. Chung ta thu duoc mot trong d6 G.

3. Trong trong dd G, xac dinh mot cay khung T véi trong luong 16n nhat, nghia 1a w(T) = w(H).
4. Tinh gid tri A(H) = Ypep(ID] — 1) — w(H).
5. Xuat gia tri A7) va két thic thuat toan.

Budc 3) cua thuat toan trén co thé duoc thuc hién bang thuat toan Kruskal (Két qua 2.1.7) da néu trong
muc “Cay khung téi tiéu”.




6.2. Mot s6 dang siéu do thi tong quat cia dd thi lwdng phan

Trong thuc té, mot s6 16p siéu do thi cé dac tinh cau tric rat dep. Phan 16n chung déu duoc gisi thiéu dudi
dang 1a mot dang tong quat caa cac do thi ludng phan. Nhu vay, ching sé& ¢ lién quan it hay nhiéu dén cac
phép td mau cia mot siéu do thi. Trong muc nay cua bai viét, ching ta s& xem xét mot s6 16p siéu dd thi trong
sb chling con cac phép td mau caa mot siéu dd thi s& duoc thao luan trong <“Cha dé 08. Phép td mau siéu dé
thi”.

Siéu do thi can bang

Nhéc lai rang, trong mét siéu db thi H = (X, D), mot day thay phién pu = xoDyxy D1 Xy ... Xe—1 D1 %, gOM
cac dinh phan biét x,, x1, x5, ..., x,_, Va cac canh phan biét Dy, D,, D,, ..., D;_4 Sao cho x;, x;., € D;

(i =0,1,..,t—1) duoc goi 1a mét chu trinh néu x, = x,. Gia tri ctia chi sé t s& duoc goi la chiéu dai cua
chu trinh. M6t chu trinh dugc goi 1a chu trinh chan/hodgc chu trinh 16 néu chiéu dai cua chu trinh d6 twong
ng 1a mot s6 chin /hoac mot s6 16, Nhu chiing ta c6 thé nhan thiy, trong ciing méot chu trinh, cac dinh va céc
canh c6 vai trd nhu nhau: moi canh ciia chu trinh déu c6 chira hai dinh lién tiép caa chu trinh, va moi dinh caa
chu trinh déu nam trong hai canh lién tiép caa chu trinh. Tinh chit nay dwoc sir dung rat rong nhiéu trong céc
van dé lién quan dén tinh d4i ngiu cua cac siéu do thi.

Mot siéu do thi H duoc goi 1a can bang néu moi chu trinh 1é véi chiéu dai > 3 déu c6 chira mot canh c6
chtra ba dinh caa chu trinh; mét siéu do thi 2 duoc goi 1a can bang hoan toan néu moi chu trinh vai chiéu
dai > 3 déu cé chira mot canh cé chira ba dinh cua chu trinh.

M6t chu trinh duoc goi 1a can bang néu n6 ¢ chira mét canh ¢é chira ba dinh cua chu trinh nay. Hién
nhién, moi siéu d6 thi can bang hoan toan déu 1a mét siéu dd thi can bang.

Hinh v& minh hoa mét chu trinh can bang.



Nhan thay rang do cac chu trinh déng vai trd nhu mot siéu d thi con tirng phan (cé thé ¢ cac dinh co 1ap)
nén moi siéu d6 thi con tirng phan caa mot siéu do thi can bing (hoan toan) ciing 13 mot siéu do thi can bang
(hoan toan).

Két qua 6.2.1.

Déi ngiu cua mot siéu dd thi can bang (hoan toan) ciing 1a mot siéu do thi can bang (hoan toan).

Chitng minh két qua 6.2.1.

Nhan thy rang néu mot canh cua chu trinh ¢6 chtra ba dinh caa chu trinh d6 thi s& c6 méot dinh duogc chira
trong ba canh caa chu trinh nay. Qua phép liy d6i ngau, cac chu trinh ciing s& tré thanh cac chu trinh méi co
cung d6 dai. Nhu vy, chiing ta dé dang suy ra rang dbi ngau ciia mot siéu do thi can bang (hoan toan) ciing l1a
mét siéu do thi can bang (hoan toan). 0

Két qua 6.2.2. (Berge)

Mot siéu do thi  1a can bang khi va chi khi moi siéu dd thi con ' thu duoc tir 2 bang céch xda yéu dinh
cac dinh déu 1a 2 — colourable.

Két qua 6.2.3. (Berge — Las Vergnas)

Mot siéu do thi 7 1a can bang khi va chi khi moi siéu db thi con ting phan ' cua 3 déu thoa man tinh
chat Kénig.

Nhan thay ring do moi siéu d6 thi can bang déu bat bién dbi voi phép lay d6i ngau nén hién nhién ching
cling s& c6 tinh chat Kénig.

Két qua 6.2.4. (Berge)

Moi siéu do thi can bang déu thoéa man tinh chat Helly va tinh chat conformal.

Chieng minh két qua 6.2.4.
Gia st cho trudc mot siéu do thi can bang H va ' €  1a mot ho giao nhau nao d6 chira trong 7.

Tu Két qua 6.2.3), T(H") = v(H"). Tuy nhién, v(H") = 1 (diéu nay suy ra tir viéc moi cap ghép chi co
chua toi da mot canh tir moi ho giao nhau). Nhu vay, T(H") = 1, nghia 1a ton tai mét dinh chung cho tat ca
cac canh cta . Biéu nay chi ra rang 2’ 1a mot star. Do d6, H 1a mot siéu do thi Helly. Do dbi ngau cua
mét siéu do thi can bang ciing 1a mot siéu d6 thi can bang nén ching ta dé dang suy ra rang H ciing thoa man
tinh chat conformal. 0

Két qua 6.2.5.

Moi siéu do thi can bang hoan toan déu la mot siéu cay.




Chitng minh két qua 6.2.5.

Gia st cho trudc mot siéu do thi can bang hoan toan . Do moi chu trinh véi chiéu dai > 3 déu cé chira
mét canh lién thudc voi ba dinh ndo d6 cua chu trinh d6 nén db thi tuyén tinh L(G) caa nd s& 1a mot d6 thi
chordal. Do H 1a mét siéu do thi can bang nén no ciing s& 1a mot siéu dd thi Helly (Két qua 6.2.4). Tur Két
qua 6.1.4), H sé la mot siéu cay. O

Két qua 6.2.6.

Moi siéu do thi can bang hoan toan déu 1a mot siéu do thi chordal conformal.

Chitng minh két qua 6.2.6.

Gia str cho trudc mot siéu dd thi can bing hoan toan 7. Do moi chu trinh véi chiéu dai > 3 déu c6 chia
mot canh lién thugc véi ba dinh niao dé cua chu trinh 6 nén do thi bac hai (#), caa no s& 1a mot do thi
chordal va H' 12 mét siéu do thi chordal. Do H 14 can bang nén né ciing sé& 1a mot siéu do thi conformal.

Nhu vay, H s& 1a mot siéu db thi chordal conformal. o
Siéu dé thi interval

Mot siéu do thi H = (X, D) s& duoc goi 1a mot siéu dé thi interval néu ton tai mot day sip thi tu tuyén
tinh x4, x,, ..., X, Cua cac dinh sao cho moi canh D € D déu tao ra mot khoang nam trong day sap thir tu tuyén
tinh nay. NGi cach khéc, cac dinh cua siéu do thi 2 cd thé duoc dit trén duong thang thuc sao cho moi canh
cua H déu cd thé xem 12 mot khoang cua dudng thing thuc nay.

C € ® ® ® e ®©

Hinh v& minh hoa céc siéu d6 thi interval.

Két qua 6.2.7.

Néu H 1a mot siéu do thi interval thi H s& 1a mot siéu d6 thi Helly va do thi tuyén tinh L(#) ciing 1a mot
d6 thi chordal.

Chirng minh két qua 6.2.7.

Nhan thay rang moi siéu do thi interval déu 12 mot siéu cay vai cay host 1a mot duong di. Tinh dung dan
cua khang dinh trén suy ra tir Két qua 6.1.4). O




Két qua 6.2.8.

Néu H 1a mot siéu d6 thi interval khdng c6 chira cac canh bao ham nhau thi déi ngau #* cta né ciing sé la
mat siéu do thi interval.

Chitng minh két qua 6.2.8.

Gia st cac dinh cua siéu d6 thi 7 c6 thé duoc dit trén duong thang thuc sao cho moi canh cua H déu 1a
mét khoang cua duong thang ndy. Panh sé tht ty cac canh cia H bang véi sb th tu cua dinh bén trai cua
mdi canh. Do H khdng c6 chtra canh bao ham nhau ndo nén moi dinh cua H s& 1a dinh bén trai cua ti da mot
canh nao d6. Nhu vay, chung ta da xac dinh duoc duy nhat mot day sap thi ty tuyén tinh caa cac canh. Nhan
thy rang, voi mdi dinh cua siéu d6 thi 7€, tat ca cac canh lién thudc véi dinh nay déu xuat hién dung theo thir
tu néu trong day sap tha ty ndy. Diéu ndy chi ra rang siéu do thi di ngdu H'* cia no ciing s& 1a mot siéu dd
thi interval. O

A

H, s

Hinh anh minh hoa hai siéu db thi interval sao cho hai siéu d6 thi 1a d6i ngau cua nhau.

Két qua 6.2.9.

Moi siéu do thi interval déu 1a mot siéu d6 thi can bang hoan toan.

Chitng minh két qua 6.2.9.

Gia st cho trudc mot siéu do thi interval H sao cho cac dinh cua ¢ 1a cac diém trén duong thang thuc theo
thix tu tir trai sang phai. Xét mot chu trinh bat ky nao d6 ciia £ voi chiéu dai > 3. Nhan thay rang canh dau
tién bén trai cua chu trinh nay sé co giao vai canh tha hai cta chu trinh, canh thir hai cua chu trinh s€ co giao
vé6i canh thr ba cta chu trinh ,v.v... Néu ct tiép tuc nhu vay thi sém hay muon canh cudi ciing caa chu trinh
cling s& 0 giao véi canh dau tién cua chu trinh. Piéu ndy chi ra rang chu trinh ndy phai ¢ chtra ba dinh nao
d6 ctia chinh chu trinh nay. Nhu vay, H 1a mot siéu do thi can bang hoan toan. O




Siéu do thi normal

Gia sir cho trudc mot siéu d6 thi H = (X, D). Sic sé canh cuia mot siéu do thi 7 1a sé mau ti thiéu can
thiét dé t6 mau céac canh cia H sao cho khdng c6 hai canh giao nhau nao dugc td boi ciing mot mau.

Tuong tu nhu dbi voi cac d6 thi, ching ta s& ki hiéu chi sé sac sé canh cua mot siéu dd thi H boi y' (7).
Hién nhién, x' () = x(L(H)). Khi dé, chung ta s& thu dugc danh gia sau: y'(H) = w(L(H)) = AH).

Chng ta s& ndi riang siéu d6 thi H co dac tinh td mau canh néu y' (H) = A(%). Pic tinh t6 mau canh
ctia mot siéu do thi 7€ chi ra rang néu ching ta lay ddi ngau thi y((£*),) = w((F),).

Sau cuing, mot siéu dd thi £ s& duoc goi 1a normal néu moi siéu do thi con ting phan X' € H déu c6 dic
tinh t6 mau canh, nghia la

¥ (H") = A(K").

Chng ta d& dang chirng minh dugc ring moi siéu dd thi can bang déu 1a mot siéu d6 thi normal nén ching
ciing s& c6 dac tinh t6 mau canh. Tuy nhién, chiéu nguoc lai cia khang dinh trén khong hoan toan dung:

H

Hinh v& minh hoa # 13 mot siéu d6 thi normal nhung khéng phai 1a mot siéu do thi can bang.

Két qua 6.2.10.

Moi siéu cay déu la mot siéu do thi normal.

Chirng minh két qua 6.2.10.

Nhan thay rang moi siéu d6 thi con tirng phan cia mot siéu cay déu 1a mot siéu cay. Tur Két qua 6.1.4), moi
siéu do thi con ting phan nay ciing 1a cac siéu dd thi Helly va do thi tuyén tinh ciia ching ciing 1a cac d6 thi
chordal. Biéu nay chi ra rang d6 thi tuyén tinh cia cac siéu d6 thi con ting phan nay ciing 1a cac do thi hoan
hao. Nhu vay, vgi chinh ban than siéu do thi 2 va véi moi siéu d6 thi con tirng phan H' € H, ching ta ludn
c6 dang thic sau:

X' (H) = x(L(FH)) = w(L(H)) = AH). u




Két qua 6.2.11. (Fournier — Las Vergnas)

Moi siéu do thi normal déu 1a 2 — colourable.

Két qua 6.2.12. (Lovasz)
Gia str cho trudc mot siéu d6 thi H'. Khi dé, cac khiang dinh sau day 13 twong duwong nhau:
(1) H 1a mot siéu dd thi normal;

(2) Moi siéu db thi con tirng phan H' € H déu c6 tinh chat Kénig.

Két qua 6.2.13.

Mot siéu d6 thi A 1a normal néu va chi néu A thoa mén tinh chat Helly va d6 thi tuyén tinh L(H) ctia n6
la mot dd thi hoan hao.

Chirng minh két qua 6.2.13.

(=) Gia st cho trudc mot sidu do thi normal H = (X, D). Tir Két qua 6.2.12), moi siéu d6 thi con ting
phan H' € H déu c6 tinh chat Konig. Dac biét, néu 2’ 1a mot ho giao nhau thi (") = v(#'), nghia 1a #
la mét siéu d6 thi Helly. Nhu vay, 2 * s& 1a mot siéu do thi conformal. Hon nita, y'(H) = A(H), nghia la
x((FH),) = w((H),). Nhan thiy rang do ding thire nay ciing ding v6i moi dd thi con cam sinh caa (H*),
nén (™), s& phai 1a mot do thi hoan hao. Do L(H) = (H*), nén tinh dung din cua khang dinh trén 1a hién
nhién.

(<) Gia st cho trudc mot siéu do thi Helly H sao cho do thi tuyén tinh L() cta n6 1a mot d6 thi hoan
hao. Khi d6, cac canh t6i dai cua siéu d thi doi ngau #* chinh 1a céc clique tdi dai ctua do thi bac hai
(H*), = L(H). Nhan thay rang do y((H*),) = w((H*),) (diéu ndy suy ra tir viéc dd thi tuyén tinh L(#) 1a
mét d6 thi hoan hao) nén y'(H) = A(F). Lap luan tuong tw, véi moi siéu do thi con ting phan H' € H,
chung ta ciing ¢ dang thic sau: y' (') = x((K'),) = w((H'),) = A(H"). O

Vé mat lich sir, cac siéu dd thi normal duogc gigi thiéu lan dau tién vao ndm 1972 bai nha todn hoc Lovész
vGi cach goi tén 1a cac siéu d6 thi Helly véi d6 thi tuyén tinh hoan hao. Céc siéu d6 thi nay déng vai trd nhu
mot cong cu ly thuyét siéu do thi dau tién duoc sir dung dé giai quyét mot trong nhitng gia thuyét toan hoc
dang chua y nhat trong Iy thuyét d6 thi hién dai — gia thuyét cua Berge vé cac do thi hoan hao yéu. Gia thuyét
cua Berge vé cac do thi hoan hao yéu phét biéu rang: “Mot do thi 12 hoan hao néu va chi néu phan bu caa n6
cling 1a mot do thi hoan hao” (Két qua 4.6.1). Cu thé hon, n6 chinh 14 phan tiép ndi ciia Két qua 6.2.12) khi
chdng ta thiét 1ap mot phép chirng minh cho sy kién: “Véi moi siéu d6 thi normal, moi siéu d6 thi con ting
phan déu c6 tinh chat Konig. Vé sau, cac nha toan hoc khac di tim ra dugc mot phéo ching minh thuan tay ly
thuyét do thi cho gia thuyét nay. Pay khong phai 1a trudng hop duy nhét khi phép ching minh dau tién cho
mét gia thuyét duoc tim thay bang cach sir dung ly thuyét siéu do thi va sau dé 1oi giai cua gia thuyét dugc
dién giai lai bang cach s dung mot dang ngdn ngir toan hoc khac.




