Chi dé 04. Phép té mau do thi

Ly thuyét t6 mau dd thi duoc bat dau nghién ctu véi viée di tim 101 cho bai toan td mau cac qudc gia trén
ban d6 sao cho khong c6 hai qudc gia nao c6 dudng bién gisi chung duoc t6 bai cing mot mau. Néu ching ta
biéu dién lai cac qudc gia dudi dang cac diém nam trong mat phang va ndi ting cap diém twong wng Vai cac
qudc gia c6 duong bién gigi chung thi ching ta s& thu duoc mot db thi phang. Bai toan bon mau phat biéu
rang: “Liéu moi d6 thi kha phing c6 thé to6 duoc bang 4 mau hay khéng?”. Van dé nay dudng nhu dugc dé
cap lan dau tién trong mot bire thu ciia A. De Morgan giri cho W. R Hamilton vao nam 1852. VAo thoi diém
d6, khong ai nghi rang d6 1a su khai dau cho mot Iy thuyét méi. Phép chimg minh dau tién duoc Kempe dua
ra vao nam 1879. Phép chirng minh nay ton tai hon 10 nam sau d6 cho dén khi Heawood tim thay mét sai
lam vao nim 1890. Heawood ciing da chimg minh duoc rang nim mau 13 du dé td mau cho bat ky ban d6
nao. Bai toan bén mau da tré thanh mot trong nhitng bai toan noi tiéng nhat trong toan hoc roi rac cua thé ki
20.

Ngay nay, c6 I& tng dung phé bién va don gian nhat cua Iy thuyét t6 mau do thi 1a trong cac hé théng dén
giao thdng. Nhitng nguoi da phat minh ra dén giao thong tham chi con khéng nhan ra ho da thong minh nhu
thé nao: ho 1a nhitng ngudi dau tién phat hién ra rang viéc dit cac bién bao nao (dirng hoic 14i xe) 1a khdng
quan trong; diém quan trong ¢ day 1a bt ci bién bao nao ho dit phai lubn & cac trang thai khac nhau tai bat
ky thoi diém nao cho hai con duong giao nhau. Twong ty nhu trong nhiéu tng dung thuc té cua toan hoc,
chiing ta 3 muon mau “d6” va “xanh” tir cac quy tic hang hai, thém mau “vang” dé lam trung gian, va dat
nd & vi tri d& thay nhat. N6 c6 thé tréng rat dang ngac nhién nhung, trong 1y thuyét t6 mau dd thi, khdng quan
trong bién nao 1a mau “xanh” hay bién nao l1a mau “do”; diém quan trong & day d6 1a can bao nhiéu mau khac
nhau. Thay cho viéc thuc su t6 mau cac dinh caa db thi, chiing ta chi can gan nhan ching bang céc sd
1,2,...,Atrong d6 1 la sb mau dugc cho trude.

4.1. Khéi niém co ban
Gia sir cho trudc mot dd thi don G = (X, E) va {1,2, ..., A} 1a mot tap cac mau cho trudc.

Moi phép gan nhén cac dinh cua d6 thi G bai cac s6 nam trong tap {1,2, ..., A} sao cho méi dinh chi dugc
gan nhan bai duy nhat mot mau nao d6 déu duoc goi 1a mot phép td mau.

Mot phép t6 mau dugc goi 1a mot phép t6 theec sie néu moi cap dinh lién hop nhau déu duoc t6 boi cac
mau khac nhau.

Nhan thay rang khéng phai moi phép t6 mau déu I thuc sy. Trong mot phép td mau thuc su, cac dinh
duoc t6 bai cing mot mau sé tao ra mot tap doc 1ap. Néu ching ta thay doi mau cua it nhat mot dinh thi
chding ta s& thu dugc mot phép td mau méi. N6 ¢ thé 1a mot phép td mau thuc su khéc hoic khong. Ki hiéu
P(G, 2) la s6 tat ca cac phép td mau thuc sy ¢d thé c6 caa mot do thi G voi toi da A mau cho trugc. Chlng ta
s& chi ra rang P(G, A) that ra 1a mot da thiic theo A, nén né ciing thuong duoc goi 1a da thirc sdc sé. Bat cu
khi ndo ching ta can quan tim dén s6 cac mau dugc cho trudc, ching ta s& thudng noi ring ching ta dang c6
mot phép A — td mau thec sw. Luu ¥ rang, sé mau thyuc su duoc sir dung trong mot phép A — t6 mau thyc su
c6 thé nho hon A rat nhiéu; tuy nhién, nd khdng bao gio ¢ thé 16n hon A. Bé thuan tién cho viéc trinh bay,
mdi khi chung ta néi “phép t6 mau”, ching ta cé thé hiéu 1a dang noéi ti cac “phép t6 mau thyc su”. Ki hi¢u
x(G) 13 s6 mau nho nhét c6 thé co tinh trén tat ca phép t6 mau thuc sy caa mot do thi G. Ching ta thuong goi



chi s6 x(G) nay la sic sé ciia do thi G. Hién nhién, s6 mau 16n nhat co thé dugc st dung trong mot phép A —
t6 mau thuc su sé la min{n(G), A}.

Do khéng c6 phép td mau nao vai it hon y(G) mau nén ching ta cé thé suy ra rang P(G, ) = 0 véi moi
s6 nguyén duong A sao cho 1 < A < x(G) — 1. Do moi phép td mau véi y(G) mau déu la mot phép A — td
mau thuc sy véi moi s6 nguyén duong A > x(G) nén ching ta co thé suy ra rang P(G, 1) = 1 véi moi s6
nguyén duong 1 > x(G). Do A 1a sé mau nén, trong cac cudc thao luan cua ching ta, n6 ludn nhan gia tri
nguyén.

Chang han, xét d6thi G = (X,E) v6i X = {x,y,z} VAE = {{x, v}y, Z}} nhu trong hinh vé bén dudi.
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Nhan thay rang do G khéng c6 bat ky phép 1 — t6 mau thuc su nao nén y(G) > 1. Hon nita, G ¢ it nhat
mot phép 2 — t6 mau thuc su la 1 — 2 — 1. Nhu vay, y(G) = 2.

Gia sir cho trudc mot tap cac mau {1,2,3}, nghia 1a A = 3. Nhan thiy rang do x(G) = 2 nén ching ta suy
ra duoc cac kha ning sau cua s6 mau thuc sy i duoc st dung: i = 2 vai = 3.

Néu i = 2 thi ching ta c6 thé c6 céac lya chon nhw sau: mau 1, 2, mau 2, 3, mau 1,3. Tong s6 lra chon
la (f) = (2) = 3. Vi cach Iya chon thu nhat, chiing ta s& c6 cac phép to mau 1 —2 —1va2 — 1 — 2. Véi

cach lya chon thir hai, chiing ta s& c6 cac phép td mau 2 — 3 — 2 va 3 — 2 — 3. Véi céch lya chon cubi cung,
ching ta sé co cac phéptomaul -3 —-1va3 —1—-3.
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Néu i = 3 thi ching ta chi c6 mét lya chon duy nhat: mau 1,2,3. Bé xay dung tat ca cac phép td mau caa
G, ching ta s& ¢ dinh dinh x bai mau 1 va xay dyng hai phép t6 mau ciia G — x bang cach hoéan vi cac mau
2va3tréncacdinhyvaz: 1 —2—3va1l—3— 2. Lap luan twong ty, néu ching ta ¢ dinh dinh x boi mau



2 thi chling ta s& ¢ cac phép td mau: 2 — 1 — 3 va 2 — 3 — 1. Cuéi cuing, néu ching ta cé dinh dinh x bai
mau 3 thi chung ta sé c6 cac phéptobmau: 3 —1—2va3 —2 — 1.
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Nhu vay, P(G,3) = 6 + 6 = 12.

M6t van dé duoc dit ra & day dé 1a: “Liéu ching ta co phai xem xét tit ca cac kha ning co6 thé co chi dé
xac dinh gia tri cia P (G, 1) hay khong ? Néu khong thi liéu co ton tai mot cong thire tong quat nao dé gitp
ching ta cé thé xac dinh gié tri caa P(G, 1), véi moi db thi G, hay khong ?”. Bé giai quyét van dé nay, ching
ta s& gi6i thiéu mot lugce do tong quat dé xac dinh P(G, 1), véi moi d6 thi G.

Trudc khi gisi thiéu luoc dd tong quét dé xac dinh P(G, 1), ching ta s& gidi thiéu thém mot sé khéi niém
b sung mai:

Gia sir cho trudc mot dd thi G = (X, E) va mot s6 nguyén duong i. Mot phép td mau thuc su cua G véi
chinh xac i mau duoc st dung thuc su s& duoc goi 1a mot phép i — té mau nghiém ngat. Moi phép i — to
mau nghiém ngit nhu vay déu phan hoach tap dinh X thanh i tap con khdng rdng duoc goi 1a cac cell. MJi
cell Ia mét tap cac dinh duoc t6 bai cung mot mau. Mot phan hoach nhu vay dugc goi la mét phan hogch
khd di va cac cell trong ttng cua no duoc goi la cac lép mau. Noi cach khac, trong mét phan hoach kha di
cua tap dinh X thanh i cell, cac dinh lién hop nhau s& nam trong cac cell khac nhau va mdi cell déu la mot tap
dinh doc lap. Mac du, cac phép td mau thuc su va cac phan hoach kha di la cac khai niém hoan toan khac
nhau: c&c phép té mau la cic phép gan nhén cua cac dinh, cac phan hoach la cac phép chia cta X thanh céc
tap con khdng réng. Nhung, chung lai c6 méi quan hé rat mat thiét voi nhau.

Nguoc lai véi viéc chi s6 A khong bi chan trén, sé mau i thuc sy dugc sir dung lai bi chan: 1 < i < n(G).

Ki hiéu 7;(G) 1a sé phan hoach khad di ciia G thanh i cell. Khi d6, vector R(G) = (14,7, ..., ;) S& duoc
goi la sic phé cua G.

Tir cach dinh nghia cua sic s6 y(G): s6 mau nho nhat cd thé co tinh trén tat ca phép td mau thuc su cia
mot do thi G, sic phd R(G) cua G s& ludn b dang: R(G) = (0,0, ...,0,7y, Tys1, - T)-



Chang han, xét lai d6thi G = (X,E) v6i X = {x,y,z} VAE = {{x, v}y, Z}} nhu trong hinh vé & trén.
Néu i = 1 thir;(G) = 0 (diéu nay suy ra tir viéc G khong cd bat ky phép 1 — t6 mau thuc su nao)

Néu i = 2 thi ching ta s& thu dugc 6 phép td mau thuc su. Mi mot trong 6 phép td mau nay déu 12 3 — td
mau thuc su va 2 — t6 mau nghiém ngat. T4t ca cac phép t6 mau nhu vay déu tao ra duy nhat mot phan hoach
kha di cua X: X; = {x, z} (cell thit nhat), X, = {y} (cell thi hai). Nhu vay, r,(G) = 1.

Néu i = 3 thi chung ta ciing s& thu dugc 6 phép t6 mau thyuc su. Mdi mot trong 6 phép té mau nay déu la
3 — t6 mau thuc sy va 3 — t6 mau nghiém ngat. Tat ca cac phép t6 mau nhu vy déu tao ra duy nhat mot
phan hoach kha di cua X: X; = {x} (cell thir nhat), X, = {y} (cell tha hai), X5 = {z} (cell thi ba). Nhu vay,
T‘3(G) - 1

T6m lai, chung ta thu duoc sic phd R(G) cua G 1a: R(G) = (0,1,1).

Sic phd R(G) dugc goi 1a lién tuc (khéng co khodng tréng) néu nd khong chaa phan tir khdng giira cac
phan tir duong. Trudng hop nguoc lai, né duoc goi 1a bi héng(cod khodng tréng).

Két qua 4.1.1.

Véi moi db thi G, sic phd R(G) déu lién tyc.

Chirng minh két qua 4.1.1.
Nhu ching ta da nhan thay: R(G) = (0,0, ...,0,7;, 741, ..., T ). Tl cach dinh nghia cta sic s6 x, 1, > 0.

Xét mot phép t6 mau nghiém ngat bat ky cua G véi chinh xac y mau va chon mét 16p mau bat ky véi > 1
dinh. Bang cach tach I¢p mau nay thanh hai tap con khéng rdng, chiing ta s& thu dugc mot phan hoach kha di
méi cia X Vi x + 1 cell. Didu ndy chi ra ring r,,,, > 0. Bang cach Iap lai quy trinh trén cho bat ky cell nao
véi > 1 dinh, chiing ta s& suy ra dugC 7,4, > 0, 7,45 > 0, ... Nhan thay rang chling ta s& khong thé tiép tuc
tach khi tt ca cac 16p mau déu chi con chinh xac mét dinh. Biéu ndy chiraringr, = 1 > 0. 0

Chng ta s& nhan thiy rang tinh chit co ban nay khong con dung cho cac phép t6 mau cua cac siéu do thi.

Trén thyc té, ¢ rat nhiéu danh gia khac nhau cho chan trén cua sac s6. Tuy nhién, trong muc nay cua bai
Viét, chling ta s& chi giéi thiéu mot s6 danh gia don gian sau day.

Pinh Ii Kénig (Két qua 2.3.1) cho cac d6 thi ludng phan co thé dugc phét biéu lai dudi dang cac phép to
mau nhu sau:

Két qua 4.1.2.

Véi moi d6 thi G, y(G) < 2 khi va chi khi nd khong cé chira bat ky chu trinh 1¢ nao.

Mot trong nhitng két qua quan trong biéu dién méi lién hé gitra bac 16n nhat A(G) va sac s6 x(G) cia cling
maot do thi G:




Két qua 4.1.3. (Brooks)

Néu G 1a mot d6 thi lién théng khac vai clique va chu trinh 1é thi x(6) < A(G).

4.2. Cau truc cia phép t6 mau db thi
Gia sir cho trudc db thi K, va {1,2, ..., 1} 1a mot tp cac mau cho trude.

Hién nhién, néu 1 < n thi K,, s& khong c6 bat ky mot phép A — t6 mau thuc su nao (diéu nay duoc suy ra
tir viéc tat ca cac dinh cua K,, khdng thé t6 mau theo tirng cap phan biét nhau chi bai 2 < n mau).

Gia sir A > n. Nhan thay rang moi phép gan nhin céc dinh caa d thi G béi n mau khac nhau déu dan dén
mot phép t6 mau thuc su. Nhu vay, y (K, ).

Van dé dat ra tiép theo do 1a: “Xac dinh gia tri cua P(K,, 1)?”.

Xét mot phép A — t6 mau thuc su bat ky cua K,,. Ching ta s& ¢d A kha ning khac nhau dé td mau cho dinh
dau tién. Ké tiép, véi dinh tha hai, ching ta s& c6 (1 — 1) kha nang khac nhau dé t6 mau cho dinh thi hai.
Véi dinh tht ba, ching ta s& ¢d (1 — 2) kha ning khac nhau dé t6 mau cho dinh thtr ba. Do tinh d6i xtng cua
d6 thi K, nén thir tw cia mot quy trinh t6 mau nhu trén s& khéng con quan trong nira. Néu ching ta tiép tuc
thuc hién quy trinh t6 mau trén cho dén khi dinh cubi cung duoc t6 mau thi ching ta s& di dén két luan:

P(K,,2) = AA—1D)(A=2) .. (l—n+1).

TichA(A — 1)(A = 2) ... (A — n + 1) thudng duoc, ki hiéu boi AM™| goi 12 giai thara gigm dan.

A MA=1)  A(h—1)(A=2) AL —=1)(h=2)(h—=3)

Hinh vé minh hoa céac d6 thi day du K;, K,, K3, K, va cac da thtc sac s6 P(Ky, 1), P(K,, 1), P(K3, 1), P(K4, 1)
twong tng.

Gia sir cho trudc mot dd thi G = (X, E) khong phai 1a mot do thi K,,. Van dé dat ra tiép theo d6 1a: “Lam
thé nao dé chiing ta cé thé xac dinh gia tri cua P(K,,,1)?”. Do G khdng phai 12 mot do thi K, nén né s& cé
chta hai dinh x, y khong lién hop véi nhau. Nhu vy, tat ca cac phép A — t6 mau thyc su cia G déu cé thé
chia thanh hai 16p: x va y duoc t6 bai hai mau khac nhau, x va y duoc to bai cing mot mau. Néu x va y
duogc td boi hai mau khac nhau thi tat ca cac phép A — td mau thuc su cia G chinh 1a cac phép A — t6 mau
thue su ctia G; = GU{x, y}. Néu x va y duogc td boi ciing mot mau thi tat ca cac phép A — t6 mau thuc su cua
G chinh 1a cac phép A — t6 mau thyc su ctia G, = G, - {x, y} (Luu ¥ rang G - e chinh 1a d6 thi nhan duoc tir G
sau khi co canh e lai). Nhu vay, P(G, 1) = P(Gy,A) + P(Gy, A).




Nhan thay rang, so véi G, G, ¢o cling tap dinh va tap canh ngoai trir canh {x, y}. Pén luot minh, G, ciing
c6 cling mot tap dinh va tap canh ngoai trir viéc hai dinh x va y da duoc thay thé bai dinh xy. Nhu vay, do
thi G; s& c6 nhiéu canh hon G con dd thi G, s& ¢ it canh hon G. M6t trong nhimg diém quan trong phai dé
cap dén ¢ day dé 1a G, c6 thé cd chtra canh boi. Cu thé hon, néu cac dinh x va y ¢6 cac dinh lang giéng
chung trong G thi viéc co canh {x, y} lai s& ddn dén céc canh boi. Do, trong dinh nghia ctia mot phép té mau
thuc su, c&c canh boi khong dong mét vai tro quan trong nao ca (chi tinh lién hop cua cac dinh méi quan
trong) nén ching ta hoan toan cd thé thay thé cac canh boi trong d6 thi G, boi cac canh don tuwong tng.

Néu G, hoic G, khong phai 1a mot d6 thi day du thi chling ta hoan toan cé thé tim dugc mét cap dinh
khdng lién hgp nhau va thuc hién 1p lai viée da 1am véi céc dinh x,y. N&U P(Gy,A) = P(Gs, A) + P(Gy A)
va P(G,,A) = P(Gs, A) + P(Gg, A) thi ching ta sé thu duoc

P(G,2) = P(Gs, 1) + P(Gy, ) + P(Gs, 1) + P(Gg, 1).

Mot Van dé duoc dit ra & day dé 1a: “Khi nao thi tha tuc néu trén dimg?”. Cau tra 16i 12 thu tuc néu trén
chi ding lai khi chiing ta khéng thé tim dwogc mot cip dinh nao khdng lién hop nhau, nghia 13 tit ca cac do thi
thu dugc déu 1a cac dd thi day du.

Nhu vay, P(G,4) = P(K;,,A) + P(K;,,A) + -+ P(K;,4),s = 1 lamat s6 nguyén duong nao do.

Theo cach 1am nay, G, s& thu duoc tir G bang “phép nbi dinh” con G, s& thu duogc tir G bang “phép co
canh”. Thu tuc vira néu ¢ trén cling sé duoc goi la thugt toan connection — contraction.
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Hinh anh minh hoa thuat toan connection — contraction.

Do mdi P (K, A) deu la mot da thirc theo A va tong ciia cac da thire cling 1a mot da thirc nén chiing ta dé
dang suy ra rang P(G, 1) 1a mot da thirc theo A. Nhan thay rang trong so tat ca cac do thi day du K; , K; , ...,

K;_ chi c6 duy nhat mét dé thi 1a dang cau véi K,,. Cu thé hon, n6 chinh 1a d6 thi day du thu dugc tir G chi
bang céac phép ndi dinh. Hon nita, tat ca cac do thi day du khac déu co < n dinh bai vi chung déu thu duoc tir
G bang it nhat mot phép co canh nao d6. Nhu vay, bac cia da thic sic s6 P(G, A) bang n va hé sb bac cao
nhat caa nd thi bang 1 (Ivu y rang P(K,,A) = 22 — DA = 2) ... (A — n + 1)).



Nhéc lai rang, lic ban dau, tat ca cac dinh cua G déu duoc gan bai cing mot nhan. Khi chiing ta co mot
canh lai, ching ta néi cac tén cii lai dé tao thanh mot cai tén cho dinh méi. Két qua 1a moi dinh nam trong
mot dd thi K;, déu c6 cuing mot céi tén. Tuy nhién, chi c6 duy nhat cac dinh ndm trong do thi K, 1a van git
nguyén ci tén cua ching nhu khi nam trong G. Nhan thay rang néu tén caa mot dinh trong mot do thi K;, nao
do la xyz thi s¢ c6 mot phép i; — td mau nghiém ngét cta G sao cho cac dinh x, y, z dugc t6 bsi cung mot
mau. N6i céch khéc, moi do thi K; . déu twong ing voi mot phép i; — to mau nghiém ngat nao d6 cua G, moi
dinh cua K;, déu twong tng Vi Mot mau chung nao do, tén két hop twong (g cua tat ca cac dinh cua G ciing
chinh la mau chung do.

Nhan thay rang néu ching ta so sanh tén két hop cua cac dinh thi s& khdng co bat ky do thi day du nao
giong hét nhau voi cling s6 dinh. Nguyén nhan cho vigc nay la boi mbi do thi K;, deu thu dugc bang mét céch
duy nhét tir G. Nhu vay, sé tdt cd cdc dé thi ddy dii véi i sé bang sé tat ca cac phan hogch khd di ciia G
thanh i cell, nghia la bang r;(G).

Bang cach thu thap tat ca cac do thi day du c6 clng sb dinh va 1am diéu dé cho tit ca céc gia tri cd thé,
ching ta s& nhan duoc dang thic sau:

P(G,A) = P(Kil,/l) + P(Kiz,/l) + -+ P(Kis,)t)
=r;(G)P(K{,A) + rp(G)P(Ky, A) + -+ + 1y (G)P(K,, A).
= it L(GPK;, ).
Dor; =r, = =r,_; = 0 va P(K;,A) = A nén ching ta s& thu duoc cong thire co ban sau:

P(G,2) = X, 1i(G)A™.

Cong thic trén thé hién rd rang ciu tric cua cac phép td mau thuc sy va mdi quan hé cua ching véi cac
phan hoach kha di: chon ra mot phan hoach kha di bat ky cua G thanh i cell, dém tat ca cac phép t6 mau c6
thé thu duoc tir phan hoach nay bang cach hoan vi A0V mau, sau d6 lam diéu twong tu cho tat ca r;(G) phan
hoach kha di, cudi ciing dém cho tat ca cac chi sb i. Nhu vay, thuat toan connection — contraction khdng chi
hién thi cdu tric ndy ma nd con chi ra cho ching ta cach thic dé co thé xac dinh P (G, A) véi moi db thi G.

Chang han, xét lai d6thi G = (X,E) v6i X = {x,y,z} VAE = {{x, v} {y, Z}} nhu trong hinh vé & trén.
Ap dung thuat toan connection — contraction cho db thi G, ching ta thu duoc:
P(G,A) = P(K3,A) + P(Ky, A)
=213 4+ 1@
=A1-1)A-2)+1(1—-1)
=11 — 1)



Nhu vy, khdng can phai xem xét tat ca cac phép t6 mau, ching ta van cé thé tinh duoc
P(G,3) =3(3-1)? = 12.

Hon nita, do (G,A) = P(K3,A) + P(K,,A) = 0.P(K{,A) + 1.P(K,, 1) + 1. P(K3, 1) nén ching ta dé dang
suy ra rang sac pho R(G) = (0,1,1).
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Hinh v& minh hoa thuat todn connection — contraction cho db thi G.

Nhan thdy ring thuat toan connection — contraction hoat dong rat hiéu qua cho cac do thi nhé nhung khong
con hiéu qua cho cac do thi véi n 16n. Do mdi do thi déu tao ra hai @b thi mai nén sé db thi s& ting gp doi
hién tai va ludn 1a mot lity thira cua 2. Toan bo qua trinh nay c6 thé duoc md ta lai dudi dang mét cay nhi
phan nhu hinh v& bén duéi. Mdi cung sé& cho biét db thi thu duoc tir dd thi trude do; cac cung dinh hudng bén
trai biéu thi phép ndi dinh, cac cing dinh hudng bén phai biéu thi phép co canh. B thi G nam ¢ muc 0, cac
do thi G; va G, nam & mic 1, cac do thi Gs, Gy, Gs Va Gg nam & mic 2, v.v... Khong phai tat ca céc do thi K;,
déu nam ¢ muc cudi cing. Mot vai trong s6 ching ¢6 thé xuat hién ¢ cac muc cao hon.

G

Cay connection — contraction.



Do da thire sac s6 caa mdi d6 thi G déu duogc xac dinh duy nhat nén s& c6 mot biéu dién duy nhat caa G
thanh mét t6 hop cac d6 thi day di nhu dugc mo ta ¢ trén. Quan sat trén dan chung ta dén két luan rang tha
tu ma thuat todn connection — contraction dugc thuc hién khong con dong vai trd quan trong nira.

u%b GCV b a N ac
d C d bd h c bd
Hinh anh minh hoa cay connection — contraction cho chu trinh C,.
Tir cay connection — contraction,
P(C4,A) = 0.P(K;,A) + 1.P(Ky, A1) + 2.P(K3,A) + 1.P(K4, A)
=212 £ 220G 4 1®
=A1-1)+22A-1D)A-2)+ 11 —-1D)A—-2)(A—-3)
=AA-D[1+21-2)+(1-2)(1—3)]
=11—-1)(A*-31+3)

= A* — 423 + 622 — 3,

R(C,) = (0,1,2,1).



4.3. Pa thic sic s6

Két qua 4.3.1.
Gia sir cho trudc mot dd thi kndng lién thdng G voi cac thanh phan lién thong 12 Gy, G, ..., G (k = 2).

Khi d6, P(G, 1) = P(Gy, )P (Gy, ) ... P(Gy, 2).

Chitng minh két qua 4.3.1.

Do mdi thanh phan lién thong déu c6 thé dugc té mau theo cach doc lap véi nhau, G; ¢6 P(G4, 1) phép A —
t6 mau thuc su, G, c6 P(G,, A1) phép A — t6 mau thuc su, v.v... nén G s€ ¢ P(G,,A1)P(G,, 1) ... P(Gy, 1) phép
A — t6 mau thuc su. O

Nhan thay rang két qua trén co thé &p dung ngay lap tirc cho db thi rdng E,,: do E, = nK; va P(K;, 1) = A
nén ching ta dé dang suy ra rang P(E,, 1) = A.A...A = A"

Mt khac, néu chling ta 4p dung thuat toan connection — contraction cho dd thi E,, thi chling ta s& thu dugc
dang thic sau:

=S, DAD +5(n,2)A@ + ...+ S(n,n)A™,

trong d6 S(n, i) = r;(E,) 1a sé cach phan hoach mét tap véi n phan tir thanh i tap con khéng réng; nhitng sé
S(n, i) nay thuong dugc goi 1a cac sé Stirling loai hai.

Hon nita, ching ta ciing dé dang xac dinh duoc sic phd R(E,,) cua db thi E,, nhu sau:
R(E,) = (S(n,1),S(n, 2),...,5(n,n)).
Nguoc lai, néu ching ta khai trién biéu thirc A thi ching ta s& thu duoc dang thic sau:
AW = s(n, DA+ s(n, 2)A% + -+ s(n, n) A",
trong d6 cac sd s(n, i) dugc goi 1a céc sé Stirling loai mat.

M6t céch tong quat, cac sb Stirling dong vai tro nhu 1a hé sé trong biéu dién cua A™ (hoic twong duong E,,)
theo A® (hoic twong duong K;) va A (hoic tuong duong K,,) theo A (hoic twong duong E;). Chiéu sau cua
nhan dinh trén c6 thé duoc biéu dién lai dudi dang mot thugt toan disconnection — contraction nhu sau:

Nhéc lai rang, trong thuat toan connection — contraction, chung ta thu duoc dang thic sau:
P(G,2) = P(Gy, 1) + P(Gy, ),
trong d6 G, nhan dugc tir G bang phép ndi dinh con G, nhan dugc tir G bang phép co canh.
Bang cach biéu dién lai biéu thtc trén, ching ta dé dang suy ra rang:

P(Gy,A) = P(G, ) — P(Gy, ).




Nhu véy, chling ta c6 thé xem G, nhu dd thi ban dau, G nhan duoc tir G, bang phép xda canh, G, nhan
duoc tir G; bang phép co canh. Bing cach thuc hién l3p lai thao tc ndy cho nhiéu db thi nhat c6 thé, ching ta
s& thu dugc mot day cac do thi rong. Néu thuat toan connection — contraction dan chung ta dén mot t6 hop
cac do thi day du thi thuat toan disconnection — contraction lai din chung ta dén mot té hop cac d6 thi rdng.

Chang han, xét lai d6thi G = (X,E) v6i X = {x,y,z} VAE = {{x, v} {y, z}} nhu trong hinh vé & trén.

Q

Hinh anh minh hoa thuét toan disconnection — contraction cho dd thi G.
Ap dung thuat toan disconnection — contraction cho db thi G, chiing ta thu dugc: G = E; — 2E, + E;.
Nhu vay, P(G,2) = 23 =222 + 1 = A(1 — 1)2.

Chng ta cd thé nhan thay ring mot da thirc sic s6 P(G, 1) ¢6 thé duoc xac dinh theo hai thuat toan hoan
toan khac nhau: thuat toan disconnection — contraction va thuat toan connection — contraction.

Két qua sau day md ta lai so bo hanh vi cua cac hé sé cua da thirc sic s6 P (G, A):

Két qua 4.3.2. (Whitney)

Pa thic sac s6 P(G, ) ¢6 bac n(G) véi cac hé so nguyén dan dau nhau va bat dau bai 1, —m(G), ...

Chitng minh két qua 4.3.2.

Chung ta s& chirng minh tinh ding dan cua khang dinh trén bang phuong phap quy nap toan hoc theo s6
canh m(G). Khang dinh trén 12 hién nhién vgi m = 0 béi vi trong truong hop ndy G = E,, va P(G, 1) = A™.

Gia st tinh ding dan cua khang dinh trén da duoc ching minh cho tat ca cac do thi cd < m canh va G la
mot db thi véi n dinh va m > 1 canh. Xét mot canh e bat ky cua d6 thi G. Khi do, G — e va G - e déu la céc
db thi 6 it canh hon G. Hon nia, G - e ¢6 chinh xac n — 1 dinh.

Tt gia thiét quy nap cua bai toan, ton tai hai day cac s nguyén khdng am {a;} va {b;} sao cho

P(G—e ) =X",(—-1)iq A",



P(G e, 1) = X} (—=1)ipAm 1L,
Ap dung thuat toan disconnection — contraction cho dd thi G, chling ta s& thu duoc hé thirc sau:
P(G,A) =P(G—e,A)—P(G-eN)
=AM —(m— DAV 4 A" 2 — o (= 1) g A —
—(AV = p A2 4 e — (=) AT+ )

=" —mA" 1 + (a; + b)AV2 — -+ (=1 (a; + by_ DAV — - 0

Két qua 4.3.3.

Néu d6 thi G c6 chira mot clique véi kich thudc bang k thi tap tit ca cac phép td mau thuc sy cua G o thé

phan hoach thanh A% 16p véi 252 phép t6 mau trong méi 16p do.

(k)

Chirng minh két qua 4.3.3.

Gia str cho trudc mot dd thi lién théng G = (X, E) va mot tap dinh S € X nao d6 cam sinh ra mét clique co
kich thudc bang k. Gia sir cho trudc A mau nao dé. Chon ra mot phép té mau thuc su nao dé cua S voi A mau
va xét tit ca cac phép 1 — td mau cia G c6 thé thu duoc bang cach mé rong phép A — t6 mau nay cua S. Ki
hiéu N, 12 s6 cac phép A — t6 mau cua G c6 thé thu duoc bang cadch mé rong phép A — td mau nay cua S.
Chon ra mot phép t6 mau thuc su khac cua S véi A mau va xét tat ca cac phép A — t6 mau cua G c6 thé thu
dugc bang cach maé rong phép A — t6 mau khéac nay cua S. Ki hiéu N, 1a s cac phép A — td mau cua G c6 thé
thu dugc bang cach ma rong phép A — td mau khéac nay cia S. Ching ta s& chitng minh rang N; = N,. That
vay, moi phép td mau nam trong tap thir hai déu c6 thé nhan duoc tir mot phép t6 mau nao d6 nam trong tap
thir nhit (va nguoc lai) bang cach hoan vi cac mau. Phép hoan vi cAc mau i va j s& duoc hiéu 1a viéc ching ta
t6 mau lai tt ca cac dinh dang duoc td mau i bai mau j va tit ca cac dinh dang duoc t6 mau j béi mau i. Do
S cam sinh ra mét clique nén tat ca cac phép t6 mau cua S déu khéc nhau va hai phép t6 mau bat ky cua S ¢6
thé thu duoc tir nhau bang céch hoan vi cac mau.

Ki hiéu t = P(Gs, 1) = P(K,, 1) = A%, Bang cach Iap lai 1ap luan trén cho tirng phép td mau trong sé ¢

phép A — t6 mau cia S, ching ta suy rarang N; = N, = --- = N,. Nhu vay, tap tat ca P(G, 1) phép td mau
cua G ¢ thé dugc phan hoach thanh t 16p vai kich thudc bang nhau. Piéu ndy ciing suy ra rang s6 cac phép
P(G.A)

t6 mau nam trong mdi 1op nay déu bang O

A

Nhan thay rang phat biéu caa khang dinh trén sé khong con ding nita néu tap S khéng cam sinh ra mot
clique. Néu tap S co k dinh va khong phai 1a mot clique thi nd s& ¢ it nhat hai dinh khong lién hop nhau. B
thi con cam sinh bagi S s€ ¢6 hai phép t6 mau khac nhau: mot phép t& mau cd k mau va mét phép t& mau khac
c6 k — 1 mau. Cac phép t6 mau nay khong thé nhan dugc tir nhau chi bang phép hoan vi cac mau. Néu S cam
sinh ra mét clique thi n6 sé& c6 cling mot phan hoach kha di duy nhét cho moi phép td mau cua G.




Két qua 4.3.4.
Gia st cho trudc mot do thi lién théng G c6 chira mot tap tach S 1a mot clique voi kich thude bang k.
Ki hiéu G, = Gy, s Va G, = Gy, ys 12 hai dd thi con dan xuat twong (ing cua tap tach S.

P(Gl,A)P(Gz,A)

Khi 6, P(G,2) = =220

Chitng minh két qua 4.3.4.

Do G, 1a mot clique c6 kich thudc bang k trong Gx,us NéN tap tat ca P(Gx,ys,A) phép td mau cta Gy, ys €O
P(GX1US'/‘{)

thé duoc phan hoach thanh P(Gg, 1) = A% 16p. Mdi 16p ndy déu chira chinh xéac o

phép t6 mau.
Lap luan tuong tu, tap tat ca P(Gy,ys, 1) phép td mau ciia Gy, ys €6 thé dugc phan hoach thanh P(Gs, 1) =

P(GXZ US'/‘{)

A% 16p sao cho mdi 16p nay déu chira chinh xac S

phép t6 mau.

Nhan thdy ring ching ta c¢é thé thu dugc moi phép td mau cua G biang cach to hop moi phép td mau tir mdi
|6p cua Gy, ys VOi moi phép td mau tir 16p twong (ing cua Gy, ys-

G, =Gyus | |
Gy = Gxy,us

Hinh vé minh hoa.

Nhu vay, tong sé phép td mau cua G s& dugc xac dinh boi

P(Gx,usA) P(Gx,usA) 200 — P(Gx,usMHP(Gx,usA)

P(G,A) = 200 10 A0

Két qua 4.3.5.
Gia st cho trudc mot do thi lién théng G c6 chira mot tap tach S 1a mot clique voi kich thude bang k.

Ki hiéu Gy, G,, ..., G, 1a cac d6 thi con dan xuét twong Gng cua tap tach S.

P(G1,A)P(G2,2)...P(GL,A)
[A(k)]l_l

Khi do, P(G, 1) =




Chitng minh két qua 4.3.5.

Do tap S nam trong moi d6 thi dan xuat nén ching ta hoan toan co thé l1ap lai 1ap luan twong ty cho moi do
thi dan xuat G; (i = 1,2, ..., 1). Nhan thay rang tit ca cac phép td mau cua G déu co thé thu duoc bang cach to
hop cac phép td mau tir mdi 16p twong g cua cac do thi con din xut duoc tao ra tir bat ky mot phép t6 mau

P(GX1US'A) P(GXzUS'/‘{) P(GXZUS'A) A(k) _
A0 A0 IO -

nao cua S. Do s6 cac 1op nay bang A% nén P(G, 1) =
P(G1,)P(Ga,A)..P(GLA)
[A(k)]l_l

Cong thic P(G, ) = P(G1, )P (G,, A) ... P(G;, 1) (Két qua 4.3.1) ¢ thé dugce xem nhu 1a mot trudng hop

dac biét cua cong thuc P(G,A) = P(Gl’a)gii’]'}z'fp(alﬂ)

mét d6 thi “khéng lién thong” gidng véi mot do thi “lién thong” c6 mot tap tach 1a tap rdng va quy udc rang
P(®,1) = 1.

(Két qua 4.3.5) néu chding ta chap nhan quan diém ring

Két qua 4.3.6.

Néu G 1a mot @b thi lién théng c6 chira mot dinh simplicial véi bac k thi P(G,1) = (A — k)P(G — x, ).

Chirng minh két qua 4.3.6.

Nhan thay ring néu G 1a mot dd thi diy dathi G = Ky, G —x = K, nén P(G, 1) = (A — k)P(G — x, 1)
Khong giam tinh tng quat cua van dé, gia sir G khong phai 1a mot d thi day du.

Khi d6, tap cac dinh lang giéng N (x) s& 1a mét tap tach duoc cam sinh boi mét clique véi k dinh.

Ap dung Két qua 4.3.4) cho G, = G — x,G, = K;.,1, Gs = K, ching ta suy ra rang:

P (G, )P (Ki+1, 1)

PG, A) = 10

_P(G—x D AKFD
o 200

= (A —k)P(G —x,2) 2

Két qua 4.3.7.

Néu d6 thi G c6 chira mét dinh simplicial vai bac k thi ;(G) = (i — k) 1;(G — x) + 1,_1(G — x).

Chirng minh két qua 4.3.7.

Nhéc lai rang 7;(G) 1a s6 phan hoach kha di ciia mot d6 thi G thanh i cell. Hon nita, nd sé tring véi s6
phép i — t& mau nghiém ngit ctia G néu chung ta khong dém s6 hoan vi caa cac mau. Néu x dugc t6 bai mot
trong cac mau da dwoc sir dung trong G — x thi chung ta sé cé (i — k) r;(G — x) kha nang t6 mau khac nhau
c6 thé xay ra (diéu nay suy ra tir viéc tat ca ca&c mau nam trong tap céc lang giéng cia x déu phai khac nhau).
Néu dinh x dugc td boi mot mau chua duoc sir dung trong G — x thi ching ta sé ¢6 r;_, (G — x) kha nang to
mau khac nhau c6 thé xay ra. Nhu vay, r;(G) = (i — k) 1;(G — x) + 1,_1(G — x). 0




Két qua 4.3.8.

Sm,)=iS(n—1,DH)+S(n—-1,i—1)

Chitng minh két qua 4.3.8.

Ap dung Két qua 4.3.7) cho db thi E,, v&i x 1a mot dinh bat ky cua E,, (luu ¥ rang r;(E,) = S(n, i) va moi
dinh cua E,, déu co thé xem nhu mét dinh simplicial véi bac 0). 0

4.4. Phép td6 mau ciia cac do thj chordal

Dd thi chordal dong mot vi tri dic biét quan trong trong ly thuyét vé cac phép td mau vi cac nghiém cua
cac da thuc sac s6 cua ching c6 nhiéu tinh chat rat dep. Nhic lai néu G 13 mot db thi chordal thi G s& c6 mot
day sap thir tu khi simplicial, nghia 1a G ¢6 thé phan tich bang cach loai bo dan cac dinh simplicial khoi G.

Gia str cho trudc mot d thi chordal G, = (X,E),|X| = n, va o = (x4, X5, ..., X,,) 1a mot ddy sap thu ty
simplicial twong (tng cta G,. Ki hiéu G, = G, — x1,G3 = G, — x, ..., G, = Gp_1 — Xp_1 = {x,,} 520 cho
Gpi1 = Gy, — x, = @. Diéu nay chi ra rang mdi dinh x; déu 1a mot dinh simplicial véi bac k; trong db thi G;.

Ap dung Két qua 4.3.6) cho mdi db thi G, trong ddy sip tht tu & trén, chlng ta suy ra rang:
P(Gy,A) = A- k1)P(G2»/1)

= @A = k)@ — k)P (G3,2)

= @A =k)A—ky)...(d = kp)

Chng ta cd thé nhan thiy rang tat cac cac nghiém caa P(G,, A) déu la cac s nguyén va bang véi bac cua
dinh simplicial twong (ng. Do G,, chi bao gébm duy nhat mot dinh x,, nén ching ta dé dang suy ra rang k,, =
0. Diéu nay chi rarang A = 0 s& 1a mot nghiém cua da thic sic s P(Gy, ). Néu G, 1a mot d6 thi khong lién
thong thi trong mbi thanh phan lién thong déu s& c6 mot dinh cudi ciing véi bac bang 0. Nhu vay, sb boi cua
nghiém A = 0 s& bang s6 thanh phan lién théng cua do thi G,.

Tir cach dinh nghia cua chi s6 clique w(G,), G; ¢6 chira mot d6 thi con day du xac dinh trén w(G,) dinh,
nén w(G,) — 1 sé& la gid tri 1én nhat co thé cé trong so tat ca cac bac k;. Nhu vy, ching ta cling thu duoc
nghiém thtr hai A = w(G,) — 1 cua da thic sac s6 P(G,, A). Nhac lai rang danh gia w(G,) < x(G;) chira
rang khdng c6 phép t6 mau thuc sy ndo sir dung it hon w(G;) mau. Do d6, moi s6 nguyén nam trong khoang
dong [0, w(G,) — 1] déu 1a mot nghiém cua P(G,, A). Nhu vay, moi nghiém A = k; déu la cac s6 nguyén
nam trong khoang [0, w(G;) — 1], mot s6 trong s6 chling ¢é thé bi tring nhau nhung khong c6 khoang trong
nam gitra nhitng sé nguyén nay.

Sau cuing, chung ta s& chitg minh x(G,) = w(G,) bang céach chi ra mot phép w(G;) — t& mau thuc sy
cho cac dinh cua G, theo thu ty nghich dao cua day o, nghia 13 x,,, X,,_1, ..., X, X;. Trong trudng hop tong
quéat, quy trinh nay thuong duoc goi 1a thudt toan 6 mau trén dwong thang boi vi tat ca cac dinh cia do thi
G, c6 thé duoc dit trén duong thang thyuc va thuc hién td mau tir trai sang phai (hoic tir phai sang tréi). Diém



li th( & day d6 ching ta ¢ thé t6 mau cac dinh cia G; mot cach tuan ty dé co dugc mot phép td mau thuc sy
cta do thi G,.

Pé lam duoc diéu d6, dau tién, chang ta to mau dinh x,, bang mau 1. Ké tiép, néu x,,_, khdng thé t6 duoc
bang mau 1 thi ching ta s& t6 mau dinh x,,_, bang mau 2. Véi dinh x,,_,, chlng ta s& ther td mau né bang
mau 1; néu khong thé t6 duoc bang mau 1 thi ching ta sé t6 mau dinh x,,_, bang mau 2; néu khéng thé to
dugc bang mau 2 thi chlng ta s& t6 mau dinh x,,_, bang mau 3. Lap lai quy trinh t& mau trén, mdi lan, ching
ta hay thtr sir dung mau c6 chi s6 nho nhat co thé. Néu khong thé to duoc bang cac mau nay thi ching ta méi
st dung mau méi. Pay chinh 13 nguyén nhan giai thich cho viéc thuat todn t6 mau trén dudng thiang doéi khi
con duoc goi la thugt toan t6 mau tham lam. Do bac 16n nhat trong sé tat ca cac bac k; 12 w(G;) — 1 nén
ching ta s& thu dwgc mot phép td mau cua G, bai w(G,) mau. Piéu nay chi ra rang w(G,) = x(G,).

Bang cach két hop tat ca cac phan tich néu ¢ trén, ching ta suy ra dugc khang dinh sau:

Két qua 4.4.1.
Néu G 1a mot db thi chordal thi da thic sic s6 P(G, 1) cua nd s& ¢d dang
P(G,2) = 2% (A — 1)1 (A — 2)% .. (A — x(G) + 1)1,

trong d6 s; > 1 (i = 0,1, ..., x — 1) 1a 56 cac dinh simplicial c6 bac bang i nim trong day sap tht tu khir
simplicial cua G.

Chang han, xét d6 thi chordal G, nhu trong hinh v& bén dudi.

4 6 3

’]

5 7 8

Nhu ching ta c6 thé thay, G, c6 mot ddy sap tha ty khi simplicial 1a o = (1,2,3,4,5,6,7,8). Bac twong ing
cua cac dinh simplicial trong day o lan luot 1a: 2, 2, 3, 2, 2, 2, 1, 0. Chung déu la nghiém cia da thirc sic s6
P(G, 2) va chung déu nam trong khoang dong [0,3].

Nhu vay,
PG, ) =A1-2)1-2)1-3)1-2)1-2)1-2)A- DA -0)
=21 -1)@A-2)°(1-3).

Do cac dinh 3,6,7,8 tao thanh clique tdi dai duy nhat nam trong G, nén x(G,) = w(G,) = 4. Thuat toan to
mau trén dudng thang duoc thuc hién theo thir tu 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1 (tha ty nghich cua day o) & tao ra mot
phép 4 — td mau thuc sy cua do thi G,.




1 2 1

Hinh anh minh hoa thuat toan t6 mau trén duong thang

Luu ¥ rang cd thé c6 cac phép 4 — td mau thuc su khac cua d6 thi G,; tong sé phép 4 — t6 mau thuc sy caa
dd thi G, 13 P(Gy,4) = 4(4 — 1)(4 — 2)5(4 — 3) = 384.

Trén thyc té, s& rat kho dé ching ta co thé xac dinh dugc chinh xac sb cac phép t6 mau thuc su theo cach
lam thi céng bang cach vét can tat ca cac truong hop. Tham chi 1a néu ching ta c¢é st dung thuat toan
connection — contraction da duoc phat trién cho tit ca cac d6 thi nhu o trén thi ciing khong tot hon duoc 12
bao. Cau truc dic biét cua cac d6 thi chordal gitp ching ta c6 thé phat trién mot thuat toan hiéu qua dé xéac
dinh s6 cac phép td mau thuc sy cho moi s6 lugng mau cho san. Tuy nhién, cu trac dic biét caa cac do thi
chordal con vuot xa hon nhiéu nhitng diéu vira ké & trén. Phan con lai ciia muc ndy s& dugc danh dé trinh bay
mét s tinh chat nhu vay cua cac do thi chordal.

Két qua 4.4.2.

Néu T, 1a mét cdy xac dinh trén n dinh thi P(T,, 1) = A(A — 1) .

Chieng minh két qua 4.4.2.

Nhéc lai rang cac cay 1a trudong hop dic biét cua cac do thi chordal va cac dinh pendant 1a trudng hop dic
biét cua cac dinh simplicial. Phan tich T,, bang cach loai bo dan céc dinh pendant. Chiing ta thu dwgc (n — 1)
dinh bac 1 va mot dinh bac 0, nghiala k; =k, = =k,_; =1, k, = 0. m

Két qua 4.4.3.

Néu C,, 1a mot chu trinh x4c dinh trén n dinh thi P(C,,1) = (A — 1" + (=D (1 — 1).

Chitng minh két qua 4.4.3.

Chung ta s& chirng minh tinh diing dan caa cong thic trén bang phuong phap quy nap toan hoc theo chi s6
n. Véin = 1,2,3, tinh diing dan caia cong thic trén 12 hién nhién (mic du ¢, va C, khong phai 1a cac d6 thi
don nhung cong thirc trén van duoc théa man).

Gia str cong thirc trén da dugc ching minh véi moi chu trinh xac dinh trén < n dinh. Xét mot chu trinh C,,
bat ky. Ap dung thuat toan disconnection — contraction, ching ta suy ra duoc rang:

P(Cn,A) = P(T, ) = P(Cp1, 1)
=AA-D" -[A-D"H + DA - D]




=A-D"+ (D" -1). O

Ké tiép, chling ta s& néu ra mot sé diéu kién can va du cia mot d thi chordal c6 lién quan dén cac da thic
S4C s

Két qua 4.4.4.

Mot d6 thi G 1a chordal néu va chi néu, véi moi do thi con cam sinh G’ cua G, da thic sic s P(G', 1) cua
no sé dang:

P(G, ) =2%A -1 ... A—y +1)%,

trong d6 y' = x'(G'), s{ =1 (i = 0,1, ..., x' — 1) la sd cac dinh simplicial c6 bac bang i nam trong day sap
tha tu khir simplicial cua G'.

Chirng minh két qua 4.4.4.

(=) Moi db thi con cam sinh cua mot d thi chordal ciing 1a mot db thi chordal. Tinh dang dan cua khang
dinh trén dugc suy ra tir Két qua 4.4.1).

(<) Néu G khong phai 1a mot db thi chordal thi nd s& ¢ chita mét chu trinh Cy,, k > 4, nhu mét db thi con
cam sinh. Chiing ta d& dang chimg minh duoc rang x(Cx) = 2 néu k 1a mot s6 chan va y(C,) = 3 néu k la
mot s6 1&. Nhu vay, tat ca cac nghiém cua P(C,,, A) déu phai nim trong tap {0,1,2}. Tir Két qua 4.4.3),
P(Cy, 2) = (A — 1)k + (—=1)¥(1 — 1). Chiing ta d& dang chimg minh dugc rang P(Cy, 1) 1a mot da thirc co
bac > 4 véi it nhat mot nghiém phtic, mau thuan. O

Gia sir cho trugc mot d6 thi G = (X, E), A < X la mot tap tach bat ky, G| = (X1, E1), Gy = (X5, E,),...,
Gi. = (Xi, E), k = 2, 1a cac thanh phan lién thong thu dwoc sau khi chiing ta loai bo tap tach A cing véi tat
ca cac canh lién thudc vai né khoi dd thi G.

Néu G 1a mot db thi khong lién théng vai I thanh phan lién théng thi, khdng giam tinh téng quét cua van
d&, chiing ta cd thé gia sir rang k > 1. Nhu vay, X;UX,U ... UX, UA = X, X;NX; = @, i # j. Nhic lai ring
cac dd thi con dan xuit twong ng véi tap tach S thuong s& duoc ki hiéu lai dudi dang:

Gy = Gy, GX1UA = Gy, GXZUA =Gy, ..., GXkUA = Gy.

Két qua 4.4.5.

Mot d6 thi G = (X, E) la chordal néu va chi néu, vi moi db thi con cam sinh G’ = (X', E’) va, vi moi tap
tich A’ < X' cua G/,
P(G., )P (GL, 2) .. P(GL, 2)
P(Gg, )1

P(G', ) =

Chirng minh két qua 4.4.5.

(=) Do moi d6 thi con cam sinh ciia mot do thi chordal ciing 1a mot d6 thi chordal nén ching ta chi can
kiém chimg duogc tinh ding dan cua khang dinh trén cho G’ = G 1a du. Chlng ta s& chirg minh tinh ding
dan cua khang dinh trén bang phuong phap quy nap toan hoc theo chi sé |X| = n. Véin = 2,3,4, tinh ding




dan cua khang dinh trén 1a hién nhién. Gia str khang dinh di dugc kiém chimg 1a ding vai tat ca cac do thi
chordal c6 it hon n dinh véin > 4. Gia sirx, € X 12 mot dinh simplicial voi bac bang p trong d6 thi G. C6
hai truong hop c6 thé xay ra nhu sau:

Trwong hep 1. x, € A.

Khong giam tinh tong quat cua van dé, gia sir x, € X;. Do A 1a mot tap tach va x, 1a mot dinh simplicial
trong G nén N(x,) € X; UA. Nhu vay, x, la mét dinh simplicial trong G, .

Ap dung Két qua 4.3.6) cho d6 thi G, ching ta suy ra rang:

P(Gy,2) = (A — p)P(Gy — x, 1)
Ap dung Két qua 4.3.6) cho d6 thi G, chling ta suy ra rang:

P(G,A) = A —p)P(G — xy,A).

Nhan thay rang A ciing 12 mot tap tach trong G — x, Vi cling s6 dd thi dan xuat nhu trong G. Hon nira,
n(G — x,) < n(G) = n, nén, tir gia thiét quy nap cua bai toan, ching ta suy ra rang:
P(Gy — %0, A)P(Gyy A) . P(Gy, X)
P(Go, D)1
Bang céach nhan ca hai vé cua dang thic trén voi nhan tir (A — p), chlng ta suy ra rang:
P(Gy, D)P(Gy, A) . P(Giy A)
P(Go, D)¥1

P(G _xo,A) =

P(G, 1) =

Trwong hep 2. x, € A.

Ki hiéu p; == [N (x,)NA]. Do N(x,) cam sinh ra mot do thi ddy du nén p — p; = p, dinh con lai cua
N (x,) s& nam trong nhiéu nhat mot tap X;, 1 < i < n. Khdng giam tinh tong quat cua van d¢, gia st p, dinh
con lai cia N (x,) déu nam trong tap X;.




Hinh vé& minh hoa.
Khi d6, {x,}UN(x,) € X;UA, N(xo)NA € X;UA, 1 <i<k.

Nhan thay rang x, la mot dinh simplicial trong G, véi bac p. Hon nita, x, ciing 1a mot dinh simplicial
trong cac d6 thi con G; (i = 0,2,3, ..., k) vai bac p,.

Ap dung Két qua 4.3.6) cho d6 thi G, ching ta suy ra rang:
P(G,A) = A —p)P(G — xy,A).

Nhan thay rang 4 — x, cling 1a mot tap tach trong G — x, voi ciing sé do thi dan xuat nhu trong G. Hon
nita, n(G — x,) < n(G) = n, nén, tir gia thiét quy nap caa bai todn, chding ta suy ra rang:
P(Gy, )P (G3, A) ... P(Gg, )

P(G —xp,4) = P(G}, D)*1

trong d6 G; nhan duoc tir d6 thi G;, i = 0,1, ..., k, bang cach xoa dinh x,.
Ap dung Két qua 4.3.6) cho cac d6 thi G;, i = 0,1, ..., k, ching ta suy ra rang:
P(G1,2) = (A —p)P(G1, 1)
P(G,A) = (1A —p)P(G{,A),i=0,2,..,k.

Nhu vdy, chding ta suy ra rang:
P(Gy, D)P(Gy, A) . P(Giy A)
P(Go, 1)1

P(G, 1) =

(<) Gia str G khdng phai 1a mot do thi chordal. Khi d6, G ¢6 chita mot chu trinh Cy,, k > 4, dudi dang mot
db thi con cam sinh. Gia sir x 1a mét dinh bat ky nam trén chu trinh C,.. Do N (x) 1a mét tap tach nén, &p dung
két qua cua chiéu thuan, ching ta suy ra rang:

P(Cp, X) = A(A — 1)?A(A — 12272 = (A — 1)* # P(Cp, A) :
P(G1.A)P(G2.A)...P(Gi )
P(Go)k~1
v6i diéu kién la tap tach cam sinh ra mot do thi day du (Két qua 4.3.5). Két qua 4.4.5) lai chi ra rang, trong
mét d6 thi chordal, cong thirc nay 1a diing d6i voi moi tap tach bat ky. Chung ta ciing c6 thé nhan thay rang
cong thirc nay ciing dung ca khi G 1a mot do thi khdng lién thong va G, 1a mot tap tach rong. Néu ching ta
chap nhan quan diém P (¢, 1) = 1 thi cong thiic nay s& chuyén thanh cong thire tinh da thirc sic s6 cho cac

d6 thi khong lién théng G véi cac thanh phan lién thong twong ung 13 G, ..., G, (trudng hop A = ¢).

Nhu chung ta c6 thé nhan thy, cong thic P(G, 1) = 1a dung d6i v6i moi do thi tiy y

Tir quan diém néu trén, ching ta cé thé xem cac d thi chordal nhu 1a cac “do thi day du co tap tach”. Tuy
nhién, Két qua 4.4.5) con chi ra mot hé qua quan trong khac sau day:



Vi moi d6 thi G, xét ham W (G, ) = —Aplfffj)l)-

Két qua 4.4.6. (Cong thirc universal)

Mot d6 thi G = (X, E) la chordal néu va chi néu, véi moi db thi con cam sinh lién théng ¢’ = (X', E’) va
moi dinh x € X', chiing ta luén c6 dang thuc sau:

P(G',2) = P(G' — x, D)W (Gl )

Chitng minh két qua 4.4.6.

(=) Gia sir cho trudc mot dd thi chordal G. Do moi db thi con cam sinh cia mot dd thi chordal ciing 13 mot
d6 thi chordal nén ching ta chi can ching minh tinh dung dan cua khang dinh trén cho G’ = G 1a di. Nhu
vay, khong giam tinh tong quét ciia van dé, gia sit G = (X, E) 1a mot d thi chordal lién théng va x € X 1a
mét dinh bét ky nao do.

Truwong hop 1. X = {x}UN(x).

Do, trong moi phép A — t6 mau cua G, dinh x lubn c6 mot mau riéng biét nén

P(G,2) = AP(G —x,A— 1)

__ P(G-x,1)
T P(G-x)

AP(G —x, A —1)
= P(G — %, D)W Gy A).

Truong hop 2. X # {x}UN(x).

Do G 1a mot dd thi lién théng nén dd thi con Gy, cling 1a mot tap tach.

Ap dung Két qua 4.4.5), chling ta suy ra rang:
P(G —x, )P (Gpyunce, 1)

P(G,2) =
@n P(GrexpA)

AP(GN(x),ﬂ.— 1)

- P(G — X, A) P(GN(x),ﬂ.)
=P(G — x, YW (Gy(x) 1)

(<) Gia st G khong phai 1a mot do thi chordal va cong thic P(G', 1) = P(G’ — x, YW (Gy (), A) ding Vi
moi db thi con lién théng G’. Khi dé, G ¢ chira mot chu trinh cam sinh Cy,, k > 4. Gia st x 1a mot dinh bat
ky cua chu trinh C,. Nhan thay rang Cj, — x 1a mét cay xéc dinh trén (k — 1) dinh va (Cy)y(x) = Ea.

Chuing ta nhan thay rang P(Cy, — x,1) = A(A — 1)*2va W ((Ce)ny 4) = 2712 — 1)?, nén

P(C,2) = P(C, — x, OW((C)n@y A) = (A — 1)¥ # P(Cy, A), mau thudn 0




Két qua 4.4.7.
Néu x 12 mot dinh simplicial véi bac biang k > 0 trong mot d6 thi chordal G thi

P(G,A) = (A —Kk)P(G —x,4).

Chitng minh két qua 4.4.7.

2 e . —1)®
Tur gia thict cua bai toan, N(x) = Ky, nén W (Gy (), A) = W (K, A) = 'mlTl)) =1—-k.

Ap dung Két qua 4.4.6), ching ta suy ra rang
P(G,2) = P(G — x, )W (Gn(xy, A) = A — k)P (G — x,2). 0

Nhu véy, phép phan tich mot d6 thi chordal biang cach st dung mot day sip tht tu khir simplicial chi 1a
mét trudng hop dic biét caa phép phan tich tong quat bang cach loai bo dan cac dinh theo mot day sap thi tu
tly y va st dung Két qua 4.4.6).

Chang han, xét d6 thi chordal G nhu trong hinh v& bén dudi.
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Hinh vé minh hoa cach ap dung cua cong thirc universal.

Gia sr chiing ta x6a dinh khdng simplicial 13 4 va thu duoc mot do thi G,. Dé xac dinh da thuc sac sb
P(G, 2) tir do thi G;, chling ta chi can nhan da thuc sic s6 P(Gy, 4) voi W (G gy, 4). Do N(4) = {1,5,6} nén
dd thi con cam sinh Gy 4y S& 1a Mot cdy xéc dinh trén 3 dinh dugc khoang lai boi cac dau cham tron nhu trong
hinh V&.

AP(T3,A-1) _ A(A-1)(A-2)*> _ (1-2)2
P(Ts,d) A(A-1)2  A-1 '

Nhu Vé,y, W(GN(LI.)’A) =

Néu chling ta phan tich G, bang cach loai bo dan cac dinh simplicial theo tha tu 1, 5, 6, 7, 8, 3, 2 thi bac
cua cac dinh simplicial lan lugt s& 1a: 1, 2, 3, 2, 2, 1, 0. Ching ta s& dé dang tinh duoc

P(Gy,A) = A(A — 1)2(A = 2)3(1 — 3).

Nhu vy, P(G, 1) = W(Gyeay, A) =22 — 1)*(A—2)*(2 - 3) % =12 —1)2(1 —2)5(1 — 3).




4.5. Phép td6 mau ciia cac do thi kha phang
Nhéc lai rang véi mot do thi G = (X, E) bat ky, chi s6 Szekeres — Wilf dugc dinh nghia boi céng thic
M(G) = maxyrcxyMinyegr-(x',g)d(x),

trong d6 d(x) la bac cia dinh x trong d6 thi con G’ cam sinh boi tap dinh con X’. Nhu chiing ta da dé cap
dén & muc “2.2. Pé thi chordal/Pé thi tam giac phan”, chi sé nay cé thé d& dang tinh dugc bang céch loai
bo dan cac dinh ¢6 bac nho nhat; bac I6n nhat nhan duoc trong tha tuc nay chinh 1a chi s6 M (G).

Két qua 4.5.1.

Véi moi dd thi G, x(G) < M(G) + 1.

Chirng minh két qua 4.5.1.

Phan tich G bang céch loai bo dan cac dinh ¢ bac nho nhat. Ching ta s& thu duoc mot day cac do thi G, =
G, G, ..., G, va mot ddy cac dinh x4, x,, ..., x,, twong tng sao cho mdi dinh x; déu 1a mot dinh c6 bac nho
nhat trong d6 thi G;,i = 1,...,n. Ké tiép, chling ta &p dung thuat toan t6 mau trén duong thang cho d6 thi G
bang céch tai tao no lai theo th tu x,,, x,_1, ..., x;. Diéu nay co nghia 13 chiing ta s& t6 mau cac dinh theo thir
tr X, Xp—1, ..., X1 580 cho MAi lan t6 mau nhu vay ching ta ludn st dung it mau nhét c6 thé dugc. Trong day
sap thir tu x,,, X,,_1, ..., X1 NAY, 6 tbi da cac dinh lang giéng d3 duoc t6 mau cua dinh x; s& 1a M (G).

(>

Hinh vé minh hoa: G;,, da dugc t6 mau, x; chua dugc t6 mau.

G;

Truong hop xau nhat xay ra khi tit ca M (G) dinh lang giéng cua x; déu c6 mau d6i mot phan biét nhau
(truong hop nguoc lai, chlng ta chi can gan cho dinh x; mau dau tién bi thiéu). Sau d6, chiing ta s& gan mau
thit (M(G) + 1) cho dinh x; va tiép tuc &p dung thuat toan t6 mau trén duong thang. Mic du trudng hop Xau
nhat c6 thé xay ra mot vai lan nhung tong sé6 mau duoc sir dung trong phép td mau khdng bao gio vuot qué
(M(G) + 1). -

Két qua 4.5.2.

Néu G 1a mét do thi kha phang thi x(G) < 6.

Chirng minh két qua 4.5.2.




Nhéc lai rang néu G 1a mot @6 thi kha phang thi G s& c6 chita mot dinh ¢6 bac < 5 (Két qua 3.2.4). Hon
nira, moi d6 thi con cua G ciing 1a mot dd thi kha phang. Do dé, trong moi phép phan tich nao caa G bang
cach loai bo dan cac dinh c6 bac nho nhat, bac ciia moi dinh khéng bao gio vuot qua 5. Nhu vy, M(G) < 5.

Tur Két qua 4.5.1), x(G) < 6. O

Két qua 4.5.3. (Pinh li nim mau/Heawood)

Néu G 1a mét @6 thi kha phang thi x(G) < 5.

Chitng minh két qua 4.5.3.

Ching ta s& chirng minh tinh dung dan cta khang dinh trén bang phwong phap quy nap todn hoc theo chi s6
n = n(G). Hién nhién, tat ca cac do thi kha phang c6 < 5 dinh déu 12 5 — colourable.

Ké tiép, gia sir rang tinh dung dan cua khang dinh trén da duoc kiém chiing cho tat ca cac do thi kha phang
c6 < n dinh, nghia 13 tit ca cac d6 thi kha phing c6 < n dinh déu 1a 5 — colourable. Ching ta s& chizng minh
rang x(G) < 5. Tir Két qua 3.2.4), G s& c6 chira mot dinh x ¢ bac d(x) < 5. Tir gia thiét quy nap cua bai
toan, y(G — x) < 5. Xét mot phép 5 — t6 mau thuc su bat ky cia G — x. Chlng ta s& chitng minh rang ludn
c6 cach dé ching ta gan mot mau cho dinh x sao cho G 12 5 — colourable. Theo cach lam nay, tat ca cac dinh
cia N (x) ciing duoc t6 bing ciing mot sé6 mau nhu G. Chlng ta s& ¢6 hai truong hop sau:

Trwong hep 1. S6 mau duoc sir dung trong N (x) < 4. Khi d6, chung ta s& gan mau thir 5 cho dinh x va
thu dugc mot phép 5 — té mau cua G.

Trwong hep 2. S6 mau duoc sir dung trong N (x) bang 5. Nhu vay, d(x) = 5. Y tuéng chinh cua phan con
lai cua phép chirng minh nay 1a chi ra rang chdng ta hoan toan cé thé xay dung mot phép 5 — td mau thuc sy
khéc cua G — x chi stir dung 4 mau trong tap lang giéng N (x).

Khéng giam tinh tong quét cua van dé, ki hiéu N(x) = {a, b, ¢, d, e} Véi cac mau twong tng 1a 1, 2, 3, 4, 5.

3

1

Hinh v& minh hoa.




Trwong hop con 2.1. Trong phép 5 — t6 mau cua G — x, ton tai mot (a, ¢) — dudng di P véi tat ca cac
dinh dugc t6 mau thay phién nhau bdi hai mau 1 va 3 nhu trong hinh vé& ¢ trén. Puong di P cung véi canh ax
va xc tao thanh mét chu trinh € trong mat phang véi tat ca cac dinh duoc td boi hai mau 1 va 3, va dinh x
chua dugc t6 boi mau nao. Bang cach hoan ddi cac mau 2 va 4 trén cac dinh nam trong mat phang bén trong
chu trinh €. Nhan thay rang viéc td mau lai nhu vay s& khoéng Iam anh huong dén cac mau 2 va 4 nam trong
mat phang bén ngoai chu trinh €. Nhu vay, sau khi chung ta hoan ddi cdc mau 2 va 4 nhu trén, dinh 4 van
dugc gitr nguyén mau 4. Chang ta sé thu dugc mot phép 5 — t6 mau thuc su cua G — x trong d6 cac dinh d
va b déu duoc t6 bai cing mau 4. Trong phép td mau méi nay, mau 2 s& bj thiéu trong tap lang giéng N (x).
Bang cach gan mau 2 cho dinh x, chung ta thu duoc mot phép 5 — t6 mau thuc su cua G.

Trwong hep con 2.2. Trong phép 5 — t6 mau cua G — x, khdng ton tai bat ky (a, ¢) — dudng di P ndo voi
tat ca cac dinh duoc t6 mau thay phién nhau bai hai mau 1 va 3. Ki hiéu G, 1a d thi con cua G — x cam sinh
boi cac dinh duoc to boi hai mau 1 va 3. Khi d6, G;5 1a mot dd thi khong lién théng va cac dinh a va ¢ s&
phai nam trong cac thanh phan lién théng khac nhau cua G, ;. Bang cach hoan d6i cac mau 1 va 3 trong thanh
phan lién théng cua G,5 c6 chira dinh a. Ching ta s& thu duoc mot phép 5 — t6 mau thuc sy cua G — x trong
d6 mau 1 bi thiéu trong tap lang giéng N (x). Bang cach gan mau 1 cho dinh x, chiing ta thu dwgc mot phép
5 — t6 mau thuc su cua G. o

Két qua 4.5.4. (Pinh Ii bon mau/Appel — Haken - Koch)

Néu G 1a mét @6 thi kha phang thi x(G) < 4.

Phép chitng minh cia Kempe — Phép chieng minh sai néi tiéng nhat trong lich sir caa ly thuyét dé thi.

~

Ching ta s& “chimg minh” tinh dang din cua khang dinh trén bang phuong phap quy nap toan hoc theo chi
sé6 n = n(G). Do K khong phai 1a mot dd thi kha phang nén tat ca cac d6 thi kha phang c6 < 5 dinh déu la
4 — colourable.

Ké tiép, gia sir rang tinh dung ddn cua khiang dinh trén da dugc kiém chtng cho tat ca cac do thi kha phiang
c6 < n dinh, nghia 13 tit ca cac db thi kha phing c6 < n dinh déu 1a 4 — colourable. Ching ta s& chitng minh
rang x(G) < 4. Nhac lai rang bat ky d thi phang nao ciing déu c6 thé chuyén thanh mot do thi tam giac phan
phang (mot d6 thi phang véi tt ca cac canh déu la cac tam giac) bang cach bd sung thém cac canh nao do.
Néu chiing ta cé thé chitng minh rang moi d6 thi tam giac phan phang déu la 4 —colourable thi chung ta ciing
s& chig minh duoc rang moi d6 thi phang déu 1a 4 —colourable. Nhu vay, khdng giam tinh tong quét cuia
van dé, chling ta co thé gia sir rang G 1a mot do thi tam giac phan phang.

Tur Két qua 3.2.4), G ¢6 chua it nhat mot dinh x ¢6 bac d(x) < 5. T gia thiét quy nap cua bai toan,
x(G — x) < 4. Xét mot phép 4 — t6 mau thyc su bat ky cia G — x. Chlng ta s& ching minh rang ludn c6
cach dé chling ta gan mot mau cho dinh x sao cho G 1a 4 — colourable. Theo cach l1am nay, tat ca cac dinh
cia N (x) ciing duoc td bang ciing mot s6 mau nhu G. Chlng ta s& c6 hai truong hop sau:

Truong hep 1. S6 mau duoc sir dung trong N (x) < 3. Khi d6, chiing ta s& gan mau thi 4 cho dinh x va
thu dugc mot phép 4 — td mau cua G.

Truwong hop 2. S6 mau dugc sir dung trong N (x) bang 4. Nhu vay, d(x) = 4 hoic d(x) = 5.




Trwong hop con 2.1. d(x) = 4. Bang cach &p dyng ciing mot phép suy luan nhu di trinh bay trong chiing
minh caa Két qua 4.5.3) cho G’ = G — e, chiing ciing thu duoc mot phép 4 — t6 mau thuc sy cua G.

Trwong hop con 2.2. d(x) = 5. Do s6 mau dugc sir dung trong N (x) 12 4 nén s& phai c¢6 hai dinh nao d6
duoc t6 boi cung mot mau. Ki hiéu N(x) = {a, b, c,d, e} v6i cac mau twong ing la 1, 2, 3, 4. Do chung ta gia
st rang G 1a mot do thi tam giac phan nén cac dinh duoc td bai ciing mot mau khong thé nam lién tiép nhau
theo thir tw a, b, ¢, d, e. Khdng giam tinh tong quat cta van dé, gia sir rang cac mau 1, 2, 3, 4 duoc phan b
nhu trong hinh v€ bén dudi.

Hinh vé minh hoa.
Kihi¢u G;; 1a db thi con cam sinh bai cac dinh dugc t6 boi cac mau i va j, P; ; 1a mot duong di nao do véi
tat ca cac dinh duoc t6 mau thay phién nhau bai cac mau i va j.

Trwong hep 2.2.1. Trong phép 4 — td mau cia G — x, ton tai mot (a, ¢) — duong di Py5 ciing nhu ton tai
mot (a, d) — duong di P, nhu trong hinh vé & trén.
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Hinh vé& minh hoa phép chirng minh cia Kempe.

Nhan thay rang thanh phan lién thong G’ cua G,, 6 chira dinh b s& duoc tach ra khoi dinh d va e bai chu
trinh P;;U{ax}U{xc}. Lap luan twong tu thanh phan lién thdng G’ cia G5 cd chira dinh e s& duoc tach ra
khoi dinh b va ¢ bai chu trinh Py, U{ax}U{xd}. Ké tiép, chlng ta s& hoan dbi mau 2 véi mau 4 trong G’ va
mau 2 véi mau 3 trong G”'. Viéc td mau lai nhu vay sé loai boé mau 2 khoi N (x). Bang cach gan mau 2 cho
dinh x, ching ta thu dugc mét phép 4 — tdé mau thuc su cua G.

Trwong hep 2.2.2. Trong phép 4 — td mau cua G — x, khdng ton tai bat ky (a, c) — duong di P, hoic
(a,d) — duong di P,, nao.

Khong giam tinh tong quét cua van dé, gia st rang khdng ton tai bt ky (a, ¢) — duong di Py nao. Khi do,
d6 thi con G5 12 mot d6 thi khong lién thong va cac dinh a va ¢ phai nam trong cac thanh phan lién théng
khéc nhau cua G,5. Bang cach hoan d6i mau 1 va 3 trong thanh phan lién théng cé chira dinh a, ching ta s&
loai bo mau 1 khoi N (x). Bang cach gan mau 1 cho dinh x, ching ta thu dugc mot phép 4 — t6 mau thyuc sy
cta G. Lap luan twong ty cho truong hop khdng ton tai bat ky (a, d) — dudng di P, nao. O

M6t cau hoi duoc dit ra & day do 1a: “Ldi sai trong 1ap luan cia Kempe nam & ddu ?”. Céu tra 16i cho van
dé nay duoc mo ta lai trong hinh vé bén duéi day. Mau chdt van dé nam & chd, trong truong hop con 2.2.1,
(a,c) — duong di P;; va (a,d) — dudng di P;, c6 thé giao nhau tai mot dinh duoc t6 bai mau 1.

1

1 1

Hinh anh minh hoa 16i sai trong phép ching minh cua Kempe.



Khi d6, sau khi ching ta hoan d6i hai mau 2, 4 trong G’ va hai mau 2, 3 trong G"’, chiing ta s& thu duoc mot
cap dinh lién hgp nhau nhung duoc t6 boi cung mau 2, nghia la phép t6 mau maéi nhan dugc khéng phai la
mot phép td mau thuc su cua G.

Phép chting minh ma chidng ta vira trinh bay ¢ trén duoc gidi thiéu 1an dau tién boi Kempe vao nam 1879.
Mot mat, phép chirng minh trén la mot vi du tuyét voi cho viéc sir dung cac hinh veé trong viéc chirtng minh
cac két qua trong Iy thuyét d6 thi. Mat khéac, phép chimg minh nay ciing thé hién rd rang nhirng han ché cua
viéc ching ta str dung cac hinh vé trong viéc chitng minh céc két qua trong Iy thuyét do thi.

Vio nam 1890, Headwood da tim ra dugc 16i néu trén trong phép chitng minh cua Kempe. Tur d6, dinh Ii
bdn mau da tro thanh mét trong nhitng bai toan ndi tiéng nhat trong mang toan hoc rai rac trong thé ky 20
truéc nhitng ndm 1977. Vao nam 1976, Appel, Haken, Koch dd chang minh hoan chinh lan dau tién dinh Ii
bdn mau nay. Bén canh viéc xuat hién nhiéu cach chang minh sai 1am, viéc di tim 15i giai cho dinh Ii bon
mau ciing da tao ra nhiéu huéng nghién ctiru mai trong Iy thuyét do thi. Chang han, chi mét huéng nghién
ctru phu cta da thac sic s6 duoc Birkhoff giGi thiéu vao nam 1912 voéi muc dich giai quyét dinh Ii bén mau
bang con dudng phuwong phap dém ciing di dugc hon 500 bai bao nghién ciu.

Y tudng chinh trong phép ching minh cudi cung cua Appel, Haken, Koch that ra kha 1a don gian: phuong
phap quy nap toan hoc theo sb dinh cua do thi. Tuy nhién, s6 luong truong hop phai khao sat Ia rat 16n. Mac
dd phép ching minh cia Kempe 14 sai nhung y twdng cua 6ng vé viéc sir dung cac dudng di duoc td mau
thay phién va viéc t6 mau lai cac d6 thi con tuong ng van duoc sir dung trong phép chang minh cudi cuing.
Puong di ma cac dinh dugc td mau thay phién nhau béi hai mau nao do s€ duoc goi la dwong di Kempe.

Trong mot d6 thi tam gidc phan phang, mot cau hinh 1a mét d6 thi con dan xuit twong tng véi mét chu
trinh tach. N6i cach khac, n6 1a mot dd thi con dugc cam sinh bai chu trinh va tat ca cac dinh nam bén trong
chu trinh d6. V& co ban, n6 ¢ cing mot ¥ tuong nhu khi chung ta da sir dung ddi véi cac db thi chordal.
Trong cac do thi chordal, c4c tap tach 1a cac clique con, trong cac do thi tam giac phan phang, cac tap tach l1a
cac chu trinh.

Trong mot d6 thi tam giac phan phang, mét cau hinh dwogc goi 1a reducible néu moi phép 4 — td mau cua
chu trinh twong tmg déu cé thé ma rong thanh mot phép 4 — td mau cho toén bo do thi tam giac phan phang.

C6 hai diém co ban sau day trong phép ching minh cudi cing:

1) Chang minh rang moi do thi tam giéc phan phang déu c6 chira mot cau hinh nam trong mot danh séach
cac cdu hinh co bdn khong thé tranh khéi.

2) Chitng minh rang moi cau hinh nam trong danh sach cac cau hinh co ban khdng thé tranh khoi déu 1a
reducible.

Nam 1976, Appel, Haken, Koch da danh hon 1,200 gid tinh toan trén may tinh dé xac dinh hon 1,936 cau
hinh co ban khong thé tranh khoi va chizng minh rang tat ca chung déu 1a reducible.

Niam 1996, Robertson, Sanders, Seymour, Thomas da cai thién lai phép chirng minh cudi ciing bang cach
tim ra mot tap chi gom 663 cau hinh co ban khong thé tranh khoi !,



4.6. P6 thi hoan hao
Nhéc lai rang bat ky db thi G nao ciing déu ¢ chira mot clique téi dai nao d6 voi kich thudc bang w (G).

Do cac dinh cua clique nay déu doi mot lién hop vaéi nhau bat ky phép td mau thuc su nao cia G ciing déu
y&u cau it nhat w(G) mau, nghia 12 y(G) = w(G). CH thé co cac dd thi véi ¥(G) = w(G) va ciing c6 thé co
cac d6 thi véi x(G) > w(G). Chang han, ¥(C,) = w(C,) nhung x(Cs) = 3 > 2 = w(C,).

Mot van dé dugc dat ra & day dé 1a: “Hiéu sé y(G) — w(G) cd thé 16n dén mirc nao?”. Cau tra 10i cho van
dé nay 1a né c6 thé Ion tiy y bao nhiéu ciing duoc.

Xét cdu hinh Mycielski nhu sau. Hai dinh duoc goi 12 bdn sao ciia nhau néu ching ¢ mot dinh lang
giéng chung nhung khong lién hop vai nhau. N6i cach khac, ban sao cia mot dinh nghia 1a ching ta bo sung
thém mot dinh mai lién hop voi tat ca cac dinh lang giéng ctia mot dinh cho trudgc. Mot dinh duoc goi la
universal néu n6 lién hop vai tat ca cac dinh khac cua db thi. Trong mot d6 thi day du, tit ca cac dinh déu la
universal. Tong quat hon, néu ching ta b6 sung thém mot dinh mai vao d6 thi va bién né thanh mét dinh
universal thi kich thudc cua clique téi dai s& ting thém 1 don vi. Bong thoi, n6 cling 1am ting gia tri cua sic
sb 1én 1 don vi bai vi dinh universal s& yéu cau ching ta phai bo sung thém 1 mau méi.

Bt dau voi do thi K,. Chlng ta tao ra cac ban sao ciia méi dinh. Ké tiép, ching ta bo sung thém mot dinh
méi lién hop véi tt ca cac dinh ban sao. Ching ta s& thu duoc d6 thi Cs. Binh mai bd sung thém nay s&
“universal” vdi tat ca cac dinh ban sao nhung viéc ching ta bo sung thém dinh méi nay lai khong tao ra thém
bat ky d6 thi tam giac nao. Nhu vay, no s& khong 1am ting gia tri cua chi s6 clique w(G). Tuy nhién, no lai
lam ting gi4 tri cua sic s6 y(G). Pay chinh 1a thu thuat chinh cua phép xay dung cua ching ta.

Hinh vé minh hoa.

Bay gio, ching ta l3p lai quy trinh trén cho d6 thi Cs: tao ra cac ban sao cia mdi dinh va bo sung thém mot
dinh méi lién hop véi tat ca cac dinh ban sao nay. D6 thi thu dugc s& duoc goi 1a dé thi Grétzsch. Nhan thay
rang x(G) = 4 va w(G) = 2. Chlng ta c6 thé dé dang ching minh dugc rang néu ching ta lap lai quy trinh
néu trén k 1an thi ching ta sé thu dugc mot do thi véi x(G) — w(G) = k. Biéu nay chi ra rang ludn ton tai
cac do thi véi hiu sé x(G) — w(G) 16n tily ¥ bao nhiéu ciing dugc. Néu chling ta nhin nhan w(G) nhu mot
chin dudi cua sac s6 y(G) thi mot cau hoi méi duoc dit ra & day do 1a: “Nhimg dd thi nhu thé ndo sé& thoa
man hé thuc y(G) = w(G) ?”.



Hinh v& minh hoa db thi Grotzsch.

Trong ly thuyét d6 thi, néu chling ta chimg minh dugc tinh ding dan caa mot thude tinh nao d6 cho mot do
thi thi rat tu nhién chiing ta cling mong mudn rang thudc tinh nay ciing dugc thoa man cho mdi do thi con
cam sinh caa nd. Nguyén nhan chinh cho viéc 1am néu trén caa chlng ta nam ¢ chd ching ta cé thé ap dung
nguyén Ii quy nap toan hoc theo sé dinh dé chimg minh duoc nhiéu két qua khac cua thudc tinh ¢6 hon.

Mot do thi G duoc goi 12 hoan hdo néu x(G") = w(G") véi moi @6 thi con cam sinh G’ cua G bao gom ca
chinh db thi G.

Nhan thay rang tinh hoan hao cua cac db thi co lién quan dén khai niém phan bu cua cac d6 thi. Nhic lai
rang chi s6 phu clique 8(G) ciia mot d6 thi G 1a sé nho nhit céc clique chira trong d6 thi G sao cho mdi dinh
déu thudc dung mét clique ndy. Chang ta s& ndi rang cac clique “phu” tap dinh cta do thi G. Do moi clique
chta trong G déu tao ra mot tap doc 1ap trong phan bu G nén ching ta co thé két luan rang moi phép td mau
cua G déu twong duong véi mot phép phu clique cia G, nghia 12 y(G) = 8(G). Nhu vy, néu G 1a mot do thi
hoan hao thi 8(G") = a(G") véi moi db thi con cam sinh G’ cua G bao gdm ca chinh db thi G.

Chang han, xét d6 thi G nhu trong hinh v& bén dudi day.
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Hinh v& minh hoa d6 thi hoan hao G va phan bu G.



Chung ta d& dang chirg minh dugc rang y(G) = 3, w(G) = 3 va a(G) = 2,6(G) = 2. Tuong tu, Voi
phan bl G, x(G) = 2,w(G) = 2 va a(G) = 3,0(G) = 3. Chung ta ciing d& dang kiém tra duoc ring G va G
déu 1a cac db thi hoan hao.

Mot vi du khac cho cac d6 thi khéng hoan hao 13 Cs: x(Cs) = 3, w(Cs) = 2,a(Cs) = 2,6(Cs) = 3. Chung
ta ciing dé dang chimg minh dugc rang Cs va Cs déu 1a cac do thi khdng hoan hao.

Mot cau hoi duoc dat ra & day do 1a: “Cac dd thi va cac phan bu cu xir twong tu nhau ddi véi tinh hoan hao.
Liéu day co phai 1a mot dinh Ii hay khéng 2. N6i cach khéac: “Liéu c6 thé xay ra trudng hop G 1a mot d6 thi
hoan hao nhung G khong phai la mot d6 thi hoan hao hay khong?”. Cau tra loi cho van dé nay 1a khong.
Khang dinh nay lan dau tién dugc phét biéu nhu 12 gidg thuyér dé thi hoan hdo yéu cia Berge vao nim 1960
va duoc ching minh lan dau tién boi Lovasz vao nam 1972 (phép chiing minh nay sir dung phuong phap tiép
can sir dung cac siéu dd thi).

Két qua 4.6.1 (Pinh li @b thi hoan hao yéu/Lovasz)

Mot do thi G 1a hoan hao néu va chi néu phan b G cua né ciing 1a mot d6 thi hoan hao.

Két qua 4.6.2.

Néu G 1a mét @6 thi chordal thi G ciing 1a mét d thi hoan hao.

Chieng minh két qua 4.6.2.

Gia str cho trudc mot dd thi chordal G. Do moi db thi con cam sinh G’ cua G ciing 1a mot dd thi chordal nén
ching ta chi can ching minh x(G) = w(G) 1a da. Do G 1a mot db thi chordal nén nd sé& c6 it nhat mot day
sap thir tu khi simplicial. Bang cach ap dung thuat toan t6 mau trén dudng thang cho do thi G theo thi tu
nghich dao nhu ching ta di 1am trong muc “Phép t6 mau cia cac do thi chordal”. Nhic lai rang bac I6n
nhat dat dugc khi thuc hién thuat todn nay 1a w(G) — 1. Nhu vay, x(G) = w(G), nghia 13 G 1a mot d6 thi
hoan hao. O

Két qua 4.6.3.

Néu G 1a mot d6 thi gia tam giac phan thi G ciing 1a mot d6 thi hoan hao.

Chitng minh két qua 4.6.3.

Gia sir cho trudc mot do thi gia tam giac phan G. Khi do, G ¢6 thé phan tich bang cach loai bé dan cac dinh
simplicial hozc cosimplicial (simplicial trong phan b G caia n6) tai mdi budc. Véi moi do thi con cam sinh
G' cua G, diy sip thir ty cac dinh ciia G nay sé tao ra mot day sip thir t cac dinh caa G’ vai cling tinh chét.
Nhu vay, G’ ¢6 thé phan tich bang cach loai bo dan cac dinh simplicial hoac cosimplicial tai mdi buéc. Piéu
nay c6 nghia 12 G' ciing 1a mot d6 thi gia tam giac phan. Do d6, twong tu nhu ddi véi cac do thi chordal,
khéng giam tinh tong quat cua van dé, ching ta chi can chiang minh x(G) = w(G) 1a du.

Chung ta s& chimg minh tinh ding dan cua khang dinh trén bang phuong phép quy nap toan hoc theo chi s6
dinh n(G). Véin = 3,4,5, tinh diing dan caa khang dinh trén la hién nhién. Gia sir khang dinh da dugc kiém




chung 1a ding véi moi d6 thi gia tam giac phan ¢d < n dinh véi n == n(G). Tir cach dinh nghia cua mot dd
thi gia tam giac phan, G c6 chira mot dinh x la simplicial trong G hoic G.

Trwong hep 1. x [a mot dinh simplicial trong G. Xét mot phép t6 mau thuc su ctia G — x boi y(G — x ) =
(G — x) mau. Néu w(G) = w(G — x) thi [N (x)| < w(G — x) — 1, nén chling ta cé thé sir dung mot mau bi
thiéu nao d6 trong N (x) dé t6 mau cho dinh x. Néu w(G) = w(G — x) + 1 thi [N (x)| = w(G — x), nén
ching ta phai sir dung mot mau méi dé to cho dinh x. Trong cé hai truong hop nay, chung ta déu thu duoc
mot phép td mau thuc sy cua G véi x¥(G) = w(G) mau. Nhu vay, G 1a mot d6 thi hoan hao.

Trwong hep 2. x 1a mot dinh simplicial trong G. Nhan thay rang do thi G — x ciing 1a mot d6 thi gia tam
giac phan cd < n dinh. T gia thiét quy nap cua bai toan, G — x s& 1a mot dd thi hoan hao. Tur Két qua 4.6.1),
G — x s& la mot @6 thi gia tam giac phan hoan hao. Nhan thiy ring d thi G c6 thé nhan dugc tir G — x bang
cach bo sung thém dinh simplicial x. Tur tredng hop 1), G 1a mot d6 thi hoan hao. Tir Két qua 4.6.1), G ciing
la mot dd thi hoan hao. O

Nhan thay rang c6 nhiéu loai do thi hoan hao khac nhau: cac db thi ludng phan, cac dé thi chordal yéu
(khdng chtra bat ky chu trinh cam sinh c6 d6 dai > 5 trong G va G), cac dé thi hoan hdo manh (moi db thi
con cam sinh déu c6 chira mot tap doc 1ap cd giao vai tat ca céc clique ti dai), cac do thi Meyniel (mdi chu
trinh Ié c6 do dai > 5 déu co chwa it nhat hai day cung), cac da thi Berge (khdng chia bat ky chu trinh cam
sinh 1¢ co d6 dai = 5 va phan bu cia no), v.v... Cac vi du va két qua néu ¢ trén 1am nay sinh ¥ tuéng rang
c4c chu trinh 1é c6 do dai > 5 va phan bi cia né chinh 1a nguyén nhan ngin can mot do thi tré nén hoan hao.
Phong doan nay duoc Berge dua ra vao nim 1960 va dugc dit tén 1a gid thuyét dé thi hoan hdo manh.

Ngay nay, n6 da tré thanh mét trong nhiing két qua quan trong nhat trong ly thuyét @6 thi cua thoi dai
ching ta:

Két qua 4.6.3. (Pinh li dd thi hoan hao manh/Chudnovsky — Robertson — Seymour — Thomas)

M6t do thi G 1a hoan hao néu va chi néu né khdng c6 chira chu trinh cam sinh Cyppq VA Coppq (kK = 2) N20

M6t trong nhitng loi ich co ban khi chdng ta c6 mét d6 thi hoan hao 1a chiing cho phép giai quyét cac bai
toan t6i wu nhu: sic sb, chi sé phu clique, chi sé doc lap, chi sb clique, v.v... v6i mot thuat toan véi thoi gian
da thuec.

4.7. Phép t6 mau canh/Binh li Vizing

Trong Iy thuyét t6 mau do thi, chiing ta ciing ¢ thé td mau cac canh ciia d6 thi thay cho viéc t6 mau cac
dinh. Trong céac phép t6 mau nhu vy, cac canh song song sé tao ra su khac biét dang ké nhung cac canh
khuyeén thi chi tao ra su bat tién. Dé thuan tién cho viéc trinh bay, ching ta s& tam loai bo cac canh khuyén.

Gia sir cho trudéc mot dd thi G = (X, E) c6 thé cd cac canh song song nhung khong cé chira cac canh
khuyén va mot s6 nguyén duong A > 0.

Mot phép A — t6 mau canh thec sw ciia G 1a mot phép gan nhdn mdi canh cia G véi mot mau nam trong
tap {1,2, ..., A} sao cho tat ca cac canh lién thuoc véi mot dinh cho trude nao d6 déu duoc t6 bai cac mau
phén biét.




Mot d6 thi dugc goi 1a k — colourable canh néu né ¢ it nhat mot phép té mau canh thuc sy véi toi da
khdng qua k mau.

Do s6 mau téi da co thé st dung 12 bang |E| nén ching ta s& chi quan tm chu yéu dén sé mau tdi thiéu co
thé str dung 1a chinh. D& khdng bi nham I4n véi khéi niém sac sé da gidi thiéu & muc trudc, s6 mau téi thiéu
c6 thé str dung tinh trén tat ca cac phép td mau canh thuc su duoc goi 1a sic sé canh ciia dé thi G, ki hiéu boi

!

x'(G).

Trong moi phép td mau canh thyuc su cua db thi G = (X, E), cac canh duogc td boi ciing mot mau s& dai dién
cho mot cap ghép nao d6. Nhu vay, mot phép td mau canh cua G c6 thé xem nhu mét 13 phan hoach cua tap
canh E thanh mot s6 cac cap ghép nao d6. Khi do, sic sb canh y'(G) s& 1a sé tdi thiéu cac cap ghép phan biét
tinh trén tat ca cac phan hoach nhu vay.

Nhan thay rang cac phép td mau canh cia G c6 thé duoc biéu dién lai dudi dang cac phép t6 mau dinh cua
mét d6 thi phu G’ véi cac dinh biéu dién cho cac canh cua G. Voi mdi d6 thi G = (X, E), chling ta xay dung
mét d6 thi don G’ = (X', E") sao cho X' = E va E' duoc tao ra theo cach sau: hai dinh trong G’ 1a lién hop
v6i nhau néu va chi néu cac canh twong ¢ng cua chiing ¢ mot dinh chung trong G. 6 thi G’ dugc goi 1a dé
thi tuyén tinh cia G, ki hiéu boi L(G).

Chang han, xét d6 thi G va db thi tuyén tinh L(G) nhu trong hinh v& bén duéi.
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Hinh v& minh hoa.

Chung ta d& dang moi phép t6 mau canh thuc su cia G déu twong (ng véi mot phép to mau dinh thyuc su
cia G’ va nguoc lai. Nhu vay, x'(G) = x(L(G)), véi moi d6 thi G khong c6 chaa céc canh khuyén.,

Ki hiéu A(G) la bac 16n nhat c6 thé c6 ciia do thi G. Hién nhién, x'(G) = A(G). Nhu vay, bac 16n nhat A
dong vai tro ddi véi sac sd canh y’ tuong tu nhu vai tro cua chi sb clique w ddi vai sac sé dinh y, ¥ = w.

Mot cau hoi duge dat ra & day do 1a: “Liéu hiéu s6 x'(G) — A(G) c6 thé I16n tiy y hay khong?”. Pang ngac
nhién 12 cau tra 16i cho cau hoi nay lai 12 y'(G) c6 gié tri rat gan véi A(G).



Két qua 4.7.1. (Vizing)

Néu G 1a mét @6 thi don thi x'(G) = A(G) hoic x'(G) = A(G) + 1.

Chitng minh két qua 4.7.1.

C4c d6 thi C, VA C,p44 12 céc Vi du don gian nhat cho thay rang lubn ton tai cac d6 thi nhan ca hai gia tri
trén cua y'(G). Chlng ta sé& chi ra rang moi d6 thi don G déu c6 thé dugc td boi A(G) + 1 mau phan biét.

Gia str cho trudc mot dd thi don G. Chon ra A(G) + 1 mau phan biét bat ky va sir dung chung dé té mau
cho cang nhiéu canh cua d6 thi G cang tét sao cho hai canh cung lién thudc véi mot dinh déu dugce td boi hai
mau phan biét. Néu tat ca cac canh déu duoc t6 mau thi ching ta hoan tat phép chiing minh. Trudng hop
nguoc lai, chiing ta thu dugc mot phép td mau canh thuc su mot phan cua 6. Khong giam tinh tong quét caa
van dé, gia st canh chua dugc td mau c6 dang xy, (canh ndi dinh x véi dinh y,). Ching ta s& td mau lai cac
canh cua db thi sao cho xy, trd thanh mot canh duoc t6 mau va sb cac canh dugc td mau ban dau van duoc
gitr nguyén. Sau khi 1ap lai quy trinh ndy nhiéu Ian nhat c6 thé, ching ta s& thu dugc mot phép td mau canh
thuc sy caa G. Do chung ta sir dung A(G) + 1 mau dé td va A(G) 1a bac 16n nhét c6 thé c6 cua d6 thi G nén,
tai mdi dinh cua db thi, luén cd it nhat mét mau bi thiéu. Ching ta s& c6 bén truong hop sau:

Trwong hep 1. Mau ¢ bi thiéu ¢ ca hai dinh x va y,. Té mau lai canh xy, boi mau c.

Truong hep 2. Khdng c6 mau nao bi thiéu dong thoi ¢ ca hai dinh x va y,. Ki hiéu ¢, 12 mot mau bi thiéu
& dinh x va ¢, 1a mot mau bi thiéu ¢ dinh y,. Néu tdn tai mot canh xy,, duoc td béi mau c; voi ca hai dau
mut déu bi thiéu mot mau c; nao do thi ching ta td mau lai canh xy, bdi mau ¢; va td mau lai canh xy, bai
mau c;.

Trwong hep 3. Khdng c¢6 canh xy, nao duoc td bdi mau ¢, véi ca hai dau mat déu bi thiéu cing mot mau
nao d6. Canh xy,; duoc td bdi mau c;; ki hiéu c, 1a mot mau nao dé bi thiéu ¢ dinh y,. Canh xy, dugc td boi
mau ¢,; ki hiéu c; 1a mot mau nao d6 bi thiéu & dinh y,. Canh xy, duoc td boi mau c5; ki hiéu ¢, 1a mot mau
nao d6 bi thiéu & dinh ys, v.v... nhu trong hinh v& minh hoa bén duéi (¢, 1a mot mau nao dé bi thiéu & dinh
y;). Gia st thu tuc nay duoc thuc hién lap lai cho dén khi c6 mot mau c¢;,, nao do6 bi thiéu dong thoi & ca hai
dinh x va y;. Khi dé, chiing ta to mau lai mdi canh xy; tir mau ¢; sang mau c;,4, i = 1,2, ..., L. Chlng ta s&
goi thu tuc nay la phép t6 mau lgi downshifting ter dinh y;. Chang ta quay tré lai truong hop khi mau ¢, bi
thiéu & dinh x. Do no ciing bi thiéu & dinh y, nén chiing ta t6 mau lai canh xy, boi mau c;.

Truwong hop 4. Néu ching ta khdng bao gio gap trudng hop ¢ mot s6 mau bi thiéu & ca hai dau mat cua
mot canh nao d6 thi, trong ddy cac mau cy, ¢y, c3, ..., S6GM hay mudn ciing sé c6 mot mau c;,, nao do bi lap lai
(diéu nay suy ra tir viéc s6 cac mau dugc sir dung la hitu han).

Ki hiéu c;41 = ¢, 1 1an l3p lai mau dau tién, 1 < k < 1. Nhan thay rang mau c, c0 & tat ca cac dinh lang
giéng cua x nhung noé lai bi thiéu ¢ dinh x. Xét mot duong di Kempe P gom cac canh duoc t6 mau thay phién
nhau boi hai mau c,, ¢, va bat dau ngay tai dinh y;. Do chling ta da td mau cac canh nay nén mdi dinh c6 thé
c6 nhiéu nhat hai canh duoc t6 mau bai cac mau ¢, Va cj,. Nhu vay, chi ¢6 thé c6 duy nhat mot duong di P
nhu vay.
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Hinh vé minh hoa.

Trwong hep con 4.1. P di qua dinh y, va két thic tai dinh x. Bang cach hoan d6i c&c mau ¢, va ¢, doc
theo dudng di P, chung ta thu duoc mot phép t6 mau méi trong d6 mau c;, bi thiéu & ca hai dau mat caa canh
XY. Thuc hién phép t6 mau lai downshifting tir dinh y;, va té mau lai canh xy, bai mau c;.

Trwong hep con 4.2. P di qua dinh y,_, va két thic tai dinh y,,_,. M6t lan nita, bang cach hoan ddi cac
mau ¢, Va c;, doc theo duong di P, chung ta thu duoc mot phép td mau méi trong d6 mau ¢, bi thiéu & dinh
yi_1. Do 1n6 ciing bi thiéu & dinh x nén chdng ta co thé t6 lai canh xy,_, boi mau c,. Thuc hién phép t6 mau
lai downshifting tr dinh y,_,va t6 mau lai canh xy, boi mau c;.

Trwong hgp con 4.3. P khong bao gio di qua dinh y,, hoac y,_;. Do ¢, ¢ mat tai dinh x nén duong di P
khéng bao gid di qua dinh x. Bang cach hoan d6i cac mau ¢, va c;, doc theo duong di P, chiing ta sé& thu
dugc mot phép td mau méi trong d6 mau ¢, ¢6 mat tai dinh y;. Thuc hién phép t6 mau lai downshifting tu
dinh y; va té mau lai canh xy, béi mau c;. m

Két qua trén phan chia tap tat ca cac d6 thi don thanh hai 16p: Lép 1) gdom cac do thi véi y'(G) = A(G) va
Lép 2) gom cac db thi voi x'(G) = A(G) + 1.

Néu mét d6 thi G ¢ céc canh bdi (nhung khong c6 chira cac canh khuyén ) thi béi sé u(6) dugc dinh
nghia 14 s6 t6i da cac canh khuyén ndi giira hai dinh bat ky cia d6 thi G. Khi d6, Két qua 4.7.1) c6 thé duoc
khai quat hoa lai nhu sau:



Két qua 4.7.2. (Vizing)

Néu G 1a mot da dd thi khdng c6 chira canh khuyén véi boi s6 u(G) thi A(G) < x'(G) < A(G) + u(G).

Két qua 4.7.3. (K6nig)

Néu G 1a mét @6 thi lugng phan thi x'(G) = A(G).




