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DIEM TU CUA DAY SO THUC
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Ngay 4 thang 12 nam 2021

MG pAU
Trong cac bai toan duéi day, ching ta quan tam dén khai niém co ban sau
Diém tu cta day s6 thuc. Cho (), la mot day sé thuc, mot s6 thuc c

goi la mot diém tu cia day do néu va chi néu vdi mdi so thuc duong d va s6 tu
nhién N thi luon ton tai so ty nhién n lén hon N sao cho |z, —c| < d.

Vi du. Xét day s6 (), O s6 hang tong quat (shtq) cho béi cong thitc

_n+ (—1)"n

n n—+1

,n €N,
Day da cho c6 mot diém tu 1a ¢ = 2, 14 béi vi v6i mdi sé tu nhien N va sd thuc

1 2
duong d cho truée, ta chon n = 2N + 2 {EZJ +2,thin> N vatun > p ta co

|z, — 2| = <d.

—2 B 2 <2
n+1| n4+1 n

Ta ciing c¢6 thé dé dang thay ring, 0 cling la mot diém tu cta day.



MOT SO KET QUA CO BAN

Gia sit ¢ 1a mot diém tu ctia day sé thuc () ltic d6 sé ton tai s6 nguyéen

duong N, dé sao cho

neN»

lzn, — ] < 1.
Va lai ton tai s6 nguyén duong N; sao cho N; > N, dé

1
lzn, — | < 5
Truy toan lién tiép sé thay 1a ton tai day s6 nguyen duong (Nj),.y tdng ngat,
dé ma v6i mdi sb6 tu nhién k ta lai cé
1

0< —cl < ——.
< lrw, = ¢ k1

Lay gi6i han kep khi k tién ra vo cuc dé thay

1. Néu ¢ la mot diém tu cia day so thuc (2n) ey tha ton tai mot day con (Tn,) ey
clia day (), oy dé sao cho
lim z,, =c.
k—o00

Ta cling c6 thé kiém tra chiéu dao lai ctia khéng dinh, tic la

Voi (xn),en la mot day s0 thuc, va ¢ la mot hang so thuc, Khi dé, néu ton

dé sao cho lim z, = c, thi c s€ la mot

tai mot day con (Tp,) ey cla day (z,)
— 00

neN

diem tu cia day (T,), -

0
Bay gio, v6i (), 1a mot day sb thuc cho trude, ching ta goi mot s6 nguyen
duong n 13 "ngao" néu x, > z,, v6i moi s6 nguyen duong m 16n hon n. Goi N

la tap cac s6 nguyen duong "ngao", va xét hai trudng hop sau

i, Néu N la mot tap hitu han, lac dé &t phai ton tai N du lén dé n khong
13 "ngao" vdéi moi s6 nguyen duong n > N. Dat ng = N, khi d6 ton tai
s0 nguyén duong ny; > ng sao cho x,, > x,, do ny khong "ngdo". Lai c¢6
niy > N, nén n; khong "ngdo", vi thé phai ton tai s6 nguyén duong ny > ny
dé z,, > x,,.. Ctt nhu vay, sé ton tai diy tang ngit cic s6 nguyén duong
(") eny dé v6i moi s6 tu nhién k thi n; khong "ngao" va diéu quan trong
nhat 1a (x,, ),y 12 mot day so tang ngat.

ii, Néu AV 1a mot tap vo han, dicu d6 nghia 1a ton tai mot day tang ngit cac
s0 nguyéen duong (ng),oy dé véi moi so tu nhién & thi ng 1a "ngao". Diéu
nay sé dan dén la day con (x,,),cy phéi la mot day don diéu khong tang
do ban chat cic s6 "ngéo".



wen- Két hop véi viec
néu (,, ).y bi chin, thi theo nguyen ly Weierstrass ta c6 day (z,, ),y 0ol tu
dén mot giéi han hitu han 1a mot s6 thuc ¢ ndo dé. Va, ta c6 dugde két qua sau

Tém lai, luon c6 mot day con don dieu (z,,) ..y cla ()

2. Mot day so thuc bi chdn thi né cé it nhat mot diém tu.

Béang cach xét day so6 cho bdi cong thic shtq x, = n + (—1)"n ta thay 1a mot
day c6 diém tu (c6 ddy con hoi tu) thi chua chic da bi chin. Mot cau hoi dat
ra hoi bi tir nhién & day, do la: néu (@n),en la mot day s6 thuc khong cé diém tu
nao, thi dac diém né ra sao? V6i cai két qua vita ¢6, ta c6 ngay mot dau hieu
d6 1a (z,,),cy khong bi chén, tham chi n6é khong thé trich ra dugc mot day con
bi chan, do 1a néu diéu ngudc lai xay dén, ta lai lay duge diém tu hitu han cla
cai day con kia, diem tu d6, cling van la diém tu clia day ban dau.

Cau tra 1oi nhu thé, thi ciing 14 tam 6n. Nhung ching ta sé cd gang 1ot ta
k¥ ludng hon cai ban chat ay, bang cach xét vai truong hop sau day

i, Néu {n € N: x, <0} 1a mot tap hitu han. Nhu thé, sé c6 mot chi s6 N
nao day dé ma ci véin € N: n > Ny thi x, > 0. Viéc danh gia gi6i han
mot day so thuec, 13 lien can dén nhitng chi s6 16n thoéa ¥, cho nén thoi thi
chad mat tinh tong quét ty ndo, ta cit di gid sit luon Ny = 0, néi khac di thi
nghia 1& z,, > 0 v6i moi chi s6 n. Lic nay, vé truc giac, sy 16n thoa y thich

clia cac phan tir ciia day cho ta phéong doan lim x,, = oo, nghia la ct véi
n—oo

mdi s6 thue C, lai ¢6 mot chi s6 N nao d6, dé ma ¢ v6i chi sé n 16n hon
N talaico x, > C. Gio, néu diéu dé 1a khong dung, thi tic 14 ton tai mot
s6 thue Cy dé cit v6i mbi chi s6 N lai ¢c6 mot chi s6 n 16n hon N sao cho

T S C().

Lay ng 1a s6 nguyen duong dau tién thdéa man x,, < Cp, ta lai lay tiép dugc
n1 € N sao cho ny; > ng va z,, < Cy. Va, viéc truy toan t6i tap cho thay
ton tai mot day chi s nguyén duong (ny),.y ting ngdt thoéa man la

n, < Cy, Yk €N.

Diéu nay dan dén viéc 1a day con (zy,),cy cla (), 1& ddy bi chan, va
nhu da noéi § trén ta lay duge diém tu cia (%0, ) peny VA 16 cling la diém tu

cia (2,),cy- Mau thudn c6 duge cho thay la 6 tinh hudng nay, ta cé

lim x, = oo.
n—oo

ii, Néu {n € N: z, > 0} 1a mot tap httu han, thi mot cach tuong tu ta c6

lim z,, = —o0.
n—oo



iii, Néeu {n e N: z, <0} va {n e N: z, > 0} déu la céc tap vo han, khi ay
ta phan hoach (theo chi s6) dudc (), thanh hai day con (a,),cy V&
(bn),,en Sa0 cho a, > 0 > b, v6i méi chi s6 n. Béi vi ching cling khong ¢6
diém tu ndo, nén nho nhitng tinh hudng da xét, ta co6 ngay

lim a, = oo lim b, = —o0.
T—00 n—oo

Tém két lai, ta c6 khang dinh sau day

Néu (2n),en la mot day s6 thuc khong co diém tu, thi
i, lim x, = oo néu trong day chi c¢é hiu han s6 am..
n—oo
i, lim x, = —oo néu trong ddiy chi cé hitu han s6 khong am.
n—oo

i, Phan hoach dugc (xn,),cy thanh hai day con (an), ey V6 (by), ey Sa0 cho

lim a, = o0 lim b, = —c0.
T—00 n—oo

Trong tinh huong day (x,), ey €6 00 han c¢d s6 am va so duong.

a
Phan tiép theo sau day, ta sé quan tam dén viéc xem xét sy hoi tu clia mot day
s6 thuc qua diém tu ctia n6. Trude tién, ta nhic lai ring néu day thuc ()
hoi tu dén /, thi do v6i mdi d > 0 va N € N lai ¢6 mot chi sé6 N; dé sao cho

neN

|z, — | <d,Vn > Ng.

V6i mdi d va N nhu vay, xét rieng v6i n = N + Ny + 1, thi tit n > N ta thay
rang giéi han [ ctia day chinh la mot diém tu cta day.

) [ =1
Néu nhu day da cho ¢6 mot gidi han khéc [ 1a I, thi véi d = | |

, S& phai

ton tai cac chi s6 Ny, Ny dé ma ctt v6i n > N thi |z, — 1] < d, con v6i n > Ny

thi |z, — I'| <d, chon n = Ny + No+ 1 tit n > Ny, n > Ny dé ma c6 mau thuin
2d =l =U| <|wp— 1|+ |z, = U'| <d+d.

Vay ta c6 duge khang dinh sau day

3. Néu (2n),,en 0T tu thi gidi han cia né la duy nhat.

Néu (x,) l1a mot day s6 thuc hoi tu dén [, khi d6 sé c6 mot chi s6 nguyen

neN



duong n; dé |z, — 1| < 1, ¥n > n;. T bat ding thic |z,| < |z, — | +]1], v& viec
dat M =1+ [I| + |xo| + |z1] ... + |7p,|, thé thi co

|z, | < M, ¥n € N.

Tic 14 mot day hoi tu thi sé bi chin, s bi chan dan dén day do6 c6 it nhat mot
diém tu la s6 thuc ¢ ndo dé. Bay gio néu day da cho c6 thém mot diém tu khéac

) 1 ) :
¢ 1a ¢, thi v6i s6 thue duong d = 5 lc — /| va s6 nguyén duong N tuy ¥, sé phai

ton tai céc chi s6 n. va ny 16n hon N dé
0, — | < d, |a,, — (| <d
Nhung dieu d6, dan dén mau thuan la
2d = |c — | < |z, — | + |2n, — €| <d+d.
Vay, ta c6 duge két qua sau

4. Néu (20),eny 10 mot day so thuc hoi tu thi né bi chan, va dong thoi né cé
mot diém tu duy nhat.

0
Nhiing két qua & phia trén da cho ta thay: néu mot day sb6 thuc ma hoi tuy, thi
né bi chin, giéi han day dong thoi ciing 1a diém tu duy nhat cia day. Gio ta sé
xét tinh hudng déo lai, ta 1ay ra mot day so thuc (x,), .y bi chin va c6 duy nhat
mot diém tu 1a c. Lic nay, néu day ay hoi tu thi ¢ chinh 1a giéi han cta day.
Néu diéu dé khong dung, thi phai ton tai mot sé thuc duong dy, dé v6i moi sd
nguyén duong N sé ton tai s6 nguyén duong ny sao cho ny > N va théa man
danh gia sau

|, — | > dy.

Chon N = 1, khi d6 s& ton tai s6 nguyén duong ng > 1 sao cho |z, — ¢| > do.
Lai theo suy dién d6 véi N = ng, sé sé ton tai s6 nguyén duong n; > ng sao
cho |z, — ¢| > dy.. Cit nhu vay, qua truy toan, ta c6 mot day tang ngit cac sd
nguyén duong (ng),.y dé sao cho véi moi k € N ta co

|z, — c| > dp.

Luc nay xét day con (z,,),cy, DO cling la day bi chan do (z,),cy bi chan, bdi
thé lai trich ra dugc tit n6 mot day con (xnki)iEN hoi ty, day nay cing van la day
con cta day (), y- ban dau, nén diém tu ctia n6 phai la ¢ theo gia thiét. Vi
dp > 0 nén phai ton tai s6 nguyén duong 7' sao cho véi mdi ¢ > T ta co

‘:z:nki — a’ < dy.



Nhung diéu do6, trai véi tinh chat clia day con (), ma ta da xay dung & trén.
Mau thuan vira nhan duge, cho ta

5. Mot day so thuc bi chdn va cé duy nhat mot diem tu la c, thi day so do
sé hoi tu dén c.

Nhu vay, ta ¢6 thém mot manh khoe dé xét su hoi tu qua viéc soi xét diém
tu, thay cho viéc lodng ngoang ching minh sy hoi tu nhu thong thuong, ta chi
can chi ra day bi chan va c6 diém tu duy nhat. Mot vi du, 1a bai toan sau day

8. Ung vdi méi s6 nguyén duong n, zét da thic

fo(x)=Co a* 1+ C5 23+ + Ol —

n

1. Chiing minh rang, vdi moi s6 nguyén duong n sé ton tai duy nhat mot so
thue 1, la nghiém cia da thic f,(x).

2. Véir, dinh nghia & 1 trén, chiing minh rang ton tai gidi han lim nr,.
n—-+00

Loi gidi. Tru6e hét ta nhan thay réng

fn(x):(x—l—l)n—(l—a:)n—l.

1. V6i x <0 thi co

r+ 1] <14 |z| =1— =z, kéo theo dédnh gid sau

41" =1 -2 =1
| |

< 0.
2

Vay, da thitc f,(x) sé khong thé c6 nghiém r théa man r < 0. Con véi
x > 0, ching ta dé y 1a £,,(0) f,(1) = = < 0 nén theo dinh 1y Bolzano-
Cauchy ap dung lén ham lien tuc f,(x) sé ton tai r, € (0; 1) 14 nghiém ctia
fn (z). Nghiem nay ctia f,(z) 1a duy nhat trén (0; +o0), bdi 1& 1a véi z > 0
tacox+1=1+]|z| > |z — 1| dé kéo theo

(fo (@) =n(z+1)*" —n(zx —1)"" > 0.

2. T 1y 1& 6 § trén, v6i mdi s6 nguyén duong n ta c6 r, € (0; 1), theo bat
déng thiic Bernoulli ta c6

14+2nm, < (147r)" =1 —r)" +1<1+1.



Dat nr, = a,, khi d6 day (a,),y. 1& day bi chan do 0 < a,, < 1,

no6 6 it nhat mot diém tu, gid st (an, ),y 12 day con hoi tu dén . Khi d6

ta thay rang do lim 7, = 0, nén
k—+o00

cho nén

0= lim (147 = (L7, 1)

k—+o00

1 Qank 1 2ank
i (0004 0

— €2l o 6_2l —1.

Giai phuong trinh an [, dé thay diém tu duy nhat 1a [y = {/In <M> Vi

thé, day (a,) 14 mot day hoi tu vé [y, nghia 1a

. 1++/5
lim nr,=,|In i

neN*

n—-4oo 2

)

Gio ta xét tinh huéng mot day s thuc (), .y c6 hai diém tu 1a a va b véi a < b,
dong thai né c6 sai phan hoi tu vé 0, tic 1a lim (z,,1 — x,) = 0. Lay mot s6
n—od

thuc ¢ trong khodng md (a; b) bat ky, xét d = min {¢ — a, b — ¢}, gia st ¢ khong
la diém tu ctia day, lic do sé ton tai s6 thuc duong dy va sé nguyen duong ng dé

sao cho dy < §d va v6i mdi chi sé n 16n hon ng, ta cod

|z, — | > d.

Tt lim (2,41 — x,) = 0, ta thay 1a ton tai chi s6 n; 16n hon ng dé sao cho
n—oo

‘$n+1 — In‘ < do, Vn > n;.

Do a 1a mot diém tu ctia day (z,,),,cy, nén ton tai chi s6 n* > ny dé |z, — a| < dy,
két hop ¢ — a > d > 2d, dé cé

Ty <a+dy=c—(c—a)+dy<c—d+dy<c—dy.
Ving+1>n">n; >ngnén ta lai c6 dugce

‘xn*+1 - C‘ Z d()



Diéu nay dan dén hoac 1a x,-41 > ¢+ dy hoic 1a 2,411 < ¢ — dy. Nhung kha ning
thit nhat khong xay ra, vi n6 kéo dén mau thuan |z, 1 — x| > 2dy > dy trong
khi n* > nq, nghia la ta lai c6 x,:11 < ¢ — dy. Qua viéc truy toan nhan dugc

T, <c—dy, Yn>n".

Theo gia thiét, b ciing 1a diém tu cta (z,) nén c6 chi s6 n 16n hon n* dé

neNy

|z, — b| < do.

Va diéu do, két hop véi z,, < ¢ — dy do n > n* cho ta mau thuan 1a
b—dy < x, <c—d.

T d6, ta di dén khing dinh sau

6. Vdi (z,) la day s6 thuc b chan va théa man lim (v, — z,) = 0. Khi

n—oo
do, néu a va b la cic diem tu cia day (2n),en V0T a < b va so thuc ¢ théa man
a <c<b, thiclamot diem tu cia day (v,)

neN

neN-

Nhu vay, néu mot day c6 hai diém tu 1a a va b v6i a < b, thi né sé c6 vo
han khong dém duge cac diém ty, 1a cac s6 thuc & trong doan déng [a; b]. Két
qua vita c6 dugc, lai cho ta thém mot manh khée khi xét sy hoi tu ctia mot day
sO thue. D6 1a néu mot day sé thuc bi chin, c6 sai phan hoi tu vé 0, va c¢6 hitu
han cac diém tu, thi day dé phai c6 duy nhat mot diém tu, va vi thé phai hoi
tu. Mot vi dy, la bai toan sau day

Tn41

9. Cho () =1, dong thoi

la mot day so thuc duong théa man lim

neN n—oo Iy,

(anrl - mn) (a:?zx?z—kl — Tpn — anrl) <0, Vn e N.

Chiing minh ring (x,), .y (& mot day hoi tu.

neN

Lot gidi. T gia thiét, véi mdi s6 tu nhién n ta c6 ngay

_ 2,.2 . .
<$n+1 + 21 ) _ (In X 1 > _ (xn—l—l xn) (xnxn—i—l Ty, ‘CCTH—I) <o

2 2.2 =
xn—f—l L mngjn—kl

Dén day, néu v6i moi s6 ti nhién n ta dat

1

n



Thé thi (y,),cy 1& mot day duong va don diéu khong téng, theo nguyén ly
Weierstrass né6 sé phai hoi tu dén s6 thuce khong am L ndo d6, cha § L > 1 do 1a
theo bat ding thitc AM-GM ta c6 danh gia sau véi méi chi sé n

1 1 1 1 1 1 1 3v/2

2 2 2 x x2 2

n n n

Néu (z,),cy khong bi chdn trén, lic day tir cdc khéo sat phia trén ta thay 1a noé

phéi c6 mot day con (2, ),y thoa man klim Ty, = 00, va ta c6 mau thuan la
—00

: . 1
b= fm o= i () =

N

Vay,(x,), .y bi chan trén, nén c6 mot s6 thuc C' duong dé véi mdi chi s6 n ta ¢

neN
o<z, <C.

Lp+1

Lic nay do lim =1, nén véi mdi d > 0 lai ¢c6 mot chi s6 N dé ma

n—oo In

Tn+1
Tn

C

—1‘<i, Vn > N.

Cho thay 13, v6i mdi s6 thuc duong d lai ¢6 chi s6 N sao cho

|xn+1_‘$n|E;__‘xn+1_'$n‘::67
Ty

Tntl _ 1‘ <d, ¥n > N.
In
Noi khac di

7}1_{1010 (Tp1 — xn) =0,

Gid néu ¢ la mot diém tu nao do clia (), .y (d& ton tai mot diem tu nhu thé,
do viéc n6 bi chdn), ta gid st (zn, ),y 12 ddy con clia (x,),, .y hol tu vé ¢, va co

neN
L= lim yy, = li N B
e O el x3, T

Vay, ¢ 1a nghiém ctia phuong trinh bac ba 2 — Lz + 1 = 0, v vi phuong trinh
ay chi c6 khong qué ba nghiém, cho nén theo cac két qué phia trén (x,), .y €
phai la mot day hoi tu.

0
Mot cau hoéi dat ra luon: vay, thé cé ton tai hay khong mot day so thue bi chan,
6 sai phan tu vé 0 va cé hai diém tu phan biét (ti d6 c6 vo han khong dém dugc



cic diém tu) hay khong?. Dé tra 16i cau hoi dé, ta nghi ngay dén sy trit mat ctia
cac sO hitu ty, ¢ day, dé ddm bao tinh bi chin, ta lay cac s6 hitu ty thuoc doan
déng [0; 1]. Va, tién hanh sdp day chay zic-zac theo cai bang tam giac nhu sau

0
0o 1
110
2
0121
3 3
3 2 1
S e —
4440
1 2
(R -
5 5 5 5

Cai bang do, dugc mo ta nom na la: 6 dong thit 2k, k € N* gom cac s sép tang
v6i 1< j <2k Con 6 dong thit 2k + 1, k € N*

%+ 1—
%véilgjg%.\/(ﬁ

nhitng ai khong thich ném na, thi s6 hang tong quat cia day dé la

X ~ P ? . N ]
dan tu trai qua phai la
qua p 2% — 1

gom cac sO sap gidm dan tu trai qua phai la

(0, néun =0.

n—2k?>+k

A 2 2 *
z, = o 1 ,neu2ks —k<n<2k+k keN

2k 4+ 3k —n
\ 2k

cnéu2ki+k<n<2k+1)°—(k+1), ke N~

RO rang, x,.1 — o, = 0 néu x,, va x,.; khac dong, con néu z,, va 2,41 cling nam
tréen dong [ v6i [ > 1 thi |z, — x,| = T Khi chi s6 n tién ra vo cung thi [

cling tién ra vo cung, va vl vay

lim |z,41 — 2, = 0.
n—oo

Cac phan tit ctia day cling 1a céc s6 hitu ty nam trong doan déng [0; 1], va dong
thoi trén moi dong déu ¢6 s6 0 vaso 1. T 1a ¢6 cac day con () ey VA (TN, pen

10



ctia day d6 théa man z,, =0, zn, =1, Vk € N. Va, ta cé cau tra 1oi cho bai
toan sau

7. Xay dung mot day so thuc (x,,),oy théa man dong thoi cic dieu kién sau

i, Vdi moi s0 tu nhién n ta déu cé x, € Q va 0 < z, < 1.
it, Dy (v,),cy €0 hai diém tu la 0 va 1.

i, T (41— 7) = 0.

Véi day vita xay dung dude, nhin vao bang thi ta thay 14 moi s6 hitu ty thuoc
doan déng [0; 1] déu 1 diém tu clia ddy, do 14 mdi s6 hitu ty y déu xuat hién &
vo han dong. Tuy nhién, thuc ra ta dau can nhin vao bang do6, véi viec day do
c6 hai diém tu 1& 0 va 1, thi nho két qua & phia trén, ta thay ngay la né cé tap
cac diem tu 1a [0; 1].

0
13 mot day van thoa méan nh_%lo (ap+1 — an) = 0 nhung la

Bay gio, néu (ay),,cy

day tang ngat va khong bi chan, ldc dé thi né khong c6 diém tu nao hét, va do

d6 ta c6 duge lim a,, = co. Luc day do lim (a,1 — a,) = 0 nén véi mdi sb6 thuyc
n—oo n—od

duong d tuy ¥, lai sé ¢6 mot chi s6 Ny dé cit v6i moi chi s6 n > Ny ta ¢

ap < Qpiq < ap + d.

Vavi lim a, = oo, nén cit véi s6 nguyén K thoa man K > ay, thi
n—00

SK:{NEN: n > Ny, anZK}%@
Theo nguyén 1y cuc han, ta lay dudc Nxg = min Sk va vi vai tro clia Ng, nén
K—d<CLNK—d<CLNK_1<K.

Chotal—d<{an,—1} <1,va 0 <{an,} <d. Tusu tuy chon cia K va d, ta
c6 duge 0 va 1 1a mot diém tu cta (2n),cn 6 day

z, ={a,}, Vn € N,

Va dé dang, ta c6 tap diem tu cta (z,),.y € 12 [0; 1]. D6 ciing 1a cau tra 1oi cho
bai toan sau day, khi ta xét day

a, =29v/n+5vn+1, Vn € N.

10. Tim tat cé cdc diém tu cia day (x,), oy, €6 cong thic s6 hang tong quat

£, = {29\/ﬁ+ 5¢/n + 1} VneN.
I

Xin két thuc chit dé 6 day. Néu ai quan tam dén chi de, thi viec tim kiém cac
van dé lien quan v phat trién né, dé sé 1a viéc clia cac ban.
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