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Chi dé 01. Cac khai niém co ban
1.1. P thi

Dé thi G 1a mot cap sap tha tu cua céc tap roi nhau (V, E) trong d6 E 1a mot tap con cua tap [V]? gom
cac cap khong sap th tu cua tap V. Trir khi c6 nhitng gia thiét phu bd sung thém, ching ta s& chi xem xét
cac db thi hitu han, nghia 1a V va E déu la céac tap hitu han. Tap E duoc goi la tdp dinh con tap E dugc goi 1a
tgp canh. Néu G 1a mot d6 thi thi V = V(G) ki hiéu tap cac dinh cua G va E = E(G) ki hiéu tap cac canh
cia G. Mot canh {x, y} duoc goi 1a néi gia cdc dinh x va y va duoc ki hiéu don gian lai boi xy. Do d6, xy
va yx 1a cac cach ki hiéu khéac nhau cua cling mét canh; cac dinh x va y duoc goi 1a cac dau mdt caa canh
nay. Néu xy € E(G) thi x va y dugc goi 1a cdc dinh lién hep (hoic cdc dinh lang giéng) cua G, cac dinh x
va y duogc goi la cac dinh lién thudc véi canh xy. Hai canh ciing dugc goi 12 liép hgp véi nhau néu ching c6
chinh xac mét dau mat chung nao do.

Nhu thuat ngit goi ¥, chung ta thuong khong xem mot do thi nhu mét cap sap thir ty ma thuong xem n6
nhu mot tap cac dinh ma mét sé dinh trong d6 duoc ndi véi nhau béi mot s canh nao dé. Pay ciing 1a mot
cach rat tu nhién dé giGp ching ta c6 thé biéu dién truc quan mot d6 thi. Trén thuc té, ddy cling chinh 1 cach
dé nhat dé ching ta c6 thé mé ta tryc quan mot do thi. Chang han, do thi G véi cac dinh 1,2, ...,9 va c4c canh
12,23,34,45,56,61,17,72,29,95,57,74,48,83,39,96,68,81 c6 thé duoc quan sat truc quan ngay lap tac béng
cach nhin vao hinh vé minh hoa bén dudi day.



Hinh anh minh hoa db thi G vei tap dinh V = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} va tap canh
E =1{12,23,34,45,56,61,17,72,29,95,57,74,48,83,39,96,68,81}.

Ching ta néi rang G’ = (V',E") 1a mot dé thi con cia G = (V,E) néu V' c V va E’ c E. Trong trudng
hop nay, ching ta s& ki hiéu G' € G. Néu G’ ¢6 chura tat ca cac canh cia G ndi giira hai dinh bat ki nam
trong V' thi G' duoc goi 1a mot dé thi con cam sinh béi V' (hoic dé thi con khung dwec tao ra béi V') va
dugc ki hiéu boi G[V']. Do d6, mot d thi con G’ caa G duoc goi 1a mot da thi con cam sinh néu G =
G[V(G")]. Néu V' = V thi G’ dugc goi 1a mot dé thi con khung cua G.
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Hinh anh minh hoa d6 thi con, do thi con cam sinh, d6 thi con khung cta d6 thi G.

Chung ta cling thuong xay dung cac do thi méi tir cac d6 thi cii bang cach x6a hoic bo sung them mot s6
dinh va canh mai. Néu W < V(G) thi G — W = G[V \ W] la mot d6 thi con cua G thu dugc bang cach xoa
cac dinh trong W va tat ca cac canh lién thudc véi ching. Tuong tu, néu E’ < E(G) thi G — E' =
(V(G),E(G)\ E"). NéuW = {w}va E’' = {xy} thi cach ki hiéu nay dugc don gian hda thanh G — w va G —
xy. Tuong tu, néu x va y 1a cac dinh khéng lién hop nhau caa G thi G + xy 1a mot d6 thi nhan duoc tir G
bang céch ndi x vai y.

Néu x 1a mot dinh ciia d6 thi G thi thong thuong chling ta s& viét x € G thay cho cach viét x € V(G). Bdc
ciia mét do thi G dugc dinh nghia 13 sé dinh dugc chira trong G va dugc ki hiéu lai boi |G|. Ki hiéu twong tu
cling duoc str dung dé chi s6 luong phan tir cia mot tap hop X: |X| duoc dung dé biéu thi sé phan tir cia tap
X. Do d6, |G| = |V(G)|. Kich thuwéc ciza mét do thi G duoc dinh nghia 13 s6 canh dugc chira trong G va



duogc ki hiéu lai boi ||G||. Chung ta thuong dung G,, d&é chi mot db thi tly y véi bac n. Tuong tu, G (n, m)
duoc dung dé chi mot d thi tly y véi bac n va kich thuge m.

Vi cac tap con roi nhau U va W cta tap cac dinh ciia mot db thi, ching ta thuong dung ki hiéu E (U, W)
dé chi tap cac U — W canh, nghia 13 tap céc canh ndi gitta mot dinh nam trong U véi mot dinh nam trong W.
Ngoai ra, |U, W || = |E(U, W)| ciing duoc dung dé ki hiéu sé cac U — W canh. Néu ching ta muén nhan
manh rang do thi dang khao sét 1a G thi ching ta s& thuong ki hiéu E; (U, W) va ||U, W||;.

Hai db thi duoc goi 1a ddng cdu néu c6 mot phép twong tng 1 — 1 gitra cac tap dinh caa ching va van bao
toan tinh lién hop. Nhu vay, G = (V, E) s& dang cau voi G’ = (V',E’) néu c6 mot song anh ¢: V — V' sao
cho xy € E khi va chi khi ¢p(x)¢(y) € E'. R& rang, cac dd thi dang cau véi nhau déu c6 cuing bac va kich
thude. Thong thudng ching ta khong dit van dé phan biét gitra cac d6 thi ding cdu ngoai trir khi ching ta
can xem xét cac do thi xac dinh trén céc tap dinh phan biét hoic cac tap dinh dugc gan nhan (chang han, cac
dd thi con cuia mot do thi cho trudc). Theo cach quy wdc ndy, néu G va H 1a cac db thi dang cau thi ching ta
s€ ki hiéu G = H (hoac don gian chi la G = H).
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Hinh v& minh hoa tit ca cac d thi c6 bac < 4 va kich thudc 3 (sai khac nhau mot phép dang cau).

Kich thuéc cua mot d6 thi ¢6 bac n bat ky nho nhat 12 0 va I6n nhat 1a (7). R6 rang, véi méi 0 < m <
(3). ludn ton tai mot d6 thi G (n, m). Mot do thi ¢6 bac n va kich thuéc (1) duoc goi la mot n — do thi day
da va duoc ki hiéu lai boi K,,; mot do thi c6 bac n va khdng cé chira canh nao duoc goi 1a mot n — db thi
rong va dugc ki hiéu lai bai E,,. Trong K,,, moi dinh déu lién hop véi nhau; trong E,,, khdng c6 hai dinh nao
lién hop vé6i nhau. D6 thi K; = E; duoc cho 1a tim thuong.

Do E,, c6 céach ki hiéu kha gan véi tap cac canh ciia mot d6 thi nén ching ta s& thuong st dung K, dé ki
hiéu cho mot d6 thi rdng bac n (phan bu cua do thi day di K,,). Tong quat hon, vai mot do thi G = (V, E)
bat ky, phan bii cua G duoc dinh nghia la d6 thi G = (V, () — E). Do d6, hai dinh s& lién hgp véi nhau
trong G khi va chi khi chung khéng lién hop véi nhau trong G.

Tdp cdc dinh lang giéng ciia x dugc dinh nghia 1a tap cac dinh lién hop véi dinh x € G va dugc ki hiéu
lai boi N (x). Poi khi, chiing ta ciing goi N (x) la tdp lang giéng mé cia x con N (x)U{x} duoc goi la tap
lang giéng dong cuia x. Ngoai ra, ching ta cling s& Ki hiéu x~y dé ngu y rang dinh x lién hop véi dinh y. Do
d6, nhitng cach y € N(x), x € N(y), x~y, y~x la hoan toan twong duwong v&i nhau: mdi ki hiéu trong ching
déu ngu y rang xy 1a mot canh cua G. Bdc ciia dinh x dugc dinh nghia 13 d(x) = |N(x)|. Néu chlng ta
muén nhan manh rang d6 thi dang xem xét 1a G thi ching ta sé thuong ki hiéu 1a N; (x) va dg (x). Mot quy
udc tuong tu ciing s& duoc chap nhan cho cac ham khéc khi ching ta can nhan manh vé do thi dang duogc
xem xét. Do d6, néux € H = G[W] thi Ny(x) = {y € H:xy € E(H)} = N, (x)NW.



Bdc nhé nhat ciia cdc dinh ciia dé thi G duogc ki hiéu boi 8(G) va bdc lén nhdt ciia cdc dinh ciia dé thi
G duoc ki hiéu boi A(G). Mat dinh ¢6 bac 0 s& dugc goi 1a mot dinh ¢d ldp. Néu §(G) = A(G) = k, nghia la
moi dinh ciia G déu c6 bac bang k, thi G s& dugc goi 1a mot dé thi regular bdc k (hoic dé thi k — regular).
Mot dé thi 1a regular néu va chi néu né 1a mot do thi k — regular véi mot chi sé k nao d6. Mot do thi 3 —
regular thuong dugc goi 1a mot khéi ldp phuwong.

NéuV(G) = {xy, x5, ..., x,,} thi (d(xl-));1 duoc goi 1a mot ddy bdc cia G. Thong thuong ching ta sé
thudng sap thi tu cac dinh ndy sao cho két qua thu dugc s& 1a mot diy don diéu ting hoic mot diy don diéu
giam. Chang han, §(G) = d(x;) < --- < d(x,,) = A(G). Do mdi canh déu c6 hai dau mut nén téng cac bac
cua G gap doi tong sb canh: ¥, d(x;) = 2||G].

Nhu vay, tong cac bac cua G s& 1a mot s6 chan: Y7, d(x;) = 0(mod2).

Nhan thay rang nhan dinh trén ciing chi ra rang sé cac dinh c6 bac Ié ciing s& 1a mot s6 chan. Ching ta
cling nhan thay rang §(G) < [2|G|/n] va A(G) = [2|G|/n], trong @6 |x] 12 s6 nguyén 16n nhat khong vuot
qua x va [x] = —|—x] 1a s nguyén nho nhit I6n hon x.

Mot dwong di P duoc dinh nghia 1a mot d6 thi P ¢6 dang V(P) = {x,, x4, ..., x;} VA E(P) =
{xOxl, X1X2, «un) xl_lxl}.

Db thi P nay thudng dugc ki hiéu lai bai xyx; ... x;. Cac dinh x, va x; duoc goi | cdc ddu mit cia P va
[ = |P| dugc dinh nghia la chiéu dai ciia dwong di P. Ching ta s& ndi rang P 12 mot dwong di tiv x, dén x;
(hoic xo — x; dwong di). Hién nhién, P ciing 1a mot duong di tir x; dén x, (hodc x; — x, dudng di). Doi khi,
chiing ta s& can nhin manh rang P 1a mot dudng di xuat phat tir x, dén x,. Khi d6, chiing ta s& goi x, 1a dinh
ddu con x; 1a dinh cudi cua P. Mot duong di c6 dinh dau 1a x thuong duoc ki hiéu boi x — dudng di.

Mot tap cac dinh (hoic cac canh) duoc goi la déc 1dp néu khdng co hai phan tir nao trong sé ching lién
hop voi nhau. Nhu vay, mot tap cac dinh W < V(G) s& dugc goi 1a doc 1ap néu va chi néu G[W] 1a mot dd
thi rdng. Mot tap cac dudng di duoc goi 1a dgc 1dp néu, véi hai duong di bat ky, cac dinh nam trong ca hai
dudng di nay chi co thé 1a cac ddu mat caa ching. Do dé, cac x — y dudng di Py, P,, ..., P, 1a doc lap néu va
chi néu V(P)NV(P;) = {x,y} véi moi cap chi so i # j. Thuat ngix doc 1ap nay s& duoc sir dung thudng
xuyén cho cac bai toan co lién quan dén cac dinh, cac canh va cac dudng di cia mot dd thi. C6 mot khai
niém khac ciing lién quan rat chat ch& dén khai niém duong di nam trong mot do thi. Mot day truyén W
dugc dinh nghia 1a mot day cac dinh va cac canh thay phién nhau x,, e, x4, €5, ..., e, x; V&i e; = x;_1x;,0 <
i < 1. Theo cach dinh nghia thuat ngit nhu & trén, ching ta s& ki hiéu W lai 1a mot x — x; day truyén va [
duoc xem nhu 14 chiéu dai ciza W. Day truyén W duogc goi 1a trail néu tat ca cac canh cta noé d6i mot phan
biét nhau. Luu y rang ban than mot duong di P chinh 12 mot day truyén co tat ca cac dinh doi mot phan biét
nhau. Mot trail c6 cac dau mat triung nhau (maot grail déng) thuong dugc goi 1a mot circuit. Noi mot cach
chinh xac hon, mét circuit dugc dinh nghia 12 mot trail déng khong co su phan biét dinh dau cudi va hudng.
Néu mot day truyén W = xyx; ... x; thdaman I > 3,x, = x;, cac dinh x;(0 < i < ) déu doi mot phan biét
nhau va khac véi x, thi W duoc goi 1a mét chu trinh. Bé don gian, ching ta s& thuong sé ki hiéu mot chu
trinh nhu vay lai dudi dang x;x, ... x;. Luu ¥ rang cach ky hiéu nay khéac véi cach ky hiéu caa mot duong di
do x,x; ciing 1a mot canh caia chu trinh ndy. Do mét chu trinh s& khéng c6 dinh bat dau cling nhu khong co
hudng nén tat ca cac cach ki hidu x;x, ... x;, X, X3 ... X;Xq, X7 ... X;—1 déu biéu thi cho cling mét chu trinh.



Chung ta thudng st dung ki hiéu P; dé biéu thi mot duong di tiy v ¢6 chiéu dai I va C; dé biéu thi mot
chu trinh ¢6 chiéu dai 1. Ching ta con goi C5 1a mot tam giac, C, 13 mot te giac, Cs 1a mot ngi gide, v.v....
Ngoai ra, C; cling duoc goi 1a mot I — chu trinh. Mot chu trinh s& duoc goi 1a chan (hoic 1é) tiy thudc vao
viéc chiéu dai cua no 1a mot sé chan (hoic 18).

Hinh v& minh hoa céac d6 thi Cs, Cy, Cs.

Trudéc khi tiép tuc trinh bay cac dinh nghia, ching ta s& gigi thiéu hai két qua quan trong lién quan dén
cac chu trinh. Két qua dau tién duoc ghi nhan boi Veblen vao nam 1912.

Két qua 1.1.1. (Veblen)

Tap cac canh ciia mot do thi bt ky co thé duoc phan hoach thanh mét tap cac chu trinh khi va chi khi
mdi dinh cta n6 déu co bac chan.

Chirng minh két qua 1.1.1.

Nhan thay rang néu mot do thi c6 thé duoc phan hoach thanh mét tap cac chu trinh doc 1ap canh thi mdi
dinh duoc chua trong k chu trinh déu c6 bac bang 2k.

Gia sir moi dinh cua db thi G déu cd bac chan va ||G]| > 0. Mot van dé duogc dit ra ¢ day do 1a: “Lam thé
nao dé ching ta cd thé tim thay mot chu trinh don trong do thi G?”. Gia sir xox; ... x; 1a mot dudng di véi
chiéu dai 16n nhat I trong G. Do x,x; € E(G) nén ching ta d& dang suy ra rang d(x,) = 2. Khi d6, dinh x,
phai ¢c6 mot dinh lang giéng y khac véi x;. Hon nita, ching ta s& phai c6 y = x; véi motchisd i,2 < i < I
truong hop nguoc lai, yxyx; ... x; s& 1a mot dudng di c6 chiéu dai bang [ + 1. Do d6, chung ta d& dang
chting minh dwoc rang xyx; ... x; chinh Ia chu trinh can tim.

Sau khi d3 tim duoc mét chu trinh nhu d3 trinh bay & trén, tam gia sir 12 C;, tit ca nhiing gi ching ta can
phai 1am tiép theo 1a lap di 1ap lai quy trinh néu & trén. B¢ hinh thirc hda cu thé khang dinh trén, ki hiéu
G, = G.Khi @6, C; 1a mot chu trinh trong G;. Ki hiéu G, = G, — E(C;). Nhan thay rang do moi dinh cua G,
déu c6 bac chan nén E(G,) = @ hoic G, c6 chita mot chu trinh €, nao d6. Bang céch tiép tuc lap lai cach
lam trén, chiing ta dé dang tim dugc cac chu trinh phan biét dinh C;, C,, ..., C sao cho E(G) = Ui_, E(C)). o

Pé chizng minh tinh dang din caa két qua thi hai — mot két qua tuyét dep dugc gigi thiéu boi Mantel vao
nam 1907, chdng ta s& can sir dung hé thirc ¥, d(x;) = 2|G| va bat dang thuc Cauchy — Schwarz.

Két qua 1.1.2. (Man)

A 7 A \ ’ r r 2 A 4 ’ . A A 4
Moi do thi c6 bac n va kich thuéc 16n hon [%J deu co chira it nhat mot tam giac.




Chitng minh két qua 1.1.2.

Gia st G 1a mot db thi triangle — free c6 bac n.

Khi d6, véi moi canh xy € E(G), N(x)NN(y) = @, nénd(x) + d(y) < n.

Bang cach ldy tng tat ca cac bat diang thirc trén voi moi canh xy € E(G), ching ta nhan thay rang

Zred(0)? < nlIG]|.

Bang cach sir dung hé thac Y™, d(x;) = 2|G| va bat dang thirc Cauchy — Schwarz, ching ta nhan thay
rang

2IIGIN? < (Fxec d(x))? < n(Tyec d(x)?).
Nhu vay, (2]|G]])? < n?||G|| (diéu nay suy ra tir hé thuc ¥, d(x;) = 2||G]]), nén ||G|| < n?/4. O

Nhan thay rang danh gia néu trong két qua trén 1 tét nhat cd thé duoc. Dinh 1i Mantel d3 duoc mé rong
rat nhiéu boi nha toan hoc Turan vao nhimg nam 1941: nhu chung ta sé& thay trong Chi dé 04. Cac bai toan
cuc tri o thi, Pinh 1i Taran nay dong vai tro nhu 1 diém xuat phat caa Iy thuyét cuc tri do thi.

Gia sir cho trudce cac dinh x va y, khodng cach d(x, y) giita chiing dugc dinh nghia 1a chiéu dai nho nhit
c6 thé c6 ciia mot x — y dudng di. Néu khdng ton tai bat ky mot x — y dudng di nao thi d(x,y) = .

Mot d6 thi dugc goi 12 lién théng néu tdn tai mot x — y dudng di, véi moi cip cac dinh phan biét {x, y}.
Lwu ¥ rang moi d6 thi lién théng c6 bac > 2 déu khong co chira bat ky mot dinh o 1ap nao. Mat d6 thi con
lién thong t6i dai s& duoc goi 1a mot thanh phdn lién thong cua do thi. Mot dinh khép duoc dinh nghia 1a
mot dinh ma khi chung ta x6a dinh nay di s& 1am ting s thanh phan lién théng cua do thi. Twong tr, mot
canh duoc goi 1a mot canh cau néu khi ching ta x6a canh nay di ciing s& 1am ting sb thanh phan lién thdng
ctia do thi. Nhu vay, mot canh cau dugc dinh nghia 13 mot canh ma khi ching ta x6a canh nay di s& lam ting
s6 thanh phan lién théng cua dd thi. Mot db thi khdng cd chira bat ky mét chu trinh nao duoc goi 1a mot
ring (hoic mot dé thi acyclic); mot ring lién thong sé duoc goi 1a mot cay. Méi quan hé gitra mot cay va
mét ring sé trd nén it vo 1y hon néu chung ta luu ¥ rang rirng 1a mot té hop cac cay roi rac nhau; noi cach
khéc, rirng 1a mot d thi c6 moi thanh phan déu 1a mot cay.
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Hinh vé& minh hoa cac ring.



Mot d6 thi G duoc goi 1a mot dé thi liwéng phan véi cac ldp dinh V4 va V, néu V(G) = V,UV,, V,NV, =
@ va moi canh ctia n6 déu ndi mot dinh nam trong V; vai mot dinh khac nam trong V,. Ching ta cling s& noi
rang G c¢6 phan hoach lwéng phan (V4,V,). Tuong ty, mt dd thi G duoc goi 1a mot  — phan véi céac lép
dinh Vy,V,, ...,V,. (hodc r — phan hogch (V4, V5, ..., V,)) néu V(G) = V,UV, U ... UV, V;NV; = @ véi moi
capchisd 1 <i < j < r vakhong cd canh nao ndi gitta hai dinh nam trong cting mot 16p dinh.

Ki hiéu K (ny,n,, ..., n,.) 1a mot d6 thi r — phan day du: mot d6 thi c6 n; dinh trong 16p dinh thir i va
chura tat ca cac canh ndi gitra cac I6p dinh khac nhau. Dé don gidn, chiing ta thuong ki hiéu K, , thay cho
K(p,q) va K,.(t) thay cho K (¢, ..., t).

Chuing ta thuong ki higu GUH = (V(G)UV(H), E(G)UE(H)) va kG dé chi hop cua k ban sao ri rac
cua G. Chlng ta s& nhan dugc dd thi G + H tir G UH bang cach b sung thém tat ca cac canh nam giita G va
H. Chéng han, K2'3 = EZ +E3 = K_2+K_3Vé.Kr(t) = Et + "'+Et = E‘I’ o0 +E

C6 mot khai niém khéc ciing lién quan rat chat ché dén khéi niém d6 thi. Mot siéu dé thi duoc dinh nghia
la mét cap sap thir tu (V, E) sao cho VNE = @ va E 1a mot tap con cua tap P (V) — tap lity thira cua tap V:
tap tat ca cac tap con cua V.
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Hinh v& minh hoa siéu d6 thi twong tng vi mat phang Fano: mat phang xa anh PG (2,2) dugc tao thanh boi
7 dinh 1,2,3,4,5,6,7 va 7 duong théng 124,235,346,457,561,672,713.

Trén thuc té, c6 mot phép twong tng 1 — 1 don gian giira cac siéu do thi va mot 16p nhat dinh cac d6 thi
ludng phan. Gia st cho trugc mot siéu do thi H = (V, E). Khi d6, biéu dién lwong phan cia H dugc dinh
nghia 1a mot d6 thi ludng phan véi cac 16p dinh vai céc 16p dinh V va E trong d6 mot dinh x € V dugc ndi
véi mot canh S € E khi va chi khi x € S.



124 235 346 457 561 672 713
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Hinh v& minh hoa d6 thi Heawood: biéu dién ludng phan cia mat phang Fano.

Tir cach dinh nghia nay cia chiing ta, mot db thi khong thé chira bt ky mot cenh khuyén nao (mét canh
ndi mot dinh vai chinh né) va né ciing khong thé chira cac cgnh bai (cac canh cting ndi mét cip dinh ndo
d6). Trong mot da dé thi, cac canh khuyén va canh boi déu dugc cho phép; mét canh khuyén c6 thé dugc
xem nhu mot canh dic biét. Bé tranh viéc gay ra nham lan, cac d6 thi s& duoc goi 1a cac dé thi don. Trong
bai viét ndy, ching ta thudng sé& khao sat cac dd thi don nhiéu hon 1a cac da db thi. Tuy nhién, d6i khi cac da
db thi 1a 16i giai ty nhién cho céac két qua cua ching ta va that gia tao khi ching ta lai di gigi han cac khao
sat trén cac dd thi don. Chang han, Két qua 1.1.1) van con diung d6i véi cac da d6 thi véi diéu kién 1a mot
canh khuyén dugc tinh 1a dong gép 2 don vi vao bac cia mot dinh va chung ta ciing s& chap nhan céc chu
trinh ¢6 chiéu dai bang 1 (cac canh khuy@n) va cac chu trinh c6 chiéu dai bang 2 (chu trinh duoc tao thanh
boi hai canh ndi giita cac dinh giéng nhau).

Néu céc canh la céc cip dinh duoc sip tht tu thi chidng ta s& nhian duoc khai niém vé mot dé thi co
huwéng va mot da do thi cd hweng. Mot cap sap tha tu (a, b) duoc goi 1a mot canh cé hwong tir a dén b
(hoic mot cgnh bér dau tai a va két thic tgi b) va ki hiéu lai boi ab. Céc khai niém dugc dinh nghia cho
cac dd thi d& dang duoc chuyén sang cho cac da dd thi, cac dd thi c6 hudng, cac da d6 thi c6 hudng véi cac
stra d6i bd sung nhét dinh. Nhu vay, mot day truyén c6 hwdng trong mot da do thi c6 hudng duoc dinh
nghia 1a mot ddy cac dinh va cac canh thay phién nhau: x,, e;, x4, €,, ..., €}, x; a0 cho canh e; bat dau tai
x;_4 Va két thuc tai x;. Ngoai ra, moi dinh x caa mot do thi c6 huéng bat ky déu c6 mot bac ngoai va mot
bac trong: bdc ngoai d* (x) dugc dinh nghia 1a s6 cac canh bat dau tai x va bdc trong d~(x) dugc dinh
nghia 1a s6 c&c canh két thic tai x.

Mot dé thi dinh hwéng 1a mot d6 thi c6 hudng thu duoc bang cach dinh huéng lai cac canh cia mot do
thi vo huéng, nghia 1a mdi canh ab déu duoc xac dinh mot dinh huéng ab hoic ba. Nhu vay, mét db thi
dinh huéng 12 mot db thi c6 hudng trong dé chi ¢ thé xay ra nhidu nhit mot trong hai huéng ab va ba.

Nhan thay rang Két qua 1.1.1) ciing c6 mot bién thé ty nhién ddi véi cac d6 thi co hudng: tap cac canh

ciia mot do thi co hudng c6 thé dugc phan hoach thanh cac chu trinh ¢6 hudng khi va chi khi mdi dinh cua
n6 déu c6 cling bac trong va bac ngoai, nghia 1a d* (x) = d~(x) véi moi dinh x.



1.2. Pwong di — Chu trinh — Cay

Véi cac khai niém da dugc dinh nghia cho dén nay, chiing ta c6 thé bat dau chitng minh mot sb két qua
co ban vé cac do thi. Mac du phan Ién cac két qua ma ching ta trinh bay ¢ day hau nhu khong gi hon chi 1a
nhitng quan sat don gian nhung chung lai phii hop véi phong céch trinh bay caia cac chu dé khac nén ching
ta van s& gioi thiéu ching & day.

Két qua 1.2.1.

Gia sir x 1a mot dinh caa mot do thi G nao d6 va ki hiéu W 1a tap cac dinh cua mot thanh phan lién thdng
nao d6 c6 chira x. Khi d6, chiing ta s& c6 cac khang dinh sau:

i) W ={y€G:Gc6échiramdtx —y dwong di};
i) W ={y € G:G c6 chiramdt x — y trail};
iyw ={yeaG:d(x,y) < o};

iv) Véi moi u, v € V = V(G), chiing ta s& ki hiéu uRv khi va chi khi uv € E(G) va ki hiéu R la quan hé
trong dwong nho nhét xac dinh trén V ¢6 chtra R. Khi d6, W 14 16p tuong duong cua x.

Két qua nho ndy ngu Y rang moi do thi déu 1a hop phan biét dinh caa cac thanh phan lién théng cua né.
Diéu nay tvong duong véi viéc moi dinh déu duoc chtra trong mot thanh phan lién thdng duy nhat. Hon nita,
mét canh 1a mét canh cau néu va chi néu n6 khdng nim trong bat ky mét chu trinh nao.

Két qua 1.2.2.

Mot d6 thi 1a ludng phan khi va chi khi né khdng cé chira bat ky mét chu trinh 1¢ nao.

Chieng minh két qua 1.2.2.

Gia sir G 1a mot d thi ludng phan véi cac lép dinh V; va V, twong tng. Gia St x; X, ... x; 1a mot chu trinh
bat ky chira trong G. Khong giam tinh tong quat, gia st x; € V;. Khi do, x, € V,, x3 € Vy,v.v...: x; € V; Khi
va chi khi i 1a mot s 1é. Do x; € V, nén [ phai 1a mot sb chén.

Gia st G 1a mot dd thi khong cd chira bat ky mot chu trinh ¢ ndo. Do mét @6 thi 1a ludng phan khi va chi
khi n6 c6 hai thanh phan lién thong va moi canh cia né déu ndi mot dinh nam trong thanh phan lién thong
nay véi mot dinh khac nam trong thanh phan lién théng khac. Chon ra mot dinh x € V(G) bat ky, ki hiéu
V, = {y:d(x,y)lamétsd 18}, V, = V \ V;. Nhan thay rang khong c6 bat ky mot canh nao néi hai dinh nam
trong cting mot 16p dinh V;: truong hop nguoc lai, G s& c6 chira mét chu trinh 1e. Do d6, G 13 mot do thi
ludng phan. O

Nhan thay rang moi d6 thi ludng phan bat ky vai phan hoach luang phan (V,,V,) déu chi c6 tdi da
[V, ||V,| canh. Do d6, mot do thi ludng phan vai bac n sé ¢6 téi da max,k(n — k) = |n?/4| canh va cuc dai
s& dat dugc v6i do thi ludng phan day du Ky, 2 [n/21- Tt Két qua 1.2.2), chiing ta dé dang nhén thay [n?/4]
cling 1a kich thudc cuc dai ¢6 thé c6 caa mot dd thi vai bac n khong co chaa bat ky chu trinh 1é nao. Trén
thuc té, nhu chiing ta da thay trong Két qua 1.1.2), [n?/4] 1a kich thudc vira da dé dam bao mot d6 thi véi
bac n s& cd chira it nhat mot tam giéc.




Két qua 1.2.3.

Mot d6 thi 1a rieng khi va chi khi, véi moi cap dinh phan biét {x, y}, nd lubn cé chtra nhiéu nhat mot x —
y duong di.

Chitng minh két qua 1.2.3.

Nhan thay rang néu x;x, ... x; 1a mot chu trinh nam trong mot do thi G thi x;x, ... x; Va x;x; s& 12 hai
x; — x; duong di chua trong G.

Nguoc lai, gia St Py = XgX1Xy ... X;—1%; VA Py = XoV1V, ... Vi 18 hai xy — x; dudng di phan biét nam
trong mot d6 thi G. Ki hiéu i + 1 1a chi s6 nho nhat sao cho x;,; # ¥;,, Va ki hiéu j 1a chi s6 nho nhat sao
choj = ivay;,, lamot dinh cua Py, tam gia st y;,4 = xp,. Khi d6, x;X;11 ... X4V ¥j—1 - Yi+1 S€ la Mot chu
trinh nam trong G. 0

Két qua 1.2.4.
Gia sir cho trudc mot dd thi G bat ky. Khi do, cac khang dinh sau déy 1a twong dwong véi nhau:
1) G lamot cay;

i) G 1a mot dé thi lién thong téi tiéu, nghia 1a G 1a mot do thi lién théng va néu xy € E(G) thi G — xy 1a
mét d6 thi khong lién théng. N6i cach khéc, G 1a mot @6 thi lién thong va moi canh ciia n6 déu 1a mét canh
cau.

iii) G 1a mot do thi acyclic téi dgi, nghia 1a G 1a mot d thi acyclic va néu x va y 1a cac dinh khong lién
hop nhau cia G thi G + xy s€ phai chira mot chu trinh nao do.

Chieng minh két qua 1.2.4.

(i)=(ii), (i)=(iii) Gia str G 1a mot cay. Nhan thay rang, véi mot canh xy € E(G), dd thi G — xy khong
thé chtra bat ky mot x — y duong di xz,z, ... z,y ndo: trudng hop nguoc lai, G s& chira chu trinh
XZ1Zy ... Zxy. Do d6, G — xy 1a mot d6 thi khong lién thong. Nhu vay, G s& 1a mot do thi lién thong tdi tiéu.
Tuong tw, néu x va y 1a cac dinh khong lién hop nhau cua cy G thi G c6 chira mot duong di xz,2, ...z V.
Do d6, G + xy s& ¢ chira chu trinh xz, 2, ... z,y. Nhu vay, G s& la mot d6 thi acyclic t6i dai.

(ii)=(i) Gia st G 1a mot do thi lién thdng téi ticu. Néu G ¢ chira mot chu trinh xz, z, ... z,y thi G — xy
cling 1a mot do thi lién thdng (diéu nay suy ra tir viéc, trong bat ky mot u — w day truyén nao cua G, canh
xy ¢0 thé dugc thay thé boi duong di xz, z, ... z,y). Do diéu ndy mau thuan véi tinh ti tiéu cia G nén ching
ta dé dang suy ra rang G 1a mot d6 thi acyclic, nén G ciing sé& la mot cay.

(iii)=(i) Gia sir G 12 mot @6 thi acyclic toi dai. Mot van dé duoc dat ra & day d6 1a: “Liéu G c6 that su 1a
mét d6 thi lién thong hay khéng?”. Cau tra 1oi cho van dé nay hién nhién 1a c6, béi vi néu c6 cac dinh x va y
nam trong cac thanh phan lién théng khac nhau thi, bang viéc bo sung thém canh xy vao G, chling ta s& nhan
dugc thém mot chu trinh xz,z, ... z,y nao d6 (diéu nay suy ra tir viéc G 1a mot d6 thi acyclic téi dai). Tuy
nhién, ching ta lai nhan thay rang viéc bd sung thém canh xy vao G s& khdng thé tao ra thém bat ky mot chu
trinh xz,z, ... z;y nao: truong hop nguoc lai, xz,z, ... z;y S€ dong vai tro 1la mot duong di trong G. Nhu vay,
G s€ la mot cay. O




Két qua 1.2.5.

Moi d6 thi lién théng déu co chira mot cay khung, nghia 1a mot cy c6 chira moi dinh cua db thi.

Chitng minh két qua 1.2.5.

Tinh dtng dan cua khang dinh trén duoc suy ra bang cach chon ra mot d6 thi con khung lién théng toi
tiéu bat ky 1am cay khung twong (ng néu trong khang dinh. O

C6 mot sb cach don gian dé gilp ching ta cd thé xay dung duoc mot cay khung caa mot db thi G cho
truc; ching ta s& trinh bay hai trong s6 chdng:

Céch thir nhit. Chon ra mot dinh x € G bat ky vaki hieuV; = {y € G:d(x,y) = i},i =0,1,..Luu y
rang néu y; € V;,i > 0, VA X212, ... z;_1y; 1a mot x — y; duong (Su ton tai cia mot duong di nhu vay sé duoc
dam bao bai cach chung ta dinh nghia cac tap V;) thi d(x,zj) = j véi moi chi sé j,0 < j < i. Hon nira, Vi #
@ va, v&i moi dinh y € V;,i > 0, ton tai mot dinh y’ € V;_, duoc ndi véi dinh y. (Hién nhién, dinh y' nay
thudng s& khong phai 1a duy nhat nhung, véi mdi dinh y # x, ching ta chi can chon ra mot dinh y” 1a du) Ki
hiéu T 1a d thi con cua G véi tap dinh V va tap canh E(T) = {yy":y # x}. Khi d6, T s& 1a mot d6 thi lién
thdng (diéu nay suy ra tir viéc moi dinh y € V — {x} déu duoc ni véi dinh x boi mot duong di yy'y”" ... x).
Hon nita, T con 1a mot dd thi acyclic (diéu ndy suy ra tir viéc néu W 1a mot tap con batky caa V va w 1a
dinh trong W cach xa nhét so véi x thi w s& duoc néi véi tdi da mot dinh khac trong W). Nhu vay, T s& 1a
cay khung can tim.

Lap luan & trén cho thay rang, véi k = max, d(x,y), ching ta s& c6 V; # @ véi mdi chisd 0 < i < k va
V =V(G) = UX,V;. Chinh vi nhan dinh ndy ma rat khé dé ching ta c6 thé chong lai quan diém cho rang
diamG = max, ,d(x,y) la dwong kinh cia G va radG = min,max,d(x,y) la ban kinh cia G.

Néu ching ta chon dinh x véi k = max,d(x,y) = radG thi cy khung T ciing s& c6 ban kinh béng k.

Céch thir hai. Chon ra mét dinh x € G bat ky va ki hiéu T, 1a @6 thi con cua G véi chi duy nhat mot dinh
x. Khi d6, T; sé la mot cay. Gia su chiing ta da xay dungcaccdy T, c T, € -+ € Ty, < G Vi T; ¢6 ban kinh
bang i. Néu k < n = |G| thi, tir tinh lién théng cua G, s& ton tai mot dinh y € V(G) \ V(T}) lién hop (trong
G) véi mot dinh z € Ty Ki hiéu T, 12 cdy mai nhan duoc tir T;, bang cach b sung thém dinh y va canh yz
vao T,. Khi d6, Tj,,15& 1a mot d thi lién théng va no cling 1a mot do thi acyclic (diéu nay suy ra tir viéc yz
khong thé 1a mot canh cua bat ky mot chu trinh nao trong T,). Nhu vay, Ty, ciing 1a mét cay, nén day
Ty € Ty C - s& €O thé dugc tiép tuc cho dén T,. Khi do, T,, s& 1a mot cay khung cia G.

Céc cay khung dugc xay dung bang mot trong hai cach néu & trén s& co bac n va kich thudc n — 1.
Trong céch xay dung thir nhat, phép tuong ting xac dinh bai cong thicc y — yy’ s& 1a mot phép tuong tng
1 —1gitraV — {x} va E(T). Trong cach xay dung th hai, chling ta nhan thay rang || T, || = k — 1, véi moi
chi s6 k (diéu nay suy ra tir viéc ||T; || = 0 va Ty, €6 nhiéu canh hon so vé&i T;,). Tir Két qua 1.2.4), ching ta
nhan thay rang moi cay déu chi co duy nhat mot cay khung; cu thé, cay khung d6 1a chinh né. Do dé, chung
ta dé dang suy ra két qua sau day:




Két qua 1.2.6.

Moi cay c6 bac n s& ludn c6 kich thuéc bang n — 1; Moi rirng ¢6 bac n va k thanh phan lién thong s&
ludn ¢6 kich thuéc bang n — k.

Phan dau tién cua khang dinh trén cd thé duoc két hop vao mot sb tinh chét dic trung khac cua cac cau
trdc cay. Dac biét, mot d6 thi c6 bac n s& 1a mot cay néu va chi néu nd 1a mot do thi lién théng va co kich
thuéc n — 1.

Két qua 1.2.7.

Moi cay c6 bac > 2 déu cd chira it nhat 2 dinh c6 bac 1.

Chirng minh két qua 1.2.7.

Giastrd; <d, < - < d, 1adiy bac cia mot cdy T voi bac n > 2. Do T 1a mot db thi lién théng nén
8(T) = d; = 1. Do @6, néu T chi ¢ nhiéu nhat mot dinh bac 1 thi ching ta nhan thay rang

2n—2=2|T|l =¥~ d; >1+2(n—-1). 0

Mot trong nhirng van dé ndi tiéng nhat trong Iy thuyét téi wu hoa yéu cau ching ta phai xac dinh mot
cach twong ddi mot dd thi con khung véi mot sé tinh chat dic biét cho trude:

“Gia str cho trugc mot do thi G = (V, E) va mot ham chi phi cé gia tri duong f: E — R* xac dinh trén tap
cac canh. Xac dinh mot db thi con khung lién théng T = (V, E") cua G sao cho biéu thuc £(T) =
Yxyer f (xy) dat gia tri nhé nhat c6 thé dugc ?”

Chng ta s& goi mot do thi con khung T nhu vay 1a mét dé thi con khung téi wu. Ching ta khdng can
qua nhiéu tri tudng tuong dé cé thé dich bai toan trén thanh mot vin dé “ngoai doi thuc”:

“Gia str cho trugc mot s6 ngdi 1ang nao do dugc két ndi véi mot ngudn cung cap nude trong tng véi ngdi
lang d6. Hé thdng dudng 6ng bao gom cac duong dng ndi gitra ngudn cung cap nudc giira hai lang. Vai hai
ngdi lang bat ky, ching ta ludn biét rd rang rang liéu co thé xay dung dugc mot dudng ng ndi giira ching
hay khdng va chi phi dé xay dung mot duong dng nhu thé (néu duoc). Van dé duoc dit ra ¢ ddy do 1a 1am
thé nao dé c6 thé xac dinh duoc mot hé thong duong 6ng tdi uu két ndi gitta cac ngdi lang nay?”

Pé chuyén doi bai toan trén thanh mot bai toan vé do thi, gia stir G 1a d6 thi co tap dinh 12 tap cac ngoi
lang va xy 1a mot canh caa nd néu va chi néu ching ta co thé xay dung dugc mot dudng 6ng ndi giira x va
y; ki hiéu f (xy) 1a chi phi dé chiing ta xay dung duoc mot duong dng nhu vay. Khi d6, mot hé théng cac
duong 6ng nhu vay sé twong Gng véi mot do thi con khung lién thong T cua G. Do hé théng nay phai téi uu
nén T phai 1a mot do thi con khung lién thong tdi tiéu cua G, nghia 1a mot cay khung cua G.




Hinh anh minh hoa mot do thi G va mot ham chi phi f: E —» R*.

That vay, db thi con khung lién théng T ma ching ta can tim kiém phai 1a mot d thi con lién théng toi
tiéu: trudng hop nguoc lai, ching ta s& tim dugc Mot canh @ ma khi x6a n6 di khoi d thi lién théng T van
s& nhan duoc mot dd thi con khung lién théng téi vu T — . Nhu vay, T s& 1a mot cay khung caa G. Tay
thudc vao dic diém va cau trdc cua mot cay khung, ching ta s& c6 mot s6 cach don gian dé xac dinh mot cay
khung ti wu; chiing ta s& trinh bay bon trong sé cac phuwong phap nay.

(1) Gia st cho trugc mot d6 thi G va mot ham chi phi f: E(G) — R*, chling ta chi can chon ra nhiing
canh c6 chi phi thdp nhét cia G, nghia 14 nhitng canh & sao cho f (@) dat gia tri nho nhat c6 thé dugc. Mai
canh tiép theo s& duoc chon tir cac canh c6 chi phi thap nhat con lai cua G véi han ché duy nhat 14 tat ca cac
canh di dugc chon khéng thé nim trong bat ky mét chu trinh nao, nghia 1a d6 thi con cua G duoc tao ra bai
cac canh duoc chon s& 1a mot db thi acyclic.

Quaé trinh nay s& két thic khi khdng cd canh nao c6 thé duoc bd sung thém vao tap cac canh E’ di dugc
chon tir truée cho dén nay ma khéng tao ra bat ky mot chu trinh nao. Khi d6, Ty = (V(G), E") s& la mot 46
thi con acyclic ti dai cia G. Do d6, n6 ciing s& 1a mot cay khung cua G (diéu nay suy ra tir khang dinh (iii)
cua Két qua 1.2.4).

(2) Phuong phap nay dua trén mét thuc té 1a that ngu ngdc khi ching ta lai di sir dung mét canh c6 chi
phi cao trir khi diéu d6 1a can thiét dé dam bao cho tinh lién thdng cua do thi con nhan duogc. Nhu vy, ching
ta s& x0a ting canh co chi phi cao nhat ma viéc x6a nay khéng lam mat di tinh lién thong cta do thi con
nhan dugc. Tir Két qua 1.2.4), qua trinh nay s& két thiic khi chling ta nhan duoc mét cay khung Ts.

(3) Chon ra mét dinh x; bat ky ciia G va chon ra mot trong nhitng canh c6 chi phi thap nhat c6 lién thuoc
VGi x4, tam gia sir 13 x,x,. K& tiép, chon ra mot trong nhitng canh cé chi phi thap nhat ¢ dang x;x véi 1 <
i <2vax & {x;,x,}. Gia sir ching ta da tim dugc cac dinh x4, x,, ..., x;, va mdt canh x;x;, i < j, voi moi
dinh x;,j < k. Chon ra mét trong nhitng canh c6 chi phi thap nhat c6 dang x;x v6i 1 < i < k va x ¢
{x1, %, ..., X;c}, tam gia st 12 x;x,.,.,. QUa trinh ndy sé& két thic sau khi ching ta chon ra n — 1 canh. Ki hiéu
T5 la cdy khung nhan dugc tir cAc canh nay.



Hinh v& minh hoa 3 trong sé 6 cay khung téi wu cua db thi G.

(4) Phuong phép nay chi cd thé duoc 4p dung néu khong c6 hai dudng 6ng ndo cé cing mot chi phi xay
dung. Uu diém cua phuong phép nay nam & chd mdi lang déu cé thé ty dua ra quyét dinh va bat dau xay
dung mot dudng ng ma khong can phai ban tim dén viéc tim hiéu xem céc lang khéc sé& lam gi. Tat nhién,
mdi lang déu s& bit dau xay dung dudng 6ng c6 chi phi thdp nhat xuét phat tir chinh lang d6. Co thé xay ra
truong hop ca hai lang x va y déu dang xay dung duong 6ng xy. Trong truong hop nay, ho s& gap nhau ¢
giita va ching ta s& nhan dugc mot dudng 6ng duy nhat ndi gitta x va y. Do do, vao cudi giai doan nay, mot
s6 lang s& duoc néi véi nhau bang cach duong dng dan nhung toan bo hé théng dng cua ching ta khdng nhat
thiét phai lién thong. O giai doan tiép theo, vdi mdi nhoém lang duogc lién két voi nhau bang cach duong dng
dan, xac dinh duong dng dan véi chi phi thap nhat di ¢én mot ngdi lang khac khong nam trong nhom lién
két nay va bat dau xay dung dudng 6ng dan duy nhat d6. Lap lai quy trinh nay cho dén khi chling ta nhan
dugc mot hé thdng dng lién thong. Hién nhién, cac lang s& khong bao gio xay dung cac dudng ng nam
trong mot chu trinh ndo do, nén hé thdng cac duong éng thu duoc sau cing sé 1a mot cay khung.

Két qua 1.2.8.

M3i mét trong bén phuong phap duoc mo ta & trén déu s& tao ra mot cdy khung tdi wu. Néu khdng co hai
canh ndo c¢6 cung chi phi thi ching ta s& chi c6 dugc mot cay khung duy nhét.

Chieng minh két qua 1.2.8.

Chon ra mét cay khung téi wu T cua G c6 cang nhiéu canh chung véi cay khung T, cang tét, trong d6 Ty
la cay khung duoc tao ra bai phuong phap dau tién.

Giasit E(T,) # E(T). Céc canh cia T; dugc chon lan luot: gia sir xy la canh dau tién cia T; khong phai
la mot canh cua T. Khi d6, T s& c6 chira mot x — y dudng di P nao d6. Puong di P nay sé& c6 chua it nhat
mot canh uv nao d6 khong nam trong T;: trudong hop nguoc lai, T; s& ¢d chira mot chu trinh nao d6. Do canh
xy da dugc chon chir khdng phai 1a canh uv nén canh xy khong thé cé chi phi cao hon uv, nghia 1a
fxy) < f(uv). Khido, T' = T — uv + xy s€ 1a mot cay khung. Hon nira, do f(T') = f(T) — f(uv) +
f(xy) < f(T) nén cay T’ méi s& 1a mot cay khung t6i uu ciia G. Hién nhién, bat dang thirc ¢ trén ngu y rang
F(T") = f(T) va f(xy) = f(uv). Diéu ndy chi ra rang cay T’ nay c6 nhiéu diém chung véi T; hon T, mau
thuan voi cach lya chon cay T cua ching ta. Do @6, T = T;. Nhu vay, T, thuc sy 1a mét cay khung téi wu
cua G.

Céc bién thé nhe ctia chiing minh & trén ciing chi ra rang cac cay khung T, va T duoc tao ra bai cac
phuong phap thir hai va thir ba ciing 14 t6i wu.




Gia st khdng 0 hai canh nao c6 cung chi phi, nghia 1a f (xy) # f(uv) véi moi xy # uv. Ki hiéu T, la
cay khung duoc tao ra boi phuong phap th tu va T 1a mot cdy khung tdi wvu cua G. Giast T # T, va xy la
canh dau tién cua T, khdng phai 1a mot canh cia T. Do canh xy da duoc chon nén nd sé 1a canh c6 chi phi
thap nhat caa G ndi mot dinh cia mot cay con F cua T, véi mot dinh nam bén ngoai F. Do d6, ching ta s&
c6 duoc mot x — y dudng di trong T ¢6 chtira mot canh uwv ndi mot dinh caa cay con F véi mot dinh nam
bén ngoai F. Nhu vay, f(xy) < f(uv). Tuy nhién, day la mot diéu khdng thé (diéu nay suy ra tir viec T’ =
T —uv + xy la mot cay khung cua G va f(T') < f(T)). Do d6, T = T,. Piéu nay cho thay rang T, thuc sy
la mot cay khung ti wu ciia G. Hon nita, do cay khung dugc tao ra bgi phuong phap thir tu 1a duy nhat nén
cay khung téi wu s& 1a duy nhat néu khong c6 hai canh nao c6 cing chi phi. O

1.3. Chu trinh Hamilton va Circuit Euler

Bai toan nhéan vién ban hang.

Gia sir mot nhan vién ban hang phai thuc hién mot chuyén viéng thim n thanh phé va khi két thic
chuyén viéng tham nay anh ta s& phai quay tré lai tru s¢ chinh ¢ thanh phd ma anh ta da khoi hanh. Chi phi
cua chuyén di gitra bat ky hai thanh phé nao ciing da duogc xac dinh tir trude. Van dé duoc dit ra ¢ day do 1a
xac dinh mot thuat toan “hiéu qua” dé tim ra mot chuyén viéng tham it tén kém chi phi nhat? (mét thuat toan
s& duoc xem 1a “hiéu qua” néu thoi gian thuc hién cua né bi giéi han boi mot da thire duoc tinh theo sé cac
dinh)

Bai toan nhan vién ban hang nay rat giéng voi bai toan xac dinh cay khung tdi vu di dugc thao luan dén
trong muc trude d6 nhung vé ban chit thi chiing hoan toan khac nhau. Mic du d3 co rat nhiéu cac khao sét
da duoc thuc hién lién quan dén van dé nay bai vi 1oi giai cia n6 ¢ nhirng tng dung rit quan trong trong
thuc té nhung cho dén nay ching ta van chua thé biét liéu c6 ton tai mot thuat toan hiéu qua dé tim ra mot
chuyén viéng tham it ton kém chi phi nhu trén hay khéng.

Trong mot phién ban khac cua bai toan nhan vién ban hang, ching ta thudng s& yéu cau chuyén viéng
tham bt buc phai 1a mét chu trinh, nghia 14 nhan vién ban hang khéng duoc phép viéng thim cung mot
thanh phé hai 1an ngoai trir thanh phé cua tru sé chinh noi anh ta bit dau va két thic chuyén viéng tham cua
minh. M6t chu trinh c6 chira tit ca cac dinh cua mot do thi cho truéc s& duoc goi 1a mot chu trinh Hamilton
ctia do thi d6. Ngudn gdc cua thuat ngir ndy xuét phét tir mot tro choi da duoc phat minh vao nim 1857 bai
nha toan hoc Sir William Rowan Hamilton dwa trén viéc xay dung cac chu trinh c6 chira tat ca cac dinh cua
khi thap nhi dién déu. Mot duong di co chura tit ca cac dinh cia mot do thi cho trudce sé dugc goi mot
duong di Hamilton. Mot d6 thi ¢ chira mot chu trinh Hamilton dugc goi 1a mot dé thi Hamiltonian.




Hinh v& minh hoa mét chu trinh Hamilton caa khéi thap nhi dién déu.

Trén thyc té, cac chu trinh va dudng di Hamilton trong cac do thi dic biét da dugc nghién ctiu khé nhiéu
tir truGe ca khi Hamilton dé xuat tro choi cia minh. Cu thé, bai toan ma di tuan trén ban co vua (bai toan yéu
cau ching ta phai xac djinh mot chu trinh Hamilton trong db thi véi cac dinh 12 64 6 vudng cta ban co vua va
hai dinh s& lién hop vé&i nhau néu va chi néu quan ma c6 thé nhay tir hinh vudng nay sang hinh vudng con
lai) da duoc phén tich ky luong boi Euler vao nhitng nam 1759.

Hinh v& minh hoa hai duong di Hamilton ctia quan ma trén ban co vua.

Néu, trong phién ban tht hai cua bai toan nhan vién ban hang, chi cé hai loai chi phi 1a 1 va oo thi cau hoi
dugc dit ra & day cua ching ta sé 1a: “Liéu d thi dwoc tao ra boi cac canh c6 chi phi di lai bang 1 ¢6 chta
mot chu trinh Hamilton hay khéng ?”. Ngay ca trong truong hop dac biét nay caa bai toan nhan vién ban
hang van chua duoc giai quyét: ching ta vin chwa biét duoc riang liéu co ton tai hay khong mot thuat toan
hiéu qua nhu vay.

Néu chi phi di lai giira hai thanh phé bat ky 1a nhu nhau thi nhan vién ban hang caa ching ta s& khdng
qua kho khin trong viéc tim kiém mot chuyén viéng tham it tbn kém nhat: moi hoan vi cia n — 1 thanh phé
(thanh phé thar n chinh 13 noi duoc dit tru s& chinh) déu s& 1a mot chuyén viéng tham can tim. Véi sy tu do
méi duoc tim thdy, ching ta mong muén nhan vién ban hang s& khdng thuc hién lai cing mot duong di xy
trong khi van c6 mot duong di uv ma anh ay van viéng tham. Van dé duogc dit ra ¢ day do 1a: “Liéu anh ay
c6 thé thuc hién dugc mong mudn cua ching ta hay khong?”. Bé lap ké hoach viéng tham cho nhan vién ban
hang, chdng ta chi can phan tich K,, thanh hop cia mét sé chu trinh Hamilton phén biét canh. Van dé cua
ching ta s& tré thanh: “Véi nhiing gia tri nao cia n thi diéu nay co thé xay ra?”. Do K,, 1a mot do thi
(n — 1) — regular va mét chu trinh Hamilton chinh 1a mot do thi 2 — regular nén ching ta dé dang nhan
thay diéu kién can ¢ day sé lan — 1 phai 1a mot s6 chin, nghia 12 n phai 1a mot s6 1é. Biéu kién can nay
cling c6 thé duoc suy ra tir thuc té 1a || K, || = %n(n — 1) va mot chu trinh Hamilton bat ky ludn c6 chira n

canh. Do do, K,, phai la hop cﬁa%(n — 1) chu trinh Hamilton.

Ké tiép, chling ta gia sir n 1a mot s6 1é va n > 3. Bang cach x6a di mot dinh bat ky cua K,,, ching ta dé
dang nhan thay rang néu K, 1a hop cua % (n — 1) chu trinh Hamilton thi K,,_; s& 1a hop cua é (n — 1) duong



di. (Trén thuc té, néu K,,_, 13 hop ctia mot s6 dudng di Hamilton thi n — 1 phai 1a mot s6 chan (diéu nay suy
ra tir viec ||K,_4 |l = %(n — 1)(n — 2) va mot duong di Hamilton bat ky trong K,,_, déu c6 n — 2 canh))

e
. -

Hinh vé minh hoa ba duong di Hamilton phéan biét canh trong K.

Chung ta ciing c6 thé d& dang chi ra rang, véi moi sé nguyén 1é n, K,,_, thuc su 1a hop caa % n—-1)
duong di Hamilton. Trong mét phép phén tich cua K,,_, thanh %(n — 1) duodng di Hamilton nhu trén, moi
dinh déu 1a dau mat cia ding mot duong di Hamilton (Trén thuc té, khang dinh nay dung véi moi phép
phan tich cua K,,_, thanh %(n — 1) duong di Hamilton phan biét canh (diéu nay suy ra tir viéc mdi dinh x
cua K,,_, déu c6 bac Ié nén s& cd it nhat mot dudng di Hamilton phai két thdc tai x)). Do d6, néu chiing ta bd
sung thém mot dinh méi vao K,,_; va md rong méi duong di Hamilton trong K,,_, thanh mot chu trinh
Hamilton trong K, thi chidng ta sé thu dugc mot phép phan tich cua K,, thanh %(n — 1) chu trinh Hamilton
phan biét canh. Nhu vay, ching ta d& dang ching minh duogc két qua sau day:

Két qua 1.3.1.

Vi mdi chi s6 n = 3, mot d6 thi day du K,, ¢ thé phan tich dugc thanh cac chu trinh Hamilton phan biét
canh néu va chi néu n 1a mét sé 1&. V&i mdi chisdé n > 2, mot dd thi day da K,, ¢ thé phan tich duoc thanh
cac duong di Hamilton phan biét canh néu va chi néu n 1a mét sé chan.

Ké&t qua trén cho thay rang néu n > 3 1a mot sb 1¢ thi ching ta c6 thé xau chudi tat ca % (n — 1) chu trinh
phan biét canh trong K,, ndy lai v&i nhau dé tao thanh mét circuit chura tat ca cac canh cua K,,. N6i chung,
mét circuit chira tat ca cac canh trong d6 thi G s& duoc goi 1a mot circuit Euler cia 6. Twong tu, mot trail
chtra tat ca c4c canh trong dd thi G s& duogc goi 1a mot trail Euler.

Mét db thi duoc goi 1a Eulerian néu nd ¢ chita mét circuit Euler nao d6. Céc circuit va trail nay duoc
dat theo tén ciia nha toan hoc Leonhard Euler vao nhiing nam 1736 — ngudi dau tién di tim ra nhitng tinh
chat dac trung cta cac do thi co chira chiing. Vao thoi diém nay, Euler dang 13 gido su toan hoc ¢ Saint
Petersburg va dang nghién ctru loi giai ciia cau d6 vé bay cay cau ¢ thanh phd Konigsberg: “Nhitng du
khach ¢ thanh phd Koénigsberg di tu hoi rang liéu ho co thé 1ap ra mot ké hoach di bo sao cho mdi cy cau
déu duoc di qua va chi diing mot 1an hay khong?”




Hinh v& minh hoa bai toan bay cdy cau ¢ thanh phé Kénigsberg.

Két qua 1.3.2.

Mot d6 thi lién théng khdng tim thuong s& cd mot Euler circuit néu va chi néu méi dinh cta né déu cé
bac chan.

Mot do thi lién thong c6 mot Euler trail tir dinh x dén dinh y # x néu va chi néu x va y 1a cac dinh duy
nhit c bac lé.

Chieng minh két qua 1.3.2.

Chng ta cd thé nhan thiy rang cac diéu kién can rd rang la hién nhién. Chang han, néu G ¢é mot circuit
Euler x;x, ... x,,, va dinh x xuat hién ding k 1an trong day x, x,, ..., X,,, thi d(x) = 2k.

Chung ta s& chirng minh diéu kién du cua khang dinh thtr nhat bang cach str dung phuong phap quy nap
toan hoc dwa trén sb cac canh cua do thi. Néu khdng c6 canh nao thi s& khéng co gi dé ching minh ca nén
chiing ta s& chuyén sang budc quy nap cua bai toan.

Ki hiéu G 1a mot do thi lién théng khdng tam thuong sao cho mdi dinh déu c6 bac chian. Do ||G|| = 1 nén
ching ta cé thé nhan thay rang 6 (G) > 2. Tur Két qua 1.2.7), G s& phai c6 chira mét chu trinh nao d6. Ki
hiéu C 1a circuit trong G vé&i sé canh 16n nhat c6 thé c6. Gia sir C khdng phai 1a mot do thi Eulerian. Do G 1a
mot do thi lién thong nén € s& ¢ chira mot dinh x nam trong mot thanh phan lién thong khong tam thudng
H nao d6 cia G — E(C). Moi dinh ciia H déu c6 bac chan trong H. Do d6, bang cach st dung gia thiét quy
nap cua bai toan, H sé co chira mét circuit Euler D nao d6. Do C va D la céc circuit phan biét canh va cé mot
dinh chung nén ching c6 thé duoc ndi véi nhau dé tao ra mét circuit méi c6 nhiéu canh hon €. Piéu nay
mau thudn vai tinh tdi dai caa ||C||. Nhu vay, circuit € s& 1a mot Eulerian.




Hinh v& minh hoa cac circuit C va D.

Gia sir G 1a mot db thi lién théng va x va y 1a cac dinh duy nhét cé bac Ié. Ki hiéu G* 1a d6 thi nhan duoc
tir G bang cach b sung thém vao né mot dinh u ciing véi cac canh ux va uy. Khi dé, tir khang dinh thir nhat
cta bai todn, G* s& c6 mét circuit Euler C*. Hién nhién, C* — u s& 1a mot trail Euler tir x dén y. O

Chlng ta ciing c6 thé d& dang nhan thay rang Két qua 1.3.2) thuc té 1a rat giéng véi Két qua 1.1.1): moi
circuit Euler déu 1a hop cua cac chu trinh phan biét canh va néu mot d6 thi lién thong 1a hop caa cac chu
trinh phan biét canh thi ching ta c6 thé néi cac chu trinh ndy lai véi nhau dé tao ra mét circuit Euler. Tuong
tu nhu Két qua 1.1.1), Két qua 1.3.2) ciing dung cho cac da dd thi: trén thuc té, cdc md hinh phét sinh trong
thuc té thuong 13 cac da d thi nhiéu hon chi 1a cac d6 thi thuan tay.

Chung ta ciing rat dé& dang doan duoc dang bién thé cua Két qua 1.3.2) ddi voi cac da db thi co6 huéng:
“Mot da d6 thi co huéng s& c6 mot Euler circuit c6 huéng néu va chi néu da do thi 1a lién thdng va moi dinh
déu c6 bac trong va bac ngoai giéng nhau”. Bé chirng minh tinh dung din cua khing dinh trén, ching ta chi
can tién hanh cac phép ching minh twong tu nhu truedc nhung can cha ¥ dé ndi cac circuit theo dung hudng.

Diéu thi vi & day do6 1a c6 mot phép twong ng tuyét voi gitra tip cac circuit Euler ¢6 huéng va tap cac
ciy khung dinh huéng. Dé co thé phat biéu chinh xac phép twong &rng tuyét vai nay, gia sir G 1a mot da do
thi ¢6 hudéng vai tap dinh V(G) = {vy, ..., v,} sao cho d* (v;) = d~(v;) v&i moi chi s6 i. Chiing ta ciing biét
rang néu G c6 mot circuit Euler c¢6 huéng thi cac diéu kién néu ¢ trén s& dugc thoa man. Ki hiéu € 1 tap céc
circuit Euler c6 huéng va &; 1a tap céc trail Euler c6 hudng bat dau va két thic tai dinh v;. Do mdi circuit
Euler déu di qua dinh v; ding d*(v;) = d~(v;) lan nén |&;| = d*(v,)|E] = d~(vy)|€].

Chung ta s& ndi rang mot cay khung dugc dinh hwéng téi dinh v;, goc cia no, néu, véi moi chi sé j # i,
ton tai duy nhat mot duong di tr v; dén v; duge dinh hudng t6i v;. Ki hiéu 7; 12 tap cac cay khung dugc dinh
hudng toi dinh v;.

Muc dich ctia ching ta | s& xac dinh mot anh xa ¢;: €; — 7;. Bé don gian hoa cach ky hiéu, ching ta s&
st dung i = 1. Gia st cho trudc mét trail Euler S € &;, vai mdi chisé j = 2, ..., n, ki hiéu e; 1a mot canh nao
d6 nam trong S thoat ra khoi dinh v; 1an cudi ciing va khong bao gio quay tré lai dinh e; nita. Nhu vay, e; s&
khong thé 1a mot canh khuyén ma [a mot canh tir v; dén mét dinh khac. Ngoai ra, néu e; di tir v; dén v; thi
canh e; s€ dung trudc e; trén S.



Ki hiéu T 1a mot 6 thi co hudng véi cac dinh vy, ..., v, Va cac canh e, ..., e,. Ching ta s& chi ra rang
T € 7;. Bé chang minh tinh dung din cua nhan dinh trén, ching ta s& ching minh: (1) T 1a mot cay va (2) T
duogc dinh hudng téi dinh v, .

Dau tién, gia sur rang T c6 chira mot chu trinh € nao dé. Do df (v,) = 0 va d7 (v;) = 1 véi moi chi s6
j > 1 nén ching ta dé dang nhan thay rang C 1a mot chu trinh c¢6 huéng nhung khéng c6 chtra v,. Tuy
nhién, néu e; 1a canh cudi cing cua S trén C, tam gia sir e; di tir v; dén v,,, thi S s& quay trg lai v,, sau khi da
roi khoi né 1an cudi cing (théng qua e,,). Piéu mau thuan nay cho thay rang T thuc sy 12 mot cau tric cay.

Vén dé duoc dit ra d6 1a: “Liéu T c6 thuc su duoc dinh hudng t6i dinh v, hay khdng?”. Gia s T ¢c6 chua
mét dudng di ¢6 dang v, vj_; ... v;. Khi d6, v,v; chinh 1a canh e,, bai vi khdng c6 canh e;. Van dé dugc dat
ra tiép theo d6 1a: “Con canh v3v, thi sa0?”. N6 c6 thé 1a e, hoic e;. Tuy nhién, né khong thé 1a canh e,.
Nhu vay, né phai 1a canh e;. Bang céach thuc hién tiép tuc theo cach néu ¢ trén, ching ta dé dang nhan thay
rang duong di vy, vy_ ... v; cta ching ta thuc sy duoc dinh hudng toi dinh v,. Do d6, T € T; nhu di tuyén
bo.

Pé thu duoc anh xa ¢,: €, — 7; nhu muc dich ban dau, ching ta ki hiéu ¢, (S) = T. Nhan thay rang, voi
mdi T € 75, tap ¢p1*(T) cb thé dugc md ta kha d& dang. That vy, dé xay dung mét trail Euler S € &; sao
cho ¢,(S) = T, chling ta chi can tién hanh nhu sau: Bat dau tir dinh v,, ching ta c¢d thé di theo bat ky mot
canh nao; ngoai ra, khi quay trd lai dinh vy, ching ta s& dén lai n6 & mot canh chua duogc sir dung trude do
(néu dugc); truong hop nguoc lai, chiing ta s& cham dit trail ndy. Quan trong hon, khi di dén dinh v; (j >
1), chiing ta s& dén lai v; bai mot canh chua dugc st dung khac véi e; (néu c6 bat ky mét canh nao nhu
vay); trudng hop nguoc lai, chiing ta s& dén lai v; bai chinh canh ;. Do d* (v;) = d™(v;) véi moi chi s6 j
nén qua trinh nay sé& cung cp cho ching ta mot trail Euler S € &, sao cho ¢,(S) =T.

Do d6, |p1 (D] = d* (w)! TTF=,(d* (v;) — 1) !, nén |€] = |T| [T}=,(d* (v;) — 1) .

Nhu vy, ching ta da ching minh mot két qua quan trong cua cac nha toan hoc de Bruijn, van Aardenne
- Ehrenfest, Smith, Tutte; két qua nay déi khi con duoc goi 1a dinh If BEST.

Két qua 1.3.3. (BEST)

Gia sir cho trudéc mot da do thi co hudng G véi tap dinh V(G) = {vy, ..., v,} sao cho d* (v;) = d~(v;)
v&i moi chi s6 i. Ki hiéu s(G) 1a sb cac circuit Euler cua G va t;(G) 1a sé cac cay khung dugc dinh huéng
té1 dinh ;.

Khi do, s(G) = t;(G) [T}=,(d*(v;) — 1) ! v6i moi chis6 i, 1 < i < n. Honnira, t,(G) = - = t,(G).

Nhan thay rang cac diéu kién cua Két qua 1.3.3) s& dugc thoa man néu G 1a mot db thi Eulerian, nghia 1a
no cd chira mot circuit Euler nao do.

Nhac lai vé cau d6 bay cay cau o thanh phd Kénigsberg, Két qua 1.3.2) chi ra rang s& khong thé cé bat ky
mét chuyén tham quan nao nhu vay, béi vi bon dinh cua do thi twong ting déu c6 bac Ié (khong can phai noi
dén, da d6 thi twong mg ciing giéng nhu vay: tat ca cac dinh ctia né déu co bac 18).




Nhan thay rang mot so d6 cac hanh lang ciia mot cudc trién 1am ciing c6 thé dé& dang dugc chuyén thanh
mét d6 thi: mot canh s& tuong tng véi mot hanh lang va mot dinh sé& 1a su két hop cia mot s6 hanh lang nao
d6. Néu 16i vao va 16i ra gidng nhau thi khach tham quan c6 thé di doc theo moi hanh lang dung mét 1an néu
va chi néu d6 thi twong tng c6 chira mot circuit Euler nao d6. N6i chung, mot khach tham quan sé& can phai
c6 mot ké hoach cu thé dé co thé dat duoc diéu nay: anh ta khdng thé chi di bo qua bat ky hanh lang méi nao
ma anh ta tinh c& di dén dugc. Tuy nhién, trong mot cudc trién 1am dugc 18n ké hoach du tdt, ching ta co thé
ki vong rang mot khach tham quan bat ky s& c6 thé tham quan tat ca cac gian phong trong cudc trién 1am véi
diéu kién la anh ta s& khong di doc cling mét hang lang hai 1an va tiép tuc di bo cho dén khi khong c6 gian
phong méi ndo trudc mat. PO thi cia mot cudce trién 1am nhu vay s& duoc goi 1a mot dé thi Eulerian ngdu
nhién twong g véi 16i vao u va 16i ra v. Nhu vay, mot do thi G s& duoc goi 1a mot do thi Eulerian ngdu
nhién twong g véi dinh x néu bat ky trail toi dai nao bat dau tai x cling 13 mét circuit Euler cua G (mot
trail T = xx; ... x; duoc goi 1a mot trail téi dai bdt dau tai x néu x; 1a mot dinh ¢6 1ap caa d6 thi G — E(T)).
Chung ta dé dang chimg minh duoc rang: “Mat do thi khong rong G 1a mot do thi Eulerian ngiu nhién twong
g vé6i dinh x néu va chi néu G c6 mét circuit Euler va x dugc chira trong moi chu trinh cua G”.

Pé két thic muc nay cua bai viét, chiing ta s& gigi thiéu mot két qua co ban c6 tir nira dau caa thé ki X1X
lién quan dén céc trail Euler vo han theo ca hai chiéu trong cac do thi vo han. Pay 13 dang tuong ti tu nhién
cua céc circuit Euler trong cac dd thi hitu han: gia sir cho truéc mot dd thi v han G = (V, E), mét trail
Euler vd han theo ca hai chiéu ciia G dugc dinh nghia 1a mét diy cac dinh v han theo ca hai chiéu
o X_pX_1X0X1X ... CUA G SA0 ChO x;~X;,, VGi Moi chi s6 i € Z va mbi canh cta G chi xuat hién ding mot
lan trong day ..., X_,X_q,X_1Xg, XoX1, X1 X5, .... Nam 1936, ba nha toan hoc Erdss, Griinwald, Weiszfeld da
ching minh dwoc dang tuong tu sau day cua Két qua 1.3.2):

Két qua 1.3.4.

Gia sir cho trudc mot da do thi lién théng G = (V, E) véi E 1a mot tap vo han.

Khi d6, G s& c6 mot trail Euler vd han theo ca hai chiéu néu va chi néu cac diéu kién sau duoc thoa man:
(i) E la mot tap dém duoc;

(i) Bac cua mdi dinh s& 1a mot sé chin hoic vé han;

(iii) V&i moi do thi con G' < G sao cho G' = (V,E") véi E’ 1a mot tap hitu han, d6 thi G — E’ s& chi c6
nhiéu nhat Ia hai thanh phan lién thong v han. Hon nira, néu d s (x) 1a mét sé chan véi moi dinh x € V thi
G — E' s& chi c6 dung mot thanh phan lién thong vo han.

1.4. P6 thj kha phang

Nhan thay rang do thi caa mot cudc trién 1am nhu vay s& phai 1a mot dé thi kha phang: mot db thi co thé
duoc vé lai trong mit phang sao cho khéng ¢ hai canh nao cat nhau. Noi mot cach chit ché hon, ching ta
c6 thé biéu dién nd bang mot hinh v& trong mat phang sao cho céc dinh sé twong (ng véi cac diém phan biét
con cac canh s& tuong tng Vi cac duong cong Jordan don nbi gitta diém tuong Gng véi cac dau mut caa no.
Trong hinh vé& nay, bat ctr hai dudng cong Jordan nao ciing s& roi nhau hoac chi giao nhau tai mot dau mat
chung ndo d6. Biéu dién ndi trén caa mot do thi kha phang cho trudc s& dugc goi l1a mot dé thi phang.




C6 mot cach kha don gian dé ching ta c6 thé két hop mot khong gian topd véi mot cau trac db thi. Diéu
nay sé dan chung ta dén mot cach dinh nghia twong dwong khéc vé tinh kha phang caa mot do thi cho trudc:

Gia st cho trudce cac diém phan biét py, p,, ... trong khdng gian Euclidean 3 — chiéu R3 sao cho moi mat
phang ndm trong R® déu chi chua téi da 3 diém trong s6 cac diém nay. Ki hiéu (p;, p;) 1a mot duong cong
Jordan don nao dé voi cac dau mut 1a cac diém p; va p; (mé hodc dong tuy thich). Gia sir cho truéc mot do
thi G = (V,E) voi V = {xq, x5, ..., x,, }, khong gian t6p6 R(G) = U{(pi,pj): XiXj € E}u UHp;} c R® duoc
goi la biéu dién thuc ciia dé thi G. Mot db thi G s& duoc goi 1a kha phang néu R(G) ddng phdi vai mot tap
con nao d6 cua mat phang R2.

Ching ta c6 mot sé nhan xét don gian lién quan dén biéu dién thuc R(G): Mot dd thi H duoc goi la mot
wéc con cia do thi G (hoac phan bui topd ciia dé thi G) néu H c6 thé nhan dugc tir G biang cach chia nho
mét s6 canh ciia nd, nghia 1a chiing ta s& thay thé cac canh bai cac duong di chi c6 chung cac dau mat voi
cac canh d6. Chung ta s& dung ki hiéu TG dé chi mot phan bl tdpd cia d6 thi G. Nhu vay, TG c6 thé duoc
dung dé ki hiéu cho bat ky mot thanh vién nao caa ho cac do thi 16n hon. Chang han, TK; duoc dung dé ki
hiéu cho bat ky mot chu trinh tly ¥ con TKg 6 thé dugc dung dé ki hiéu cho bat ky mét chu trinh nao c6
chiéu dai > 8. R& rang, d6i véi bat ky mot do thi G nao, cac khong gian R(G) va R(TG) s& dong phdi Véi
nhau. Chung ta ciing s& néi rang mot do thi G 1a dang phdi vai mot do thi H néu R(G) dong phdi véi R(H),
hodc tuong dwong néu G va H c6 cac ude con nao d6 dang cau véi nhau.

Ngay tir cai nhin dau tién, chding ta nhan thay rang néu nghién ctu cac db thi phang thi ching ta s& c6 thé
gap mot sb kho khin nhat dinh vé mit tdpd. Ching ta cling ¢ thé nhan thiy thém ring cac dudng cong
Jordan twong ng véi cac canh c6 thé dugc gia dinh 1a cac dudng gap khdc. Chinh xac hon, moi d6 thi kha
phang déu s& ddng phdi vai mot db thi phing trong d6 cac dudng cong Jordan 1a cac duong gap khic. That
vay, voi moi d6 thi phang cho trudc, gia sit § > 0 1a mot sé thue duong nao d6 6 gia tri nhé hon mét nira
khoang cach nho nhét gitta cac dinh nay. Vi mdi dinh a, dit mot dia dong D, véi ban kinh bing & xung
quanh dinh a. Ki hiéu J, 1& mot duong cong Jordan tuong tng véi canh a = ab va ki hiéu a, 1a diém cubi
cuing cua dudng cong J,, trén dia D, khi di tir a dén b. Ki hiéu J! 1a phan dudng cong J, tir a, dén b,. Xét
mot so thuc duong € > 0 sao cho néu a # f thi J, va Jz s& cach nhau mot khoang I6n hon 3e. Tir tinh lién
tuc déu cua mot duong cong Jordan, mdi dudng cong J7, déu c6 thé xap xi gan dung trong khoang & bai mot
duong gap khac J tir a, dén b,. Dé thu dugc biéu dién tuyén tinh tirng phan can thiét tir d6 thi G ban dau,
chiing ta chi can thay thé mdi duong cong J, boi duong gap khuc thu dugc tir J' bang cach mé rong no theo
ca hai hudng boi cac doan aa, va b, b.



Hinh anh phép xay dung mét biéu dién tuyén tinh ting phan cua mét d6 thi kha phang G.

Mot 1ap luan phic tap hon ciing cho thay ring moi do thi kha phang déu c6 mét biéu dién tuyén tinh: nd
c6 thé duoc vé lai trong mit phing sao cho céac canh cia né thuc sy 1a cac doan thang.

Néu chiing ta bo qua tit ca cac dinh va cac canh ciia mot do thi phiang G khoi mat phang thi phan con lai
s& roi vao cac thanh phan lién théng duoc goi 1a cac mét. R3 rang, mdi db thi phang déu c6 dung mot mat
khéng bi chan. Bién caa mot mit duoc dinh nghia 1a tap cac canh nam trong phan dong caa nd. Do mét chu
trinh (Mot da giac dong don gian) s& chia cac diém cua mat phang thanh hai thanh phan lién thdng nén mai
canh cua chu trinh déu nam trong bién cua hai mat nay. Mot do thi phang cuing véi tap cac mit ma nd xac
dinh s& duoc goi 1a mot ban do phang. Cac mat caa mot ban d6 phang thuong dugc goi 1a cac mién. Hai
mién duogc goi 1a 1ang giéng néu bién cua chung co diém chung véi nhau.

Néu chiing ta v& d6 thi caa mot khdi da dién 16i trong mat phang thi cac mit cua khdi da dién nay rd rang
s& twong (ng véi cAc mit cua d6 thi phang trong tng. Diéu nay s& dan ching ta dén mot két qua quan trong
khéc cua nha toan hoc Leonhard Euler trong ly thuyét d6 thi - dinh 1y da dién 16i ciia Euler hoic cong thic
Euler.

Két qua 1.4.1. (Euler)

Néu mét d6 thi phang lién théng G ¢6 n dinh, m canh, f matthin —m + f = 2,

Chitng minh két qua 1.4.1.

Pé chitng minh tinh dang din caa khang dinh trén, chlng ta sé sir dung phuong phap quy nap toan hoc
dua trén s6 mat cia d6 thi G. Néu f = 1 thi G s& khong thé chira bat ky mot chu trinh nao, nén né phai 1a
mét cay. Tinh ding dan cta khang dinh trén duoc suy ra truc tiép tir Két qua 1.2.6).

Gia st f > 1 va tinh dung dan cua khang dinh trén da dugc kiém chang véi moi gid tri nho hon cua f. Ki
hiéu ab 1a mot canh nam trong mot chu trinh nao d6 cua G. Do mdt chu trinh bat ky sé tach mat phang ra
lam hai phan nén canh ab s& nam trong bién chung cua hai mit nao d6, ching ta tam gia s 1a S va T. Bang
cach loai bo canh ab, trong d6 thi phang G’ méi nhan duoc, cac mat S va T s& dugc ndi v6i nhau dé tao
thanh mot mat méi trong khi tat ca cac mat khac cua G lai khdng thay d6i gi. Do do, néu ki hieu n’,m’, f’




lan luot 1 s6 dinh, s6 canh, s6 mat cia dothi G’ thin' =n,m' =m—1, f' = f — 1. Nhu vay,n — m +
f=n'"—-m'+f"=2. H

Gia sir cho truéc mot dd thi phang lién thdng G véi n dinh, m canh, f mat. Ki hiéu f; 1a sé cac mat c6
chinh xac i canh trong bién cua ching. R6 rang, ¥; f; = f. Néu dd thi G khéng c6 chira canh cau thi ¥, if; =
2m (diéu ndy suy ra tir viéc moi canh déu nam trong bién cua hai mit nao d6). Bang cach két hop céac cong
thac Y, f; = f, Yiif; = 2mvan —m + f = 2, chiing ta d& dang chi ra dugc mét chan trén cho s cac canh
ctia mot do thi phang véi bac n. Chan trén nay c6 thé duoc cai thién lai néu chi sé girth ciia dé thi G — s6
canh cd thé cd trong mot chu trinh nho nhét cia G — du 16n. (Chi s6 girth cia mot do thi acyclic s& duge dinh
nghia 1a oo)

Két qua 1.4.2.

Mot do thi kha phang véi bac n > 3 sé& chira t6i da khéng quéa 3n — 6 canh. Hon nita, mot d thi kha
phang véi bac n va chi s girth g, 3 < g < oo s& chura téi da khong qua max {ﬁ (n—2),n-— 1}.

Chirng minh két qua 1.4.2.

Nhan thay rang khang dinh thir nhat chinh 1a truong hop riéng khi g = 3 cua khang dinh thi hai nén
chung ta chi can ching minh tinh dung dan cua khang dinh thi hai.

Gia str cho trudc mot do thi phang G véi bac n, kich thudc m va chi s6 girth g.

Néun < g — 1 thi G s& la mot d thi acyclic,nénm < n — 1.

Gia sirrang n > g va tinh dung dan cia khiang dinh da duoc kiém chang véi moi gia tri nho hon cua n.
Khong giam tinh tdng quat cua van dé, ching ta co thé gia sir thém rang G 1a mot db thi lién thong.
Néu ab 1a mot canh cau thi d6 thi G — ab s& 1a hop cua hai d6 thi con phan biét dinh G, va G, nao dé.
Ki higun = |G;l, m; = IG|l, i = 1,2.

Tt gia thiét quy nap toan hoc cua bai toan, ching ta d& dang suy ra rang

m=m1+m2+1Smax{ (n1—2),n1—1}+max{ (n2—2),n2—1}+1
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g—2 g—2
g

< max {; (n—2),n-— 1}.
Mt khac, néu G khdng cé chira canh cau thi cac cong thic Y, f; = £, X if; = 2m sé& chi rarang
2m =Y, if; = Yisgifi = g Xifi = 9f .

Nhu vay, tir cong thie Euler, chiing ta dé dang suy rarangm +2=n+ f <n+ j—]m, nén

g
mS;(Tl—Z). O




Két qua 1.4.2) thuong duoc sir dung dé chi ra mot s6 d6 thi nhat dinh 1a khdng kha phang. That vay, d6
thi day du K 1a khéng kha phang boi vi ||Ks|| = 10 > 3(5 — 2). M6t d6 thi khdng kha phang khac phai ké
dén & day d6 1a d6 thi ludng phan day da K ; con dugc goi 1a dé thi Thomsen (tinh khong kha phang caa db
thi K5 3 duoc suy ra tir viéc chi so girth cua nd bang 4 va ||K;5[| =9 > 4472 (6 — 2)). Tinh khdng kha phang
caa dd thi K5 ; ngAm ngu ¥ rang ching ta khdng thé ndi tig ngdi nha trong s6 ba ngdi nha dén mdi giéng
nudc trong sb ba giéng nuéc bang cac con duong khong ty cit nhau nhu yéu cau cua cau d6 ba nha, ba
giéng: “Liéu co thé ndi tirng ngdi nha vai tiing giéng nude sao cho khong c¢o hai con dudng nao cit nhau?”

£3 £3

N—

Hinh v& minh hoa cua cau d6 ba nha, ba giéng.

Néu mét d6 thi G 1a khéng kha phang thi moi phan bu tdp6 cua G va moi do thi c6 chira mot phan bl
tOp0 cua G cling vay.

Diéu dang ngac nhién & day 1a chiéu nguoc lai cia nhan xét tam thuong & trén van dung: két qua tuyét
Vo1 nay da duoc nha toan hoc Kuratowski chirng minh vao nam 1930.

Két qua 1.4.3. (Kuratowski)

Mot d6 thi G 1a kha phang néu va chi néu n6 khdng c6 chira bat ky mot wéc con no ciia Ks hoic K 5.

Gia sir cho trudc mot canh xy caa mot do thi G, d6 thi G /xy nhan duoc tir G bang céch thuc hién phép
co theo canh xy, nghia 13, dé c6 duoc d6 thi G/xy, ching ta s& dong nhit cac dinh x va y va loai bo tit ca
cac canh khuyén va céc canh kép. Mot do thi H thu duogc tir G bang cach thuc hién mot day cac phép co
canh s& duoc goi 1a mot phép co lai ciia G. Mot d6 thi H duoc goi 1a mot phan bu ciza G néu né 1a mot dd
thi con cia mot do thi nhan dugc tir G bang cach thuc hién mot dy cac phép co canh, ki hiéu boi G > H
hoac H < G. D& dang kiém tra duoc rang néu V(H) = {y1, V5, ..., .} thi H < G néu va chi néu G co cac d6
thi con lién théng phan biét dinh Gy, G, ..., G, sao cho néu yiyj € E(H) thi G s& ¢ chira mot canh di tir G;
dén G;.




——i
— 9
]

G Glxy

Hinh v& minh hoa d6 thi G va phép co theo canh xy G /xy cua no.

Nam 1937, nha toan hoc Wagner da chirng minh dugc dang twong tu sau day cua dinh Ii Kuratowski:

Két qua 1.4.4. (Wagner)

Mot d6 thi G Ia kha phang néu va chi néu n6 khdng c6 chtra K5 va K 5 nhu mot phan bu.

D& dang nhan thay rang cac Két qua 1.4.3) va Két qua 1.4.4) 1a tuong duong voi nhau. That vy, néu G o
TH thi rd rang rang G > H. Trén thuc té, néu H c6 bac 16n nhat khong vuot qua 3 thi G © TH néu va chi
néu G > H. Cuthé hon, G D TK; 5 néu va chinéu G > H. Hon nira, néu G > K thi G © TK; hoic G
TKss.

Két qua 1.4.4) 1a mot dang bién thé cua Két qua 1.4.3) dic trung tinh kha phang cua cac db thi dya trén
cac phan bu bi cAm thay vi dwa trén céc phan bl tdpd bi cAm. Thoat nhin, khai niém phan bu nay cé vé nhu
khéng lién quan vi dén viéc v& cac db thi trén cac bé mat. Nhung trén thyc té, day lai chinh la khéi niém
quan trong va lién quan truc tiép dén bai toan vé cac do thi trén cac bé mat khac nhau.



