Chu d@é 02. Bai toan thiét ké mang dién

Muc nay cua bai viét 13 mot cai gi do rat khéac voi dong chinh caa bai viét nay. Cac khai niém duoc gidi
thiéu trong nira dau cua muc 2.2) sé duoc sir dung lai trong muc 8.2) cua “Cha dé 08. Po thi - Cau tric
nhom — Ma tran” va, trong “Chu dé 09. Pwong di ngiu nhién trén @é thi”, ching ta ciing s& quay tro lai
v6i khai niém vé cac mang dién nay khi chiing ta két ndi chling vai cac duong di ngau nhién trén do thi.

Khong mat qué nhiéu thoi gian dé ching ta phat hién ra raing mot mang dién c6 thé dugc xem nhu mot do
thi. Nhu vay, nhitng van dé co ban nhat vé cac dong dién trong cac mang dién chinh 1a nhitng cau hoi vé cac
d thi. Mot van dé dugc dat ra & day do 1a: “Liéu nhiing hiéu biét co ban caa chling ta vé céc do thi co gilp
ching ta giai quyét cac vin dé nay hay khdng ?”. Cau tra 1oi cho van dé nay s& 1a cd. Sau khi xem xét ngin
cac ¥ tuong co ban vé cac dong dién, chling ta nhan thiy rang c6 thé sir dung céc cay khung dé thu duoc 1oi
giai ciia cac van dé nay. Muc 2.2. Khong gian vector va ma tran lién két véi mot do thi s& dugc dung dé
gi6i thiéu vé ly thuyét db thi dai s6 so cap trong d6 chung ta & chi ra cach ma ching c6 thé duoc ap dung dé
tim 15i giai cho c4c bai toan vé mang dién.

Can phai nhan manh rang trong c4c vin d&é ma ching ta xem xét trong phan nay cua bai viét, ching ta
hau nhu s& khéng sir dung nhiéu cac thuat ngit cua Iy thuyét d6 thi hién dai va hau nhu khai niém duy nhat
duogc str dung & day chinh 1a khai niém vé cay khung.

2.1. Do thi va Mang dién

M6t mang dién don gian cd thé duoc coi nhu mot dd thi trong d6 mdi canh e; déu duge gan twong ttng
v6i mot sb thue duong r; goi 13 tré khang caa canh e;. Néu c6 mét higu dién thé p; giita cac dau mat caa
canh e;, tam gia st 1a a; va b;, thi dong di¢n w; chay trong canh e; tir a; dén b; s& tuan theo dinh luat Ohm:
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Dé thuan tién cho cac khao st ban dau, ching ta ¢d thé han ché pham vi chli y vao cac mang dién tuong
g véi cac do thi. Tuy nhién, trong cac khao sat sau nay, ching ta thuong chl y vao cac mang dién cho
phép ton tai cac canh boi, nghia 1a chung ta s& xem xét cac da do thi thay vi cac d6 thi. Hon nita, chlng ta s&
dinh hudng cho mdi canh tay y tir dinh nay sang dinh khac nén ching ta cd thé st dung p; dé biéu thi hiéu
dién thé trén cenh e;, nghia 1a hiéu giita cac dién thé cua dinh dau va dinh cuéi cia canh e;. Tuong tu, w;
c6 thé duoc dung dé biéu thi dong dién chay trong cenh e;, nghia 13 dong dién chay trong canh e; duoc tinh
theo hudng cua canh e;. (Luu y rang ching ta s& coi dong dién &am —w; 1a mot dong dién duong w; theo
huéng nguoc lai.) Trong sudt phan nay cua bai viét, chiing ta s& chi xem xét cac da do thi c6 huéng, nghia la
cac do thi co hudng duoc xem xét c6 thé chira mot s6 canh boi duge dinh hudng tir a; dén b;.

Nhu vay, Wy, = =Wy Va Pap = —DPha-

Trong nhiéu bai toan thuc té, dong dién duogc tao ra dé di vao mang dién tai mot sé diém va di ra ¢ nhitng
diém khac. Chiing ta thudng quan tan dén cac cudng d6 dong dién va hiéu dién thé trong cac canh nay.
Nhitng diéu nay s& duoc dé cap dén trong cac dinh luat noi tiéng caa Kirchhoff — mot cong dan néi tiéng
khéc cua thanh phd Konigsberg.



Dinh ludt Kirchhoff vé cac dién thé phat biéu rang tong hiéu dién thé trén tat ca cac canh chay doc theo
mét chu trinh x; x, ... x;, bat ky ludn bang 0:

Pxyx, T Pxyxs T Pxp_ e T Poe, = 0.

Pinh ludt Kirchhoff vé cac cuwong d¢ dong dién phét biéu rang tong cuong do dong dién tai bat ky mot
diém nao ludn bing O:

Wap + Woe + -+ Wy + Wyeo = 0,

trong d6 ab, ac, ..., au 1a céc canh lién thuoc véi dinh a va w,, biéu thi tong cudng d6 dong dién di ra khoi
mang dién tai dinh a. (Theo quy wéc cua ching ta, W,y = —W,0, S& biéu thi tong cudng do dong dién di vao
mang dién tai dinh a.)

Déi voi cac dinh khong duoc két ndi véi cac dinh bén ngoai, ching ta s& cé
Wap + Wee + -+ wg, = 0.

Luu ¥ rang néu ching ta biét cac dién tro thi dinh luat Kirchhoff vé céc hiéu dién thé c6 thé duogc biéu
dién lai dudi dang cac dong dién trong céc canh. Nhu vay, ching ta c¢6 thé xem nhu cac dong dién chi can
tuan theo cac dinh luat Kirchhoff con céac dic trung vat ly cia mang dién (cac dién tré) chi anh hudng dén
cac tham sb trong cac dinh luat nay.

Chung ta ciing d& dang nhan thay rang dinh luat Kirchhoff vé céc hiéu dién thé twong duong véi viéc
chidng ta hoan toan cé thé gan cho cac dinh a, b, ... cac gid tri dién thé V,,V,,, ... sao cho hiéu dién thé gitra
cac dinh a va b s& dugc xac dinh theo cong thuc p,;, = V, — V,,. Néu mang dién Ia lién thdng va cac hiéu
dién thé p,;, dugc cho trude thi ching ta ¢ thé tu do lra chon gia tri dién thé cia mot dinh nao d6 trong sb
cac dinh, tam gia st 12 V,, nhung khi d6 tat ca céc gié tri dién thé khac déu s& duoc xac dinh.

Trong bai viét ndy, ching ta s& lam viéc véi cac gia tri dién thé tuyét dbi (nghia 1a chung ta s& chon gia tri
dién thé ctia mot dinh nao dé trong sb cac dinh bang 0) nhung chiing ta nén nhd rang diéu nay tuong tu nhu
cach chung ta thuong ap dung dinh lut dién thé trong dién dong luc hoc.

Trong cé4c van dé co ban nhat, chung ta thuong chi cho phép dong dién di vao mang dién tai mot dinh s
nao d6, dinh nguon, va chi dé no di ra & mot dinh t khéc, dinh dich. (Chung ta ciing s& chi ra sau nay cach
lam thé nao dé c6 thé chuyén cac van dé tong quét vé thanh nhiing van dé co ban nay.) Néu ching ta quan
niém w 1a cudng d6 dong dién tir s dén t va p 1a hiéu dién thé gitra s va t thi, tir dinh luat Ohm, ching ta dé
dang nhan thay rang r = % s& 1a tong dién tro cia mang dién gitra hai dinh s va t.




Hinh anh minh hoa mot mang dién co ban c6 5 dién tr¢ véi cac gia tri 1,2,3,4,5.

Néu chung ta gia sir c6 mot dong dién c6 cuong d6 bang 1 chay vao hé thdng tai s va roi khoi no tai t thi
ching ta c6 thé biéu dién lai cac dong dién chay trong cac canh theo cac dong dién e va f nhu trong hinh vé
bén dudi:

Hinh v& minh hoa.

Ké tiép, chling ta s& gan cho céac dinh t, a, b, s cac gia tri dién thé V, = 0, V,, V;, Vi. Tir dinh luat Ohm,
ching ta dé dang tinh duoc V, = 1.e = e, V, = 2(1 —e), V, =V, + 5(e + f) = 6e + 5f. Do dinh luat
Ohm duoc théa man trén hai canh ab va bs nén chiing ta dé dang suy ra dugc

V,=e=V,+3f=2(1-¢e)+ 3f,

Vp=6e+5f=V,+4(1—e—f)=2(1—-e)+4(1—e—f).

Dodé, e =2 —2e+3f Vabe +5f =6 —6e —4f, néne=",f = -
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Nhu vay, V; = 6e + 5f = 57 Nen tong dién tro cia mang dién gitra hai dinh s va t sé€ bang sTt =

Thong thudng céc tinh todn cua ching ta c6 thé duoc don gian hoa di rat nhiéu néu ching ta nhan thiy
ring cac phuong trinh Kirchhoff 1a tuyén tinh va thuan nhat di véi tat ca cac dong hiéu va cac hiéu dién
thé. Biéu ndy ngu y cho cai goi 1a “Nguyén Ii chéng chat nghiém”: bat ky mét t6 hop tuyén tinh ndo cua
cac nghiém ciing lai 1a2 mot nghiém. Nhu mot ¢ng dung cia nguyén i chdng chat nghiém, ching ta c6 thé
chi ra rang bat ky mot dong dién nao dugc tao ra tir nhiéu nguon va nhiéu dich déu cé thé thu dugc bang
cach chong cac dong dién dugc tao ra tir mot nguon va mot dich, nghia 1 151 giai cua nhitng van dé co ban
duogc dé cap ¢ trén cd thé duoc sir dung dé giai quyét van dé tong quat.

Hon nita, nguyén li chong chat nghiém ciing ngu y rang chi c6 thé c6 nhiéu nhat mét loi giai cho van dé
téng quat, bat ké cac ngudn va cac dich dugc phan bd nhu thé ndo. That vay, hiéu cua hai loi giai phan biét
cling s& 1a mot dong dién trong d6 khong c6 bat ky mot dong dién nao di vao hoac roi khoi mang dién tai bat
ky mot diém nao. Néu trong dong dién nay c6 mot dong dién duong trén mot canh nao dé tir a dén b thi, tir
dinh luat Kirchhoff vé cac dong dién, s& c6 mot dong dién duong nao do6 tir b dén c, mot dong dién duong
nao do tir ¢ dén d, v.v..., chiing sé& tao ra mot trail abcd ... Do mang dién 12 hitu han nén trail nay s& phai
quay tro lai mot dinh da dugc di qua trude d6. Nhu vay, chdng ta s€ thu dugc mét circuit trong d6 cac canh
ctia nd déu ¢ dong dién duong chay qua theo mot hudng nao d6. Piéu nay 1a khong thé bai vi né ngu y
rang dién thé cua mdi dinh sé& lubn 16n hon dién thé cua dinh tiép theo quanh circuit.



Trudc khi chitng minh sy ton tai cia mot 1o giai nhu vay (diéu nay sé& Ia hién nhién néu ching ta tin vao
cach Iy giai vat ly cia van d¢), chling ta sé& trinh bay cach tinh toan tong tro chung caa hai mang bat ky. Trir
khi cac mang dién duogc xét Ia rat nho, théng thuong cac tinh toan co thé rat “niang” va cac ky su dién s& co
mét s6 thu thuat tiéu chuan dé 1am cho ching tré nén dé dang hon.
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Hinh anh minh hoa cac dién tro méac ndi tiép va song song.

Gia sir rang ching ta c6 mot dong dién c6 cuong d6 bang 1 chay qua cac mang dién co ban néu trén tir s
dén t. Van dé duoc dat ra ¢ day do 1a: “Tong dién tro cta cac mang dién co ban ndy tir s dén t s& duoc tinh
nhu thé ndo?”. Trong trudng hop dau tién, V, =, va V, = V, + r, = r; + 1, nén téng dién tré cua mang
dién sé lar = r; + r,. Trong trudng hop thir hai, néu ching ta gia sir dong dién chay qua dién tro thi nhat

c6 cuong do e thi dong dién chay qua dién tro thir hai s€ ¢6 cuong d6 1 — e. Do d6, V, = rie = r,(1 — e),
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2_ Nhu vay, tdng dién tré cua mang dién sé la r = -~ nghia la - = — + —,
7"1+T'2 T1+T2 r T 2

néne =

Diéu nay cho thay rang dién tré twong hé (hoic dg dén dién) cia mot mach dién ciing twong tu nhu
chinh dién tré d6 va diéu nay thuc sy tao ra su thuan tién trong phan trinh bay cua ching ta. Nhu vay, tat ca
nhitng gi chung ta da chi ra cho dén bay gio chi 13, dbi véi cac dién tré dwoc mic ndi tiép, tong dién tro sé
bang tong cua cac dién tro thanh phan va, ddi véi cac dién tré duoc mic song song, tong d6 dan dién s&
bang tong cua cac d6 dan dién thanh phan.

Viéc str dung mot sb quy wéc to ra dic biét thuan tién khi chung ta xem xét cac trudng hop gidi han nhat
dinh cua dinh luat Ohm: Néu dién tro cia mot canh ab bang 0 thi ching ta s& phai c6 V, = V,, va cac dinh a
va b 6 thé duogc coi 1a ddng nhat véi nhau. Trong ngdn ngit thong thudng, ching ta thudng noi rang a da
dugc “doan mach” thanh b. Tat nhién, chiing ta ciing c6 thé rat gon a thanh b néu c6 mot 1y do nao d6 khién
cho V, = V,,. Mic khéc, chiing ta ciing ¢ thé dua ra cic canh c¢6 d6 dan dién bang 0 ma khong lam anh
huong dén cac dong dién va cac dién thé. That vay, ching ta c6 thé tao ra mot canh c6 d6 dan dién bang 0
bang cach “cat” nd. Tat nhién, mot canh co dién tro 0 s& duoc cho 1a co d6 dan dién co va mot canh c6 dod
dan dién 0 s& duoc cho 1a c6 dién tré co.

Ké tiép, chling ta s& xem xét cach dé &p dung cac két qua vira dat duoc véi cac dién trd mac ndi tiép, cac
dién tré mac song song va kha nang 1am “doan mach” cac dinh trong viéc xac dinh tong dién tré caa ching
ta. Chang han, ching ta hdy xét van dé xac dinh tong dién tré cia mot mang dién duoc tao thanh boi cac
canh cia mot hinh lap phuong trong d6 dién tro cia mdi canh déu bang 1: “Tong dién trd cua mang dién
trén canh st 1a bao nhiéu?”. T tinh chat d6i xing ctia bai todn, ching ta dé dang nhan thay rang V, = V. va
Va = V;. Do d6, ¢ c6 thé dugc rit gon thanh a va f ciing c6 thé duoc rit gon thanh d. Ké tiép, chiing ta co



thé don gian hoa cac dién tro mac ndi tiép va song song cho dén khi chiing ta tinh dugc tong dién try cua
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Hinh v& minh hoa quaé trinh tinh toén tong dién trd trén canh st.

Mot két qua quan trong khac thuong gap trong cac tinh toan thuc té dugc goi 12 phép bién dai sao — tam
giac. Néu mot dinh v dugc ndi véi chi ba dinh nao d6, tam gia st 1 a, b, ¢, boi cac dién tré A, B, € thi ching
ta s& goi v 12 tm cuia mot ngdi sao (xem hinh vé& dau tién trong hinh v& minh hoa phép bién di sao — tam
giac). Néu khdng co bat ky mot dong dién nao di vao hoic di ra tai v thi chling ta c6 thé thay thé ngbi sao
nay bai mot tam giac (xem hinh v& thir hai trong hinh v& minh hoa phép bién d6i sao — tam giac) (nhu chung
ta c6 thé kiém tra dugc rang néu chung ta dit cac dién thé V,, V,, V. tai cac dinh a, b, ¢ thi, trong ca hai mang
trén, ching ta sé nhan dugc chinh xac cung cac dong dién Wy, Wy e, Wee F01 di khoi mang). Nguoc lal,
chung ta ciing c6 thé ap dung phép bién ddi nguoc lai dé thay thé tam giac boi mot ngdi sao, nghia 1a ching
ta s& thay thé cac dien tro A', B', C' bai cac dién tré A = %,B = % C = % trongdo T = A’ + B' + C'.
Ngau nhién, cac cong thtc trén s& trd nén ddi xang néu ching ta sir dung dién tro trong phép bién ddi thir
nhat va do dan dién trong phép bién doi thir hai: A’ = B+ C + Bf vaa=pf"+y + ﬁa—y trong 46 a, 3, ... 1a

!

cac d6 dan dién.

C = S/C B = 5/B

b =5/A

Hinh v& minh hoa phép bién doi sao — tam giac, trong d6 S = AB + BC + CA.



Chng ta s& két thic muc nay cua bai viét voi mot két qua mang nang tinh Iy thuyét hon: ching ta s&
chting minh su ton tai ciia mot 10i giai nhu vay. Chinh xac hon, ching ta sé& trinh bay mot két qua ndi tiéng
khéc cua Kirchhoff: néu mot dong dién c6 cuong d6 bang 1 dugc dua vao mot mang thi cuong do dong dién
chay trong mot canh c6 thé dugc biéu thi bai s6 cac cay khung cua mang. Bé don gian hoa van dé, ching ta
s& gia str rang dd thi G cua mang la lién théng, mdi canh déu c6 dién tré bang 1 va mot dong dién ¢ cudng
d6 bang 1 di vao tai s va roi khoi tai t.

Két qua 2.1.1.
Gia su cho trudc mot canh ab, ki hiéu:

N(s,a, b, t) 1asb cac cay khung cua G sao cho chi cd duy nhat mot duong di tir s dén t ¢ chtta a va b
theo dang thur tu nay;

N(s,b,a,t) 1asb cac cay khung cua G sao cho chi cé duy nhat mot duong di tir s dén t ¢ chira b va a
theo dang thur tu nay;

N la téng sb cac cay khung cua G;

__ N(s,a,b,t)—N(s,b,a,t)
Wap = N .

Ké tiép, chiing ta phan b cac dong dién trong céc canh cua G bang céch, véi moi canh ab cua G, ching
ta s& cho mot dong dién c6 cudng dd wy, tir a dén b.

Khi d6, chling ta s& c6 mot dong dién co cuong do bang 1 tir s dén t thoa man tat ca cac dinh luat cua
Kirchhoff.

Ching minh két qua 2.1.1.

Dé don gian hda van dé, ching ta s& nhan tit ca cac dong dién véi N. Hon nita, v6i moi cay khung T va
v6i moi canh ab € E(G), ki hiéu w™ 13 dong dién c6 cudng d6 bang 1 chay doc theo s — t dudng di duy
nhat trong T

1 néu T cé mdt dwong di cé dang s ...ab ...t,
Wg) = {—1néuT cé mot dwong di c6 dang s ... ba ... t,
0 trong trwong hop nguorc lai.

Khi d6, N(s,a,b,t) — N(s,b,a,t) = Y1 w(g), trong d6 tong dugc tinh trén tat ca cac cay khung T. Nhu
vay, nhiém vu cta ching ta 1a sé chi ra rang, véi moi canh ab cua G, néu ching ta cho mot dong dién cé
cudng do bing Y, w P tir a dén b thi ching ta s& thu duoc mot dong dién c6 cuong do bing N tir s dén t

thoa man cac dinh luat Kirchhoff.

Ké tiép, do mdi w™ déu 1a mot dong dién c6 cuong do bang 1 tir s dén t déu thoa man cac dinh luat
Kirchhoff nén tong cua ching s& 1a mot dong dién ¢ cudng do bang N tir s dén t thoa mén cac dinh luat
Kirchhoff.




Tat ca nhitng gi chling ta can chirng minh d6 1a dinh luat Kirchhoff vé céc hiéu dién thé ciing duoc thoa
man. Do tat ca cac canh déu c6 dién tré nhu nhau nén dinh luat Kirchhoff vé cac hiéu dién thé chi ra rang
téng cac dong dién nay trong mot chu trinh dinh hudéng bat ky ludn bang khéng. Dé chimg minh diéu nay,
chung ta ciing s& tién hanh nhu truée d6 nhung trude tién ching ta sé phai dinh dang lai mét chut cach dinh
nghia cua N (s, a, b, t). Chling ta s& goi mot ring khung F cua G 1a thicket néu né chi c6 chinh xac hai thanh
phan lién théng, tam gia sir 1a F, va F,, sao cho s nam trong F, va t nam trong F,. Khi d6, N(s, a, b, t) chinh
1 s6 céc thicket F = F,UF, sao cho a € F,,b € F, va N(s, b, a, t) ciing duoc dinh nghia twong ty. Mot van
dé duoc dit ra ¢ day do 1a: “Liéu mot thicket F = F,UF, cd thé dong gdp bao nhiéu vao tong cac dong dién
trong mot chu trinh 2. Cau tra 1i cho van dé nay 1a nd s& bang sé cac chu trinh phan biét canh tir F, dén F,
trir di s6 cac chu trinh phan biét canh tir F, dén F,, nghia 13 n6 s& bang khong. 0

Ké tiép, chling ta s& biéu dién lai phan thir hai ciia phép chitg minh néu trén mot cach hinh thic hon. Bé
lam duoc diéu ndy, ching ta s& st dung nguyén Ii tb hop co ban va manh mé: nguyén |i @ém béng hai dém
(hoac nguyén Ii ddo thir tue 1dy tong).

Vé6i moi thicket F = F,UF, va moi canh ab € E(G), ki hiéu:

w® — {wé?ab) néu F + ab la mét cay khung,

ab 0 trong trwong hop ngwoc lai.

Khi d6, Yrw ) = ¥w'b, trong d6 tong thir hai duoc tinh trén tit ca céc thicket F. Nhu vy, tdng cac
dong dién xung quanh mot chu trinh x; x, ... x;, (V&I x444 = x1) nao d6 cua G s€ la

kyewd =y.vk w® =0 (didu nay suy ratir viec ¥5, w') =0, véi moi thicket F).

XiXi+1 XiXi+1 XiXi+1

Quan trong hon, phép chang minh cua Két qua 2.1.1) c6 thé duoc viét lai dé dua ra 1oi giai trong truong
hop cac canh c6 d6 dan dién tly y. Vi mot cay khung T bat ky, trong lireng w(T) cia mot cay khung T
dugc dinh nghia 1a tich cua cac do dan dién cua cac canh cua né. Ki hiéu N* 1a tdng trong luong cua tat ca
cac cay khung, N*(s, a, b, t) 1a tong trong luong cua tit ca cac cdy khung trong d6 b disau a trén s — ¢
duong di (duy nhat) trong cay, N*(s,b,a,t) = N*(t,a, b, s).

Két qua 2.1.2.

Véi cac canh c6 d6 dan dién tly y, ching ta ludn c6 mot cach dé phan bé cac dong dién thoa man dinh
luat Ohm va céac dinh luat Kirchhoff trong d6 mot dong dién c6 cudng d6 bang 1 s& di vao tai s va di ra tai
N*(s,a,b,t)—N*(s,b,a,t)

N* '

t. Hon nita, cuong do ctia dong dién trong mot canh ab duoc xac dinh baoi cong thac

Chung ta hay luu ¥ mot hé qua caa két qua nay:

Két qua 2.1.3.

Néu d6 dan dién cua cac canh 1a cac so hitu ty va c6 mot dong dién c6 cudng do bang 1 di qua mang thi
dong dién chay trong mdi canh s& c6 cudng d6 1a mot s6 hiru ty nao do.




Phép bién d6i sao — tam giac cho ching ta thay rang bat ké phan con lai caa mang 1 gi thi moi “ngoi
sa0” déu co thé dugc thay thé boi mot “tam giac” phi hop va nguoc lai. Cu thé hon, néu hai mang, tam gia
st la N va M, chi c6 chung hai dinh, tam gia sir 13 a va b, va tong dién tro cia M tir a dén b 1a r thi, trong
NUM, ching ta cé thé thay thé M bai mot canh ab véi dién tré r. Trén thyc té, cac phép bién doi twong tur
c6 thé duoc thuc hién ddi véi cac mang dién véi phan dinh kém co sé dinh bat ky chtr khdng chi hai hay ba
dinh nhu trén. N6i mot cach chinh xac hon, néu mot phan M ciia mot mang chi duoc gan véi phan con lai
ciia mang chi tai mot tap dinh U nao d6 thi ching ta c6 thé thay thé M bai cac canh co dién tro xac dinh ndi
Vi cac dinh cua U (va khdng can phai ké thém bat ky mot dinh ndo khac nira) ma khong 1am thay ddi su
phan bé cua cac dong dién bén ngoai M.

Khi wéc tinh gia trj dién tré cia mot mang, chiing ta thudng sir dung mét thuc té 12 néu tang dién tré cua
mét day dan 1&n thi tong dién tré caa mang s& khdng thé giam xudng. Nhu vay, néu mot sé day dan bi cat thi
téng dién tré cua mang sé khong giam. Tuong tu, néu mot sé dinh bi 1lam doan mach thi tong dién tré caa
mang s& khong ting. Diéu nay Ia hién nhién néu ching ta sir dung cac truc giac vat ly. Tuy nhién, van dé dat
ra & day do 1a cac dinh luat Kirchhoff cling véi dinh luat Ohm xéc dinh tit ca cac dong dién, cac hiéu dién
thé, v.v... déu di chap nhan ba dinh luat nay nén ching ta khong c6 quyén sir dung bat ky mot truc giac vat
1y ndo nhu vay. Trong chu dé nay cua bai viét, ching ta s& xem khang dinh nay nhu mét su that hién nhién
va khong quan tdm dén viéc chitng minh né. Nhung chiing ta s& chiing minh né bang nhiéu cach khac nhau
trong “Chu dé 09. Puwong di ngiu nhién trong mét dé thi”, khi chung ta dua ra mot cach xi 1y tinh té hon
dbi voi cac mang dién.

2.2. Khong gian vector va ma tran lién két véi mét dé thi

Khéng gian dinh Cy(G) ciia mét do thi G duoc dinh nghia 1a khong gian vector phic gdm moi ham sb
tuyén tinh tir V(G) vao C. Tuong tu, khéng gian canh €, (G) ciia mét dé thi G duoc dinh nghia 1a khdng
gian vector phitc gdm moi ham sé tuyén tinh tir E(G) vao C. Trong cac dinh nghia néu ¢ trén, doi khi dé tao
su thuan tién, ching ta thudng s& thay thé truong sb phirc € boi trudng bac hai F, hoic bai bat ki mot
trueong nao khac. Ching ta sé dat V(G) = {v,,v,, ..., v} VA E(G) = {ey, e, ..., €,,} Sa0 cho dimCy(G) = n
va dimC,(G) = m. Céc phan tir ciia Co(G) thudng duoc viét lai ¢ dang x = Y7, x;v; (hodc x = (x;)™ ).
Tong 3™, x;v; 1a mot téng hinh thiec ciia cdc dinh v;, nghia 1a néu chdng ta coi v; 1a mot ham V(G) - C
bang 0 tai hau hét moi noi, ngoai trir tai v; N6 s& bang 1, thi vy, ..., v,, 5& 1a Mot hé co sé cua C,(G) va tong
trén chi don gian 1a biéu thi mot phan tir theo cac phan tir co sé. Tuong tu, cac phan tir cia C; (G) ciing cd
thé duoc viét lai o dang y = Y™, y;e; (hoic y = (y,)™,). Chung ta sé goi (vy, ..., v,,) la mot hé co sé
chudn tdc cia khéng gian dinh Co(G) Va (ey, ..., e,,) 1a Mot hé co sé chudn tic cia khong gian cenh
C(G). Chang ta cling s€ trang bi cho cac khdng gian nay moét tich vo hudng (-, -) trong d6 cac hé co so
chuan tic 1a truc chuan: (x,y) = X x; ¥,.

Trong muc nay caa bai viét, ching ta s& quan tdm chii yéu dén khdng gian canh C,(G). Pé bat dau cac
khao sét, chling ta s& x4c dinh hai khong gian con dic biét s& tro thanh céc phan bl truc giao cia nhau. Ki
hiéu L = uu, ...u; 13 mot chu trinh dinh hudng cho trude trong G. Néu e; = UjU; 4 Va e; duge dinh hudng
tir w; dén ;4 thi ching ta s& noi rang e; dwgc dinh hwéng nhuw L. Chu trinh dinh huéng L nay c6 thé dugc
xac dinh bai mot phan ti z;, cua €, (G):



1 néue; € E(L) va e; dwgce dinh hwéng nhw L,
z;(e;) =5 —1néue; € E(L)va e; dwoc dinh hwdng khong nhw L,
Onéue; ¢ E(L).

£y £y

Hinh anh minh hoa: néu ching ta xem chu trinh L duogc dinh hudng nguoc chiéu kim dong ho thi
vector z; twong ung cta no trong C,(G) sé laz, = (-1,1,1,-1,0, ...,0).

Ki hiéu Z(G) 1a khdng gian con cua C, (G) cam sinh bai cac vector z, trong d6 L chay trén tap tat ca cac
chu trinh cua G; Z(G) duoc goi la khdng gian chu trinh cua G.

Ké tiép, gia st P 1a mot phan hoach V = V, UV, cua tap cac dinh V cua G. Xét tap E (V,,V,) gom cac
canh tir V; dén V,; mot tap hop cac canh E (Vy, V,) nhu vay s& duoc goi 1a mot 14t cat. Khi d6, ching ta s& ¢6
mot vector u, trong C; (G) duoc goi 1a vector lat cat (hodc vector déi chu trinh) lién két tu nhién voi phan
hoach P nay:

1néue; ditrV; dénV,,
up(e;) =< —1néueg; ditlr vV, dén 1/,
Onéue; ¢ E(V,,V,).

Chng ta ki hiéu U(G) 1a khong gian con cua khong gian canh C;(G) cam sinh bai cac vector lat cat up
va chiing ta ciing s& goi n6 1a khéng gian l4t cdt (hoic khéng gian déi chu trinh) cua G.

Két qua 2.2.1.

Khong gian canh C, (G) la tong truc giao cua khong gian chu trinh Z(G)va khdng gian lat cat U(G). Hon
nita, néu G c6 n dinh, m canh va k thanh phan lién théng thi dimZ(G) = m — n + k va dimU(G) = n — k.

Chitng minh két qua 2.2.1.

Pau tién, ching ta s& chi rarang Z(G) va U(G) la cac khdng gian truc giao voi nhau. Gia st L 1a mot chu
trinh va P 1a mot phan hoach V = V,UV,. Mét van dé duoc dit ra ¢ day dé 1a: “Tich vo huéng (z;, up) s&
bang bao nhiéu?”. Cau tra Idi cho van dé nay don gian 12 n6 sé bang s6 cac canh cua L di tir V; dén V, theo
huéng cua L trir di s6 cac canh cua L tir V, dén V;. Do d6, (z,, up) = 0, Vi moi chu trinh L va moi phan
hoach P. Nhu vay, Z(G) va U(G) thuc su la cac khong gian truc giao véi nhau.




Do s6 chiéu caa C; (G) s& bang véi sé canh m nén ca hai khang dinh trén s& dugc chang minh néu ching
ta cd thé chi rarang dimZ(G) = m —n + k va dimU(G) = n — k. Dau tién, chlng ta s& chitng minh tinh
dung din cua khang dinh nay voi gia dinh G 1a mot d thi lién théng; tinh ding dan cua khang dinh trong
trudng hop chung sé dugc suy ra theo sau dé mot cach dé dang.

Nhu vy, chling ta s& gia st rang G 13 mot do thi lién thong, nghia 1a k = 1. Ki hiéu T 1a mét cay khung
cta do thi G. Chlng ta s& sir dung T dé tao ram — n + 1 vector doc lap tuyén tinh trong Z(G) van — 1
vector doc lap tuyén tinh trong U(G). Ching ta c6 thé dit lai cac chi s6 ctia cac canh sao cho ey, ey, ..., €,_4
la cac canh cua cdy T va e, e,41, ..., €y la Cac canh con lai, nghia la cac day cung cua T.

Chung ta biét rang, véi moi day cung e;, c6 duy nhat mét chu trinh dinh huéng C; sao cho z¢,(e;) = 1 va
z¢,(ej) = 0 ddi véi moi day cung e; khac, nghia 1a bét ¢t khi nao j > n va j # i. N6i mét cach ngan gon,
z¢,(ej) = 6;; véi j = n, trong d6 &;; 1a ki hiéu Kronecker delta. Chung ta s& goi C; 1a mot chu trinh co s&
thugc e; (d6i véi T). Hon nira, z¢, cling duoc goi la mét vector chu trinh co sé. Tuong tu, bang cach xba di
mét canh e; cua T, phan con lai cua cay khung T s& duogc chia thanh hai thanh phan lién théng khac nhau. Ki
hiéu V{ 1a tap dinh cua thanh phan lién théng c6 chia dinh dau cua e; va ki hiéu V 1a tap dinh cua thanh
phan lién thdng c6 chira dinh cudi cua e;. Néu P; 1a phan hoach V = ViUVJ thi hién nhién up () = 6;; V6i
1 <j <n—1.Khidé, lat cit E(V{,V}) dugc goi la mot 14t cdt co sé (hoic mot déi chu trinh co s6) thugc
e; (doi véi T) va up, duoc goi 1a mot vector lat cit co sé (hodc mot vector déi chu trinh co sé).

Hinh v& minh hoa vector chu trinh co s¢ thugc eq la z., = e; — e, + e, — €g + eo;
vector lat cat co s thudc e, la up, = e, — g — ey

Chting ta c6 thé dé dang nhan thay rang {z.,;:n < i < m} la mot tap cac vector chu trinh doc lap tuyen
tinh. That vay, néuz = Y%, A;z¢, = 0 thi, véi moi j > n, ching tas& ¢6 0 = z(e;) = X%, 2;6;; = A;. Nhu
vay, moi hé s6 A; cua z déu bang 0. Tuong ty, cac vector lat cit co sé up, 1 < i < n — 1 ciing la mot tap
cac vector lat cat doc 1ap tuyén tinh. Do d6, dimZ(G) > m —n + 1va dimU(G) > n — 1.

Sau cling, trudng hop tong quat k > 1 ¢6 thé duoc suy ra tir truong hop k = 1 nhu sau:

Néu G c6 k thanh phan lién thong G,, G,, ..., G thi C;(G) s& 14 tong truc giao cua cac khdng gian con
Cl(Gl‘),i = 1,2, very k. Hon l'lﬁ’a, Z(Gl) = Z(G)ﬂCl(Cl) va U(Gl) = U(G)ﬂCl(Cl) |



Phép chiing minh trén chi ra rang cac sé n(G) = dimZ(G) (goi 1a chi sé hat nhan cia G) va r(G): =
dimU (G) (goi 1a hang cia G) doc lap voi cau truong ma khdng gian canh duogc xac dinh. Chi sb hat nhan
n(G) ciing duoc goi la chi sé chu trinh ciia G hoic (d6i hgng cia G). Viéc ching ta sir dung cay khung
trong phép chizng minh trén 1a khong bat bugc. Trong mot sb truong hop dic biét, chang han trong trudong
hop mot dd thi phing, ching ta s& c6 céac chu trinh va lat cét co sé tu nhién khac.

C6 mot s6 cach khac nhau dé ching ta co thé lién két ty nhién mot sé ma tran véi mot do thi va khéng
gian vector cua no va ching sé dugc thao luan ngay sau day: ma tran lién hgp va ma tran lién thudc.

Ma trgn lién hgp A = A(G) = (a;;) ciia mot do thi G 1a mot ma tran cap n X n xéc dinh boi

{1 néu Uivj € E(G),
a. . =
Y (0 trong treomg hop nguoc lai.

Dé xac dinh ma tran lién thuoc caa mot dd thi cho trude, ching ta s& xem xét lai phép dinh huéng cua
cac canh nhu trong dinh nghia cta cac khdng gian chu trinh va lat cat:

Ma trdn lién thugc B = B(G) = (b;;) cua mot dd thi G 1a mot ma tran cap n x m xac dinh béi

1 néu v; la dinh dau cta canh e;,
b;j = {—1 néu v; 1a dinh cudi cda canh e},
0 trong treong hop ngworc lai.

C6 mot cach don gian dé ching ta c6 thé két ndi hai ma tran A va B néu trén. Nhu thuong 18, ching ta s&
ding MT dé ki hiéu cho ma tran chuyén vi caa ma tran M.

Két qua 2.2.2.
Gia sa D = (D;;) la ma tran duong chéo véi D;; = d(v;) trong d6 d(v;) 12 bac cua dinh v; trong G.

Khi d6, BBT = D — A.

Chieng minh két qua 2.2.2.

Mot van dé dugc dat ra ¢ day d6 1a: “Gia tri (BBT);; s& bang bao nhiéu?”. Cau tra 15i cho van dé nay s&
la X%, bybj;. Do d6, né s& bang d(v;), néu i = j; —1, néu v;v; 1a mot canh cua G (néu e; = v;v; duge dinh
huéng tir v; dén v; thi by b;; = 1(—1) = —1 va tat ca cac tinh con lai déu bang 0); 0 néu v;v; khong phai 1a
mot canh cua G. Nhu vay, BBT = D — A. O

Matran L = D — A duoc goi la mot Laplacian réi rac (hoic ma trgn Kirchhoff) cua do thi G va no cé
mét tim quan trong nhat dinh trong ly thuyét phé d6 thi: ching ta s& quay tré lai van dé nay o cubi muyc 2.2.
Khong gian vector va ma tran lién két véi mét do thi va trong Cha dé 09. Pwong di ngiu nhién trong
do thi.

Chuing ta c6 thé dong nhat cac ma tran A va B vai cac anh xa tuyén tinh 4: C,(G) = C,(G) va
B: C,(G) - Co(G) xac dinh trong cac co s¢ chuan tic: (Ax); = T_1a;jx; va (By); = X7, bijy;. Néu C 1a




mét chu trinh thi hién nhién Bz, = 0 € C,(G). Trén thyc té, ching ta ciing dé& dang chimg minh duoc rang
khong gian chu trinh chinh 1 hat nhan cua toan tir B. Nhu vay, hang cua toan t B s& bang rank(B) =

m— (m —n+ k) = n — k 1a hang caa do thi G va chi s6 hat nhan cua toan tir B s& chinh 1a d4i hang (hoic
chi s6 chu trinh) cua G. Hon nita, toan tir chuyén vi BT cua toan tir B bién C,(G) thanh C,(G) va anh cua
toan tir BT chinh 1a khong gian lat cat.

Trong Chi dé 08. Po thi - Cau trdc nhém — Ma tran, ching ta s& thao luan mét sé chi tiét co ban vé
cac gi4 tri riéng va céc vector riéng cua ma tran ké&. Trong phan nay cua bai viét, ching ta s& st dung cac ma
tran dé giai quyét bai toan vé mang dién ma chung ta da thao luan trong phan dau tién. Trén thuc té,
Kirchhoff duoc biét dén nhu 12 nha toan hoc dau tién nhan ra kha nang ¢ng dung cia dai s6 ma tran vao ly
thuyét do thi. Cu thé hon, chinh 13 tng dung dai s6 ma tran dé giai quyét bai toan vé cac mang dién.

Mot van dé duoc dit ra & ddy dé 1a: “Lam thé nao dé chiing ta c6 thé xay dung cac dinh luat Kirchhoff
cho cac ma tran va vector trong khéng gian canh?”. Gia str G’ 1a d thi twong ung cua mang dién cua chlng
ta, V(G'") = {v1, vy, ..., Vn_1}, E(G') = {eq, €5, ..., €7}, mang dién Ia lién thdng va ching ta c6 mot may
phat dién dam bao hi¢u dién thé giita cac dinh v; vav; lag; —g; V,véimoi 1 < i < j < k.

Dé c6 thé biéu dién cac dinh luat Kirchhoff & dang gon gang hon, ching ta chi can b sung thém mét
dinh v,, vao G’ va ndi n6 véi cac dinh vy, v,, ..., v), dé tao ra mot do thi G méi. Ki hisum = m' + k va
em'si = VUil =1,2,..,k, V(G) ={v1,v,, ..., 1} VAE(G) = {ey, €5, ..., €1}

Gia str cac canh cua G’ dugc dinh hudng mét cach tuy y va ki hiéu w; 1a cuong d6 dong dién chay trong
canh e;. Do do, w; = —1 ¢0 nghia la chung ta s€ c6 mot dong dién c6 cuong do 1 A theo qua canh e; theo
chiéu nguoc lai. Bang cach dinh huéng tirng canh mai e/, tir v, dén v; va ki hiéu w,,,r.; 1a tong cuong do
dong dién di vao mang tai v;. Mot lan nita, w,,/,; = —1 c6 nghia la ching ta ciing s& c6 mot dong dién c6
cuong do 1 A roi khoi mang tai v;. Vector w = (wy, wy, ..., w,,,) € C;(G) duoc goi la vector cuwong do dong
dién. V6i cach ki hiéu nay, dinh luat Kirchhoff vé cac cuong do dong dién s& c6 dang

Bw =0 1)

Viéc xay dung dinh luat Kirchhoff vé cac dién thé & dang ma tran ciing d& dang nhu vay. Ki hiéu p; 1a
hiéu dién thé gitra hai dau cta canh e; va vector p = (py, Py, ..., Pm) € C;(G) cling dugc goi 12 vector dién
thé. binh luat Kirchhoff vé cac dién thé phat biéu rang (z, p) = 0, véi moi chu trinh z € C;(G). Thay vi
cong nhan khang dinh nay cho moi chu trinh, chiing ta s& thu thap tat ca cac théng tin can thiét vao mot ma
tran duy nhat. Twong ty nhu trude day, ching ta chon ra mot cay khung T trong G va gan nhan cac canh cia
G sao cho ey, e,, ...,e,_4 lacac canh cuacady T va e, e,41, -, € 18 Cac day cung.

Ki hiéu C 1a ma tran cap m x (m — n + 1) trong d6 cot thr i 1a vector chu trinh co s Zc, ., thuoc canh
ep—1+t =12,....m—n+1.

Do céac vector chu trinh co s& tao thanh mot co so ciia khong gian chu trinh nén dinh luat Kirchhoff vé
cac dién thé s& c6 dang

C'p =0, (2)

trong d6 CT 1a ma tran chuyén vi cia ma tran C.



Ké tiép, dé xac dinh cac dong dién di qua cac canh cua G’, chling ta can thém mot phuong trinh nita lién
hé giira dién thé, dong dién, dién tré va may phat dién. V&ii < m’, ki hiéu r; 1a dién tré cua canh e; va gia
dinh rang méi canh méi e;, j > m’ déu c6 r; = 0. Chling ta c6 thé gia dinh rang r; > 0 véi moi i < m':
trudng hop nguoc lai, canh e; ¢o thé da bi loai bo. Ki higu R = (R;;) 1a ma tran duong chéo cap m x m véi
R;; = r;. Cubi cung, ki hiéu g = (0, ...,0, g1, g3, .., gx) € C1(G) 1a vector ciia may phat dién.

Khi d6,
p =Rw +g. 3

Phuong trinh ndy chta tat ca nhitng thong tin ma chung ta c6 vé cac dong dién ngoai trir cac dinh luat
Kirchhoff.

Dé giai cac phuong trinh (1), (2), (3) theo w va p, chlng ta s& tach khdng gian C, (G) thanh tong E; +
Ey trong d6 E; la khdng gian con cam sinh bai cac canh cua cy T va Ej 1a khéng gian con cam sinh boi
cac day cung cua cay T, nghia 1a cac canh khong thuoc cay T. Ki hicuw = (wy,wy) vap = (pr, py) la cac
vector biéu dién tuong tng. Hon nita, ki hiéu B 1a ma tran nhan duoc tir B bang céch loai bo di hang cudi
cung, ching ta s€ co

¢=(Cr)vaB = (BrBy).

Do céc cot cua € 1a cic chu trinh co ban nén Cy s& lamatran donvicdp (m —n+ 1) X (m —n + 1)
Iy—n+1. DO hat nhan cua B c6 chira tit ca cac vector chu trinh nén BC = 0. Do d6, BC = 0, nghia la
BrCr = —By. Ké tiép, do By 1a mot ma tran kha nghich nén C; = —B71By.

Sau mét sé phép bién doi don gian, ching ta c6 thé dé dang giai duoc cac phuong trinh (1), (2), (3):

Két qua 2.2.3.
Vector dong dién w théa man phuong trinh p = Rw + g duoc xac dinh bgi cong thirc

w=—C(CTRC)™1(CTg.

Chitng minh két qua 2.2.3.

Bang cach két hop véi cac phuong trinh (2), (3), chiing ta d& dang nhan ra rang CTRw + CTg = 0, nén
(CTRC)wy = —CTg. Do CTRC ciing 1a mot ma tran kha nghich nénw = —C(CTRC)™1CTg. O

R6 rang, Két qua 2.2.3) s& van co gia tri trong nhiing truong hop tong quat hon chir khdng chi véi G va
g duoc dinh nghia nhu trén. Trén thyc té, diéu kién sau day 1a da va it nhiéu can thiét cho viéc chang minh
su ton tai duy nhét ciia dong dién trong mach: g;; = 0 v&i moi chi s6 i va cac canh e; v6i r; = 0 tao thanh
mot db thi con lién thoéng.

Hon nita, cac két qua trén vin dung cho cac da db thi: tat ca cac khai niém (ma tran lién thuoc, khdng

gian chu trinh va khong gian lat cit, cac chu trinh co sé Va cac lat cat co s¢) déu co thé duoc dinh nghia
tuong tu nhu trén va phép chting minh cua cac két qua trén van duoc gitr nguyén.




Bang cach xem xét cac da do thi, chling ta c6 thé thiét 1ap lai Két qua 2.2.3) ¢ dang don gian hon ma
khéng can chling ta phai bo sung thém mot dinh méi vao do thi G’ trong tng ciia mang dién. That vay, néu
cac dong dién di vao G’ tai mot dinh a va roi khoi n6 tai mot dinh b thi ching ta cé thé ndi a véi b boi mot
canh e méi co dién tro bang 0 (ngay ca khi a va b da duoc ndi véi nhau tir trude d6) va ching ta ciing c6 thé
gia dinh rang hiéu dién thé gitra hai dau cua canh e 1a 1 (bang cach chon g = (0,0, ...,0,1) Véi e la canh cudi
cuing). Bang cach sir dung thiét 1ap nay, ching ta cé thé d& dang kiém tra duoc rang ti s6 gitra cuong do
dong dién e; trén tong cuong do dong dién e thuc su duoc dua ra boi Két qua 2.1.1), mac du viéc kiém tra
nay kha 1 té nhat. Mac khéc, nhu chiing ta s& trinh bay ngay sau déy, rat d& dang dé ching ta c6 thé biéu
din s céc cay khung trong mot do thi dudi dang dinh thiac cua mot Laplacian roi rac.

Trén thuc té, ching ta thuong xem xét trudng hop cac mang dién c6 dién tro khac nhau va cac cay khung
c6 trong s6 nhu trong Két qua 2.1.2). Ki hiéu G 1a mot d6 thi véi V(G) = {v,, ..., v,} vAmatran din C =
(c;j): néu i = j hodc v;v; khdng phai 1a mt canh cua G thi ¢;; s& bang oo, truong hop ngugc lai ¢;; s& bang
d6 dan dién cua canh v;v;.

Nhu trong Két qua 2.1.2), véi moi cay khung T, ki hiéu w(T) I tich caa cac do dan dién cua cac canh
cua cay T va ki hiéu N*(T) = Y7 w(T) trong d6 tong duogc |y trén tat ca cac cay khung T.

Laplacian roi rac (hoac ma tr@n Kirchhoff) cia mang dién ctua chung ta duoc xac dinhboi L =D — C
trong d6 D & ma tran duong chéo ¢6 phén tir thir i trén duong chéo 1a X7, ¢;; = X7, ¢j;. Do, trong L, tat ca
cac hang va cac cot déu co tong bang 0 nén tit ca cac phan bu dai s6 cua L déu bang nhau, ki hiéu K*(G) 1a

gia tri chung nay.

Két qua 2.2.4.
N*(G) = K*(G).

Chieng minh két qua 2.2.4.

Chng ta cd thé gia dinh rang G 1a mot db thi lién théng: truong hop nguoc lai, N*(G) = K*(G) = 0.
Hon nita, két qua nay ciing ding v6i n = 1 bi vi khi d6 N*(G) = K*(G) = 1.

Pé ching minh tinh dang din caa khang dinh trén, ching ta s& 4p dung phuong phap quy nap toan hoc
trén sé canh caa do thi G. Do két qua 1a hién nhién cho trudng hop db thi G khdng c6 bat ky mot canh nao
nén ching ta cé thé chuyén sang budc quy nap cia phép chang minh. Gia sirn > 1, G 1a mot db thj lién
thong va khang dinh néu trén 1a ding d6i voi cac mang dién co sé canh it hon. Gia sir v; Va v, 1a hai dinh
lién hop véi nhau. Ki hiéu G — v, v, 1a d6 thi thu duoc tir G bang céch cat (x6a) canh v, v, va ki hiéu
G /v, v, 1a @6 thi thu dugc tir G bang cach dong nhat (co) canh v, v,. Nhu vay, trong G /v, v,, cac dinh v; va
v, s& dugc thay thé boi mot dinh v;, méi va né dugc ndi voi cac dinh v; (i > 2) béi mot canh c6 do dan
dién cy; + ¢, VOi didu Kién ¢q; + ¢y > 0.

Piém mau chdt quan trong caa phép chitng minh ndy nam & chd N* va K* déu ciing thoa man mot hé
thirc tvong quan giita tinh cat va dong nhat:




N*(G) = N*(G — v1v;) + ¢1,N* (G /v1vy), (1)
K*(G) = K*(G — v1v,) + ¢1,K™(G/v1vy). (2)

That vay, N*(G — v,v,) “dém” s6 cac cay khung khong cé chira v, v, va ¢, N*(G /vy v,) “dém” sb cac
cay khung con lai. Bé ching minh (2), ching ta chi can xem xét cac phan bu dai s6 thudc v, va vy,.

T gia thiét quy nap cua bai toan, ching ta d& dang nhan thay ring cac vé phai cua cac hé thic (1) va (2)
la bang nhau, dpcm. O

Mot truong hop dac biét cua Két qua 2.2.4) lién quan dén cac da d thi (tham chi 1a cac d6 thi): tat ca
nhitng gi chting ta phai 1am chi 1a dung ¢;; d€ ki hiéu cho so cac canh ndi v; véi v;.

Két qua 2.2.5.

S cac cay khung trong mot da do thi chinh 1a gia tri chung cua tat ca cac phan bu dai s6 caa Laplacian
roi rac.

Mot két qua twong tu cling dang ddi vai cac da dd thi c6 huéng. Tuy nhién, 1an ndy ching ta s& phai dém
s6 cac cay khung dugc dinh huéng téi mot dinh cho trude:

Két qua 2.2.6.

Gia sir G 1a mot da d6 thi c6 hudng véi tap dinh V(G) = {vy, ..., v,}. V6imdi 1 < i < n, ki hiéu t;(G) 1a
s cac cay khung duoc dinh huéng téi dinh v;. Hon nita, ki hiéu L = (I;;) la Laplacian rai rac cia G: véi
[ i], Ki hléu _ll] la Sé cac Canh tur v; dén U], lii = _Zjilll]

Khi d6, t;;(G) chinh 1a phan bu dai sé cta L thudc 1;;.

Phép ching minh cua két qua trén hoan toan twong tu nhu phép chirng minh cua Két qua 2.2.4): khi xem
Xét t, (), tat ca nhitng gi chling ta phai quan tam d6 13 ddng nhat tat ca cac canh tir v; d&én v, véi moi chi sb
i > 1. Luu y rang két qua ndy ham chira ca Két qua 2.2.5): v6i moi da d6 thi cho trudc, ching ta chi can
thay thé mdi canh bdi mét cip canh trong d6 mdi canh duge dinh huéng theo mét trong hai huéng va ap
dung Két qua 2.2.6).




