Chu dé 03. Khai niém luéng — Tinh lién théng — Cip ghép

Bai toan 1. Gia sir cho trudc mot tap cac chang trai va cac cd gai. V6i diéu kién nao thi tt ca cac co gai
c6 thé chon duoc ngudi chdng ma ho biét ?

Bai toan 2. Gia sir cho trudc mot nhém con H caa mot nhoém hitu han G. V&i didu kién ndo thi sé ton tai
cac phan tir gy, ..., g, € G sao cho {g,H, ..., g,H} 1a mot ho cac 16p ghép tréi va {Hgy, ..., Hg,} 1a mot ho
cac l6p ghép phai cua H ?

Bai toan 3. Gia sir cho truéc mot ho cac tap A, ..., A,,. V6i diéu kién nao thi s& ton tai cac phan tir phan
biéta,,...,a, saochoa, € 44, ...,a, € A,?

Trén thuc té, nhitng cau hoi tuy c6 vé khac nhau nay lai lién quan rat mat thiét véi nhau: tat ca chung déu
lién quan dén van dé xac dinh diéu kién dé ton tai mot tap cac canh doc 1ap trong mot @6 thi ludng phan (con
goi 1a mot cap ghép) va ching sé duoc giai quyét boi ciing mot dinh 1i co ban nhung duoc phat biéu boi
nhiéu dang khac nhau boi ba nha toan hoc Hall, Kénig, Egervéry. Binh Ii ndy (ching ta s& thuong goi 1a
dinh Ii Hall) (mét vi du dién hinh cua mot s6 két qua ma ching ta s& trinh bay trong bai viét nay) dua ra cac
dién kién can va dua cho su ton tai cia mot s6 ddi twong nhat dinh. Trong mdi trudng hop cu thé, céi hay caa
cac dinh Ii ndy nam ¢ chd chung déu 1 cac diéu kién ma chiéu thuan 1 hién nhién va ching ta chi can
chung minh chiéu dao 1a da. Trong dang ki hiéu cua cac két qua caa ching ta, ching ta s& ¢ hai ham, chiang
han Ia f va g, théamin f < g va ching ta s& chi ra raing maxf = ming. Do cac két qua cua muc nay c6
mbi quan hé rat chat ch& vai nhau nén thi t ching dugc chitng minh 1a mot van dé kha quan trong. Dé
nhan manh diéu nay, mét s6 két qua s& duoc chitng minh bang nhiéu cach khac nhau.

Trong muc 3.1) ciia muc ndy, ching ta s& khao sat cac khia canh khac nhau cua khai niém ludng trong
cac dd thi c6 huéng. Muc dich chinh cua chiing ta 13 trinh bay dinh Iy lat cit cuc tiéu — ludng cuc dai tuy
don gian nhung rat hiéu qua va di dugc ching minh boi Ford va Fulkerson vao nim 1962. Két qua nay
khéng chi & két qua trong tdm cua hai muc tiép theo ma né con c6 mot sé hé qua quan trong khac lién quan
dén cac do thi vo huéng.

Tinh lién thong cua cac db thi s& 1a chu dé& dugc khao sét tiép theo cua ching ta trong muc 3.2): két qua
chinh 14 dinh If Menger dugc chang minh l1an dau tién vao nim 1927. Binh Ii Hall va cac bién thé cua nd s&
dugc trinh bay chi tiét trong muyc 3.3).

Trong trudng hop dau tién, chlng ta s& suy ra ca hai dinh 1i Menger va Hall tir dinh |i 14t cat cyc tiéu —
ludng cuc dai. Tuy nhién, do cac két qua nay co lién quan chat ché voi nhau va tim quan trong von di caa
chling nén ching ta ciing s& dua ra mot s phép chiung minh doc 1ap khac nhau cho ting két qua nay.

Bic biét, dinh 1i Hall chi ra cho ching ta biét khi nao thi mot d6 thi ludng phan cho trugc s& c6 mot 1 —
nhan tir (Mot db thi con c6 tap dinh 1a tap dinh cua do thi ban dau va moi dinh cua nd déu c6 bac bang 1).
Cau hoi tuong tu vé sy ton tai cia mot 1 — nhan tir trong mot do thi tly ¥ s& khé hon dang ké. Van dé nay
da duoc giai quyét boi dinh I Tutte ma chlng ta sé trinh bay trong muc 3.4).

Muc 3.5) s& dugc dung dé trinh bay vé cac cap ghép on dinh trong cac do thi ludng phan. Nhitng cap
ghép nay s& twong thich véi “so thich” & tat ca cac dinh, nghia 1a mét cap ghép nhu vay la cuc dai cuc bo
cho moi cap dinh véi mbi dinh nam trong mot 16p khéac nhau. Két qua co ban va quan trong vé cac cap ghép
6n dinh 12 mot dinh li cua Gale va Shapley va da duoc chimg minh vao nim 1962: két qua nay khéng chi



dugc quan tdm nhiéu vi y tudng doc ddo ma nd con co rat nhiéu tng dung thuc té quan trong. Mot s6 tng
dung s& duoc chlng ta gigi thidu ra ¢ day; nhitng tng dung quan trong khac gan day co lién quan dén céc
phép td mau dang list s& giéi thiéu thém trong “Chu dé 05. Phép t6 mau do thi”.

3.1. Khai niém ludng trong dd thi c6 hwéng

Gia st cho trwéc mot dd thi ¢o hudng hitu han G véi tap dinh V va tap canh E. Chulng ta s& khao sat khai
niém ludng trong dd thi c6 huéng G tr mot dinh s dén mot dinh t. Mot luéng f trong G tir dinh (nguén) s
dén dinh (dich) t dugc dinh nghia 1a mot ham khong am xac dinh trén tap cac canh; gia tri f (xy) duoc goi
|4 gia tri ciia luong f trén canh xy. DBé don gian hoa cach ki hiéu, ching ta s& viét f (x, y) thay vi f (xy) va
mot quy ude tuong tu s€ duoc st dung cho cac ham khac. Ngoai ra, chung ta ciing s€ luén quy udc f(x, y)
bang 0 bat cir khi ndo xy ¢ E. Didu kién duy nhit ma chding ta yéu cau mét ludng tr s dén t phai thoa man
1a dinh luat Kirchhoff: tong gié tri caia ludng chay vao mdi dinh trung gian (mot dinh nao d6 khac voi s va t)
s& bang tong gié tri caa ludng chay ra khoi dinh do.

Nhu vay, néu, véi méi dinh x € V, chung ta ki hiéu:
Nt(x)={yeVv:xye E}
N~ (x)={yeVv:yxe E}
thi mot ludng bat ki tir s dén t s& phai thoa mén diéu kién sau:
Yyen+to f(0Y) = Xzen-o f (2, %), voi moi dinh x € V — {s, t}.

Do ZxEV—{s,t}{ZyEN*'(x)f(x: Y) - ZZEN‘(x)f(Zr x)} = Zue{s,t}{ZzeN‘(u)f(Z' u) - ZyeN*‘(u)f(u! y)} =0
nén ching ta dé dang suy ra dugc rang

Yyent(s) [ (8, V) = 2yen-) f,8) = Zyen- 0, 1) — Zyen+ f (6, ¥).

Noi cach khac, tong gia tri caa ludng chay ra khoi s s& bang tong gia tri cua ludng chay vao t. Gia tri
chung nay duoc goi 1a gid tri cia luéng f tir s dén t, ki hiéu boi v(f).

Chung ta thudng mong muén xac dinh gia tri luong 16n nhat tir s dén ¢ voi diéu kién luong phai thoa man
mot s6 diéu kién nhat dinh. Pau tién, ching ta sé giai quyét van dé xac dinh gia tri ludng 16n nhat véi diéu
kién han ché 1a gigi han t6i da co thé c6 ciia mot ludng khi di qua cac canh cu thé. N6 s& gilp ching ta rat ra
két qua cho mot s6 diéu kién han ché khac duong nhu phuc tap hon nhung c6 thé dugc xem nhu mét truong
hop riéng cua no.

Gia str cho trugc mot do thi co hudng G = (V, E) va hai dinh s, t. Vi mdi canh xy cua d thi G, ching
ta s& lién két nd véi mot sé khong am c(x, y) duoc goi 1a dung lireng ciia canh xy. Ching ta s& ludn gia
dinh ludng chay qua canh Xy khong thé nhiéu hon dung luong c(x, ).

Gia str cho trudc hai tap con X, Y cua V, ching ta sé€ dung E(X, Y) dé ki hiéu tap cac X — Y canh c6
hudng:

EX,Y)={xyeE:xeX,yeY}



Vi moi ham g: E - R, ching ta ki hieu g(X,Y) = X g(x,y) trong d6 téng duoc ldy trén E(X,Y).

Néu S 1a mot tap con cua V ¢6 chua s nhung khong ¢ chua ¢ thi E (S, S) duoc goi 1a mot 14t cdit tach s
khéi t trong @6 § = V — S la phan bi cua S. Néu chiing ta x6a cac canh ra khoi mot 1at cit thi sé khéng thé
c6 bat ky mot ludng c6 gia tri duong nao tir s d&én t duoc xac dinh trén phan con lai. Nguoc lai, ching ta
cling d& dang chimg minh duoc rang néu ki hiéu F 1a tap cac canh ma sau khi bi x6a s& khong c6 bat ky mot
ludng nao tir s dén t c6 gia tri duong (nghia la: v(f) = 0, v&i moi ludng f tir s dén t) thi F s& c6 chira mot
lat cét nao d6. Gia tri ¢(S, $) duoc goi |2 dung lirgng ciia 14t cit E(S,S). Nhan thiy ring dung lugng cua
bat ki mét lat cit ndo ciing déu Ion hon hodc bang gia tri cua bat ki mot ludng ndo. Do dé, gia tri dung lugng
nhé nhat c6 thé c6 cua bat ki mot 1at cit nao ciing s& déu 16n hon hoic bang gié tri Ion nhat c6 thé c6 cua bat
ki mot ludng nao. Binh Ii 14t cit cuc tiéu — ludng cuc dai (Mot két qua ndi tiéng cua Ford va Fulkerson) chi
ra rang bat dang thtc néu trén thuc sy 13 mot dang thac. Trudc khi phét biéu va ching minh dinh 1 nay,
ching ta s& ¢ gang giai thich Ii do cho cach goi “cuc tiéu” va “cuc dai” nhu & trén. Nhan thay rang do chi
c6 hitu han Iat cit nén s& phai c6 mot 14t cit nao d6 vai dung lugng nho nhat. Sy ton tai caa mot ludng f nao
do véi gi tri lon nhat s& phac tap hon mot chit. That vay, d& dang nhan thay rang v(f) < Yieg c(x, ),
v6i moi ludng f. Do d6, v = supv(f) < oo. Gia st fi, f,, ... 1a mot day céc ludng sao cho lim,v(f,) = v.
Khi d6, bang cach chuyén sang mot ddy con cua no, chling ta c6 thé gia dinh rang day (£, (x, ¥)) s& hoi tu vé
mot ham £ (x, y) nao dé, véi moi canh Xy € E. Ham £ 1a mot ludng cé gia tri bang v, nghia 1a mot ludng voi
gia tri cuc dai. Bang cach 1ap luan twong ty, ching ta c6 thé chi ra rang néu c6 mét sé canh c6 dung luong
v han thi cling s& c6 mot ludng nao d6 véi gia tri 16n nhat 1a hitu han (hoac vo han).

Két qua 3.1.1. (Pinh Ii lat cit cuc tiéu — ludng cue dai)

Gid tri 1on nhét c6 thé c6 cua bat ki mot ludng tir s dén t s& lubn bang voi gia tri dung lwong nho nhét c6
thé cd caa bat ki mot It cat ndo tach s ra khoi ¢.

Chieng minh két qua 3.1.1.

Nhan thiy rang chung ta d ching minh duoc sy ton tai cia mot ludng f vai gid tri cuc dai v va dung
lwong cua bat ki mot 14t cét nao ciing déu 16n hon hoic bing v. Do d6, dé chirng minh tinh dung din cua
dinh Ii 14t cit cyc tiéu — ludng cuc dai, ching ta chi can chi ra ring c6 mot lat cit véi dung luong bang v.
Trén thyc té, chung ta da 1am nhiéu hon thé: chlng ta s& dua ra mot thuat toan don gian dé gidp xay dung
mot lat cat nhu vay tir mot luong f véi gia tri 16n nhat.

Chung ta s& xay dung tap con S c V bang phuong phap dé quy nhu sau: “Dits € S. Néu x € S va
c(x,y) > f(x,y) hoac f(y,x) > 0 thichlng tasé daty € S.”

Chuing ta s& chi ra rang E (S, $) 12 mot 1at cit tach s ra khoi ¢ véi dung luong bang v = v(f).
Pau tién, ching ta s& chi ra Ii do vi sao t khdng thé 13 mot dinh nam trong S.

That vay, néu t 1a mot dinh nam trong S thi chiing ta s& tim dugc mot diy cac dinh x, = s, x4, ..., x; = t
sao cho

g = max{c(x;, xi11) — f (X Xi11), f (X451, %)} > 0, véimoichisd i, 0 < i <[ — 1.




Ki hiéu & = min;e;. Khi d6, f c6 thé duge ting cuong 1&n thanh mot ludng £’ méi nhu sau: “Néu &; >
f(x;41,x;) thi ching ta s& ting gié tri cua ludng trén canh x,x,,, 1én & don vi; trudong hop nguoc lai, chlng
ta s& giam gia tri cta ludng trén canh X,x,,, di € don vi.” Hién nhién, £’ s& 12 mot ludng va gia tri cia né la
v(f") = v(f) + &, mau thuin vai gia thiét v& tinh téi dai cua f. Didu ndy nguy rang t & S, nén E(S, $) sé 1a
mét lat cit tach s ra khoi t.

Ké tiép, chiing ta dé dang nhan thay rang gié tri v(f) cua ludng f s& bang véi gié tri caa ludng £ tir S
den 5; nghia la U(f) = ZxES,yES_f(xr Y) - 2x€§,y€5 f(x» y)-

Tir cach dinh nghia dé quy cua tap con S, ching ta dé& dang nhan thay ring téng tht nhat s& bang
Yresyes f(x,y) = c(S,5) con mdi s6 hang ndm trong tong thir hai déu s& bang 0. Do d6, v(f) = ¢(S,5). o

Dinh If 14t cat cuc tiéu — ludng cuc dai chinh 1a nén tang cbt 16i cua toan bo phan Iy thuyét s& duoc trinh
bay trong muc nay cua bai viét. Luu ¥ rang néu c6 mot s6 canh c6 dung luong vo han nhung gia tri cua
ludng cuc dai I hiru han thi ching ta van c6 thé chimg minh dugc tinh dang dan cua dinh Ii 14t cat cuc tiéu —
ludng cuc dai bang cling mot phuong phap ching minh néu & trén.

Phép ching minh cua dinh 1i 14t cét cuc tiéu — ludng cuc dai néu & trén ciing chi ra cho ching ta mot
thuat toan hiéu qia mot cach dang ngac nhién dé xac dinh mot ludng veéi gia tri 16n nhat néu ham dung
lwong 1a nguyén; nghia 13, voi moi canh xy, dung luong c(x, y) déu 1a mot sé nguyén. Pau tién, ching ta s&
bét dAu thuat toan véi ludng khong, nghia 1a £, (x,y) = 0, véi moi canh Xy € E. K& tiép, ching ta s& xay
dung mét day tang hiru han cac ludng fy, fi, fo, ... hoi tu v& mot ludng cuc dai f nao d6. Gia sir ching ta da
xay dung duogc ludng f;. Nhu d trinh bay trong phép chitng minh & trén, ching ta s& c6 thé tim dugc mot
tap S tir ludng f;. Nhan thay rang néu t & S thi £; s& la mot ludng cuc dai (didu nay twong duong véi viéc
E(S,S) 1a mot 4t cat cyc tiéu), nén day ting hitu han céac ludng fy, fi, f,, ... ciia ching ta s& phai ding lai.
Mt khac, néu t € S thi f; c¢d thé duoc ting cuong 1én thanh mét ludng £, bang cach ting gia tri caa ludng
doc theo mot duong di nao d6 tir s dén t twong tu nhu trong phép ching minh cua dinh 17 14t cit cuc tiéu —
ludng cuc dai. Do mdi gia tri v(f;) déu 1a mot sd nguyén nén ching ta d& dang suy ra rang v(f;,,) =
v(f;) + 1. Diéu nay chi ra rang day tang hitu han cac ludng £y, fy, o, ... S& phai ding lai sau téi da
Yxy C(x,y) budc.

Hon nita, néu c 12 nguyén thi thuat toan s& xay dung cho chiing ta mot luong cuc dai ciing 1a mot ham
nguyén, nghia 1a mot luong cé gia tri trén moi canh déu 1a mot sé nguyén. That vay, nhan thay rang do f, va
f; 1a cac ham nguyén nén £, ciing s& la mot ham nguyén (diéu nay suy ra tir viéc f;,, nhan duoc tir f; bang
cach ting gia tri cua ludng f; trén mot dudng di nao d6 1én mot gia tri 1a gia tri nho nhat ciia mot tap cac so
nguyén duong). Két qua nay doi khi thudng duoc goi 1a dgng nguyén cia dinh li 4t cat cuc tiéu — luong
cuc dai.

Két qua 3.1.2. (Dang nguyén cia dinh |i 14t cat cuc tiéu — ludng cure dai)

Néu ham dung lugng 1a nguyén thi s& c6 mot ludng cuc dai ma ludng cy dai ndy ciing 1a nguyén.

Chung ta s& thuong van dung két qua don gian nay mdi khi chiing ta sir dung dinh Ii lat cat cuc tiéu —
ludng cuc dai dé tim cac duong di tang cudng khac nhau trong d6 thi. Biéu quan trong can luu ¥ & day d6 1a
két qua nay khdng ngu y tinh duy nhat cia ludng cuc dai: thuat toan sé tim ra mot trong s6 cac luong cuc dai




(thudng sé& ¢6 nhiéu ludng cuc dai nhu vay) va Két qua 3.1.2) tuyén bé rang mét trong cac ludng cuc dai nhu
vay la nguyén.

Sy ton tai cia mot thuat toan nhu vay ciing chang minh cho chling ta mot cach truc quan mot sb két qua
khéc. Chang han, luén ton tai mot phdn luéng cue dai (mot ludng ma khong cé chira bat ki mot ludng nao
xung quanh mét chu trinh). N6i cach khac, khdng thé cd bat ki mot chu trinh x;x, ... x, sa0 cho

f(xpxz) > 07 f(x21x3) > 01 ---;f(xk—pxk) > Oif(xk!xl) > 0.

Néu chling ta xét mot dd thi c6 huéng hitu han G = (V, E) véi nhiéu ngudn va nhidu dich thay vi chi xét
mét ngudn va mot dich thi van dé s& chi tré nén phirc tap hon mot chat. Trén thuc té, sy khéac biét duy nhat
ma ching ta can phai quan tam chinh Ia dinh nghia khai niém tong quat vé mot lat cat: Néu s, ..., sy 1a cac
NQUON VA ty, ..., t; 1a cac dich thi E(S,$) lamot lat cdt néu s; € Svat; € $ voi moichisdi,j, 1 <i <k,
1<j<l.

Pé c6 thé ap dung dinh 17 14t cit cuc tiéu — ludng cuc dai cho trudng hop nhiéu ngudn va nhiéu dich,
chiing ta chi can bd sung thém mét ngudn s méi, mot dich t méi, cac canh 5s; va ¢, £ sao cho mdi canh nay
déu c6 dung luong vo han. Ki hiéu H 1a dd thi nhan dugc theo cach néu trén. Xét tit ca cac ludng tir
S1, -, S dénty, ..., t, trong G sao cho tdng gia tri ctia cac ludng vao (ra) mot ngudn (dich) s& khdng bao gid
I6n hon tong gié tri cua cac ludng ra (vao) chinh dinh d6. Cac ludng nay c6 thé d& dang dugc mé rong thanh
mot ludng duy nhét tir s dén ¢ trong H va phép mé rong nay thiét 1ap mot phép twong tng 1 — 1 giita hai
nhém ludng nay. Hon nita, do moi lat cét tach s ra khoi ¢ trong H c6 dung lugng hitu han khong thé chia bat
ki mot canh nao c6 dang ss, hoic Et’ nén no s& trong tng vai mot lat cit co cung dung lugng trong G tach
S1, e, Sp Fa khoi ty, ..., t;. Nhu vay, Két qua 3.1.1) ¢6 thé dugc mé rong nhu sau:

Két qua 3.1.3.

Gid tri 1on nhét c6 thé c6 cua bat ki mot ludng nao tir mot tap cac ngudn dén mot tap cac dich s& ludn
bang vai gié tri dung leong nho nhat cé thé co cua bat ki mot 14t cit ndo tach tap cac ngudn ra khoi tap cac
dich do.

Ké tiép, gia sir rang ching ta c6 cac han ché vé dung lugng trén tat ca cac dinh ngoai trir nguon va dich,
nghia 14 gia sir rang chung ta dugc cho trugc mot ham c:V — {s, t} » R* sao cho moi ludng f tir s dén t
déu s& thoa man bat dang thirc sau:

Yyen+oo f (6 Y) = Xzen- (2 x) < c(x), véi moidinh x € V — {s, t}.

Mot van dé nay sinh ra thém ¢ day d6 1a: “Chung ta sé dinh nghia khai niém vé mot lat cit trong tinh
hudng nay nhu thé nao?”. Mot l4t cdt dugce dinh nghia 1a mot tap con S cua V — {s, t} sao cho khdng c6 bat
ki mot ludng nao co gié tri duong tir s dén t c6 thé dugc xac dinh trén G — S. Dé phan biét hai loai 14t cat
néu & trén, doi khi chiing ta thuong goi khéi niém vira trinh bay 1a mot lat car dinh con khai niém da trinh
bay & muc trudc 1a mot 14t cdt canh. Mot van dé xuat hién ra ¢ day do la: “Liéu ching ta c¢d thé chuyén dinh
Ii 14t cat cyc tiéu — ludng cuc dai cho truong hop nay duoc khdng?”. Cau tra loi cho van dé nay sé la Co.
That vay, nhan thay rang mot ludng chay qua canh ciing ¢ thé dugc xem nhu mét ludng chay qua dinh; cu
thé 12 tir phan ma tat ca cac ludng di vao nd dén phan ma tat ca cac luong roi khoi nd. Chinh xac hon, chiing




ta s& bién mdi dinh cua G thanh mot canh nao d6 (ma khong lam thay déi ban chat cua dd thi 6 hudng) sao
cho bat ky ludng nao di vao (di ra) dinh d6 ciing s& bi ép di qua canh tuong ung. Dé thyuc hién diéu nay,
ching ta chi can thay thé mdi dinh x € V — {s, t} béi hai dinh nao d6, tam gia sir 1a x_ va x,; gui tirng canh
dén cho x_ ciing nhu gui ting canh di ra khoi x,.. Cudi ciing, voi mdi dinh x € V — {s, t}, chling ta s& b
sung thém mat canh tir x_ dén x,. véi dung luong c(x_x,) = c(x).

X_. X,

y F4 Y+ z,

Hinh anh minh hoa qué trinh thay thé mot dd thi G vai cac han ché vé dung luong trén cac dinh boi mot
dd thi H voi cac han ché vé dung lugng trén cac canh.

Nhu vay, chiing ta d& c6 dugc mot phép twong tng 1 — 1 don gian giita cac ludng tir s dén t trong G va
cac ludng trong dd thi H méi véi cac han ché vé dung luong trén cac canh. Do, trong dé thi H, chi cé duy
nhat cac canh x_x; 1a c6 dung lugng hitu han nén mét lat cit canh véi dung lugng hitu han bét ki trong H s&
chi bao gdm cac canh c6 dang X_x,. Do do, né s& twong tng véi mot lat cit dinh nao do trong G vai cling
dung lugng. Nhu vay, ching ta s& c6 dang mo rong sau cua Két qua 3.1.1):

Két qua 3.1.4.

Gia st cho truéc mot dd thi co hudng G véi cac han ché vé dung luong trén tit ca cac dinh ngoai true
ngudn s va dich t.

Khi d6, gia tri 16n nhat cé thé c6 cua bat ki mot luong nao tir s dén t s& ludn bang véi gia tri nho nhat cé
thé c6 cua bat ki mot 14t cat dinh ndo tach s ra khoi ¢.

3.2. Tinh lién thong va dinh Ii Menger

Nhac lai ring mot do thi duoc goi 1a lién thong néu hai dinh bt ki caa né déu c6 thé dugc ndi voi nhau
bai mot dudng di ndo do; truong hop nguoc lai, nd s& dugc goi 1a khong lién thong. Mot db thi con lién
thong toi dai cua do thi G s& duoc goi 1a mot thanh phan lién thong cia 6.

Néu G 1a mot d6 thi lién thdng va, vai mot tap W gdm céc dinh hoic cac canh nao do, G — W 1a mot d6
thi khéng lién théng thi chling ta s& ndi rang W tach G. Néu, trong G — W, hai dinh s va t nam trong céc
thanh phan lién théng khéac nhau thi ching ta s& n6i rang W tach s ra khéi t. Vi mdi k > 2, chling ta s& noi
rang mot do6 thi G duoc goi 1a k — lién théng néu G 1a mot do thi K., day di hodc n6 ¢ it nhat k + 2 dinh
va khong c6 bat ki mot tap gdm k — 1 dinh nao tach nd. Tuong tu, véi mdi k > 2, mot d6 thi G dugc goi la




mot dé thi k — lién thdng canh néu nd ¢ it nhat hai dinh va khéng c6 bat ki mot tap nao véi téi da k — 1
canh tach n6. Mot do thi lién thong ciing s& duoc goi 1a mot d6 thi 1 — lién thong (hoic 1 — lién théng
canh). Gia tri k 16n nhat dé mot db thi lién thong G 1a k — lién théng s& duoc goi 1a chi sé lién théng cia G,
ki hiéu bai k(G). Néu G 13 mot dd thi khdng lién théng thi ching ta s& quy ude dat k(G) = 0. Chisé lién
thdng canh A(G) ciing s& dugc dinh nghia tuong tu.

Hién nhién, mot d6 thi 1a 2 — lién thong néu va chi néu né 1a mot db thi lién théng, c6 it nhat 3 dinh va
khéng c6 chtra bat ki mot dinh khép nao. Tuong tw, mot do thi 1a 2 — lién théng canh néu va chi néu né 1a
mét d6 thi lién thong, c6 it nhat 2 dinh va khéng cd chira bat ki mot canh cau nao. Thong thudng thi viéc xac
dinh chi sé lién théng cua mot dd thi cho trude 1a kha don gian. Thatvay, néu1 < I < n thi k(P) =
A(P) =1, k(Cy) = ACy) = 2, k(Ky) = A(K,) =n— 1, k(K,,) = A(K,,) = L. Dé khic phuc 4n twong sai
lam rang chi s6 lién thong dinh ludn bang véi chi s6 lién théng canh, nhan thay rang néu G nhan duoc tir hop
phan biét cua hai db thi day du K; bang cach bo sung thém mot dinh x mai va néi dinh x nay véi moi dinh
c6 bac ¢ thi k(G) = 1 (diéu nay suy ra tir viéc x 1a mot dinh khép trong d6 thi G) nhung A(G) = I. Vi du
nay ciing chi ra rang A(G — x) c6 thé bang 0 ngay ca khi A(G) c6 gié tri rat 16n. Tur cach dinh nghia cua chi
s6 lién thong dinh x va chi sé lién théng canh A, véi moi dinh x va moi canh xy, ching ta ciing d& dang suy
ra rang:

kK(G)—1<k(G—x)vaAdlG) —1<AG —xy) < AG).

Néu G 1a mot d6 thi khdng tim thuong (nghia 1a n6 c6 it nhat hai dinh nao d6) thi cac tham sé
5(G),A(G), k(G) s& thoa man bit dang thuc kép sau:

k(G) < A(G) < 6(G).

That vay, nhan thay rang néu chiing ta x6a tt ca cac canh lién thudc voi mot dinh nao dé thi @6 thi thu
duogc s& 1a mot d6 thi khong lién thong, nén bat dang thic tha hai 12 hién nhién. Bé chirng minh tinh ding
dan cua bat dang thirc thir nhat, dau tién, nhan thay rang néu G 1a mot db thi day du thi k(6) = A(G) =
|G| — 1 vanéu A(G) < 1thi A(G) = k(G). Gia sir G khdng phai la mot do thi day du, A(G) = k > 2 va
{X1Y1, X2V, o) X Vi } 12 MOt tap céc canh khong lién hop nhau trong G. Néu G — {x;, x5, ..., x;} 1a mot do
thi khong lién théng thi x(G) < k. Truong hop nguoc lai, mdi dinh x; déu s& ¢ bac < k (nén no ciing s&
chinh 1a bang k). Mit khac, ching ta s& mit di tinh lién thong cta do thi G néu x6a tat ca cac dinh lang giéng
cua x;. Nhu vay, k(G) = k.

Hinh anh minh hoa mot d6 thi 4 — lién thdng canh G sao cho

G — {x1, X5, X3, x4} cling 1a mot d6 thi lién thong.



Mot tinh chat quan trong khéac c6 thé duoc suy ra ngay tir dinh nghia cua chi s lién thong dinh d6 1a: Voi
moi k > 1, néu G, va G, 1a cac do thi con k — lién thong caa mot d6 thi G va co it nhat k dinh chung véi
nhau thi G; UG, ciing s& 1a mot do thi k — lién thong. That vay, néu tap W < V(G,)UV(G,) cotdida k — 1
dinh thi s& c6 mot dinh x nao d6 ndm trong (V(G,)NV(G,)) \ W. Do d6, cac d thi con lién thong G; — W
va G, — W cta G s& phai cd it nhat mot dinh chung véi nhau; cu thé dinh chung nay chinh 1a dinh x. Nhu
vay, G,UG, — W = (G, — W)U(G, — W) s& phai la mot do thi lién théng.

Nhu da thay trong “Chi @& 01. Cac khai niém co ban” hiru ich nhu thé nao khi chung ta phan hoach
mét d6 thi cho trude thanh cac thanh phan lién théng caa nd (nghia 1a thanh cac db thi con lién théng tdi dai
cta nd), ching ta hay tha mot phén tich twong tu biang cach st dung cac db thi con 2 — lién théng tdi dai.
Mot d6 thi con B cia mot dd thi G duoc goi 1a mot khéi cia do thi G néu n6 13 mot canh cau (cling véi cac
dinh lién thudc vai canh cau d6) hoic nd 1a mot @6 thi con 2 — lién thong tbi dai cua G. Nhan xét & trén cho
thdy rang hai khéi bat ki déu c6 tdi da mot dinh chung véi nhau va néu x, y 1a cac dinh phan biét cua mot
khéi B thi G — E(B) s& khdng thé chtra bat ki mot x — y dudng di nao. Do d6, moi dinh ndm trong it nhat
hai khdi déu 1a mot dinh khép cua G; nguoc lai, moi dinh khép déu nam trong it nhét hai khbi nao d6. Nhic
lai ring mot chu trinh bat ki déu 1a mot db thi 2 — lién thdng va mot canh s& 1a mot canh cau néu va chi néu
khéng cé bat ki mot chu trinh nao chira né, ching ta nhan thiy rang do thi G bat ki c¢6 thé phan hoach thanh
cac khéi By, By, ..., B, cua no sao cho:

E(G) = UY_E(B)VAE(B)NE(B;) = ®néui +j.

Gia sir G 1a mot db thi lién théng khong tim thuong. Ki hiéu be(G) 1a do thi ¢6 cac dinh 1a cac khéi va
cac dinh khép cua G va cac canh s& ni cac dinh khap vai cac khdi: mdi dinh khép déu dugc ndi vai céc
khéi chaa nd. Khi @6, be(G) duoc goi 1a dé thi khéi — dinh khép ciia G. Hién nhién, bc(G) 1a mot cau tric
cay. M&i dinh cubi cua be(G) (mot khéi nao d6 cua G) s& duoc goi 1a mot khai cudi cua G. Néu G 1a mot dd
thi 2 — lién théng hodc mot do thi K, (Mot “canh” nao do) thi nd chi co thé chira duy nhat mot khéi nao do;
cu thé 1a chinh n6: néu khong thi ching ta s& co it nhat hai khéi cudi va nhic lai ring mot khéi s& 1a mot
khéi cudi néu va chi néu no chi chira chinh xac mét dinh khép.

e~

Hinh anh minh hoa qué trinh xay dung cay khoi — lat cat be(G)
va d6 thi con B; 1a mot khéi cudi caa d6 thi G.



Két qua quan trong nhat vé tinh lién thong da dugc Menger chimg minh vao nim 1927. N6 1a dang tuong
tu cua dinh i 14t cat cuc tiéu — ludng cuc dai cho cac d6 thi (vd hudng). Nhic lai rang hai x — y dudng di 1a
doc 1ap véi nhau néu ching chi c6 chung véi nhau cac dinh s va t.

Két qua 3.2.1. (Menger)
(i) Gia st s vat la cac dinh phan biét khong lién hop nhau cua d6 thi G.

Khi d6, s nhé nhat cac dinh can thiét dé tach s ra khoi t s& bang véi sé 16n nhat c6 thé c6 caa cac s — ¢
duong di doc lap.

(ii) Gia sir s va t 1a cac dinh phan biét caa do thi G.

Khi d6, s6 nho nhét cac dinh can thiét dé tach s ra khoi t s& bang vai s6 16n nhét c6 thé c6 cua cac s — ¢
duong di doc lap canh.

Chirng minh két qua 3.2.1.

(i) Bang cach thay thé mdi canh xy caa db thi G béi hai canh c6 huéng Xy va yx va gan cho mbi dinh
khéc vé&i ngudn s va dich t mot dung lwong bang 1, chiing ta d& dang suy ra rang gia tri 16n nhat c6 thé cé
ctia bat ki mot ludng ndo tir s dén t s& lubn bang véi gia tri nho nhat c6 thé cé cua bat ki mot lat cit dinh nao
tach s ra khoi t (Két qua 3.1.4). Tir dang nguy@n cuaa dinh I lat cat cuc tiéu — ludng cuc dai (Két qua 3.1.2),
chung ta ciing suy ra duoc rang s& c6 mot ludng cuc dai nao d6 véi gia tri trén mdi canh s& bang 0 hoic 1.
Nhu vay, gia tri 16n nhat c6 thé cé cua bat ki mot ludng nao tir s dén t s& bang véi sb 16n nhat cd thé c6 cua
cac s — t duong di doc lap. Hién nhién, gia tri nho nhét c6 thé co caa bat ki mot 1at cit dinh nao tach s ra
khoi t s& bang vai s6 nhé nhat cac dinh can thiét dé tach s ra khoi t.

(i) Bang cach 1ap luan trong ty nhu trong khing dinh (i) va gan cho mdi canh mét dung luong bang 1
thay vi gan dung luong bang 1 cho mdi dinh, ching ta ciing d& dang suy ra duoc tinh ding dan cua khang
dinh (ii). .

Hai phan (i) va (ii) caa khang dinh trén lan luot duoc goi 1a dang dinh va dang canh cua dinh 1 Menger.
Nhan thdy ring ching ta c6 thé d& dang suy ra dang canh tir dang dinh nhung chiéu nguoc lai thi khdng dé
dang nhu viy. Nhu chung ta da dé cap tir trude, do dinh |7 14t cit cuc tiéu — ludng cuc dai ¢6 thé duoc suy ra
tir dinh 1i Menger nén ching ta s€ dua ra mot ching minh khéc cia dang dinh cua dinh li Menger chi dua
trén phép chiing minh dau tién.

Chirng minh thir hai ctia dang dinh caa dinh i Menger.

Ki hiéu k 1a s6 nho nhat cac dinh can thiét dé tach s ra khoi t. Khi @6, 1 rang s& c6 téi da k s — t dudng
di doc lap. Hon nita, vai mdi chi sé k < 1, chling ta s& c6 k s — t dudng di doc lap.

Gia sir khang dinh 1a khong dng. Chon chi s6 k > 2 nhé nhat sao cho khang dinh cua ching ta bi vi
pham va G 1a mot db thi vi pham khang dinh trén (&ng véi chi s6 k nho nhat nay) véi sé canh nhé nhat co
thé c6. Khi @6, c6 tdi da k — 1 s — t duong di doc 1ap va khdng cé bat ki mot dinh x nao duoc ni véi ca hai
dinh s va t: truong hop nguoc lai, G — x s& 1a mot do thi vi pham khang dinh trén @ng vai chi s k — 1, mau
thuan voi gia thiét vé tinh ti tiéu cua chi sé k.




Ki hiéu W 1a mot tap gom k dinh nao d6 tach s ra khoi t. Gia sir ca hai dinh s va t déu khong lién hop
v6i moi dinh nam trong W. Ki hiéu G, 1a @6 thi nhan dugc tir G bang cach thay thé thanh phan lién thong
cia G — W c6 chtra s boi mot dinh don s’ va ndi s’ véi moi dinh nam trong W. Do, trong G, chiing ta van
can k dinh dé tach s’ ra khoi t va thanh phan lién thdng ma ching ta thu gon c6 it nhét hai dinh nén G, s&
phai c6 it canh hon so v&i G. Ké tiép, do G 1a mot d6 thi vi pham khang dinh véi kich thuéc nho nhat cé thé
c6 nén ching ta s& c6 k s’ — t dudng di doc 1ap trong G,. Nhan thay rang hai doan bat ki trong s6 cac doan
cua k dudng di tir t dén W s& khong thé cd bat ki mot dinh chung nao khéac ngoai t. Nhu vay, véi mdi w €
W, mot trong nhitng dudng di nay s& 1a mot t —w dudng di. Néu ching ta thuc hién mot thu tuc tuong tu
cho s thay vi ¢ thi ching ta s& nhan duoc k dudng di tir s ¢én W. Hai tap cac dudng di nay c6 thé dugc két
hop lai voi nhau dé tao ra k s — t duong di doc 1ap, mau thuan véi gia thiét ban dau cua ching ta. Nhu vay,
VvGi bat ky mot tap W gdm k dinh nao dé tach s ra khoi t, s& phai c6 mot trong hai dinh s hoic t s& lién hop
VGi tht ca cac dinh caa W.

Gia St X, X, ... x;t A mot s — t duong di nho nhit nao d6. Khi d6, [ > 2 va chlng ta co thé tim dugc
mot tap W, nao d6 gdm k — 1 dinh tach s ra khoi t trong dd thi G — x;x, (diéu nay suy ra tir tinh ti tiéu
cua d6 thi G). Hon nita, ca W, = {x;JUW, va W, = {x,}UW, déu la cac k — tap tach s ra khoi t. Do t
khong duoc ndi véi x; nén s s& duoc ndi véi tat ca cac dinh nam trong W, . Tuong tu, do s khong dugc ndi
VGi x, Nén t s& dugc ndi véi tat ca cac dinh nam trong W,. Biéu nay mau thuin véi gia thiét cho rang hai
dinh s va t ¢6 it nhat mot dinh lang giéng chung: moi dinh nam trong W, déu la mét dinh lang giéng chung
ciasvatva|Wy|=k—-12=1. O

Két qua 3.2.2.

V&i mdi chi sb k > 2, mot db thi 13 k — lién thong néu va chi néu né c6 it nhat hai dinh va hai dinh bat
ky cua né déu co thé duoc ndi véi nhau bai k duong di doc 1ap. Hon nita, véi mbi chi sé k = 2, mot d6 thi
la k — lién théng canh néu va chi néu nd co it nhat hai dinh va hai dinh bat ky caa né déu c6 thé dugc ndi
véi nhau boi k duong di doc lap canh.

Tuong tng vai dinh 17 14t cit cuc tiéu — ludng cuc dai cho trudng hop nhiéu nguon va nhiéu dich, chung
ta s€ co phién ban tuong tu sau day cia dinh li Menger:

“Néu S va T 1a hai tap con tiy ¥ nao d6 cta G thi sb 16n nhat cac S — T dudng di phan biét dinh (bao gom
ca cac dau mat) s& bang voi min{|W|: W < V(G), G — W khong chira bat ky mot S — T dwdng di nao}”.

(Pé ching minh tinh ding dan cua khang dinh trén, ching ta s& bo sung thém hai dinh méi vao G, tam gia
sir la s va t, ndi s voi tat ca cac dinh nam trong S, ndi t Vi tat ca cac dinh nam trong T va ap dung dinh Ii
Menger cho cac dinh s va t trong d6 thi mgi nay)

3.3. Cap ghép

Gia str cho truéc mot nhém hitu han G va mot nhém con H véi chi sé nhém m. Mot van dé duoc ditra &
day d6 1a: “Liéu chlng ta ¢ thé tim dugc m phan t g4, go, ..., gm CUa G sao cho {g,H, g,H, ..., gmH} 12
mét ho cac 16p ghép trai va {Hgy, Hg,, ..., Hg.m} 1a mot ho céc 16p ghép phai?”. Mot sy that tha vi phai ké ra
& day d6 1a van dé nay hoa ra lai 1a mot truong hop dic biét cua van dé sau day (van dé nay thuong xuat
hién trong cac nhanh khac nhau cua toan hoc hién dai):




Gia sir cho trudc mot ho cac tap con A = {4, 4,, ..., A,,,} cia mot tap X. Van dé duoc dit ra & day do la:
“Liéu ching ta c6 thé tim duoc m phan tir phan biét cuia X sao cho mdi x; déu 1a mot phan tir caa mdi tap 4;
hay khong ?”. Mot tap {x,, x,, ..., x,,,} théa mén céc tinh chét néu trén (nghia 1a x; € 4; va x; # x; néu i # j)
dugc goi 1a mot tdp cdc dai dién phan biét ciia he A. Ho tap hop A c6 thé duoc xac dinh mot cach ty nhién
boi mét @6 thi ludng phan véi cac 16p dinh V, = A va V, = X trong d6 dinh A; € A s& duoc ndi véi moi
dinh x € X dugc chaa trong A4;. Khi d6, mot tap cac dai dién phan biét s& 1a mot tap gdm m canh doc lap
(nghia 1a mdi dinh trong V; déu lién thudc véi mot trong cac canh ndy). Chung ta ciing s& ndi rang c6 mot
cap ghép day dii tie V., dén v,.

Thong thudng, van dé nay thudng duoc hinh thanh dudi goc do mot bai toan vé dan xép hon nhan:

“Gia str cho truc m ¢d géi va n chang trai. Vi nhitng diéu kién nao thi ching ta c6 thé ga di tat ca cac
O géi v6i yeu cau la ching ta s& khdng bao gio mai mdi mot ¢d gai cho mot chang trai ma co ta con khong
quen biét ?”

R6 rang 1a ca dinh Ii lat cét cuc tiéu — ludng cuc dai va dinh 1i Menger déu ngam ngu ¥ cho chung ta diéu
kién can va du dé ton tai mot cip ghép day du. Trén thuc té, do cac tinh chit dic biét caa mot d thi ludng
phan nén ching ta s& co dugc mot diéu kién can va du don gian va dé chiu hon sau day:

Nhan thay rang néu c6 k c6 gai nhung chi quen biét vai téi da k — 1 chang trai thi chiing ta s& khong thé
tim ra duoc nhitng cudc hon nhan phu hop cho nhitng ¢ gai ndy. Diéu nay twong duong véi viéc néu cd mot
cip ghép day du tir V; dén V, thi, véi moi S  V;, chling ta sé& 6 it nhat |S| dinh cua V,, lién hop véi mot
dinh trong S, nghia la [N(S)| = |S].

Két qua nay vira 1a mot 1a diéu kién can ma ciing vira 1a mot diéu du va thuong duoc goi la dinh If Hall.
Két qua co ban ndy da duoc Hall ching minh vao nim 1935. Nhung mét sé dang twong duong cua n6 da
dugc Koénig va Egervary chimg minh vao nim 1931. Ca hai phién ban nay déu c6 thé duoc suy ra tir dinh I
Menger d3 duoc chimg minh vao nim 1927. Chiing ta s& dwa ra ba phép ching minh khac nhau cho két qua
nay. Phép chirng minh dau tién dugc thuc hién dwa trén dinh 1i Menger hoic dinh Ii 14t cat cuc tiéu — ludng
cuc dai. Hai phép chiang minh con lai s& duoc suy ra tir phép ching minh dau tién.

Két qua 3.3.1. (Hall — Kénig — Egervary)

Piéu kién can va du dé mot do thi ludng phan G véi cac tap dinh V; va V, ¢ chita mot cap ghép day du
tir V;, dén V, 13 [N (S)| = |S| voi moi S € V.

Nhu chung ta di thay rang do diéu kién can cua khang dinh trén la hién nhién nén ching ta chi can chiing
minh diéu kién du cua né la du.

Chirng minh thir nhat caa két qua 3.3.1.

Nhan thay rang ca dinh Ii Menger (4p dung cho cac tap V; va V, nhu trong phan cudi cuia Muc 3.2. Tinh
lién thong va dinh Ii Menger) va dinh Ii lat cat cuc tiéu — luong cuc dai (4p dung cho d6 thi c6 hudng thu

dugc tir G bang cach dinh huéng cho mdi canh theo hudéng tir V; dén V, va gan cho mdi dinh mot dung
luong bang 1) déu ngam ngu ¥ nhan dinh sau:




Néu G khong chira bat ki mot cap ghép day du ndo tir V, dén V, thisé comottap T, < V, vamot tap T, <
V, sao cho |Ty| + |T,| < |V| va khéng c6 canh ndo te V, — T, dén V, — Ts.

Nhu vay, N(V; = Ty) € T, nén [N(V; = TY)| < |To| < |Vi| = |T1| = |V; — T4l
Piéu nay chi ra tinh dung dan cua diéu kién du. m
Chitng minh thir hai cia két qua 3.3.1. (Halmos - Vaughn)

Pé ching minh tinh dang din cua khang dinh, ching ta s& 4p dung phuong phap quy nap toan hoc theo
m = |V;| — sb cac co gai tham gia budi gap mat. V&i m = 1, tinh dung din caa khang dinh trén 1a hién
nhién. Khdng giam tinh tong quat cua van dé, gia sir ring m > 2 va khang dinh da dugc chitng minh véi cac
gia tri nho hon cua m.

Dau tién, gia st rang k cd gai bat ki (1 < k < m) déu biét it nhat k + 1 chang trai. Khi d6, chlng ta s&
sap xép mot cudc mai mdi mot cach tiy y. Céc cb gai va chang trai con lai ciing thoa mén diéu kién néu trén.
Nhu vay, m — 1 ¢6 gai con lai ciing c6 thé duoc mai mi (diéu nay suy ra tir gia thiét quy nap cua bai toan).

Ké tiép, vai mdi chi sé 1 < k < m, gia sir rang chlng ta c6 k co gai nao dé chi biét chinh xéac k chang
trai nao d6. Nhirng ¢6 gai nay rd rang cd thé duoc mai mdi tir gia thiét quy nap cua bai toan. Van dé duoc
dat ra d6 1a: “Con nhiing ¢6 gai con lai thi sao?”. Cau tra loi 1a ching ta van ¢ thé mai méi cho ho (mot lan
nira tir gia thiét quy nap cua bai toan) néu nhu ho van dap tmg duogc diéu kién véi diéu kién 1a ching ta sé
khong tinh dén céc chang trai da duoc mai mdi trude d6. Tuy nhién, ching ta d& dang nhan thay rang diéu
kién cua bai toan ciing dugc thoa man: néu I cd gai siap duoc mai mbi nay biét it hon I chang trai con lai thi
nhitng cd gai nay cling voi k co gai trude do s& biét it hon k + I chang trai. m

Chieng minh thir ba ciaa két qua 3.3.1. (Rado)

Ki hiéu G 1a mot db thi téi tiéu thoa mén diéu kién cua bai toan. Bé chirng minh tinh dung din cua khing
dinh trén, ching ta chi can chitng minh G c6 chia |V, | canh doc 1ap.

Nhan thay rang néu nhan dinh trén 1a khong dung thi G s& c6 chira hai canh nao d6 c6 dang a, x, a,x
trong d6 a, a, € Vy,a, # a,, x € V,. Do viéc xéa di mot trong hai canh nay s& 1am mit di hiéu lyc cua diéu
kién nén ching ta s& co céc tap A, A, < V sao cho, véi mdi chiséi = 1,2, |N(4,)| = |4;] va a; 1a dinh duy
nhat cua A; lién hop véi x.

Nhu vay, IN(A;)NN(A,)| = IN(A; —{a, HDNN(A;, — {a, D]+ 1 = IN(A1NA)| +1 = |A NA,| + 1.
Piéu nay dan ching ta dén mau thuin sau day:
IN(4;UAz)| = IN(A1)UN(42)]
= [N(4))| + IN(42)| — IN(A))NN(45)]
< |A{|l + 14, — |A;NA,| — 1

= |A1UA2| — 1. O



Nhan thdy rang do mot dd thi ludng phan regular bat ki s& thoa man cac diéu kién caa dinh 1i Hall nén né
s& ¢6 mot cap ghép dy du nao d6. Pidu ndy ngu Y véi ching ta rang thuc su ¢6 thé tim dugc nhitng phan tu
91, G2» - » G C1a NNOM G theo yéu cau nhu ¢ phan dau bai viét.

Chng ta s& phat biéu lai dinh 1i Hall dugi dang ngén ngit cua tap cac dai dién phan biét:

Két qua 3.3.2.
Mot ho céc tap hop A = {44, A,, ..., Ay} 5& cO Mot tap cac dai dién phan biét néu va chi néu

|U;er4;] = |F|, v6imoi F c {1,2,...,m}.

Trong bdn két qua tiép theo, ching ta sé trinh bay hai dang ma rong tu nhién cua dinh Ii Hall. Hai két qua
dau tién trong sé nhiing két qua nay chinh 1a cac dang khuyét cua dinh Ii Hall.

Gia sir rang diéu kién Hall khong dugc thoa man. Mot sb van dé duogc dit ra ¢ day do 1a: “Lam thé nao dé
ching ta ¢ thé mai mdi “tot nhat” cho tat ca cac ¢d gai trong truong hop nay ? Khi nao thi ching ta cé thé
mai méi cho tat ca cac cd gai ndy ngoai trir d co gai nao d6 ?”. Hién nhién, néu bat ky k cd géi nao trong sb
ho déu biét nhiéu hon hodc bang k — d chang trai thi ching ta s& c6 thé mai méi cho tat ca cac co gai nay
ngoai trir d ¢ gai ndo d6. Piéu kién can ndy mat 1an nita rd rang ciing 13 mot didu kién du cua bai toan:

Két qua 3.3.3.
Gia sir cho trudc mot dd thi ludng phan G = G (m, n) voi céc tap dinh Vy, V, thoa man diéu kién sau:
IN(S)| = |S| — d, véi moi S C V.

Khi d6, G sé c6 chira m — d canh doc lap.

Chieng minh két qua 3.3.3.

Ki hiéu G’ 1a d thi nhan duoc tir G bang cach bd sung thém d dinh méi vao V, va ndi mdi mot dinh
trong s6 ching véi méi dinh trong V;. Khi d6, d6 thi G’ méi ndy s& thoa mén céac diéu kién can thiét dé co
mét cip ghép day du. Hon nita, ching ta s& cd it nhat m — d canh trong sb cac canh cia mét cip ghép day
da cua G’ ciing s€ thudc G. O

Ké tiép, chung ta s& gigi thieu mot dang khuyét khac cuaa dinh 1i Hall. Néu mot canh e lién thudc véi mét
dinh x thi chung ta s& ndi rang e pha x va x phii e. Hon nita, mot dinh luén dugc cho 1a pha chinh né va né
cling s& khong phu thém bat ki mot dinh nao khéc nira.

Két qua 3.3.4.

Gia sir cho trudc mot dd thi ludng phan G = G(m, n). Ki hiéu h 1a s6 t6i dai cac canh doc lap, i 12 so toi
dai cac dinh doc 1ap, j 12 s tdi tiéu cac dinh va céc canh can thiét dé phi hét tat ca cac dinh.

Khiddé,i=j=m+n—h.




Chitng minh két qua 3.3.4.

Ki hiéu E'UV’ 1a mot tap gom j canh va dinh phu hét tat ca cac dinh véi E' < E va V' < V. Nhan thay
rang néu e, f € E' ¢6 chung mot dinh nao d6 thi, trong phu E’UV’, ching ta cd thé thay thé £ bai cac dau
mut khéc ctia nd. Nhu vay, ching ta c6 thé gia dinh rang E’ chi bao gom cac canh doc lap. Biéu nay chi ra
rangj = m+n — h.

Ngoai ra, m 4+ n — i > h (diéu nay suy ra tir viéc néu I 1a mot tap gébm i dinh doc I1ap trong bat ky mot do

thi nao thi moi canh ctia n6 déu sé lién thudc véi it nhat mot dinh nao d6 khong thudc I).

Cubi cung, ki hiéu S c V; 1a mét tap cac dinh sao cho |N(S)| = |S| — (m — h) (diéu nay dugc dam bao
boi Két qua 3.3.3). Khi d6, SUT (V6i T =V, — N(S)) s& lamot tap gom |S| + n— [N(S)| =m+n—h
dinh doc lap. Piéu nay chirariangi > m+n — h. 0

Két qua mo rong tiép theo sé& lién quan dén viéc mai mdi cho cac chang trai & mot dat nudc theo chu
nghia da thé, nghia 13 chang trai thir i du dinh s& két hon véi d; co gai khéc.

Két qua 3.3.5.
Gia sir cho trudc mot dd thi ludng phan G véi cac 16p dinh V; = {x1, .. xp} VA Vy = {4, oo, Vo).
Khi d6, G s& c6 chira mdt d6 thi con H sao cho dy (x;) = d; va 0 < d(y;) < 1 néu va chi néu

IN(S)| = Xxesdiy VOi Moi S € V5.

Chieng minh két qua 3.3.5.

Bang cach thay mdi dinh x; bai d; dinh duoc ndi véi moi dinh trong N (x;), chling ta s& thu dugc mot d6
thi ludng phan G’ mai. Khi d6, G s& c6 chira mot do thi con H nhu vy néu va chi néu d6 thi G’ c6 mot cap
ghép day du tir 16p dinh V{ méi dén V,. Tinh ding dan cua Két qua 3.3.5) duoc suy ra truc tiép tir Két qua
3.3.6). =

Ching ta ¢ 18 ciing nhan thic dugc mot thuc té rang nhitng két qua nay van chi 1a nhimg truong hop dic
biét cua dinh If 14t cat cuc tiéu — ludng cuc dai. Trén thyc té, phién ban & dang d6 thi ludng phan cua dinh 1i
|4t cat cyc tiéu — ludng cuc dai con tong quat hon rat nhiéu so voi cac két qua ké ¢ trén:

Két qua 3.3.6.

Gia sir cho trudc mot dd thi ludng phan G = G (m, n) véi cac Iop dinh V; = {x4, ..., x,,} VAV, =
{y1, -, Yu}. V6imoi S c V; va 1 < j < n, ki hiéu S; 1a 56 cac canh tiry; dén S.

Khi d6, véi moi 6 tw nhién d, ..., dp, ey, ..., €, = 0va d > 0, G s& ¢ chira mot d6 thi con H thoa man:
IH] = X2, d; —d,
dy(x;) <d;;1<i<m,
du(y;) <e,1<j<n,

néu va chi néu, véi moi S c V;, chiing ta déu ¢6 Yy esd; < Y-y min{S;, ¢;} + d.




Chitng minh két qua 3.3.6.

Bing cach dinh hudng mdi canh theo chiéu tir V; dén V,, ching ta s& bién G thanh mot @6 thi c6 hudng
G. K& tiép, chling ta s& gan cho mdi canh mot dung luong bang 1, gan cho mdi dinh x; mot dung luong bang
d;, gan cho méi dinh y; mét dung lugng bang e;. Khi d6, G s& ¢ chira mot do thi con H thoa mén cac yéu
cau néu & trén néu va chi néu G s& ¢ chira mot ludng tir V; dén V, vai gié tri 16n hon hodc bing Y™, d; — d.
Tur dinh Ii 14t cét cuc tiéu — ludng cuc dai, diéu nay s& xay ra néu va chi néu moi 14t cit ciia no déu c6 dung
lugng I16n hon hodc bang ¥, d; — d. Nhan thy ring moi lat cit cyc tiéu cua G déu c6 dang

TUUUE(V, —T,V, — U) trong d6 T < V; va U c V,. Gia st cho trudc mot tap T, dung luong cua bat ki
mot 1at cit nao nhu vay 1a toi tieu voi diéu kién di kem 1a dinh y; s& thuoc U néu va chi néu dung lugng cua
n6 12 nho hon sb cac canh tir S = V; — T dén y;. Véi cach lua chon U nhu vay, dung lugng cua lat cit nay sé
bang Yxerdi + Xy min{Sj, ej}. Diéu kién nay chi ra rang moi lat cit ciia n6 déu c6 dung lwong Ién hon
hoic bang Y7, d; — d r8 rang chinh 1a diéu kién can tim. 0

Chng ta ciing c6 thé kiém tra dugc rang phép chiing minh tha hai caa Két qua 3.3.1) ¢6 thé duoc viét lai
dé dua ra mot chitng minh cho dang chuan cua két qua nay (truong hop tng véi d = 0) va dang khuyét
(tredng hop tng véi d = 0) ¢6 thé duoc suy ra tir nd twong ty nhu cai cach Két qua 3.3.4) cd thé duoc suy
ra Két qua 3.3.1).

Dé két thic lai phan nay caa bai viét, ching ta s& giéi thiéu dang mé rong khéc cua dinh 1i Hall. Két qua
nay lién quan truc tiép dén cac tap sip tht ty bo phan va thudng duoc biét dén véi tén goi 1a dinh Ii
Dilworth. Mot quan hé thiz tw bg phdn < duogc dinh nghia 1a mét quan hé bic cau va phan dbi ximng xac
dinh trén mét tap cac cap duoc sap thir tw nao d6. Nhu vay, néux < yvay < zthix < znhungca x < y
va y < x khong thé dong thoi xay ra. Mot tap duoc trang bi mot quan hé tht ty bo phan s& duoc goi 1a mot
td@p sdp thir t bé phan. Quan hé x < y chi ra mot thyc té 13 x = y hodc x < y. Mot tap con € caa mot tap
sap thir tu bo phan P dugc goi 1a mét xich néu, véi moi x, vy € C, x < y hodcy < x. Mot tap con A c P
duogc goi 1a mot dai xich néu x < y kéo theo {x, y} ¢ A.

Hinh anh minh hoa mét tap sap tht tu bd phan va mot déi xich téi dai cua né.



Mot van dé duoc dit ra & day dé 1a: “Can t6i thiéu bao nhiéu xich dé ching ta c6 thé phan tich mot tap
sap thi ty bo phan cho trugce?”. Do khong thé cd bat ky hai phan tir ndo cua cing mot doi xich c6 thé nam
trong ciing mot xich nén, dé phan tich mot tap siap thir tu bo phan cho truge thanh céc xich, ching ta s& can
str dung s céc xich ti thiéu phai Ion hon hodc bang kich thudc tbi dai ¢d thé c6 cua mot ddi xich. Mot lan
nira, diéu kién can hién nhién nay trén thuc té ciing 1a mot diéu kién da caa bai toan.

Két qua 3.3.7. (Dilworth)

Néu moi d6i xich nam trong mot tap sap thar ty bo phan (hitu han) P déu chia téi da khong qua m phan
tir thi P s€ la hgp cua m xich.

Chitng minh két qua 3.3.7.

Dé chimg minh tinh dang din caa khang dinh trén, ching ta s& sir dung phuong phap quy nap toan hoc
theo chi s6 |P|. Néu P = @ thi tinh dung din caa khang dinh trén 1a hién nhién. Khdng giam tinh tong quét
cua van dé, ching ta gia st rang |P| > 0 va tinh ding dan cta khiang dinh da duoc kiém ching voi moi tap
hop ¢6 it phan tir hon.

Gia str C 1a mot xich ti dai nam trong P, nghia 1a néu x & C thi CU{x} s& khdng con la mét xich nira.
Néu khong c6 bat ki mot dbi xich nao ciia P — € ¢6 m phan tir thi tinh dung dan cua khang dinh 13 hién
nhién (diéu nay suy ra truc tiép tir gia thiét quy nap caa bai toan). Nhu vay, khdng giam tinh téng quét cua
van dé, ching ta co thé gia sir rang P — C ¢6 chira mot dbi xich A = {ay, a,, ..., an,}.

KihiéuS™ = {x € P:x < a; v&i moi chi s6 i} la lower shadow cuia A4,
S* ={x € P:x = a; v&i moi chi s6 i} la upper shadow cza A.

Khi d6, P s& 1a hop cua hai shadow nay: trudng hop nguoc lai, A ¢6 thé duoc mé rong thanh mot ddi xich
mai voi m + 1 phan tr. Hon nita, P ciing khong thé tring véi bat ki mot shadow nao trong sé hai shadow
nay (diéu nay suy ra tir viéc phan tur téi dai cia € khéng ndm trong S~ va phan tir téi tiéu cua C ciing khong
nam trong S*).

T gia thiét quy nap todn hoc cua bai toan, ching ta d& dang nhan thiy ca hai shadow nay déu c6 thé
duogc phéan tich thanh m xich, nghia la:

Nhan thay rang do cac a; khac nhau s& nam trong céc xich khac nhau nén chiing ta c6 thé gia st rang
a; € Ci_ va a; € Ci_'

Phép ching minh cta chling ta s& hoan tat néu ching ta chi ra duoc rang a; 1a phan tir toi dai cua C;” va
cling la phan tur t6i tiéu cia C;* (diéu nay suy ra tir viéc néu a; 1a phan tir toi dai ciia €~ va ciing 1a phan tir
t6i tieu cua C; thi chling c6 thé dugc xau chudi lai véi nhau dé tao ra mot xich C; duy nhét, nghia 1a P =
UiZ1 Go).

Gia str a; khdng phai la phan tir t6i dai cua C;, nghia 13 a; < x véi mot phan tir x € C;” nao d6. Do x la
mot phan tir nam trong lower shadow ctia A nén s& ton tai mot phan tir a; € A véi x < a;. Diéu nay dan
ching ta di dén mau thuan a; < a;. 0




Trén thuc té, dinh Ii Dilworth dung voi tit ca cac tap sap thir tu bo phan: diéu nay kha don gian dé co thé
chting minh va chling ta c6 thé tham khao thtr cach chitng minh néu trong bai viét “Pinh Ii Dilworth va &ng
dung”.

3.4. Pinh li Tutte cho cac 1 — nhan tir

Mot nhan ti caa mot dd thi cho truéc dugc dinh nghia 1a mot d6 thi con khung bat ky cua né: mot d thi
con bat ky c6 tap dinh triing véi tap dinh cta do thi cho trudc. Néu moi dinh cia mot nhan té déu c6 bac r
thi ching ta s& goi n6 1a mét r — nhan tiz. Mot van dé duoc dit ra & day dé 1a: “Lam thé nao dé ching ta c6
thé md ta cac dic trung cua cac do thi co chira mot 1 — nhan ta?”. Nhan thay riang néu G c6 chira mot

1 — nhan tir H va chiing ta x6a di mot tap S gom céc dinh nao d6 cua G thi, trong mot thanh phan lién thdng
C bat ky cia G — S, ching ta s& tim duoc mot s chin cac dinh nam trén cac canh cia H duoc chua trong €
va cac dinh khac cta € nam trén cac canh caa H s& ndi mot dinh cia € véi mot dinh nao dé cua S. Dic biét,
vGi moi thanh phan 1é € cua G — S (nghia 1a mot thanh phan lién thong vai s6 cac dinh 1a mot s6 18), ching
ta s& tim dugc mot canh caa H ndi mot dinh cua € véi mot dinh caa S. Do céc canh cua H 1a doc 1ap nén
diéu nay véi chling ta rang d6 thi G — S s& ¢6 nhiéu nhat |S| thanh phan lién théng lé: mdi thanh phan lién
thdng nay s€ tng véi mot dinh trong S.

N

Hinh anh minh hoa mot dd thi G ¢ chra mot 1 — nhan tir S:
|S| = 4 va G — S cb hai thanh phén lién thong lé.

Piéu kién can ma ching ta vira tim thay 13 kha tam thuong nhung né ciing 1a mot diéu kién di. Két qua
sAu sac va dang ngac nhién nay da dugc nha toan hoc Tutte chitng minh lan dau tién vao nam 1947. Ki hiéu
q(H) 1a sb cac thanh phan lién théng Ié cia do thi H, nghia 1a s6 cac thanh phan lién thong c6 sé dinh 1é caa
H.

Két qua 3.4.1. (Tutte)

Piéu kién can va di dé mot do thi G ¢6 chitamot 1 — nhan tir 1a q(G — S) < |S| véi moi S € V(G).

Chirng minh két qua 3.4.1.

D& dang nhan thay rang diéu kién can cua khang dinh trén 12 hién nhién. Ching ta s& chitng minh tinh
dung dan cua diéu kién di bang phuong phap quy nap toan hoc theo chi sé |G|. Véi |G| = 0, tinh diing dan
cua diéu kién du 1a hién nhién. Gia sir G 1a mot d6 thi véi s6 dinh nhé nhét thoa man diéu kién q(G — S) <




|S| v&i moi S € V(G) va gia st rang khang dinh cta chung ta da duoc chitng minh cho moi do thi c6 bac
nho hon |G|.

Gia sir S, € V(G) la mot tap khong rong nao d6 thoa man diéu kién Tutte cia do thi G. Ki hiéu
Cy,Cy, ..., Coy(m = |Sy| = 1) 14 c&c thanh phan lién thdng lé cta G — S, va Dy, D, ..., Dy 1a cac thanh phan
lién thong chin caa G — S,. Nhan thay rang néu khang dinh 1 dang va G ¢6 chta mot 1 — nhan tir F thi, voi
mdi C;, s& ¢0 it nhat mot canh caa F ndi mot dinh caa €; voi mot dinh trong S,. Do m = |S,| nén, véi mdi
C;, s& c6 chinh x&4c mot canh nhu vay, ching ta tam gia st 13 ¢;s;, ¢; € C;,s; € So. Mbi C; — ¢; déu c6 chia
mot 1 — nhan tr (Mot dd thi con cua F) va mdi D; ciing c6 chira mt 1 — nhan tir (mét do thi con cua F).
Cubi cling, cac canh $;¢y, S5Cy, .., Sy Cry NAY ta0 thanh mot cap ghép day du tir Sy dén {Cy, C,, ..., Cpy .

Phép chizng minh nay duya trén mot thuc té 1a ching ta ¢ thé tim duoc mot tap S, thoa man tat ca cac
thudc tinh dugc mo ta & trén. Mot van dé duoc dit ra ¢ day do la: “Lam thé nao dé ching ta c6 thé tim dugc
mét tap hop S, nhu vay?”. Gia sir S, 1a mot tap khdng rdng cuc dai cia V (G) thoa man diéu kién Tutte. Vi
S = @, diéu kién Tutte ngu y rang G s& c6 s dinh chin. Néu s 1a mot dinh bat ki ciia G thi G — {s} s& ¢6 s6
dinh 1¢, nghia 1a n6 s& phai c6 it nhat mot thanh phan lién théng 1é nao dé. Do diéu kién Tutte dugc thoa
man nén G — {s} s& chi c6 dung mot thanh phan lién théng 1é. Nhu vay, véi moi tap S = {s}, chlng ta s&
ludn ¢ dang thic q(G — S) = |S|. Biéu nay hoan chinh phép ching minh vé ton tai cua tap S,.

Nhu trong qua trinh phén tich trudc day, ki hiéu C;, C,, ..., C,,,(m = |S,|) 1a c&c thanh phan lién thdng 1¢
va Dy, D,, ..., D, 1a cac thanh phan lién théng chin cua G — S,,.

(i) Moi D; déu s& c6 chira mot 1 — nhan tir nao do.

That vay, néu S c V(D;) thi q(G — So) + q(D; — S) = q(G — SeUS) < |SoUS| = |So| + |S|, nghia 1a
q(D; —S) < ISI.

Nhu vay, tir gid thiét quy nap cua bai toan, D; s& c6 chira it nhat mot 1 — nhan tir nao do.

(ii) Néu ¢ € C; thi C; — ¢ s& ¢ chira mot 1 — nhan tir nao do.

Gia sir khang dinh néu trén 1a sai. Khi do, tir gia thiét quy nap cua bai todn, ching ta s& tim duoc mot tap
con S cua V(C;) — {c} sao cho q(C; — {c}US) > |S]|.

Do q(C; — {c3US) + |SU{c}| = |C;| = 1(mod2) nén diéu ndy ngu y rang q(C; — {c}US) > |S| + 2.
Nhu vay,
1SoU{cIUS| = [Sol + 1 +|S| = q(G — S,U{c}US)
=q(G —Sp) — 1+ q(C; —{c}US)
=[Sl +1+S],

nghia 13, trong diéu kién Tutte, ching ta ciing s& c6 dang thuc xay ra ddi véi tap S,U{c}US. Piéu nay mau
thuan voi tinh téi dai cua tap S,.

(iii) G c06 chia m canh doc lap co6 dang s;c;, s; € Sy vac; € C;,i = 1,2, ...,m.



Pé chimg minh tinh ding dan ctia nhan dinh trén, chung ta hay xem xét do thi ludng phan H = G (m,n)
véi cac 16p dinh vV, = {C;, C;, ..., C} VAV, = S, trong d6 C; duoc ndi voi mot dinh s € S, néu va chi néu G
c6 chira mot canh tir s dén C;. Nhan thay rang khang dinh néu & trén cho G 1 dung néu va chi néu H c6 chira
mét 1 — nhan tir nao d6, nghia 13 H s& ¢ chtra mot cap ghép tir V, dén V,. May mén thay, ching ta c6 cong
cu dé kiém tra tinh dung din caa diéu nay: dinh Ii Hall.

Gia sir cho trudéc mot tap A < V, ki hiéu B = Ny (A) < V,. Khi @6, diéu kién Tutte ngu y véi ching ta
rang |A| < q(G — B) < |B|. Nhu vay, d thi H s& thoa mén diéu kién Hall nén né ciing s& c6 chira mot 1 —
nhan tir nao do.

G
So 2 V,=S§
H 1=
C,
C, \ /
C, .
C, B c, B
C
C, ¢
Cs

Hinh anh minh hoa phép xay dung db thi H tir G. Tap A = {C,, C3} x4c dinh tap B c S,
theo quy tic B = Ny (A).

Dé hoan chinh phép chitng minh, chiing ta chi can tong hop céc khang dinh (i), (ii), (iii): Pau tién, chling
ta bat dau voi m canh doc 1ap s;c;, s; € Sy, ¢; € C;. Ké tiép, ching ta bd sung thém vao tap cac canh nay mot
1 — nhén tir cia mdi C; — ¢;(1 < i < m) vamét 1 — nhan tr cua moi D;(1 < j < k). Sau cuing, chiing ta s&
thu dugc mot 1 — nhan tir cua G. O

Mot lan nita rat d& dang, ching ta c6 dugc dang khuyét sau day cua khang dinh néu trén:

Két qua 3.4.2.

Mét d6 thi G c6 chira mot tap cac canh doc 1ap phl hau hét tat ca cac dinh ngoai trir toi da d dinh nao d6
néu va chi néu q(G — S) < |S| + d, vdi moi S € V(G).

Chirng minh két qua 3.4.2.

Do s6 cac dinh khong duoc phu boi mot tap cac canh doc 1ap lubn dong du véi |G| mod 2 nén ching ta
c6 thé gia dinh rang d = |G|(mod 2).

Ki hiéu H = G + K, nghia la d6 thi H thu dugc tir G bang cach bo sung thém vao né mot tap W gom d
dinh nao d6 va ndi moi dinh mai bo sung thém nay véi moi dinh khac (cii va méi). Khi do, G ¢ chira mot
tap c4c canh doc 1ap phu hau hét tat ca cac dinh ngoai trir toi da d dinh nao d6 néu va chi néu H c6 chtra mot
1 — nhan tir. Mot van dé dugc dat ra o day do 1a: “Liéu d6 thi H nay c6 théa man diéu kién Tutte hay




khéng?”. Nhan thdy ringnéu @ # S’ c V(H)vaW — S’ # @ thi H — S’ 1a mot db thi lién théng. Nhu vay,
q(H — S") < 1. Khi d6, diéu kién Tutte dugc thoa man: néu W < S’ thi, bang cach dit S = S’ — W, chlng
tasé co q(H —S") = q(G — {S' \ W}) = q(G — S), nghia 12 diéu kién Tutte twong duong véi viéc

q(G —=S) <|S'| =|S|+d. m

Pinh Ii Tutte ¢ vo s6 cac hé qua tuyét voi: chang han, né ngu y rang moi khdi lap phuong 2 — lién thdng
canh déu c6 chra mot 1 — nhan tir (Petersen).

3.5. Cip ghép on dinh

Chng ta hdy quay tro lai van dé tim kiém cac cip ghép trong cac do thi ludng phan. Lan nay ching ta s&
nghién ctru cac cap ghép on dinh, nghia 1 cac cap ghép thoa man cac diéu kién nhat dinh nao d6. Nhiing cip
ghép nay duoc Gale va Shapley nghién ctru lan dau tién vao nim 1961 va muc dich chinh cta ching ta la
chting minh cac két qua co ban vé chung. Trudc khi chuyén sang cac do thi day du da duoc nghién ciu boi
Gale va Shapley, chiing ta hdy xem xét cac do thi ludng phan tong quét.

Nhu trong truedng hop cua dinh i Hall, thong thudng ching ta thuong xay dung cac diéu kién va két qua
cuia bai todn sap xép hén nhan gitra n chang trai va m ¢d gai. Gia st cho trugc mot do thi ludng phan G =
G (n, m) véi phan hoach ludong phan (V,,V,) tuwong tng trong d6 V; = {a, b, ... } la tap cac chang trai con
V, = {4,B, ...} latap cac cd géi. Hién tai, chiing ta s& gia dinh rang n = m, nghia 1a chiing ta s& ¢d clng s6
cac chang trai va s céac cd gai. Nhu trude ddy, mot canh aA c6 nghia 1a chang trai a ¢6 quen biét véi ¢ gai
A. Gia sir ring mdi chang trai déu c6 mot day sap thir ti wu tién trén tap cac cd gai ma anh ta quen biét va
mdi cb gai ciing déu c6 mot day sip thi tu vu tién trén tap cac chang trai ma cd iy quen biét. Chung ta ciing
gia dinh rang nhitng day sip thi t vu tién nay 1a tuyén tinh va khdng c6 thém bat ki han ché nao khac ddi
Vv6i chaing. Véi moi day sap thir ti wu tién tiy y, mot cdp ghép én dinh trong G dugc dinh nghia 1a mot tap
M gdm cac canh doc 1ap cta G sao cho aB € E(G) — M thi aA € M ddi véi mot ¢d gai A nao d6 wu tién hon
B béi a hoic bB € M d6i véi mot chang trai b nao d6 uu tién hon a bai B. Nhu vy, néu a khong két hon
V6i B thi a s& két hén vai mot ¢ gai ma anh ta thich hon B hodc B s& két hdn véi mot chang trai ndo d6 ma
cd 4y thich hon a. Nguoc lai, a va B s& két hon véi nhau (c6 18 ly hdn véi ngudi dang phdi ngau hién tai cua
ho) vi loi ich caa ca hai. Bidu ndy 1am cho gia dinh c6 vé hoi phi thuc té cho rang viéc két hon véi mot
ngudi quen biét s& ludn tét hon 13 sdng doc than nghe ¢6 vé hop 1i hon.

Nhan thay rang mot cap ghép on dinh khong nhat thiét phai day du. Tuy nhién, rd rang 1a moi cap ghép
6n dinh déu la t6i dai trong G, nghia la chung khong thé dugc phong to thanh mot cap ghép 16n hon. That
vay, gia st MU{aB} la mot cap ghép nao d6 trong G voi mot canh aB € E(G) — M nao d6. Khi do, duéi su
sap dat hon nhan caa cap ghép M, chang trai a 1a doc than nén anh ta chac chan khong két hon véi ¢ gai
nao ma anh ta thich hon B va ¢6 gai B ciing doc than nén ¢ ay khong két hon véi chang trai ma ¢ ay thich
hon a. Biéu nay mau thuan véi thuc té M 1a mot cap ghép 6n dinh.

Mic di moi cap ghép on dinh déu téi dai nhung no khdng nhat thiét phai 1a mot cap ghép tdi dai, nghia 1a
n6 khong nhat thiét phai c6 kich thudc toi dai. Tuy nhién, nhu chiing ta s& thay sau day, tat ca cac cap ghép
6n dinh déu c6 cuing mot kich thudc.
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Hinh anh minh hoa mét cap ghép 6n dinh nhung khong c6 kich thudc t6i dai:
a thich B hon A, B thich a hon b, M = {aB} la cip ghép 6n dinh duy nhat.

Do diéu kién 6n dinh cia mot cap ghép l1a kha phuc tap nén a tién nghiém khong rd rang rang luén lubn
c6 mot cap ghép on dinh. Trén thuc té, ching ta s& chang minh riang khong chi ¢6 duy nhat mot cap ghép 6n
dinh nhung chi c6 duy nhat mot cap ghép 6n dinh 1a téi wu ddi voi mdi chang trai. Do sy ton tai cua mot cap
ghép 6n dinh tbi wu theo thuat ton néu dudi day s& duoc sir dung dé xay dung mot cap ghép 6n dinh nén, dé
bit dau, ching ta s& khdng ban tam dén tinh tdi vu cua cap ghép 6n dinh. Mot didu that ky la ¢ day do 1a
thuat todn nay don gian la cac quy tic cua cac phép x4 giao c6 dién: moi chang trai déu chon cd gai yéu
thich nhat caa minh va moi c6 gai déu tir chéi tat ca cac 1oi cau hon ngoai trir 10i cau hon dén tir chang trai
ma ¢ 4y yéu thich nhat. Bidu nay s& duoc tiép dién cho dén khi khong co thay d6i ndo khac xay ra. Khi do,
moi chang trai déu két hoén voi co gai ma anh ta cau hon lan cudi va moi co gai déu két hon voi chang trai
duy nhat ma c6 ay chua tir chdi 1oi cau hon.

Nhu vay, thuat todn s& van hanh nhu sau: cac cd gai s& nhan dugc céc 10i cau hon tir cac chang trai; vao
cudi qua trinh, cd 4y s& két hén vai mot chang trai nao dé; hon nita, cd ay sé chi tir chi loi cau hon cua mot
chang trai chi khi cd Ay da tim thdy mot chang trai nao d6 khac ma ¢ ay cam thay tét hon. Ngoai ra, moi
chang trai déu s& két hon trir khi trong thuat toan anh ay bi tir chéi bai moi ¢6 gai. Cudi cing, khi thuat toan
ngay cang phat trién, moi c6 gai ngay cang c6 dugc nhitng 16i cau hdn tir nhitng chang trai tot hon va moi
chang trai s& ngay cang phai cam chiu két hon véi nhitng ¢d gai ngay cang it hap din hon. Véi nhan dinh
nay, ching ta sé& tién gan hon dén viéc chitng minh tinh ding dan cua dinh Ii cap ghép 6n dinh cua Gale va
Shapley.

Két qua 3.5.1. (Gale - Shapley)

Véi moi day sap thtr tu wu tién xac dinh trén mot do thi ludng phan cho truée, ching ta ludn tim duoc
mot cap ghép o6n dinh.

Chirng minh két qua 3.5.1.

Pé ching minh tinh dang din caa khang dinh trén, ching ta s& mé ta mot dang bién thé cua thuat toan
ma chiing ta vira dé cap o trén, trong d6 tat ca cac chang trai va tat ca cac cd gai sé dong thoi hanh dong
trong tirng vong. Trong mdi vong Ié (1,3,...), mdi chang trai déu s& dé nghi két hén vai ¢ gai hap dan nhat
trong s6 nhiing cd gai ma anh ta quen biét va chua tir chdi anh ta; trong mdi vong chin (2,4,...), mdi mot co
gai trong s6 m cd géi nay déu sé tir chdi tat ca cac 1i cau hdn ngoai trir 16d cau hon dén tir chang trai hap
dan nhat cua c6 4y. Qua trinh nay sé& két thic khi kndng c6 bat ki cd gai nao tir chdi 10i cau hdn dén tir cac
chang trai: moi cd gai s& két hon vai chang trai ngo 1o cau hon (duy nhat) vai ¢o 4y, néu co Ay co.




Thuat toan nay s& két thic sau téi da 2nm vong, bai vi ¢6 tdi da m(n — 1) 16i cau hon bi tir chéi.

Chuing ta s& chitng minh ring thuat toan nay that su s& tao ra mot cap ghép 6n dinh. N6 rd rang sé tao ra
mét ciap ghép (bo phan) M (diéu nay suy ra tir viéc, & moi giai doan, mdi chang trai déu s& cau hon véi nhiéu
nhat mot ¢ gai va mdi cd gai déu s& tir chdi tat ca moi 11 cau hdn ngoai trir nhiéu nhat mot chang trai nao
d6). Bé chitng minh M 1a mét cap ghép on dinh, gia st aB € E(G) — M. Khi d0, a s& chua bao gid cau hon
B hoic a di bi B tir chéi tai mot giai doan nao d6 trong thuat toan. Trong trudng hop thir nhat, a s& két hon
VGi Mot ¢o gai ndo d6 ma anh ta thich hon B. Trong truong hop tha hai, B di tir chdi a dé nhan 1oi cau hon
tir mot chang trai ma cd Ay thich hon a; nghia 13, sau khi két thic thuat toan, B s& két hén véi mot ngudi
chdng nao d6 ma cb 4y thich hon chang trai a nay. O

Thuat todn ma ching ta vira md ta ¢ trén cd thé chay & nhiéu téc d6 khac nhau: ching ta khdng nhat thiét
phai c6 hanh dong théng nhat trong tirng vong. Moi chang trai va moi ¢ gai déu c6 thé hanh dong doc lap
v6i nhau: mdi chang trai sé tiép tuc cau hon véi cd géi tét nhat (theo ude tinh cua anh ta) trong sé nhitng cd
gai van chua tir chdi anh ta va mdi cd gai s& ti da hoa sy hai 10ng cua cd Ay bang cach chi sdn sang chap
nhan 1o cau hon tir chang trai tot nhat (theo udc tinh cua cd 4y) trong s6 nhitng chang trai da ting cau hon
cd dy. Khi moi thr 1ang xudng, ching ta s& c6 mot cap ghép on dinh khdng phu thudc vao toc ¢6 ma ching
ta chay thuat toan.

Mot van dé duoc dit ra & day dé 1a: “Ching ta c6 thé néi gi vé tap cac cap ghép 6n dinh nay?”. That ngac
nhién 12 tt ca céc cap ghép o6n dinh déu lién thudc véi cling mot tap cac dinh, nghia 1a moi dinh déu dugc
ndi trong moi cap ghép 6n dinh hoic vin chwa dugc ndi trong moi cip ghép on dinh. Diéu khang dinh nay s&
dugc quan sat dé dang hon trong két qua dudi day.

M6t chu trinh duoc goi 14 dinh hwéng wu tién néu n6 c6 thé duoc biéu dién lai dusi dang adbB ...zZ
sao cho A thich b hon a, b thich B hon A,...., Z thich a hon z.

Két qua 3.5.2.

Gia sit M va M’ 1 cac cap ghép 6n dinh xac dinh trén mot do thi ludng phan voi cac day sap the tu vu
tién cho trudc nao do. Ki hiéu € 1a mot thanh phan lién théng nao d6 cta do thi con H duoc tao ra boi cac
canh cua MUM'.

Khi d6, néu € c6 chira it nhat ba dinh nao d6 thi né s& 1a mot chu trinh dinh hudng wu tién. Hon nita, néu
aA,bB € M va aB € M’ thi a thich A hon B néu va chi néu B thich a hon b.

Chitng minh két qua 3.5.2.

Pé thuan tién cho viéc trinh bay phép chiing minh, tét nhat 1a chiing ta khdng nén phan biét giira cac
chang trai va céc cb gai: ching ta s& ding x4, x,, ... & ki hiéu cho ca cac chang trai va cac co gai. Nhac lai
rang C hoic 12 mot dudng di c6 chiéu dai > 2 hoic 1a mot chu trinh ¢6 chiéu dai > 4.

Gia sir C ¢6 chtra mot duong di x;x,x3x, VGi x, thich x5 hon x;. Nhan thay rang do M 1a mot cap ghép
6n dinh nén néu x,x; € M thi ching ta dé dang nhan thay rang x; thich x, hon x,.

Nhan xét don gian néu & trén ngu y rang néu C 1a mot chu trinh thi né s& 1a mét chu trinh dinh huéng wu
tién. That vay, néu x;x,x; ... x; 12 mot chu trinh va x, thich x5 hon x; thi, khi nhin vao duong di x;x,x3x,,
ching ta d& dang nhan thay rang x, thich x, hon x,. Ké tiép, khi nhin vao dudng di x,x3x,xs, ching ta s&




nhan thay rang x, thich x5 hon x5. Bang cach thuc hién tiép tuc qua trinh nay, chiing ta ciing s& nhan thay
rang x, thich x; hon x,_; va x; thich x, hon x,,.

Ngoai ra, néu C 1a mot dudng di co dang x;x, ... x; Voi | > 3 va x;x, € M thi x, s& thich x5 hon x; (diéu
nay suy ra tir viéc M 1a mot cap ghép 6n dinh va x;x, € M). Lap luan twong ty, chiing ta dé dang nhan thay
rang x;_, thich x;_, hon x;. Tuy nhién, diéu nay 1a khong thé (diéu nay suy ra tir viéc néu ching ta lap luan
tuong tu thi s& nhan thay riang x, thich x5 hon x;, x5 thich x, hon x,, v.v..., x;_; thich x; hon x;_,).

Khang dinh tht hai suy ra tir thuc té 13 thanh phan lién théng caa H ¢6 chira duong di AaBb sé& 1a mot
chu trinh dinh hudng wu tién. O

Két qua 3.5.3.

Vi moi ddy sip tht ty vu tién xac dinh trén mot db thi ludng phan véi phan hoach ludng phan (Vy, V),
ching ta ludn tim duoc cac tap con U, c V, va U, c V, sao cho moi cip ghép 6n dinh déu 1a mot cip ghép
day du tir U; vao U,. Hon nita, tit ca cac cap ghép 6n dinh déu c6 ciing mét kich thuéc.

Chirng minh két qua 3.5.3.

Gia sir khang dinh néu trén 1a sai. Khi d6, chiing ta c6 thé gia dinh rang c6 mét canh aA thuéc M sao cho
a khong lién thudc vai bat ky mot canh nao cua M'. Do M’ 1a mot cap ghép tdi dai nén bA € M’ Vi b €
V,,b # a. Tuy nhién, khi dé, chung ta dé dang nhan thiy rang thanh phan lién théng cé chtra a trong do thi
con dugc tao thanh boi cac canh cia MUM’ ¢6 chira a, A, b s& khdng phai 1a mot chu trinh. Diéu ndy mau
thuan voi Két qua 3.5.2). 0

That tu nhién khi chling ta mong doi rang moi cip ghép 6n dinh cta do thi con duoc cam sinh boi U, UU,
déu 1a mot cip ghép on dinh trong db thi ban dau nhung that dang tiéc 1a khdng phai truong hop néu o day.

Ké tiép, chling ta s& phét biéu mot hé qua truc tiép cua Két qua 3.5.2) va Két qua 3.5.3):

Két qua 3.5.4.

Gia st M va M’ 1a cac cap ghép 6n dinh xac dinh trén mot do thi ludng phan voi cac day sap tha tu vu
tién cho trudc nao d6. Gia sicthtmaB € M vaaB &€ M'.

Khi d6, trong M', ca a va B déu c6 nhan tinh. Hon nita, mot trong a va B & M’ s& tot hon & M va nguoi
con lai sé té hon.

Cip ghép duoc xay dung bai thuat toan néu trong phép ching minh cia Két qua 3.5.1) khdng chi 1a mot
cap ghép on dinh ma con 1a cap ghép 6n dinh “tot nhat” cho cac chang trai: moi chang trai déu két thuc véi
6 géai hap dan nhat cua anh Ay trong so tat ca cac cap ghép 6n dinh.

Pé lam cho dinh nghia néu trén trd nén hinh thirc hon, ki hiéu G 12 mét d6 thi ludng phan véi phan hoach
ludng phan (Vy, V,) véi cac day sap thir tu vu tién cho truéc nao d6. Mot cap ghép on dinh M duoc goi 1a toi
wu déi Véi cac chang trai (hoic V4 — téi wu) néu, voi moi cap ghép on dinh M’ va moi dinh a € V,, aB €
M’ thi aA € M vé&i mot ¢d gai A nao d6 va A = B hoac a s€ thich A hon B. NOi cach khac, M 1a mot cap
ghép 6n dinh V; — téi wu néu, trong M, moi chang trai it nhat ciing kha gia nhu trong bat ky mot cap ghép 6n




dinh ndo khac. Mét lan nira, chling ta gia dinh rang tha két hon con hon doc than. Khéng nhat thiét phai ludn
c6 mot cap ghép on dinh V; — t6i wu nhung 1 rang 13 néu c6 thi n6 s& 1a duy nhat.

Két qua 3.5.5.

V&i moi ddy sip tht ty uu tién xac dinh trén mot do thi ludng phan day da n x n voi phan hoach ludng
phan (V;,V,), chung ta luén tim dugc mot cap ghép 6n dinh V; — tdi uu.

Chitng minh két qua 3.5.5.

Ki hiéu S(a) 1a tap cac cd gai ma chang trai a co thé két hon trong mot sé cip ghép 6n dinh: tap céc cd
gai co thé c6 cho a. Chlng ta s& chitng minh rang, trong thuét todn néu ¢ trén, khdng c6 cd gai nao trong
S(a) tir chdi a. Nhu vay, mdi chang trai déu s& két hon véi cd gai hap dan co thé cua anh ay. Do do, cip
ghép on dinh nay sé& tdi uu cho cac chang trai.

Gia sir khang dinh néu trén 1a sai. Ching ta s& dirng thuat toan lai khi lan dau tién c6 mot chang trai, tam
gia sir 1a a, bi mot trong nhitng ¢6 gai kha di ctia minh tir chdi, tam gia sir 13 A. Tir dinh nghia, diéu nay xay
ra boi vi A da thich mot ngudi cau hon nao d6 khac vao thoi diém do, tam gia sir 12 b. Tai thoi diém nay, b
thich A hon tat ca nhitng co gai khac chua tir chbi anh ta. Nhu vay, a fortiori, b thich A hon tat ca nhiing cd
gai c6 thé khac cua anh ta. Do A 1a c6 thé ddi vai a nén ching ta sé tim dugc mot cap ghép on dinh M trong
d6 a két hdn véi A va b két hon véi mot ¢d gai B nao do. Tuy nhién, diéu nay 1a hoan toan khong thé, boi vi
b thich A hon B va 4 thich b hon a. Biéu mau thuin nay hoan tat phép ching minh caa ching ta. m

Tur dinh nghia, cip ghép 6n dinh V;, — t6i wu s& 1a “tot nhat” dbi vai moi chang trai (cac phan tir cua V;).
Mot van dé duoc dit ra ¢ ddy do 1a: “Liéu n6 c6 “t6t” cho cac ¢ gai?”. Nhic lai Két qua 3.5.4), ching ta dé
dang nhan thay rang, tuy hoi ngac nhién, né lai 1a diéu toi té nhat ddi vai moi cd géi va khdng phu thudc vao
viéc gan céc day sap thir ty wu tién. NOi mot cach chinh xac hon, chung ta s& goi mot cap ghép 6n dinh M 1a
V, — pessimal néu, trong M, khong c6 cd gai nao tét hon trong bat ky mot cap ghép 6n dinh nao khac. Mot
lan nita, a tién nghiém khong rd rang rang c6 mot cap ghép 6n dinh V, — pessimal. Tuy nhién, dinh nghia
ngu Y rang néu c6 mot cip ghép on dinh V, — pessimal thi n6 1a duy nhat. Két qua 3.5.4) ngu y rang moi cap
ghép 6n dinh V; — téi vu déu 12 mot cap ghép 6n dinh V, — pessimal.

C6 kha nhiéu dang mé rong va bién thé khac nhau cua cac két qua néu & trén; ¢ day, ching ta s& chi xem
xét cac cap ghép o6n dinh day du trong cac d thi ludng phan (khong nhat thiét day du) véi cac 16p mau bang
nhau va céac cap ghép 6n dinh trong mot xa hoi da sic toc.

Mt 1an nita, ching ta sé thiét 1ap lai khai niém vé mot cap ghép 6n dinh theo mot cach hoi khac. Céch
dinh nghia kha nang né nay vé mot cap ghép 6n dinh sé thuong rat hitu ich trong céc ung dung. Gia si cho
truéc mot tap V; gom n chang trai va mot tap V, gom n ¢d gai. Moi chang trai va moi c6 gai déu c6 mot day
sap thir ty wu tién khong nhat thiét day du. Nhu vay, moi cd gai A déu c6 mot danh sach L(A) =
{a,a,, ..., a;} biéu thi raing A chi mudn két hon véi cac chang trai aq, a,, ..., a, va diy ciing chinh 1a day
sap thir ty wu tién cua cd ay. Twong ty, moi chang trai a déu c6 mot danh sach khdng nhat thiét day du L(a).
Chung ta s& goi (Vy,V,, L) 1a mot hé thong wu tién khéong ddy dii. Thiét 1ap nay rd rang sé tuong tng Vi
mét d6 thi lugng phan (V,UV,,E) trong d6 E = {aA:a € L(A)va A € L(a)} véi cac day sap thir tu vu tién
dugc dua ra bai cac danh séch. Theo cach dinh nghia ndy, mot cap ghép M tir V, vao V, dugc goi la én dinh
néu vai bat ky hai dinh ndo duoc ndi vai nhau xuét hién trén danh sach cia nhau, vanéu a € L(B),B €




L(a) nhung aB ¢ M thi aA € M véi mot cd gai A € L(a) nao d6 ma a thich B hoac bB € M véi mot chang
trai b € L(B) nao d6 ma B thich a.

Mot van dé duoc dit ra & day dé 1a: “Lam thé nao dé chlng ta co thé biét duoc rang liéu mot hé thong uu
tién khong day du c6 mot cap ghép on dinh day du?”. Tuong tu nhu tha thuat ma ching ta da trinh bay trong
phép chang minh cua Két qua 3.3.3), chling ta hoan toan cé thé phong to mot hé théng wu tién khong day du
thanh mét hé théng wu tién dy du theo cach ma céc cip ghép on dinh trong hé thong wu tién khong day du
ban dau s& tuong tng Vi cac cap ghép on dinh dé nhan biét nao d6 trong hé thdng wu tién day du duoc mo
rong. N6i mot cach chinh xac hon, ching ta s& b6 sung thém mot chang trai hu cau w va mot c¢o gai hu cau
W vao hé théng nay: w 1a mot nguoi dan 6ng gda vo va W 1a mot nguoi dan ba goéa chong. Ki hiéu vV, =
V,U{w} va Vv, = V,U{W}. Chlng ta s& xay dung mot hé théng wu tién day da cho (V{, V) nhu sau: mdi
ngudi déu chon ngudi dan dng goda vo (ngudi dan ba goa chdng) theo so thich thyuc su caa cd 4y (anh dy) va
theo sau d6 1a mot danh sach tly y cac chang trai (cac c6 4y) ma cb 4y (anh ay) khéng muén két hon mot
chit ndo. Sau cing, nguoi dan ong goéa vo s& dit ngudi dan ba gda chong & cudi danh sach wu tién caa anh
ay va nguoi dan ba géa chong s& xép nguoi dan 6ng géa vo & cudi danh sach wu tién cua ¢ ta. Ching ta s&
noi rang hé théng wu tién day da (V{,V,, L") nay l1a diec lién két vai hé théng wu tién khong day du
(V,, V,, L) ban dau.

Két qua 3.5.6.

Mot hé thdng uvu tién khong day du (Vy, Vs, L) Véi |Vy| = |V,| s& c6 mot cap ghép 6n dinh day du néu va
chi néu hé thdng uu day du (V,V,, L") lién két véi nd c6 mot cap ghép on dinh trong d6 ngudi dan 6ng goa
vo s& két hon véi nguoi dan ba goa chong.

Chieng minh két qua 3.5.6.

Gia sir M 1a mot cap ghép day du tir V; vao V,, M’ 1a cap ghép day du tir V{ vao V, thu duoc tir M bang
cach b sung thém vao n6 canh wiW. Bé chimg minh tinh ding din cua khang dinh trén, ching ta s& chi ra
rang M s& 1a mot cap ghép on dinh trong hé théng wu tién khong day da (Vy, V,, L) néu va chi néu M’ 1a mot
cap ghép 6n dinh trong hé thong wu tién day da (V{, Vy, L").

Gia sit M 1a mot cap ghép 6n dinh trong (V;, V,, L). Khi d6, M’ s& 1a mot cap ghép 6n dinh, bai vi néu
aA € M thi A s€ thich a hon w va a s€ thich A hon W.

Ngoai ra, néu M’ 1a mot cap ghép 6n dinh trong (V4, V), L") thi M s& 1a mot cap ghép on dinh trong
(V1,V,, L). That vay, néu aA € M thi A € L(a): truong hop nguoc lai, a thich W hon A va W thich a hon w.
Tuong ty, a € L(A): truong hop nguoc lai, A thich w hon a va w thich A hon W. Do d6, moi canh a4 cua
M déu théamin A € L(a) va a € L(A), nén M s& 1a mot cap ghép 6n dinh trong (Vy, V,, L). O

Do moi cap ghép on dinh V, — t6i wu trong (V4, V), L") déu la mot cap ghép 6n dinh V, — pessimal nén
néu c6 mot cap ghép on dinh nao d6 trong (Vy, V,, L") ¢ chita wW thi moi cap ghép on dinh déu sé& c6 chua
wWW . Biéu nay dan ching ta di dén dang manh hon sau day cua Két qua 3.5.6):




Két qua 3.5.6°.

Gia sir cho trudc mot hé thdng wu tién khong day du (Vy, V,, L) duoc lién két véi mot hé théng wu tién
day du (V{,V,, L") va M’ 1a mot cap ghép 6n dinh cua (V;,V,, L").

Khi d6, chiing ta s& c6 mot cap ghép 6n dinh day du trong (V;, V,, L) néu va chi néu M’ c¢6 chita wiv/.

Déi voi dang bién thé cudi cling caa dinh 1i cap ghép 6n dinh, s& thuan tién hon khi chung ta str dung céc
thuat ngir lién quan dén van dé tuyén sinh dai hoc: Trong bai todn tuyén sinh dai hoc, gia sir ching ta c6 n
ng vién ay, ..., a, cO nguyén vong tng tuyén vao m truong dai hoc A, ..., A, trong d6 trudng dai hoc 4;
mong muén nhan n; hoc vién chua tét nghiép sao cho Y7, n; = n. M&i ing vién s& danh gia cac truong dai
hoc theo s& thich cia minh con méi truomg dai hoc ciing s& danh gia cac tng vién theo sé thich cia ho. Mot
lan nita, viéc phan b cac tng vién vao cac truong dai hoc sao cho ¢ n; sinh vién s& dugc chi dinh vao hoc
tai truong dai hoc A; s& duoc goi 1a mot ké hoach tuyén sinh én dinh néu bat ci khi ndo mét ang vién a;
dugc nhan bgi mot truong dai hoc A, va mét ng vién a; duoc nhan boi mét truong dai hoc 4;r thi a; s&
thich A, hon A;» hodc A;r s& thich a; hon a;. Mot ké hoach tuyén sinh 6n dinh duoc goi 12 téi wu (@61 Vo
cac #ng vién) néu moi tmg vién déu duoc nhan bai mot truong dai hoc tot nhat c6 thé trong sé bat ky mot
ké hoach tuyén sinh 6n dinh nao.

Két qua 3.5.7.

Vé&i moi ddy sip tht ty vu tién, chiing ta ludn tim duoc mot ké hoach tuyén sinh 6n dinh.

Chieng minh két qua 3.5.7.

Pé thuan tién cho viéc trinh bay phép chang minh, chiing ta sé& thay thé cac ang vién bai céc chang trai
va thay thé méi truomg dai hoc A; boi n; ¢o gai A™, 4%, ..., 4™ sao cho méi AV déu c6 ciing day sip thir
tur wu tién gitra chang trai ay, ..., a,, nhu 4;. Hon nira, mdi chang trai s& sap xép cac cd gai bang cach dat cac
b gai twong (ng Vé6i truong dai hoc duoc xép hang cao nhit dau tién (theo bat ky thir tw nao), tiép theo la
C4c co gai twong (ng Véi trudng dai hoc dugc xép hang cao thi hai (theo bét ky tha ty ndo), v.v... Trong d6
thi ludng phan ma chdng ta vira xac dinh, hay Iy ra mot cip ghép 6n dinh téi wu d6i vé6i {ay, ..., a, }: ké
hoach tuyén sinh ma ciap ghép nay gay ra rd rang la téi wu (d6i véi cac ung vién). 0

C6 nhiéu cach khac nhau dé chiing ta c6 thé ngi long cac diéu kién trong bai toan tuyén sinh dai hoc.
Diéu kién ¥, n; = n khdng nhat thiét phai giir lai: mot tng vién cd thé khdng mudén vao hoc tai mot
truong dai hoc nao dé va mot truong dai hoc ¢6 thé khdng san sang nhan mét sinh vién trong bat ky truong
hop nao. Bé thuan tién, ching ta cé thé loai bo kha nang thir hai bang cach gia thiét thém rang mot ang vién
s& khong nop don vao mét truong dai hoc néu truong d6 khong mubn nhan anh ta trong bat ky truong hop
nao. Trong cach thiét lap tong quat hon nay, ching ta c6 thé phat biéu lai dang twong tu cua thuat toan Gale
— Shapley nhu sau: T4t ca cac ung vién s& ndp don vao cac trudng dai hoc dugc xép hang cao nhét caa ho.
Mot truong dai hoc Vi han ngach n; s& dua vao danh séach cho n; Gmg vién ma trudng danh gia cao nhat
hoac truong s& nhan tat ca ho néu truong khdng nhan dugc nhiéu hon n; Gtng vién va tir chéi tat ca nhiing
ring vién khac. Nhiing ang vién bi tir chbi s& ndp don vao lua chon thir hai cua ho va mot 1an nira mot
truomg dai hoc véi han ngach n; s& tir chdi tat ca chi trir nhiing ang vién nop don dugc dénh gia cao nhat,
v.v... Qua trinh nay sé& dung lai khi, trong mot vong nao dé, khong ¢ bat ky mot ang vién nao bi truong dai
hoc tir chdi va moi trudng dai hoc déu s& nhan tat ca nhiing ang vién cé trong danh sach cho caa minh. D&




dang ching minh duogc rang ké hoach tuyén sinh thu duoc s& thoa man cac diéu kién: (i) moi truong dai hoc
déu chi nhan tdi da n; (ng vién trong so tat ca cac tng vién da ndp don du tuyén vao trudng do, (ii) néu mot
truomg dai hoc khong tuyén du chi tiéu caa minh thi s& khdng cé bat ky (ng vién nao con lai lai nop don vao
truong dai hoc d6, va (iii) ké hoach tuyén sinh 6n dinh theo nghia néu mét ang vién a dugc mot trudng dai
hoc A nhan vao va mot ¢ng vién b dugc mot trudng dai hoc B nhan vao thi a s& khong mudn dén hoc tai B
hoic a thich A hon B hoic B danh gia b cao hon a. Hon nita, moi timg vién déu s& vao mot trudng dai hoc
du tét nhu trong bat ky mot ké hoach tuyén sinh nao khac thoa man cac diéu kién nay.



