Chi dé 04. Cac bai toan cuc tri do thi

Céc bai toan cyc tri 12 mot trong nhitng chu dé trong tam cta Iy thuyét d6 thi hién dai. Theo nghia rong,
ly thuyét cuc tri do thi bao gdm phan 16n cac chii d&é khac nhau cua ly thuyét db thi hién dai; theo nghia hep,
n6 c6 chira nhiéu két qua sau sac va dep nhat cua ly thuyét do thi.

T4t nhién, do trong bai viét nay ching ta s& chwa thé c6 dugc mét cai nhin qua téng quét vé cac bai toan
cuc tri do thi nén ching ta s& chi tap trung vao céc bién thé caa bai toan cuc tri dd thi thuan tdy — bai toan do
thi con bi cam: “Gia sir cho trudc mot do thi F, xac dinh s6 cac canh 16n nhat ¢ thé ¢ ex(n, F) ctia mot d6
thi bac n khong c6 chaa F?. Mot cach twong duong, can téi thiéu bao nhiéu canh dé dam bao cho d6 thi caa
chding ta chic chan c6 chira F?. Ching han, can tbi thiéu bao nhiéu canh trong mot dd thi bac n dam bao n6
s& ¢6 chtra mot dudng di c6 chiéu dai 1? Mot chu trinh ¢6 chiéu dai > 1? Mat chu trinh cd chiéu dai < 1?
Mot d6 thi con day du K, ?”.

Tong quat hon, mot bai todn cuc tri d6 thi s& yéu cau ching ta phai xac dinh céc gié tri cuc dai cua cac
tham s6 d6 thi nhat dinh cho trudc trong céc loai do thi khac nhau. Chang han, gid tri 16n nhat caa r 12 bao
nhiéu dé c6 mot @6 thi 2 — lién thdng r — regular bac n khdng phai 1a Hamiltonian?. Mot cach tuong duong,
gia tri 7 nho nhit dén mirc nao dé dam bao rang moi dd thi 2 — lién théng r — regular déu la Hamiltonian?.
Chung ta s& khong thao luan nhiéu vé nhiing bai toan cuc tri tong quét nay, mic du déi khi ching ta van s&
y&u cau cac db thi cua ching ta phai k — lién thong véi mot chi sé k nao dé hodc bac nhé nhat caa ching
khong dugc qué nho.

Trudéc khi di vao thao luan chi tiét, chiing ta s& can phai néi vé mot vai thuat ngit co ban. Néu, véi mot
loai d thi nhat dinh cho truéc, mot tham sé d6 thi nhat dinh cho trude ndao d6 c6 gia tri toi da khong vuot
qua f thi cac d6 thi ma tham sé do thi cua ching c6 gia tri dung bang f s& duoc goi 12 cdc do thi cuc tri cia
tham sé dé. Chang han, mot d thi acyclic bac n s& chira nhiéu nhat n — 1 canh va cac d thi cuc tri 1a cac
cay bac n.

Khi chding ta n6i vé& cac db thi cuc tri, tinh duy nhit luén dugc hiéu theo nghia ddng cdu. Nhu vay, mot
dd thi khong lién thong véi bac n > 2d + 2 va bac nho nhat d > 0 s& chira nhiéu nhat (431) + (*7271)
canh va K, UK,,_ 44 12 do thi cuc tri duy nhat. Hon nita, mot d thi bac n khéng chira bat ki mét chu trinh

\ , 2 \ ,
I¢ ndo sé chura nhiéu nhat [%J canh va KH [ cling la do thi cyc tri duy nhat.
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Trong bai toan d6 thi con bi cAm, mot dd thi 1a ceec tri néu n6 khdng chira F va cé ex(n, F); ki hiéu
EX(n,F) la tap cac d6 thi cuc tri ciia bai toan do thi con bi cam. Nhur vay, chiing ta biét dinh Ii Mantel (Két
. 2 N .y
qua 1.1.2) chirarang ex(n,K3) = ["TJ vaEX(n,K;3) = {KH m} Hon nira, trong chu dé trudc cua bai viet,
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dinh Ii Tutte vé cac k — nhan tir cho phép ching ta giai quyét mot bai toan cuc tri do thi kha hay ho: “Can
bao nhiéu canh dé dam bao mot do thi khong c6 chtra k + 1 canh doc 1ap?”. Trong trudng hop ndy, F gom
k + 1 canh doc lap, nghia 13 F = (k + 1)K, va, voi n > 2k + 1, cac do thi cyc tri twong Gng véi ex(n, F)

12 Kzp41UKn_2x—1 Va Ky + K.

Céc van dé duoc thao luan trong chii dé nay cua bai viét dugc chia thanh hai phan: cac phan I¢ lién quan
dén cac duong di va cac chu trinh trong khi cac phan chian néi vé cac dd thi con day du. Ching ta chon céch
xen k& cac chu dé dé co dugc cac két qua don gian hon nhu trong hau hét cac chu dé khac.



Phan dau tién 1a vé cac dudng di va cac chu trinh (ngin va dai) trong cac db thi c6 kich thudc 16n. Bong
thoi, ching ta ciing s& dua ra mot danh gia trén tot cho ex(n, P,) — s6 canh 16n nhat c6 thé ¢ dé dam bao
trong mot do thi bac n s& khéng c6 chtra bat ky mot duong di nao ¢ chiéu dai I. Chung ta ciing sé& trinh bay
mot sb két qua co ban vé cac chu trinh Hamilton.

Ly thuyét cuc tri d6 thi thuc su chi dugc bat dau vao nam 1941, khi Turan thyc hién mé rong mot cach
dang ké dinh Ii Mantel dé xac dinh ca ham ex(n, K,.) va tap EX(n, K,.). Phan tht hai caa bai viét nay s&
dugc danh dé trinh bay dinh 1i co ban nay cing véi mot s6 két qua lién quan.

Khi thao luan vé ex(n, P,) va ex(n, K,.), chling ta chu yéu chi quan tim dén truong hop n 16n hon kha
nhiéu so vai [ va r. Ching ta s& gap phai mot s van dé khé phirc tap néu F va G ¢6 kich thudc gan bang
nhau. M6t vi du dién hinh caa nhiing vin dé nay s& duoc thao luan trong phan thi ba caa bai viét nay — bai
toan vé c4c chu trinh Hamilton. Trong nhiéu nam, chung ta da c6 nhitng nd luc dang ké dé di tim 10i giai cho
van dé nay va, theo mot nghia hep nio do, cau tra loi hién tai cua van dé ndy 1a kha thoa dang.

Phan thi tu s& duoc danh dé trinh bay mét dinh Ii sau sic va dang ngac nhién cua Erdds va Stone dugc
chtng minh vao nim 1946. Pinh li nay, d6i khi con duoc goi la dinh 1i co ban cua ly thuyét cuc tri do thi,
lién quan dén ex(n, F) trong d6 F 13 mot db thi r — phan day du véi t dinh trong mdi 16p. Nhung nhu mot

ex(n,F ;=
( ), Vi
n2

hé qua tat yéu cua két qua ndy, ching ta c6 thé dung két qua nay dé xac dinh gigi han lim,,
moi d6 thi F.

Hai phan cudi s& n6i vé nhitng phét trién méi dang nodi nhat: b dé Szemerédi va cac tng dung cia no.
Nam 1975, trong khi dang chirng minh mét dinh i ndi tiéng cia minh vé cac cap sb cong, Szemerédi da phét
hién ra mot két qua tuyét voi lién quan dén cau tric thd cua moi d6 thi. Binh Ii ndy, doi khi con duogc goi 1a
bo dé Szemerédi, 1a mot cong cu quan trong trong viéc giai quyét nhiéu bai todn cyc tri d6 thi. Mot 1an nira,
chung ta ciing hau nhu khong chi ra bat ky mot hudng di cu thé nao.

4.1. Puong di va chu trinh

Khi tim kiém cac chu trinh trong mot d6 thi, cac cau hoi caa ching ta tu nhién sé lién quan dén céc chu
trinh ngan va cac chu trinh dai: “Gia tri 16n nhat c6 thé c6 cua chi sé girth — chiéu dai nho nhat c6 thé cé cua
mat chu trinh? Gid tri nho nhat c6 thé cé caa chi sé circumference — chiéu dai Ién nhit c6 thé cé cua mot
chu trinh?”.

Pau tién, chling ta s& xem xét xem chling ta c6 thé noi gi vé cac do thi c6 s6 canh 16n hon s6 dinh dung
2(n+1)J

mot don vi. Moi dd thi G = G(n,n + 1) voi n dinh, n + 1 canh déu sé& cd chi sé girth < l -

That vay, G sé& ¢ it nhat hai chu trinh, bai vi chi s6 chu trinh A(G) = 2. Ké tiép, néu ching ta c6 hai chu
trinh phan biét canh thi g(G) < n7+1; nguoc lai, ching ta sé c6 hai dinh nao d6 dugc ndi véi nhau bai ba
duong di phan biét. Bang cach dung ny, n,, ng dé ki hiéu chiéu dai cua cac dudng di nay, chung ta s& co
ny +n, + n3 = n + 1 va ba chu trinh duogc tao thanh bai ba dudng di nay s& c6 chiéu dai lan luot 1a n, +

n,,M, + N, Ny + ng. Do tong cua ba chiéu dai nay 12 2(n; +n, + n3) < 2(n + 1) nén G s& c6 it nhat mot
2(n+1)
3

chu trinh ¢é chiéu dai nho hon [

. Chung ta ciing dé dang nhan thay rang G khéng nhat thiét phai c6 chira mot

2(n3+ 1)J-

chu trinh ¢é chiéu dai <




Tuong tu, moi dd thi G(n, n + 2) déu cé chi sb girth < nT” va moi db thi G(n,n + 3) déu cd chi sé girth

< @ Mic du diy danh gia nay c6 thé duoc tiép tuc thém cho mét vai gid tri nita nhung nhitng két qua

nay sé ngay cang tro nén phic tap hon.

Khi tim kiém cac chu trinh ngan, s& thuan tién hon khi chung ta gia dinh rang bac nho nhat 1a 16n, chi
khong phai 1a d6 thi ¢ nhiéu canh. Trong dang cong thirc cua no, két qua cua ching ta dua ra mot chin dudi
cho bac cia mot do thi theo bac nho nhét va chi sé girth — chiéu dai caa chu trinh nhé nhat. Mot cach twong
duong, két qua nay ciing dwa ra mot chan trén cho chi s girth cia mot do thi theo bac va bac nhé nhét.

Két qua 4.1.1.

8 .
=2 {5 —1)9-1/2 _ & 3 1@
1+ 53 {(6 1) 1}, néu g lalé,

Véi g =3vas >3, kihicun,(g,8) = \
. _— — g/z — A Y [~
53 {6-1) 1},néu g 1a chin.

Khi d6, moi d thi G véi bac nho nhit § va chi s g déu c6 it nhat ny(g, 8) dinh.

Chirng minh két qua 4.1.1.

Dau tién, gia sir g 1a mot s6 1¢, nghia la g = 2d + 1,d = 1. Chon ra mot dinh x bat ki. Khi d6, ching ta
s& khong thé co bat ki mot dinh z ndo ma g c6 chira hai z — x duong di phan biét véi chiéu dai < d: truong
hop nguoc lai, G s& ¢ chira mot chu trinh vai chiéu dai < 2d. Do d6, chling ta sé& ¢6 it nhat & dinh c6
khoang cach dén x bang 1, it nhat §(8 — 1) dinh c6 khoang cach dén x bang 2, v.v..., it nhat §(§ — 1)¢1
dinh c6 khoang cach dén x bing d.

Hinh v& minh hoa cho céac truonghopd = g=5vad =4,g = 6.
Nhuvady,n=1+4+8+ 66 —1) + -+ 6(6 — 1)4° 1,

Ké tiép, gia st g 1a mot sb chin, nghia 1a g = 2d. Chon ra hai dinh lién hop x, y bat ki. Khi d6, chung ta
s& ¢0 it nhat 2(8 — 1) dinh c6 khoang cach dén {x, y} bang 1, it nhat 2(§ — 1)? dinh c6 khoang cach dén
{x,y} bang 2, v.v..., it nhat 2(6 — 1)¢~* dinh c6 khoang cach dén {x,y} bang d — 1. m

Ki hiéu G, 1a mot do thi cuec tri ctia Két qua 4.1.1), nghia 1a mot d6 thi voi cac tham sb & va g 1am xay
ra dang thirc trong danh gia trén. Phép ching minh trén cling ngu Y rang G, 1a mot do thi § — regular; hon
nira, néu g = 2d + 1 thi G, s& c6 duong kinh bang d va néu g = 2d thi moi dinh déu nam trong khoang
cach d — 1 ciia mdi cap dinh lién hop. Chung ta c6 thé nhan thiy dé dang rang ny(g, &) ciing 1a gié tri Ion
nhat dé ton tai mot do thi véi bac 16n nhat § thoa mén tinh chat néu trén. Néu g = 24 thi ching ta s& goi G,



la mot do thi Moore vdi bac & va chi sé girth g; néu g = 2d + 1 thi chling ta s& goi G, la mot dé thi Moore
Vdi bdc & va dwong kinh d. Trong Chi dé 08. P6 thi - Cau triic nhom — Ma tran, ching ta sé& sir dung
phuong phap dai s6 dé khao sat cac do thi Moore. O day, ching ta s& chi luu y dén d6 thi Heawood (d6 thi
lién thudc cua mat phang Fano). Do d6 thi Heawood la mot khéi lugng phan véi bac 14 va chi sb girth 6 nén
no s& 1a mot do thi Moore véi bac 3 va chi sb girth 6. Tuong tu, d6 thi Petersen 1a mot do thi Moore vai bac
3 va duong kinh 2.

Ké tiép, chling ta s& xét xem chling ta c6 thé noéi duoc nhiing gi V& cac chu trinh dai va cac dudng di trong
mét d6 thi. Két qua dau tién cua chung ta di theo hudng nay 1a mot dinh Ii cua Posa — mot dang mé rong caa
mot dinh li co ban dugc d& xuat béi Dirac vao nam 1952. Néu mot d6 thi bac n 1a Hamiltonian thi chu vi coa
né 1a n, trong khi chiéu dai cua duong di dai nhat 1a n — 1. Tuy nhién, moi d6 thi lién thong khong
Hamiltonian déu c6 chta it nhat mot dudng di co chiéu dai bang vai chu vi cua db thi 6. That vay, néu gia
st C = x,x, ...x; 1a chu trinh dai nhat va [ < n thi ching ta s& tim dugc mot dinh y khdng nam trén €
nhung van lién hop voi mot dinh nao dé nam trén C, tam gia st 1 x;. Tuy nhién, khi 46 yx;x, ...x; s& 1a
mét dudng di vai chiéu dai 1.

Két qua 4.1.2. (Pdsa)

Gia sir G 1a mot db thi lién thdng véi bac n > 3 sao cho, véi moi cip dinh x, y khdng lién hop, ching ta
déu co

d(x) +d(y) = k.

Khi @6, néu k = n thi G s& 1a mot do thi Hamiltonian; néu k < n thi G s& ¢ chira mot duong di voi
ZX .- N n R L. Y \ - k+2
chiéu dai k va mot chu trinh véi chiéu dai > %

Chieng minh két qua 4.1.2.

Gia sir G khdng phai 13 mot db thi Hamiltonian va P = x;x, ... x; 1a mot dudng di c6 chiéu dai 16n nhit
trong G. Tinh tdi dai cua P chi ra rang cac dinh lang giéng cua x; va x; déu 1a cac dinh cua P. Do G khéng
c6 chira bat ki mét chu trinh nao c6 chiéu dai I nén x; khong thé lién hop véi x;. Hon nita, dudng di P ndy
khéng thé chua cac dinh x; va x;,, sao cho x; lién thudc véi x;,, va x; lién thudc véi x;: truong hop nguoc
lai, X125 ... X;X;X;_1 ... X;41 S& 1a Mot chu trinh véi chiéu dai [.

Xis1 Xis2 -1 M
& . il - - . - - - w

Hinh v& minh hoa phép xay dung mét chu trinh véi chiéu dai L.

Do d6, cac tap N(x;) = {x;:x,x; € E(G)} va N* (x;) = {x;41:x;%; € E(G)} la céc tap con phan biét
cua cua {x,, x3, ..., X;}, Nén

k<d(x;))+dx)=|INx)|+|IN"(x)|<l-1<n-1.




Ké tiép, néu k = n thi day 1a mot diéu mau thuan. Do d6, G 1a mot @6 thi Hamiltonian. Hon nita, néu
k < n thi ddnh gia nay ngu Y rang G c6 chita mot duong di vai chiéu dai [ — 1 > k. Piéu nay chiing minh
tinh dung dan cua hai khang dinh dau tién.

Cubi cuing, khang dinh vé cac chu trinh tham chi con don gian hon. Khong giam tinh tong quat cua van
aé, gia sit d(x;) 2 d(x). Khi d6, d(x;) 2 [2]. Ki higu ¢ = max{i: x,x; € E(6)}.

Nhu vay, t > d(x;) + 1> E] + 1 va G s& c6 chira mot chu trinh x;x, ... x, Vai chiéu dai t. O
Nhan thay rang Két qua 4.1.2) chtra ca dinh Ii Dirac: moi d thi voi bac n > 3 va bac nho nhat > g déu
la mot dd thi Hamiltonian.

Trong muc 4.3. Pwong di va chu trinh Hamiltonian, chiing ta s& st dung phép chiing minh cua Két
qua 4.1.2) dé thu duoc céc thdng tin chi tiét vé cac do thi khdng c6 chira cac chu trinh dai va cac dudng di.
Trong lGc ndy, ching ta s& tu gidi han ban than dé chi luu y d&én hai hé qua cua né:

Két qua 4.1.3.
Gia sir G 1a mot do thi véi bac n khong c6 chira bat ki mot dudng di vai chidu dai k(k = 1) nao.

Khi do, [|G]| < “=n. Hon nira, mot o thi Ia mot do thi cuc tri (nghfa la mot b thi 1am xay ra dang thic

néu trong danh gia trén) néu va chi néu tat ca cac thanh phan lién thdng cua né déu 1a cac do thi day da bac
k.

Chieng minh két qua 4.1.3.

Dé chirng minh tinh dung din cua khang dinh ndy, ching ta s& ¢ dinh chi sé k va thuc hién phép quy
nap trén chi sé n. Tinh dung dan cua khing dinh trén 13 hién nhién néu n < k. Gia sit n > k va khang dinh
da duoc chiing minh vai cac gia tri nho hon cua n.

Nhan thy rang néu G 1a mot d6 thi khong lién thong thi tinh ding din cua khang dinh trén duoc suy ra
tir gia thiét quy nap cua bai todn. Gia sir G 1a mot @6 thi lién thong. Khi d6, G s& khong thé chira bat ki mot
d6 thi con nao c6 dang K va nd s& cd chira mot dinh x nao d6 véi bac < % (Két qua 4.1.2). Do G — x
khong phai 1a mot do thi cuc tri nén

Gl < d@) + 116 — x| <= +*=(n-1) =—n. 0

Két qua 4.1.4.

Gia sir G 1a mot do thi vai bac n sao cho moi chu trinh déu c6 chiéu dai < k.

Khi do, ||G|| < "("2‘1)

thong va tat ca cac khdi ciia n6 déu 1a cac do thi day du bac k.

. Hon nita, mot do thi 1& mot db thi cuc tri néu va chi néu nd 1a mot do thi lién

Phép chiing minh cta két qua nay c6 phan lién quan dén Két qua 4.1.2) nhiéu hon so véi Két qua 4.1.3).




4.2. Pd thi con diy di

Mot van dé duoc dit ra & day dé 1a: “Gié tri ex(n, K,..,) — S6 cac canh Ién nhat c6 thé cé trong mot do thi
bac n khéng cé chita mot db thi con K,.,., (Mot do thi day du bac r + 1) — 12 bao nhiéu?”. Néu G 13 mot do
thi » — phan thi n6 s& khdng thé chtra bat ki mot d6 thi con nao ¢ dang K., bai vi moi 16p dinh cia G déu
chtra nhiéu nhat mot dinh cua mot do thi con day di nay. Do d6, ex(n, K,..,) = kich thuéc 16n nhat c6 thé
c6 cua mot do thi r — phan vai bac n. Trén thuc té, ching ta s& chi ¢d duy nhat mot dé thi » — phan véi bac
n ¢6 kich thuéc 1on nhat. Do thi nay s& duoc goi la da thi Turan T,.(n) — mot dd thi r — phan day da vai n
dinh c6 céc 16p c6 sé dinh gan nhau nhat c6 thé dugc. Nhu vay, néu ching ta sap xép céc 16p theo do 16n
kich thudc cua cac 16p dinh va ki hiéu ny, 12 s6 cac dinh nam trong 16p thit k thin, <n, < --- < ny + 1.
That vay, ki hiéu G 1a mot dd thi » — phan véi bac n c6 kich thudc 16n nhat cé thé cd. Hién nhién, G 1a mot
dd thi r — phan day du. Gia sir cac 16p nay khdng hé gan nhau nhat cé thé duoc, nghia 1a ching ta s& phai c6
m, dinh trong mot 16p va m, > m, + 1 dinh trong mot 16p khac. Khi do, bang cach chuyén mot dinh tt 16p
thir hai sang 16p thir nhat, ching ta s& 1am sb cac canh tang 1én ti thiéu (m; + 1)(m, — 1) — mym, =

m, —m; — 1 = 1 don vi. Luu y rang cac hé thic n; < n, < - < n, VA YT_, n; = n xéac dinh duy nhét cac
n+i-1

n;. Do d6, T, (n) duoc xac dinh duy nhat. Hon nira, n; = l J voii=1,..,r.

r

Hinh v& minh hoa do thi Turan T (7).
Ki higu t, (n) 1a s6 céc canh cia do thi Turén T, (n). Ching han, t,(n) = ||
Bang mat sb tinh toan don gian, ching ta d& dang nhan thiy ring
1
tm) = (1-2) ().
Trén thuc té, néu ching ta ¢é dinh r > 1 va cho n — oo thi t,.(n) = (1 - % + 0(1)) ).

O day, chung ta sir dung ki hiéu Landau: g = 0(f) néu % la mot ham bi chan khi n — oo va g = o(f)

néu % — 0 khi n = co. Nhu vay, o(1) s& biéu thi mot ham c6 xu huéng tién vé 0 khi n — oo,

Pinh li co ban ctia Turan chi ra rang, véi moi sé tu nhiénn var, ex(n, K,,,) = t,(n). Trong trudng hop
nay, twong tu nhu trong trudng hop cia dinh 1i Hall, chiing ta ciing s& ¢6 nhiéu cach chitng minh khéc nhau:
chiing ta c6 rat nhiéu cach ching minh dep khac nhau cho dinh 1i nay boi vi d6 thi Turan T,.(n) 1a y tusng
cho tat ca cac kiéu 1ap luan quy nap. Trudc khi trinh bay mot s6 phép chimg minh nhu vay, chling ta s& gigi
thiéu mot so tinh chat co ban cua d6 thi T, (n) va, ndi chling, cia cac dd thi voi bac n va kich thudce t,(n).



That vay, bang cach sir dung nhitng tinh chit co ban nay, mot s phép chirng minh cua dinh Ii Turan s& gan
nhu dugc suy ra ngay lap tac.

Hién nhién, 8(T,(n)) = n — E] va A(T,.(n)) = n — EJ , Nén bac 16n nhat cua mot do thi Turén s& 16n
hon bac nho nhét caa né t6i da khong qua 1 don vi. N6i cach khéc, vai moi db thi Turdn T,.(n) véi n dinh va

t,(n) canh cho trudc, cac bac cia nd s& gan nhau nhat cé thé duoc, nghia 13 néu G = G(n, t.(n)) thi
8(G) < 8(T.(n)) va A(G) = A(T,(n)). Hon nira, néu x € T, (n) la mot dinh ¢ bac nho nhat thi T, (n) — x

chinh 12 T, (n — 1). Néu H lamot dd thi (r — 1) — phan véi bac n — k va H + Ky = T, (n) thi k s& bing |*|
hoic E] va H = T,_,(n — k). Nhu mot bién thé nho cua khing dinh trén, ching ta nhan thay rang néu H =
Gn—kt_q(n—k))va|H + K,|| = t-(n) thi k s& bang EJ hoac E] Mot cach twong duong, t,.(n) —
k(n —k) = t,_,(n— k) vadiu " = " chi xay ra khi va chi khi k bing EJ hogc m

Chung ta cd thé tong hop lai quan sat cudi cling néu trén trong mot dinh Ii duy nhat:

Két qua 4.2.1. (Turan)

Gia sir G 1a mot db thi voi n dinh va > t,.(n) canh, va ki hiéu x 1a mot dinh c6 bac I6n nhét, nghia 1a
dx) =n—k =A(G).KihieuW =N(x),U=V(G)\W,H = G[W].

Khi d6, ||H|| = t,_;(n — k) va dau " = " chi xay ra khi va chi khi k = EJ va U la mot tap cac dinh doc
lap sao cho mdi dinh déu c6 bac n — k.

Chieng minh két qua 4.2.1.
Nhu chiing ta da nhan xét ¢ trén, k < EJ

Gia st |H|| < t,_y(n — k).

Khi do,
£ () < NIGIl = I1HI| + 3 Zuey d(w) +5 U, W
<|H||+ kn—k) <t._,(n—k)+k(n-—k).
Nhu vay, k = || va lU, Wl = k(n — k), nén G = H + K. o

Tir day, chung ta chi can thyc hién thém mot budc ngan nita dé co thé két ndi T, (n) vai cac d6 thi con
day du va tir 6 chung ta co thé suy ra duoc dang mé rong sau day cua dinh i Turén:

Két qua 4.2.2. (Turan)

Gia sir G 1a mot db thi véi n dinh va > t,(n) canh. Xét thuat toan don gian sau dé xac dinh mot do thi
con day du véi bac r + 1: chon ra mot dinh x; ¢ bac 16n nhat trong G; = G; chon ra mot dinh x, ¢ bac 16n
nhét trong d6 thi con G, cia G, cam sinh béi cac dinh 1ang giéng cua x;; chon ra mot dinh x5 ¢6 bac Ién




nhét trong d6 thi con G, ctia G, cam sinh boi cac dinh lang giéng cua x, (trong G,), v.v..., ching ta s& chi
dirng lai quy trinh trén tai mot dinh x; néu nd khéng c6 bat ki dinh lang giéng nao trong G;.

Khi d6, G s& 1a mot dd thi Turén T,.(n) hoac néu khéng thi quy trinh trén s& tao ra it nhat r + 1 dinh
X1, X5, ) Xy4q 530 cho do thi con cam sinh boi ching s& 1a mot db thi con day du. Hon nita, ex(n, K,,,) =
t,(n) va T,(n) 1a @6 thi cuc tri duy nhat.

Chitng minh Két qua 4.2.2.

Pé chimg minh tinh dung dan cua khang dinh trén, ching ta s& sir dung phuong phap quy nap toan hoc
theo chi s6 r. Vi r = 1, tinh ding din cua khang dinh trén 12 hién nhién. Ki hiéu n — k = d(x;) = A(G).
Néu ||G,|| > t,_,(n — k) thi tinh dung din cua khang dinh trén dwoc suy ra tir gia thiét quy nap cua bai
toan, boi vi G, khdng thé dang cau voi T,_,(n — k) Va x,, theo sau 1a cac dinh x,, x5, ..., x,.1 Ma ching ta
tim thy trong G,, xac dinh mot diy cac dinh nhu di tuyén bb. Nguoc lai, k = EJ, |G| = t,—_1(n — k),
G = G, + K. Do d0, bang céach ap dung gia thiét quy nap cua bai toan cho G,, chiing ta nhan thay riang quy
trinh cua ching ta s& xay dung mot diy cac dinh x,, xs, ..., X,,, hodc néu khong thi G, = T,_,(n — k) va
G, = T,_,(n) nhu di tuyén bo. o

Niam 1970, Erdés da chieng minh mot két qua tuyét voi vé cac d6 thi khdng co chta K., bat ké sé canh
cta ching 1a bao nhiéu. Cu thé, day bac cua mot d6 thi khdng cé chira K., bi chi phéi bai ddy bac caa mot
dd thi r — phan nao d6. Két qua nay mot 1an nita chi ra tinh dung din cua dinh Ii Turan.

Két qua 4.2.3. (Erdos)

Gia sir G 1a mot db thi vai tap dinh V khdng c6 chira K-, ; — mot d6 thi day dua bac r.

Khi d6, chling ta c6 thé tim dwgc mot do thi r — phan H véi tap dinh V sao cho, véi moi dinh z € V,
de(2) < dy(2).

Hon nita, néu G khdng phai 1a mot do thi  — phan day da thi ching ta s& tim duoc it nhit mot dinh z 1am
cho bat ding thirc trén tré nén nghiém ngit.

Chitng minh két qua 4.2.3.

Pé chimg minh tinh dung dan cua khang dinh trén, ching ta sé& sir dung phuong phap quy nap toan hoc
theo chi s6 7. Véi r = 1, tinh dung dan cua khang dinh trén 12 hién nhién, boi vi khi d6 G s& 1a do thi rdng
K,, nén hién nhién no6 s& la mot do thi 1 — phan. Gia s r > 2 va tinh diing dan caa khang dinh trén da duogc
chuang minh véi tat ca cac gia tri nho hon cuar.

Chon ra mot dinh x € V sao cho dg(x) dat gié tri I6n nhat va ki hiéu W 1 tap cac dinh cia G duoc ndi
voi x. Khi d6, G, = G[W] s€ khong c6 chua K,.: truong hop nguoc lai, n6 cung vai dinh x s€ tao thanh mot
d6 thi K,.,,. Tur gia thiét quy nap cuia bai toan, ching ta cd thé thay thé G, bai mot do thi (r — 1) — phan H,
véi tap dinh W sao cho dg, (v) < dy, (y) véi moi y € W va bat dang thic 1a nghiém ngat voi it nhat mot
dinh y nao d6 trir khi G, 1a mot do thi (r — 1) — phan day du. Bo sung thém vao H, cac dinh trong V — W
va ndi mdi dinh trong V — W véi mdi dinh trong W. Bé hoan tat phép chitng minh, ching ta chi can chi ra
rang d6 thi r — phan H thu dugc theo cach néu & trén s& ¢ tat ca cac tinh chat can thiét.




NéuzeU=V-W thi dy(z) =dy(x) =ds(x) = dg(2) vanéu z€e W thi dy(z) =dy,(2) +n—
W[ =dg,(2) + n— |W| = dg(z). Nhu vay, dg(z) < dy(z), véimoiz € V.

Mot vin dé duoc dit ra ¢ day do la: “Chung ta c6 thé néi gi vé do thi G néu ||G|| = ||H||?”. Khi do,
lGoll = ||Holl, nén G, 1a mot @ thi (r — 1) — phan ddy da. Hon nita, bang cach dém cac canh nim bén
ngoai G, = H,, chiing ta dé dang nhan thay rang

0 =Gl = lIGoll = Xuevde() — e(GIUD — |UNIW|
< |U|IW]| —e(G[U]D — [U[IW]| = —e(G[UD.
Diéu nay chi ra rang G 1a mot do thi r — phan day da. 0

Dé nhan manh tam quan trong caa dinh Ii Turéan, ching ta s& phat biéu lai n6 mot 1an nira. Lan nay,
chiing ta s& phat biéu lai né ¢ dang ban dau cta né nhu di dugc phat biéu vao nim 1940.

Két qua 4.2.4. (Turan)

V&i moi s6 tu nhién r,n > 2, ching ta s& c6 ex(n, K,,;) = t,(n) va EX(n, K,,,) = {T,.(n)}. N6i céch
khéc, moi do thi bac n vai > t,(n) canh déu c6 chira mot db thi K,.,,. Hon nita, T, (n) 1a dd thi duy nhat véi
bac n va kich thudc t,.(n) khong co6 chtra K., ;.

Chirng minh két qua 4.2.4.

Khing dinh ndy nam trong Két qua 4.2.2) va né ciing 1a hé qua tac thi caa Két qua 4.2.3), bai vi T,.(n) 1a
d thi r — phan duy nhét c6 bac n va kich thuéc 16n nhat.

Tuy nhién, mét 1an nira, ching ta s& dua ra hai cach ching minh khac nhau cho khing dinh trén duya trén
c4c tinh cht co ban caa T, (n):

Chieng minh thir ba cia két qua 4.2.1.

Véi r = 1, tinh ding dan cua khang dinh 13 hién nhién. Gia st r > 2 va chdng ta s& sir dung phwong
phap quy nap toan hoc theo chi sé n. V&in < r + 1, tinh dung dén cua khing dinh ciing 1a hién nhién. Gia
satn > r + 1 va tinh ding dan cua khang dinh trén da dugc chitng minh vai tat ca cac gia tri nho hon cia n.

Gia sir d6 thi G c6 n dinh, t,.(n) canh va n6 khdng chira bat ki mét d6 thi con K,.,; nao. Do T,.(n) la mot
d6 thi toi dai khong c6 chira K, (nghia 1a chung ta khong thé bo sung thém bat ki mot canh nao vao né ma
khéng tao ra mot K,.,.;) nén budc quy nap cua bai toan sé& két thic néu ching ta co thé chi ra rang G chinh la
mét d6 thi T,(n). Do bac cua cac dinh trong T,.(n) sai khac nhau téi da khong quéa 1 don vi nén ching ta dé
dang suy ra rang

6(G) < 6(T.(n)) < A(T.(n)) < AG).
Ki hiéu x la mot dinh cua G véi d(x) = 6(G) < 6(T,(n)).

Khi 6, |G — x|l = ||G|| — d(x) = |IT,(n — 1)||, nén G, = G — x chinh la d6 thj T,,(n — 1) (diéu nay suy
ra tir gia thiét quy nap caia bai toan).




Nhan thay rang mét I6p dinh nho nhat bat ki caa G, s& ¢6 chira lnT_lJ dinh va dinh x dugc ndi véi tat ca
cacdinhtrun — 1 — (n — ED = [nT_lj dinh cua G,. Do x khéng dugc ndi véi bat ki mot dinh nao trong

mdi 16p cua G, nén nd s& duoc ndi voi tat ca cac dinh cua G, twong tng véi cac dinh nam trong mot 16p
dinh nho nhat. Biéu nay chi ra rang G = T,(n) nhu di tuyén bé. 0

Chieng minh thir tw cia két qua 4.2.1.

Pé chimg minh tinh dang din caa khang dinh, ching ta s& st dung phuong phap quy nap toan hoc theo
chisé n + r. Giasit 2 < r < n va khang dinh da dwoc ching minh cho moi gia tri nho hon cian + r. Co
dinh mot do thi G = G (n, t,(n)) khong c6 chta K,.,,: twong tu nhu trude, chlng ta chi can ching minh rang
G = T.(n). Do t,.(n) > t,._,(n) nén, tir gia thiét quy nap cua bai toan, ching ta d& dang suy ra riang G c6
chtra mét @6 thi K, vai tap dinh W = {xy, X, ..., x,}. Ki hiéu U = V(¢) \ W va H = G[U]. Hién nhién,
khéng thé cd bat ki mot dinh x € U ndo ¢6 r canh téi W, nén

Il = llcll = (5) = llu,w]

2t ()= Q) - -0 -1 =t(n—7)

Ding thirc thir hai & trén xuat phat tir thue té 1a néu ching ta loai bo tap cac dinh caa mot db thi K, khoi
T, (n) thi chung ta da loai bo di chinh xéac (;) + (n — r)(r — 1) canh va chdng ta con lai mot do thi

T.(n —r). Ké tiép, do H khong c6 chta K,.,, nén, tir gia thiét quy nap cua bai toan, bat ding thic & trén ngu
yrang H = T,(n — r) va moi dinh ctia H déu dugc ndi véi chinh xac r — 1 dinh cia W. Chiing ta ciing dé
dang kiém tra dwoc ring G = T, (n) nhu di tuyén bd trong phép ching minh trude do. 0

Céc phép chang minh néu ¢ trén c6 thé d& dang duoc diéu chinh lai dé dua ra mot s6 két qua lién quan
khéc. Tuy nhién, mét phép chitng minh khéc cua dinh 1i Turan s& duoc dua ra trong Cha dé 08. P thi -
Céu tric nhom — Ma tran.

Trong mét dang phat biéu hoi khac, dinh Ii Turan dua ra mét chin dudi cho chi sé clique caa mot db thi
cho truéc theo bac va kich thudc cua nd. Mot dd thi con day du tdi dai cua caa mot dd thi cho trude duge
goi 1a mot clique va chi sé clique w(G) cia mot d6 thi G s& 1a bac 1on nhat c6 thé c6 caa mot clique trong
G. Pon gian hon, w(G) 1 bac t6i dai c6 thé c6 cia mot do thi con day du trong G. Hon nita, dinh 1i Turéan
chi ra rang néu mot do thi G cé n dinh vam > t,_,(n) canh thi w(G) >, trikhim = t,_,(n) va G =
Tr—l(n)-

Ké tiép, chling ta s& giai quyét tiép bai toan Zarankiewicz — mot dang twong ty caa bai toan Turan trong
cac do thi ludng phan. Ki hiéu G,(m,n) 1a mot d6 thi ludng phan véi m dinh trong 16p dau tién va n dinh
trong l6p tht hai. Véan dé dugc dat ra ¢ day do 1a: “Kich thudc 16n nhat co thé ¢ ciia mot do thi G,(m,n) l1a
bao nhiéu néu n6 khdng cd chira bat ki mot db thi ludng phan day du nao véi s dinh trong 16p thir nhat va ¢
dinh trong 16p thir hai?”. Ki hiéu z(m,n; s, t) 1a kich thuéc téi da co thé c6 néu & trén. Két qua co ban sau
dudng nhu ngu y cho chling ta mot chan trén du tét cho ham z(m, n; s, t).



Két qua 4.2.5.

Gia sir cho trudc cac s6 nguyén khong am m,n, s, t,k, 7,2 <s<m,2<t <n,0 <r <m.Kihiéu G =
G,(m,n) 1a mét m x n d thi ludng phan véi kich thudc z = my = km + r khdng cé chira bat ki mot db thi
con K, ndo véi s dinh trong 16p dau tién va ¢ dinh trong 16p thi hai.

Khi do, m({) < (m- r)('tf) + r(kjl) <(s— 1)(?).

Chitng minh két qua 4.2.5.

Ki hiéu V, va V, 1a cac 16p dinh caa db thi G. Ching ta s& ndi mot t — tap (mot tap hop c6 t phan ta) T
cua V, 1a dwgc phii béi mét dinh x € V4 néu x dugc ndi vai moi dinh trong T. Sb cac t — tap dugc phu boi
mot dinh x € V; 13 (*¢Y). Tur gia thiét cia bai toan trén dd thi G, chiing ta d& dang suy ra rang mi ¢ — tap
trong V, déu duoc phu boi téi da s — 1 dinh caa V;, nén

ervl(d(tx)) <(s— 1)(1:)

DoYyer,d(x) =z=my=km+r,0<r<mvaf(u) = (?),u > t 1a mot ham 16i theo bién u nén
it ding thic e, (49) < (5 - D) stkeotheomC) < m—r)() + (7 S 6-DE).

Phép ching minh cua Két qua 4.2.5) 1a mot ¢ng dung ctua nguyén i dém bang hai cach don gian nhung
manh mé&: chdng ta hiy danh sb nd mét 1an nita, 1an nay 1 theo cac canh cua mot dd thi ludng phan H nao
d6 sao cho mét trong cac lop dinh caa H sé 1a V; va I6p dinh con lai s€ la Vz(t) — tap tat ca cac t — tap con
ctia V. Trong dd thi H mai, ching ta s& ndi x € V, vsi A € V1) néu, trong G, dinh x duoc néi véi tit ca ¢
dinh cua A.

Ké tiép, bang cach dém theo V4, chiing ta d& dang nhan thay rang [|H || = ey, (*¢Y). Mat khac, do G

()

khong c6 chia K, nén, trong H, mei dinh A € V'~ déu chi c6 i da s — 1 dinh lang giéng.

Nhu vay, [|H| < (s = D(}).

Két qua 4.2.6.

.  n 1 _1
Véi moi sb tu nhien m,n, s, t, z(m,n;s,t) < (s — De(n —t + Dm* "t + (t — Dm.

Chitng minh két qua 4.2.6.
Ki hiéu G = G,(m, n) 1a mot d6 thi cuc tri caa ham z(m, n; s, t) = my khdng c6 chira bat ki mot do thi
con K (s, t) ndo. Doy > n nén bét ding thic m(}) < (m —r)(¥) + r(*I*) < (s — 1)(}) s& kéo theo
G-(t-1))<(G-Dn-(t- 1))tm‘1. O

Uu diém duy nhat cua Két qua 4.2.6) 12 nd kha minh bach: véi bat ki lva chon cu thé nao cua cac tham
sb, ching ta tét hon hét 1a nén xu Iy bat dang thac m(%) < (m — () + (1) < s = D(}).




Nhu vay, chiang han,
z(n,m;5,2) <2(1+ @G- DM —1) + 1)2)
That vay, véi cach ki hiéu cua Két qua 4.2.5), chiing ta d& dang nhan thay rang n(%) < (s — 1(3).
Nhu vay,y? —y—(s—1)(n—1) <0.
Diéu ndy ngu y rang ny tbi da khong vuot quéa g (1 +@G-1Dn-1)+ 1)§).

Phuong phap chitng minh Két qua 4.2.5) ciing dua ra mot chin trén cho ex(n; K, (t)) — s céac canh 16n
nhat c6 thé c6 trong mét do thi bac n ma khdng c6 chira bat ki mot ¢ x t d6 thi ludng phan day du.

Két qua 4.2.7.
Gia st cho trudc cac sé nguyén khong &m n, s, t, k, . Ki hiéu G 1a mot do thi bac z = = == (kn + 1)
khéng c6 chtra bat ki mot db thi con K nao.

Khi do, n({) <(n- r)(';) + r(kjl) <(s-— 1)(’:). Hon nita, ex(n, K, ) < %(s - 1)%n2_% + i(t — Dn.

Chirng minh két qua 4.2.7.

Tuong tu nhu trong Két qua 4.2.5), ching ta s& néi rang mot t — tap cac dinh 1a dwoc phu bai mot dinh x
néu x dugc ndi Vi tit ca cac dinh caat — tap d6. Do G khong c6 chira bat ki mot db thi K, ndo nén moi
t — tap déu duoc phu bai téi da s — 1 dinh.

Nhu vay, néu G ¢6 ddy bac (d;)L, thi ¥7-,(%) < (s — 1)(7) va phan con lai duoc thyc hién twong ty
nhu trong Két qua 4.2.5) va Két qua 4.2.6). m

Trén thyc té, ching ta khdng can phai I3p lai phép ching minh cia Két qua 4.2.5) dé ching minh Két qua
4.2.7): mot phep 1ap luan “trung 1ap” don gian va téng quét s& thyuc hién duoc cong viéc hay.

Gla sir cho trugc mot do thi G véi tap dinh V(G) = {xy, x5, ..., x,,} va xay dung mot do thi ludng phan

= (V,V,, E(H)) nhu sau:

Chon ra hai ban sao roi rac cua V(G), tam gia st la V, = {x], x5, ..., x,}vaV, = {x], x}, ..., x;'}. Do thi
H s& c6 phan hoach ludng phan (Vy,V,) va x;x;" € E(H) néu va chi néu x; iXj € E(G).

Hién nhién, ||H|| = 2||G||; trén thuc té, dG(x ) = dy(x}) = dy(x{"), v6i moi i. Ching ta ciing dé dang
nhan thdy rang néu K, ¢ G thi K,, ¢ H. Nhu vay, z(n,n; s, t) > 2ex(n, Kgt).

M6t van dé duoc dit ra & day dé 1a: “Ching ta c6 thé ndi gi vé ham z(n, n; t, t)?”.

Theo Két qua 4.2.6), chiing ta thay rang néu t > 2 thi

z(n,n;t,t) < (t— 1)%712_% + (t — Dn. Q)

Hon nira, tir Két qua 4.2.7),
1 1,1 1
ex(n,K.;) < E(t — 1"t + E(t — Dn. (2)

Rat c6 the cac bat dang thic (1) va (2) dua ra bac chinh xac cua cac ham z(n, n; ¢, t) va ex(n, Ky.)
nhung cho dén nay diéu nay chi dugc chiing minh véi t = 2 va t = 3. Trén thuc té, kha khé dé ching ta co
thé tim duoc cac chin dudi khdng tam thuong cia z(m, n; s, t). Trong Chii @@ 07. Pé thi ngiu nhién,
ching ta s& str dung phuong phap xac suat dé thu duoc mot chan dudi khdng tam thuong cua z(m, n; s, t). O
day, chiing ta s& gigi thiéu mot két qua co ban cho truong hop t = 2 duoc chitng minh bai Reiman vao nim
1958 thé hién mdi lién hé gitra bai toan Zarankiewicz va cac cau hinh to hop, cu thé 1a cac mat phang xa
anh, va chiing ta s& két thic lai phan nay cua bai viét vai mot s két qua gan ddy nhét cho truong hop t > 3.

Két qua 4.2.8. (Reiman)
: n , , D T .
Véi moi s tu nhiénn > 1, chdng ta sé cé z(n, n; 2,2) < in {1 + (4n — 3)2} va dau “=" s& xay ra voi
v0 sb cac gié tri ctia n. Hon nita, ex(n, C,) < %(1 ++4n = 3).




Chitng minh két qua 4.2.8.

Do 2ex(n, K, ) < z(n,n; s, t) nén bat dang thic thi hai dugc suy ra ngay 1ap tac tir bat déng thic tha
nhat. Hon nira, bat dang thtc tha nhét chi 1a truong hop s = 2 cua bat dang thuc (1). Trén thuc té, viéc
ching minh Két qua 4.2.5) cho ching ta biét mot lugng thong tin dang ké vé céc d6 thi G ma tai d6 dau “="
dat duoc. Ching ta phai c6 d; = d, = -+ = d,, = d, hai dinh bat ki trong 16p dinh th hai V, déu c6 bac d
va hai dinh bat ki trong lép dinh thir nhat V; déu c6 diing mot dinh lang giéng chung. Hon nita, cac khang
dinh véi V; va V, con c6 thé dugc hoan doi cho nhau.

Chung ta s& goi cac dinh trong V, 1a cdc diém va cac tap N (x), x € Vy, 1a cde dwong thang. Theo nhan
Xét & trén, ching ta s& co n diém va n duong thang sao cho mdi diém déu nam trén d duong thang, moi
duong thang déu chaa d diém, c6 dung mot dudng thang di qua hai diém bat ki va hai duong thang bat ki
giao nhau tai dung mot diém. Nhu vdy, chung ta thu dugc mot mat phang xg dnh véi bdc d — 1. Do céc
budc cua qua trinh 1ap luan trén cé thé truy nguoc lai nén ching ta cé thé thay rang dau “=" s& xay ra voi vo
sb cac gia tri Cua n ma tai do6 chung ta sé c6 mot mat phang xa anh voi n diém. Dac biét, diu “=" s& xay ra
v6i moi n = q% + q + 1 trong d6 q 1a ity thira cia mot s6 nguyén tb nao do.

Nhu véy, chling ta chi can xem xét cau trdc thyc té cta G doi véi cac gia tri trén cua n. Ki hiéu g 13 liy
thira cia mot s6 nguyén té nao d6 va PG (2, ¢) 1a mit phang xa anh trén mot truong bac q. Ki hiéu v, 1a tap
cac diém va V, 1a tap cac duong thang.

Khido, V| = [V, =q* +q+1=n.

Ki hiéu G 1a db thi ludng phan G, (n, n) véi cac 16p dinh 1a V; va V, trong d6 ching ta s& ndi mot diém
P € V; véi mot duong thang I € V, bai mot canh néu va chi néu diém P thyuc sy nam trén duong thang 1.

Khi d6, G s& c6 chaan(qg + 1) = %n {1 + (4n — 3)3} canh va no ciing khong thé chtra bat ki mot d6 thi
C, nao. O

Mot bién thé khéac cua phép xay dung néu trén co thé duoc sir dung dé ching minh rang danh gia cho
ex(n, K,,) = ex(n, C,) néu trong Két qua 4.2.7) vé co ban la tt nhat c6 thé.

Nhan thiy ring cac két qua cho K; ; gin nhu déu thoa man céc két qua néu trén cho K, = C,.

Tir (1) va (2), chiing ta thay rang z(n, n; 3,3) < (23 + 0(1)) ns va ex(n,Ks3) < - (23 + o(l))ns

Bang cach sir dung mot phép xay dung khéo 1éo dya trén cac mé hinh hinh hoc huu han, Brown da chi ra
vio ndm 1966 ring z(n, n; 3,3) = (1 + 0(1))n> va ex(n, K35) = (2 + 0(1)) n3. Do do, céc bit ding thic
(1) va (2) dua ra cac bac chinh xac cho K; 3. Tuy nhién, mai cho dén hon 30 nim sau, chung ta méi c6 thé
ching minh dwoc rang cac hang sé (1 va % ) trong cac chin dudi cua Brown 12 tét nhat cé thé duoc.

Nam 1996, Fiiredi di dua ra cai tién dang ké dau tién cho chin trén don gian néu trong Két qua 4.2.6) khi
ong da chirng minh dugc rang, véi moi 1 < t < s < m, ching ta ludn co

1 1 2
‘ ’ zmn;s,t) < (s —t+ Denm 't + tn + tm* . N o (3)
Bang cach ket hop (3) voi chan dudi dugc gisi thiéu boi Brown, chung ta dé dang nhan thay rang

5 1 5
z(n,n,;3,3) = (1 +o(1))n3 va ex(n, K3,3) = (E + 0(1)) nas.
Bat chap tat ca nhitng két qua néu & trén, chiing ta van con rat nhiéu viéc phai lam: Rat c6 thé (1) va (2)
\ 1
khéng chi dua ra cac bac chinh xac ma con ngu Y rang z(n, n; t,t) = (¢, + o(1))n* "t vaex(n, K. ,) =

1 , B . N N 14 4 , 2 \
%(Ct + 0(1))n*"t. Hon nira, c6 1& bat dang thuc Firedi (3) vé co ban 1a tét nhat c6 thé va ¢, = 1.

4.3. Puwong di va chu trinh Hamiltonian

Mot 16p cac do thi dugc goi 1a don digu néu vai bat ki mot d6 thi L nao thudc 1op nay va néu M 1a mot
d6 thi nhan duoc tir L bang cach bo sung thém vao L mot canh nao d6 (nhung khéng c6 dinh) thi M ciing
thugc 16p d6. Phan Ién cac dinh Ii trong ly thuyét d6 thi déu c6 thé duoc biéu dién lai bang cach ndi rang



mét 16p don diéu M dugc chaa trong mot 16p don diéu P khéac. Tat nhién, céc 16p ndy thudng duoc md ta
lai dudi dang cac bat bién do thi hoic cac do thi chtra ching. Chang han, véi trudng hop don gian nhat cua

\ L7 N 2
dinh li Turan duoc thao luan trong phan trudc, ching ta biét dwoc rang 16p M = {G (n,m):m > n:} duoc

chta trong 16p P = {G: G c6 chira mot tam giac}. Luu y rang mot 16p P gom cac do thi dugc goi 1a mot
thugc tinh cia cdc déthinduL € PvaL =M thiM € P.

Cau hoi dugc dat ra & day do 1a: “Lam thé nao dé ching ta c6 thé quyét dinh xem mét I6p M ¢ nam
trong mot 16p P khéc hay khdng?”. Nam 1976, Bondy va Chvatal da chi ra rang, trong mét sé truong hop,
c6 mot cach don gian va tha vi dé giai quyét van dé nay. Gia sir chling ta c6 mot I6p T gom céc bo ba
(G, x,y), trong 6 G 13 mot dd thi va x, y 13 cac dinh khdng lién hop nao d6 cua G, sao cho néu (G,x,y) € T
va G € M thi G s& thuoc P néu va chi néu G* = G + xy. (Chang han, 2 la thugc tinh c6 chira mot K, va
T ={(G,x,y):IN(X)NN ()| < r — 2}) Nhu vay, chiing ta di thay thé G boi G*. Néu G* ciing c6 chua hai
dinh khdng lién hop nao d6, tam gia sir 13 u va v, thi ching ta c6 thé lap lai thao tac néu ¢ trén: ching ta co
thé thay thé G* boi G** = G* + uv. Bing céch tiép tuc 1am theo cach nay, ching ta s& nhan dugc mot d6
thi G* o G thudc P va G* duoc goi 1a bao déng ciia G déi véi T, nghia 1 nd c6 cac thudc tinh bd sung ma
khéng c6 bat ki dinh a, b € G*nao vai (G*, a, b) € T c6 thé cd. Nhu vay, dé quyét dinh xem liéu cac do thi
G* ¢c6 thudc 16p M hay khong, chiing ta chi can xem xét xem liéu ching c6 thudc 16p P hay khong 1a du.

Tat nhién, phuong phap néu trén chi kha thi néu: (i) 16p 7 du don gian; (i) ching ta cé thé d& dang chi ra
ring G thudc P néu va chi néu G ciing thudc P; (iii) néu ching ta bat dau véi mot dd thi G € M thi ching
ta c6 thé dé dang chimg minh duoc d6 thi G* € M ciing thudc P. Trong muc nay cua bai viét, ching ta s&
dua ra hai vi du cua Bondy va Chvétal thoa méan tat ca cac yéu cau néu trén: ching ta s& dwa ra cac diéu kién
da dé mot do thi co chira mot chu trinh hodc dudng di Hamilton. Do céc tinh chat dic biét cua cac vi du nay
nén s& rat tién loi khi ching ta sir dung céc ki hiéu va thuat ngir hoi khac nhau.

Gia sir cho trudc cac 6 tu nhién n, k va ki hiéu P 12 mot 16p cac do thi bac n. Ching ta s& noi rang P 1a
k — én dinh néu, v&i moi d6 thi G vé6i bac n va véi hai dinh phan biét x, y bat ki nao d6 khong lién hop cua
G sao cho d(x) + d(y) = k, thi G s& c6 thudc tinh P néu va chi néu G* = G + xy ciing c6 thudc tinh do.
D& dang nhan thiy ring, véi moi d6 thi G véi bac n, chling ta chi ¢ thé ¢ duy nhat mot da thj téi tiéu G* =
C(G) cochira G sao cho dg-(x) + dg+(y) < k — 1 véi xy € E(G*).

Véi cach ki hiéu néu trén, ching ta s& chon T = {(G, x,y): |G| = n,xy & E(G),d(x) + d(y)}. Biéu nay
chac chan du don gian dé thoa man diéu kién (i). Piéu dang phan khai ¢ day d6 1a G* = C,(G) 1a duy nhat.
Tir dinh nghia, hau nhu chling ta s& ¢6 ngay nguyén li ér dinh sau: néu P 1a mot thudc tinh k — 6n dinh cua
cac do thi bac n thi G s& c6 thuoc tinh 2 néu va chi néu Cy, (G) ciing c6 thudc tinh P. Ching ta sé goi Cy, (G)
la mot k — bao dong cua G.

Piéu kién (ii) cling dugc thoa man, bai vi y chinh cua phép ching minh cua Két qua 4.1.2) 1a thudc tinh
cua viéc co chira mot chu trinh Hamilton 14 n — 6n dinh va thudc tinh caa viéc c6 chira mot dudng di
Hamilton 1a (n — 1) — 6n dinh. That vay, néu d(x) + d(y) = n — 1 véi hai dinh phan biét x, y bat ki nao
d6 khong lién hop ciia G thi G s& 1a mot do thi lién thdng, nén ching ta ¢ thé tiép tuc ap dung phép ching
minh Két qua 4.1.2). (Trén thyc té, day ciing chinh 14 li do dé thuc day chung ta dua ra khai niém k — bao
dong) T nguyén i on dinh, chiing ta dé dang nhan duoc dang sau cua Két qua 4.1.2) trong trudng hop k =
nvan — 1:



Két qua 4.3.1.

Mot d6 thi G 12 Hamiltonian néu va chi néu C,,(G) ciing 14 Hamiltonian. Hon nita, G s& c6 mot dudng di
Hamilton néu va chi néu C,,_;(G) ciing c6 mdt dudng di Hamilton.

Tuy thudc vao khéi lwong cong viéc ma ching ta cé thé va san sang thuc hién cong viéc & giai doan cudi
cling nay (xem diéu kién (iii)), chiing ta s& co dugc cac diéu kién du khac dé mot dd thi 1a Hamiltonian. Tat
nhién, truong hop k = n cua Két qua 4.1.2) thu duoc ma khong tén bat ki mot kho khin nao va trudng hop
k = n — 1 ciing vay, bai vi cac diéu kién chi ra ngay lap tic rang C,(G) = K, trong truong hop dau tién,
C,—1(G) = K, trong trudng hop thir hai va K,, 1a mot d6 thi Hamiltonian néu n > 3. Bé cd thé sir dung tét
hon Két qua 4.3.1), ching ta s& chitng minh mot bo dé ki thuat vo danh sau day:

Két qua 4.3.2.

Gia sir G 1a mot db thi vai tap dinh V(G) = {xy, X, ..., X, } 530 cho k — bao déng C,,(G) chi chua tdi da
khoéng vuot qua t < n — 2 dinh véi bacn — 1.

Khi d6, chung ta s& tim dugc cac chi sé i, j,1 < i <j < n, sao cho x;x; € E(G) va thoa man bén bat
dang thirc sau day:

j = max{2n —k —i,n — t},
dix)<i+k-nd(x)<j+k—-n-1, (x)

d(x) +d(x;) <k —1.

Luu ¥ rang ching ta khong gia thiét ddy bac d(x,), d(xy), ..., d(x,) cia G duoc sip xép theo bat ki mot
thir tu nao.

Chieng minh két qua 4.3.2.

Nhan thay rang do H = C, (G) khdng phai 1a mot do thi day du nén ching ta c6 thé tim dugc hai chi s6 i
va j nhu sau:

j=max{l:dy(x;) #n— 1},
i = max{l: XX & E(H)}.

Khi do, x;x; € E(H), nén dy (x;) + dy(x;) < k — 1. Diéu ndy ngu y bét dang thirc thir tw néu trong (x).
Do mdi mot trong cac dinh Xj41r Xj42s eoer Xn déu c6 bacn — 1 trong H nén

n—j<t,
n—j<§(H) <dy(x).
Hon nita, do dinh x; dugc ndi véi n — j dinh nam sau n6 va véi j — i — 1 dinh dung truéc n6, nén

dy(x)=(n—-ND+(G—-i—-D=n—i—1.




Nhitng bat dang thizc nay cho phép ching ta chi ra rang cac chi sé i,j,1 < i < j < n ciing thoa mén ba
bat dang thtic con lai trong (*).

That vay,
de(x) <dy(x) <k—1-dy(xj))<k—-1-(m—-i-1)=i+k—n,
de(x)) <dy(x)<k—-1-dy(x)<k—-1-(n—)=j+k—-n—-1,
i+j=(n—dy(x)) -1+ (n—dy(x))=2n—-1-(k—1) =2n—k. O

Bang cach két hop Két qua 4.3.1) va Két qua 4.3.2) (voi t = n — 2 vd k = n hoic n — 1), chling ta dé
dang thu duoc dinh li sau dy cua Bondy va Chvatal — mot diéu kién da kha phic tap nhung hitu ich cho su
ton tai cua mot dudng di hodc chu trinh Hamilton.

Két qua 4.3.3. (Bondy — Chvatal)

Gia str G 1a mot d thi vé6i tap dinh V(G) = {x4, Xy, ..., x,},n = 3. Ki hiéu & = 0 hodc 1 va gia sir rang
khéng ton tai cac chisd i,j,1 < i < j < nsao cho x;x; & E(G) va

jzn—i+eg,
dix) <i-ed(x)<j—1-¢,
d(xi)+d(xj) <n—-1-c¢

Khi d6, néu & = 0 thi G s& ¢ chita mot chu trinh Hamilton, va néu e = 1 thi G s& ¢ chira mot duong di
Hamilton.

M6t hé qua tic thi cua két qua nay 1a dinh 1i sau day cua Chvatal:

Két qua 4.3.4. (Chvatal)

Gia sir G 1a mot dd thi véi ddy bac d; < d, < -~ < d,,,n = 3, ki hiéu e = 0 hoic 1, sao cho
dy_pre =n—kbitcokhindod, <k —e <§(n—g).

Khi d6, néu & = 0 thi G s& c6 chira mot chu trinh Hamilton, va néu & = 1 thi G s& c6 chira mot dudng di
Hamilton.

Chung ta luu y rang cac khang dinh néu trong két qua trén theo mot nghia nao d6 1a tét nhat co thé. Pac
biét, néud, < d, < - < d,, 1amot day bac sao chod,, < k < gva d,— < n — k thi ching ta sé tim dugc
mét d6 thi G véi tap dinh V(G) = {x;,x,, ..., x,,} sao cho d(x;) = d;, 1 < i < n, va G khong c6 chta bat ki
mot chu trinh Hamilton nao.

C6 mot cach thong thudng khac dé gidp ching ta co thé chi ra mot d6 thi ¢6 chira mét chu trinh hozc
duong di Hamilton. Ki hiéu S 1a mot x, — duong di dai nhat trong G, nghia 1a mot duong di dai nhat bat dau
tai x5: S = xgXq ... X5. Khi d6, N(xy) < {xg, X1, ..., X3—1}, b&i Vi néu khéng thi S cé thé duoc tiép tuc dé
nhan dugc mot dudng di dai hon. Néu x;, lién hop voi mot x,0<j<k-—1naodothiS' =




XXq oo Xj X Xp—1 - Xj1 S€ la MOt x5 — dudng di dai nhat khac. Ching ta s& goi S’ 1a mot phép bién déi so
cdp ciia S. NO nhan dugc tir S bing cach x6a canh x;x;,, va thém vao né canh x;.x;. Luu y rang néu S’ 1a
mét phép bién d6i so cap cua S thi S ciing 1a mot phép bién ddi so cap cua S’ va S ¢ ding

d(x;) — 1 phép bién doi so cap. Két qua ciia mot day céc phép bién doi so cap s& dugc goi 1a mot phép bién
doi.

Hinh anh minh hoa mét x — dudng di va mot phép bién d6i don gian cua né.

Dinh li sau ddy thuong dugc goi 1a B4 dé Posa: nhu chung ta s& thiy trong Chu dé 07. B4 thi ngau nhién,
no cé thé duoc sir dung dé chitng minh sy tdn tai cta cac chu trinh Hamilton trong cac do thi ngiu nhién. Dé
trinh bay no, ki hiéu L 1a tap cac dinh cudi (khac vai x,) caa cac phép bién ddi cua S, va ki hiéu N =
{xj € S:x;_; € Lhodcxj,; € L}vaR =V \ NUL. Nhu vay, L 13 tap cc dinh cudi cua cac phép bién doi, N
|4 tap cac dinh lang giéng caa ching trén S va R 1a cac dinh con lai.

Két qua 4.3.5. (Pdsa)

Db thi G khong c6 chaa bat ki mot L — R canh nao.

Chieng minh két qua 4.3.5.

Nhéc lai rang khong thé c6 bat ki mot canh nao gitta L va V(G) \ V(S) (boi vi S 1a mét x, — duong di
dai nhit), nén dic biét chiing ta dé dang suy ra rang V(S) = V(P), véi moi phép bién doi P cua S.

Gia sir x;x; € E(G), trong d6 x; € L va x; € R. Ki higu S; 1a mot phép bién ddi cua S két thic tai x;. Do
c6 it nhat mét dinh lang giéng cua x; trén S; 1a dinh cudi cia mot phép bién doi so cap cua S; nén x; khong
thé c6 cung cac dinh lang giéng trén S va S;, bai vi néu khong thi x; s& thudc N. Tuy nhién, khi canh
xyx,j' =j — 1 hodcj + 1, bi x6a trong mot ddy S > S’ - S — --- > S; cac phép bién doi so cap nén mot
trong cac dinh x;s, x; s€ duge dua vao L va cdi kia thi dugc dua vao N. Nhu vay, x; € LUN =V (G) \ R,
mau thuan gia thiét cua bai toan. O

Céc dinh i sau ddy ciing thu dugc khi st dung cac phép bién d6i so cap: chiing duge dé xuat boi
Thomason — ngudi di mo rong cac két qua trude d6 cua Smith.

Két qua 4.3.6.
Gia sir W 1a tap cac dinh c6 bac chan trong mot db thi G va ki hiéu x, 1a mot dinh bat ki cua G.

Khi d6, chiing ta s& c6 mot s6 chan cac x, — duong di dai nhat két thic tai W.




Chitng minh két qua 4.3.6.

Gia sir H 1a @6 thi c6 tap dinh 1a tap £ gébm céc x, — dudng di dai nhét trong G, trong d6 P; € T s& duogc
ndi véi P, € X néu P, 1a mot phép bién ddi so cap cua P;. Do bac cia P = xgx; ... x;, € X trong H 1a
d(x;) — 1 nén tap cac duong di dai nhat két thac tai W chinh 1a tap cac dinh cd bac Ié trong H. Nhu vay, s6
cac dinh c6 bac Ié s& 1a mot sé chin trong bat ki mot d6 thi nao. Biéu nay hoan tat phép chitng minh cua
ching ta. O

Két qua 4.3.7.
Gia sir G 1a mot db thi trong d6 moi dinh déu c6 bac lé.

Khi d6, moi canh cua G déu duoc chtra trong mét sé chin cac chu trinh Hamilton.

Chirng minh két qua 4.3.7.

Gia st x,y € E(G). Khi d6, trong G’ = G — x,Y, chi ¢6 duy nhit x, va y c6 bac chin; nén, trong G', c6
mét s6 chin cac x, — dudng di 16n nhat két thic tai y. Nhu vy, G s& khong c6 bat ki mot chu trinh
Hamilton nao c6 chira x,y hodc né s& c6 mot s6 chin duong cac chu trinh Hamilton ¢ chira x,y. m

Truong hop ndi bat nhat caa Két qua 4.3.7) 1a trong cac khdi lap phuong, moi canh déu duoc chira trong
maot s6 chin cac chu trinh Hamilton; dic biét, véi mdi canh caa mot chu trinh Hamilton bat ki, c6 mot chu
trinh Hamilton khac cé chira canh do.

4.4. Céu tric caa cac db thi

Nhan thay rang do do thi Turan T,.(n) khong c6 chira bat ki mot do thi day du voi bac  + 1 nao nén né
s& c6 ft nhat (1 — %) (3) canh. Tuy nhién, mot do thi véi bac n va kich thusc > (1 — %) (3) canh khong nhat
thiét chi ¢ chira mot dd thi K, ;. Muc dich chinh cua phan nay cua bai viét 1a chirng minh mét két qua sau
sic cua Erdos va Stone, duoc Xuat ban nam 1946, chi ra rang néu, véi moi sb thuc duong € > 0 cho trudc,
thi viéc 6 > en? canh khéng thé dam bao n6 chi c6 chira mot d6 thi K., nhung chic chan n6 sé& cé chira
mot do thi K., (t) — mot dd thi (r + 1) — phan day da véi t dinh trong mdi 16p, véi t — oo khin — oo.
Dinh li Erdos — Stone con duoc goi 1a dinh 1i co ban cua ly thuyét cyc tri d6 thi.

Mot két qua sac nét hon dang ké dugc cong bd boi Bollobas va Erdos vao nam 1976 — két qua nay chi ra
rang logn chinh 1a bac cua t khi tién tdi o; ddy chinh 1a dinh Ii chiing ta s& ching minh. N6i mot cach chinh
xéc, dé 1am cho céac phép tinh tra nén dé chiu hon, chling ta sé& chi trinh bay cach chitng minh mét dang yéu
hon cua két qua nay.

Véir = 1, van dé nay chinh 1a bai toan Zarankiewicz di duoc thao luan trong muc 4.2. Po thi con day
di, nhung 1an nay 1a ddi véi cac do thi kha day dac, véi t — co. Nhitng gi chling ta mudn c6 thé dugc xem
trong (2), nhung bgi vi chling ta s& dé& dang hai 10ng vai mot két qua tham chi con don gian hon, chung ta c6
thé bo qua lap luan ndy. Ching ta c6 thé khang dinh rang néu, véi moi so thuc duong € > 0 cho trudc van
dua 16n, thi moi d6 thi G véi bac n va bac nho nhat > en déu c6 chira mot dd thi K, (t) véi t > elogn.

Pé chimg minh diéu nay, gia si G khong c6 chaa bat ki mot d6 thi K, (t) nao. Nhu trude ddy, chung ta sé
noi rang mét tap gom t dinh dwoc phii béi mét dinh x néu x duoc ndi voi moi dinh nam trong tap do. Moi




dinh cua G déu phu it nhat (°T') tap gom t dinh va khdng c6 bat ki mot tap gom t dinh nao dugc phu chi boi
t dinh.

Nhu vay, n(?) < t(?)

Bat dang thirc nay 1a sai d6i véi t = [elogn] va n du 16n, boi vi khi do

t (n)/n (8:) < Ee‘t (1 - i)_t < ﬁe‘t

t n

2t 2t 1
< Zplog(1/e)elogn < =2 e < 1.
&n &n

Diéu chling ta vira chimg minh 14 truong hop r = 1 cta dinh 1i dudi day; két qua nay chi yéu hon mét
chut so véi dang phat biéu caa Dinh Ii Erdés — Stone dugc dua ra trong Két qua 4.4.3):

Két qua 4.4.1.
Gia sir cho trudc mot sé nguyén r > 1 va mot sb thue duong & > 0.

Khi d6, ching ta c6 thé tim dugc mot s6 nguyén ny = ny(r, €) sao cho néu |G| = n = ny va 6(G) =
(1-2+e)nthiG oKy (@) véit 2

elogn
21 (r=1)r

Chirng minh két qua 4.4.1.

Dé chimg minh tinh dang din cua khang dinh trén, ching ta s& p dung phuong phap quy nap toan hoc
theo chi s6 r. Nhu trong truong hop r = 1 dd chang minh & trén, ching ta chi can tién hanh ching minh
budc quy nap 1a du. Gia st cho truéc mot s nguyén r > 2 va ki hiéu G 1a mot do thi voi n dinh va bac nho

nhat > (1— 2+ ¢)n. Luuyring 0 < & < 1/r. Do 8(6) > (1 -+ +

r(r—l)) n nén, tir gia thiét quy nap cua
bai toan, G c6 chira mot db thi K,.(T) = K, véi T = [d,logn] dinh trong mdi l6p, trong d6 d, = 2277 /r!. Ki
hiéu U 12 mot tap cac dinh nao d6 nam trong G — K duoc ndi véi it nhat (1 — % + g) |K| dinh cua K. Chiing
ta s& chitng minh rang |U| = en. Bé thiy diéu nay, ching ta nhan xét rang sé cac canh f nam gitra K va G —
N b 1 1 o
K sé& thoa man |K|{(1 —;+£)n— |K|} < f <|UlIK|+ n—|U|) (1 —;+§)|K|,ngh1ala
Tréen re
=< v (1 —;) +7|K].
Diéu nay ngu y rang |U| = ren/2 > en néu n du 16n, nghia la khang dinh cta ching ta 1 dung.
Kihiéut = [logn/2"1(r — 1)!].
Khi o, t < [(re/2)T], nén (1= +2) IK|| = [ = DT + (er/2)T1 2 (r = DT + 1.

Chung ta ciing s& n6i mot d6 thi con H cua G 1a dwec phi béi mgt dinh x néu x duoc ndi vai moi dinh
cua H. Bat dang thuc néu & trén chi ra rang moi dinh cia U déu phu it nhat mot d6 thi con K,.(t) cua K.
Trong K, do chi c6 (f)r db thi con nhu vay nén ching ta c6 thé tim dugc mottap W c U, |[W| > |U|/(Dr
sao cho moi dinh ciia W déu phi ciing mot do thi con K,-(t) cua K. Dé hoan tat phép ching minh, tat ca




nhitng gi chding ta phai 1am d6 1a chi ra rang |W| > t. Ké tiép, t/eT > &/3, va tir cdng thtc Stirling, t >
(t/e)t, nén

tr

t
|W| = &n (—) > 81’1(3/3)“’
eT
> en(e/3) elog(e/3relogn/2" (r=1)!,

Dor < 2" '(r — 1!valog(e/3)e > log(1/6)/2 > —1 nén ching ta suy ra rang |W| > t. O

Quan sat sau day cho phép chiing ta 1am suy yéu diéu kién trén bac nho nhat néu & trén vé thanh diéu
kién trén kich thudc:

Két qua 4.4.2.
Gia sir cho truéc céc sb thuc ¢, e > 0.

Khi d6, néun du I6n, tam gia s n > 3/¢, thi moi dd thi véi bac n va kich thude = (¢ + €)(3) déu co

5 . . 1
chira mot do thi con H voi 6(H) = c|H| va |H| = ezn.

Chirng minh két qua 4.4.2.
Gia st G la mot do thi voi bac n > 3/¢ va kich thuéc |G| = (¢ + €)(3). Luu ¥ rdng, trong truong hop
nay, 0 < € < € + ¢ < 1. Néu khang dinh néu trén 14 sai thi ching ta s& tim duoc mot diy cac d6 thi G,, =
1 ,
G>DGyuyD-DG,l= lsEnJ sao cho |G]-| = j va, véin = j > [, chi cé duy nhat cac dinh cta G; khong
ndm trong G;_, 1a c6 bac < cj trong G;.

Khi do,
“ +1 [+1
n n n
6> @+ ()= Y g=c+a()-<{(";)-('3")
j=l+1
>e(D)+c(t)—en>e(})> (1), bsivio<e<1lvan=3/n.
Diéu mau thuin nay hoan tat phép chang minh cuaa ching ta. O

Bang cach két hop Két qua 4.4.1) va Két qua 4.4.2), ching ta sé thu duoc dang manh sau day cua Pinh |i
Erdos — Stone dugce dé xuat vao nim 1946 va dugc phd bién bai Bollobas va Erdds vao nam 1973:

Két qua 4.4.3. (Erdés — Stone)
Gia sir cho trudc mot sé nguyén r > 1 va mot sb thue duong & > 0.

Khi d6, chling ta c6 thé tim dugc mot s6 nguyén ny = ny(r, €) sao cho néu |G| = n = n, va 6(G) =
1 R L.
(1 —-+ e) (’21) thi G D K,,1(t) voi t >

elogn
2r+1(pr—1)r

Chirng minh két qua 4.4.3.




Nhan thay rang néu n > 3/« thi, tir Két qua 4.4.2), G s& cé chira mot do thi con H véi |H| = h = e2n va
S(H) > (1 — % + E) h. Nhu vay, néu n du 16n thi H s& c6 chaa mot d6 thi con K,,,(t) Véi t >
%logh/(zr‘l(r — 1D > elogn/(2™1(r — 1)!) nhu da tuyén bd. O

Ham ny(r, €) xuat hién trong Két qua 4.4.3) 1a khéng 16n 1am: ching ta c6 thé kiém tra duoc ring
ny(r, &) = max{[3/¢],100}.

Theo mot nghia nao d6, Két qua 4.4.3) 1a tot nhat co thé: vai moi sb thuc & va r cho trudc, ching ta ludn
c6 thé tim dugc mot hang sé d; tién ti 0 v6i & sao cho @6 thi duoc mé ta trong dinh Ii s& khdng can thiét
phai ¢ chira mot d6 thi K,.(t) v6i t = |dilogn]. Trén thuc té, chlng ta s& thay ring néu 0 < e < %va d; >
—2 /log(2¢) thi, véi moi n du 16n, ching ta c¢d thé tim dugc mot do thi G (n, m) khong c6 chira bat ki mot
dd thi con K,(t) ndo voi m = |en?| va t = |djlogn]. Két qua nay ngu y ngay lap tac rang néu r > 2 va
0<e< %(r — 1)~ thi bat ¢t gia tri ndo 16n hon —2/log(2(r — 1)2¢) ciing s& dung cho d.

Thuc té 1a vi du ndy chi ra bac chinh xéac cua d (e, ) 1a mot két qua sau sac hon rat nhiéu: diéu nay da

dugc ching minh boi Chvatal va Szemerédi vao nim 1981 bang cach sir dung mot cong cu rat manh, B6 dé
Szemerédi, s& duoc trinh bay trong phan ké tiép.

Do dlogn — oo khi n = oo nén, tir DPinh li Erdés — Stone, chiing ta c6 ngay c4c hé qua sau day. Dau tién
la dang yéu hon mot chit cua Dinh 1i Erdés — Stone:

Két qua 4.4.4.
KihiéguF =K, ,(t)voir=>1vat > 1.

Khi d6, kich thudc 16n nhit co thé c6 cia mot dd thi bac n khdng c6 chira bat ki mot do thi con K, (t)
nao la

ex(n;F) = (1 — %) (72‘) + o(n?).

Két qua 4.4.5.

Gia sir cho trudc cac do thi khong rdng Fy, F,, ..., F;. Ki hiéu r + 1 1a gia tri nho nhat c6 thé c6 trong s6
c4c sac so cua F;, nghia 1a r + 1 12 gid tri nho nhat co thé co dé ¢ it nhat mot trong sé cac F; duoc chia
trong mot d6 thi F = K, (t) v&i mot s6 t nao do.

Khi @6, kich thudc 16n nhét cé thé cé cia mot do thi bac n khéng cd chira bat ki mot do thi con F; nao la

ex(n;F, F,, ..., F) = (1 — %) (Z) + o(n?).

Két qua 4.4.3) 1a co sd ciia mot nghién ctru kha chi tiét vé cau tric cua cac d6 thi cuc tri, duoc dé xuat
boi Erdds va Simonovits, cho chiing ta két qua chinh x4c hon dang ké so véi Két qua 4.4.5). Tuy nhién, ly
thuyét ndy nam ngoai pham vi bai viét nay cua ching ta.
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Mdt dé ciia mét do thi G voi bdac n dugce dinh nghia 1a chi s6 % Madt d¢ trén cia mgt do thi vo hagn G
2
dugc dinh nghia 14 can trén cua cac mat do caa cac dd thi con hitu han 16n tly y cua G. Piéu dang ngac
nhién va tha vi 1a khéng phai moi gia tri tir 0 dén 1 déu 1a mat do trén cia mot dd thi v han nao do; trén

thuc té, pham vi ciia cac mat do trén 1a mot tap dém duoc.

Két qua 4.4.6.

Mat do trén ciia mot do thi vo han G cd thé 1a 1, , ..., hodc 0. Mai gié tri nay déu la mat do trén cua

N R
wiN
Bl w

) )

maot s6 dd thi vo han nao do.

Chitng minh két qua 4.4.6.
Gia sir G, 12 mot dd thi r — phan day du véi vo sb cac dinh trong mdi 16p. Do mat do cua K,(t) sé tién
toi 1 — % nén diéu ndy ching minh tinh dung dan cia khang dinh thi hai.
Ké tiép, ki hiéu a 12 mat 46 trén cia G va giasrrang a > 1 — i véir = 2.
Khi d6, chiing ta ¢6 thé tim dugc mot sb € > 0 sao cho G ¢6 chira cac dd thi H,, ¢ bac ny, voiny, — o
sao cho
1 1 2
> = -
1Hll 22 (1 - = +¢)nk.

Theo Két qua 4.4.3), mdi H,, déu c6 chira mot do thi con K, (t;,) Vai t, — oo; cac do thi con K,(t;,) ndy
chiraring a > % 0

Céc két qua ¢ trén dua ra cau tra loi kha thoa dang cho bai toan dd thi con bi cdm véi diéu kién 1a khdng
c6 dd thi con nao bi cAm 1a d6 thi ludng phan, va Erdés va Simonovits di ching minh mot sé két qua manh
hon dang ké.

Tuy nhién, v&i mot d6 thi ludng phan téng quét F, két qua ex(n; F) = o(n?) la kha yéu va, véi hau hét
cac db thi ludng phan F, ching ta tham chi khdng thé xac dinh sé mii a cia n sao cho

ex(n;F)
nll

0 <lim,,e <

Ngoai ra, chiing ta ciing chi c6 cac két qua thd cho cac siéu do thi va ching ta van con rat nhiéu viéc phai
lam.

4.5. B6 dé Szemerédi

Nam 1975, Szemerédi di chitng minh mot trong nhiing két qua tuyét voi nhat trong toan té hop: moi tap
cac s6 tu nhién vai mat do duong déu c6 chua céc cap sé cong véi chiéu dai tiy y. Mot budc quan trong
trong phép chizng minh 1a mot bo dé 6 vé ngdy tho nhung hda ra lai 6 tim quan trong thiét yéu trong viéc
giai quyét mot loat cac bai toan cuc tri. Bé dé nay thuong duoc goi 1a bo dé chinh quy cua Szemerédi, mic
du “tinh ddng nhat” chtr khéng phai 1a “tinh chinh quy” s& dugc dé cap dén nhiéu hon. N6i mot cach don
gian, bo dé chi ra rang tap dinh cua moi d6 thi déu cé thé duoc phan hoach thanh nhiéu I6p gan nhu bang
nhau sao cho hau hét cac cap cua cac 16p 1a “chinh quy”, nghia 1a s6 cAc canh giira hai tap con bat ki cua cac




16p s& ti & voi s6 cac canh co thé co giita cac tap con mién 1a cac tap con d6 khong qua nho. Do d6, voi mot
cap “chinh quy” bt ki ctia cac 16p, khong thé xay ra truong hop c6 mot sé hai k — tap nao d6 cam sinh
nhiéu canh trong khi mot sé khac chi cam sinh mot vai canh. Dé phat biéu bd d& mot cach chinh xac, ching
ta s& can dén mot s6 dinh nghia va ki hiéu sau:

Gia st cho truéc mot do thi G = (V, E) va mot cap (X, Y) gom céc tap con khong rong caa V, ki hiéu
IX, Y|l = ||IX,Y]|l; 1asd cac X — Y canh cua G va ki hidu d(X,Y) = d.(X,Y) = [|IX, Y|I/(X||Y]) 1a mat 46
cua cac X — Y canh cua G. Ching ta s& goi (X,Y) la mot € — regular cap néu |[d(X*,Y*) — d(X,Y)| < € bat
ctrkhinao X* c X vaY* c Y sao cho |[X*| = ¢|X| > 0va |Y*| > &|Y| > 0. Mot phan hoach P = (€)%,
cua tap dinh V duogc goi 12 phan hoach déu véi lép dic biét Cy néu |C,| = |C,| = -+ = |C,]. Cubi cing, mot
€ — regular phan hogch dugc dinh nghia 1a mot phan hoach déu (C;)*_, sao cho 16p dac biét C, co toi da 1a
en dinh va, ngoai trir toi da ek? cap, cac cip (C;, C;), 1 < i <j < k, déu lamot € — regular.

B dé Szemerédi (Két qua ) chi ra rang moi d6 thi déu c6 it nhat mot & — regular phan hoach véi mot sé
gigi han cac 16p. Ching ta s& bat d¢au phép chimg minh nay véi hai b dé don gian: b dé dau tién lién quan
dén mat d6 d(X,Y) va bd dé thir hai 12 mot bat dang thie don gian.

Két qua 4.5.1.

Gia str cho trudc cac tap dinh phan biét X va Y ctia mot do thi G, X* < X,Y* < Y sao cho |X*| >
1-pIX|>0val|Y*|=1-68)|Y|>0.

Khi do, |[d(X*,Y*) —dX, V)| <y+dva|d’(X*,Y*) —d?*(X,Y)| < 2(y + 6).

Chieng minh két qua 4.5.1.
Nhan thdy raing do 0 < ||X, Y| = IX* Y*|| < (v + 6 — y®)|XIIY| < (¥ + 8)|X||Y]| nén

XY l-lXx"y|

T <y+6.

dX,Y) —dX",Y") <

Néu ching ta thay thé G bai phan bu G thi cac mat do d déu dugc doi thanh 1 — d, nén
d(X*Y") — d(X,Y) = dg(X,Y) — dg(X*,Y") <y + 6.

Piéu nay hoan tat phép chiing minh cia bat dang thic thi nhat.

Bat dang thirc thir hai 12 hé qua tryc tiép cua bat dang thac thi nhét;

|d2(X*,Y*) —d?*(X, V)| = |d(X*, V) +dX, V)||dX* V) —dX, V)| < 2(y + §). O

Két qua 4.5.2.

Gié sir cho trudc (d)i_y € R,1 <t < s, kihiguD ==%5 d;vad ==%¢, d;.
Khi d6, = X5, d? = D2+ —(D — d)? = D? +=(D — d)*.

Hon nita, néut > ysva |D —d| = 6 > 0 thi =¥5_, d? > D? + y62.
S




Chitng minh két qua 4.5.2.

N , PR 1 D—-td .., P N R N
Bang cach ki hi¢u e = — S di = SST tinh 16i cua ham x2 chi ra rang

f=1 dlz = lt':=1di2 + Zf=t+1 dlz = tdz + (S — t)ez

s2D%2-2stdD+t2%d?
s—t

=td* +

= sD? + = (D — d)*. O

Gia sir cho trueéc mot phan hoach P = (€)%, véi 16p dic biét C,, chiing ta dinh nghia trung binh binh
phuwong cia P boi biéu thic

1
Q(?) = ;Z1si<jsk dz(Ci» Cj)
Do d?(C;, C;) < 1 v6i moi chi sb i va j va tong trén ¢6 (¥) sé hang nén chiing ta sé c6 0 < q(P) < %

B6 dé cudi ciing, nén tang cia phép chiing minh bo dé Szemerédi, chi ra rang néu P khong phai 1a mot
phan hoach & — déu mac di €, du nho thi ching ta van cd thé tim duge mot phan hoach P’ = (C))_,, Véi 1
la mot ham cho trude nao dé cua k, sao cho q(P’) 16n hon dang ké so véi q(P) trong khi |C4| chi Ién hon
mét chit so véi |Cy|. Nhu vay, dé tim mot phan hoach & — déu nhu vay, tit ca nhitng gi chdng ta can phai
1am d6 1a thay thé lién tuc nhiéu 1an mot phan hoach ban dau thich hop boi mét phan hoach khac véi gia tri
trung binh binh phuong duoc ting 1én dang ké. Qua trinh nay s& két thic sau mot sb buéc hiru han nhat dinh
va thu dugc phan hoach & — déu can tim:

Két qua 4.5.3.

Gia st cho trugc mot do thi G bac n vai V = UL, C; 1a mot phan hoach déu cua tap dinh véi 16p dac biét
Co VA |C1| = |Cy| = -+ = |C| = ¢ = 23%*+1, Gia st thém rang P = (C,)X, khong phai l1a mot phan hoach
g —déu, trong d6 0 < £ < %Vél 27k < e5/8.

Khi d6, chiing ta co thé tim dugc mot phan hoach déu P’ = (C))}_, v6i | = k(4k — 2%=1) va I6p dac biét
5
Cy D C, sao cho |Ch| < |Gy +%va q(P") = q(P) +%.

Chitng minh két quaa 4.5.3.

V6i mot cap (C;, C;) khong phai 1a e — regular, ki hiéu C;; < C; va Cj; < C; la cac tap con sao cho (C;, C;)

khdng phai 1a £ — regular: |C;| = €lC;| = ec, |C;i| = €|C;| = ec, |[d(Cyy, C;i) — d(Ci, C;)| = e. 1)

Hon nita, véi mot cap & — regular (C;, C;), ki hiéu C;; = C;; = 9.
Ly tuang nhat, chlng ta s& phan hoach mdi tap C; thanh mot vai tap C;, (theo phat biéu cua bo dé, thanh

4k — 2k=1 tap) ¢6 kich thuéc d sao cho méi C;; déu 1a hop ciia mot sb tap C;, nay. Theo cach lam nay, mot

su sai biét 16n |d(Cy;, C;;) — d(C;, G;)|, theo Két qua 4.5.2), s& dam bao ring phan cua q(P") phét sinh tir




9 2 2 . 2 . . <)
d*(C;, C), cuthé la f—zz{dZ(C', Ct): C; < Cyj, Cf, € Cj;}, s& 16n hon dang ké so véi d?(C;, C;). D lai, diéu
nay chi ra rang q(") 16n hon dang ké so véi q(P).

Mic du chting ta khang the xay dung céc tap C;, sao cho mdi C;; déu 1a hop cua mot sb tap hop nay
nhung chling ta van c6 thé di dén kha gan véi né: chiing ta s& chi ra rang méi C;; gan nhu 1a hop cua céc tap
C;, ma n6 chira. Chling ta s& lam diéu nay bang cach xem xét, voi mdi C;, tat ca cac tap C;; cling mot ltc va
chon ra cac tap Cj trong twong lai (ki hiéu lai boi D) sao cho ching khong cit ngang bat ki mot tap C;; nao.
Cai gia ma ching ta phai tra chi don gian 1a chiing ta khong thé phan hoach C; thanh cac tap Cg. Nhu vy,
chung ta s& phai b6 sung thém phan con lai vao “thung rac” C, dé thu dugc mot tap dac biét C; méi 16n hon
mot chdt so vai tap C,,.

Dé thyc hién duoc ké hoach nay cua ching ta, vai mdi i, 1 < i < k, ching ta s& xem xét cac nguyén tz
cua dai s6 xac dinh trén C; cam sinh boi c4c tap Cij1 < j < k,j # i. Cac nguyén tir nay chinh la cac I6p
trong duong cua quan hé tuong duong ~ xac dinh trén C; trong d6 x~y cd nghiala x € Cijnéu va chi néu
y € C;j. Luu y ring C; chi c6 thé c6 téi da 25~ nguyeén tir.

Kihigud = || nghta la d 2 2541 va 4%d < ¢ < 4%(d + 1) — 1, va H = 4% — 271 Kihigu Dy, 1 <
h < H, la cac d — tap con phan biét cua C; sao cho mdi D;;, déu dugc chia trong mot nguyén tir nao d6 cua
C;. Céch chon céc tap D;;, nhu vay 12 hoan toan kha thi bai vi tit ca ngoai trir toi da d — 1 phan tir cia mdi
nguyén tir 12 ¢6 thé duoc phan hoach thanh cac d — tap con va
Hd + 2k 1(d—1) = 4%d — 2" 1 < 4*d < c.

V6ii,j =1,..,k,j # k ki higu C, = Uj_; Dip V& C,; = U{Dy: Diy, € Cij} = Upy,ccy; Din- Muc dich
chinh cua chiing ta 1a s& chi ra ring d(C;, ¢;) va d(C,, C,) 1a kha gan nhau va d(C;;, C;;) va d(C,

J 1’
nhu vay néu (C;, C;) khdng phai la e — regular, va d(C,, C,)va d(C,, C,,) gan nhu xa nhau nhu d(C;, C;) va

C,,) ciing

d(Cij, Cy).
Ké tiép,
IC\G| _ 4¥(@+D)-(4k-2k"1)a _ 4k42k"1g 1 1 —k &
IC;] = 4k(d+1) T o4k(d+1) < d+2k+1 =27 s 8" (2)
Do d6, tir Két qua 4.5.1),
— — 5
|d(C.C) —d(C.G)l < 3)
2(0.0) — d2(c. c)| < £
|d*(C. G) —d*(C Gl < 5 ©)

Nhu vay,

%ZlSKJ'Sk dz(Eu Ej) = %lekjsk dZ(Ci» C}) - 5)

4



Gia st (C;, C;) khong phai 1a mot & — regular.
Khi do, tir (2),

lcijl = eyl T 8]

IC,| = |Cij| = 16\ Tl = (e — £3/8)ICi| = (1 — 277)e|

> (1—277)elC,|. (7)
Két qua 4.5.1) va bat dang thtc (6) chi ra rang

|d(C,;, ) — d(Cyy, Gi)| < % (8)
va nén, tir (1), (3), (8),

4T, G) — 4@ 5| = 1d(C G:) - (G )| ~ |d(C,. Go) - Gy G)| — |a(G. 6) — (G )|

4 5
>e—L_E5 D5, 9)
4 4 16

Do d6, néu (C;, C;) khong phai 1a mot e — regular thi, tir Két qua 4.5.2),

szzdz(l)zw 'u)Zdz(a,fj)+| Cij||Cji |< E)

e ICIIG| \
> d2(C, ) + (1 —27e)* (Ze)’
> d?(C,, ) +§e4, (10)
bai vi, tix (7), [C,, |G| = ((1 = 277)e)*ITI|C|.

Hon nita, véi mdi cap (C;, C;), ching ta s& co

1 vH H z
T B AP (Diy D) = {5 oy Ty d (D D)

=d?*(C,C). (11)

Tat ca nhitng gi con lai ma chling ta phai lam do 1a doi tén lai cac tap Dy, thanh ¢/, 1 < j <, va kiem tra

xem phan hoach thu dugc ¢6 cac thugc tinh can thiét hay khong. Do d6, ki hieu {C;, ...,C/} = {Dj:1 < i <
k,1<h<H}vaC;=V\U',C.

Khi d6, C; D C,, trong d6 |CH\ Col = TX,1C;\ G| < Z"—k (diéu nay suy ra tir bat dang thic (2)).

Cudi ciing va quan trong nhét, tir (5), (10) va thyc té la cd it nhat ek? cap (C;, C;) khong phai la e —
regular,



, 1 P 1 - = 3 k?
q(P’) = 1_221si<jsld2(ciic') = 521si<jsk dZ(CuC]) + 2541_2

1 * L3
= ;Z1si<jsk dZ(Ci, CJ) - ‘9: t 285
85
> q(?) +;. .

Tur Két qua 4.5.3), chling ta chi con mot budc ngan nira dé di dén bd dé chinh quy cua Szemerédi:

Két qua 4.5.4. (Szemerédi)

, . . N 1 p A p 2 ~ X ~ .
VoimpimeNval<e< > chung ta ludn co thé tim dugc mot s6 nguyén M = M (g, m) sao cho moi

d6 thi voi bac > m déu c6 mot e — regular phan hoach (€)%, véim < k < M.

Chirng minh két qua 4.5.4.

Ki hiéu t = |e~>] va dinh nghia cac s nguyén ko, k4, ..., k., bang cach cho k, 1 s nguyén nho nhat
sao cho ko > m va 2 %0 < £5/8 va dat k;,, = k;(4% — 2%~1). Ching ta s& chi ra rang chi can chon M =
k,23%t+2 |3 s& lam duoc.

Gia sir cho trudc mot dd thi G véi bac n > m. Bang cach phan hoach tap dinh cua G thanh n tap don va
tap rong dong vai trod 1a tap dic biét, chdng ta s& thu dugc mot 0 — regular phan hoach (C;)™ ,. Nhu vay, khi
chuing minh tuy@n bé caa minh, ching ta cé thé gia dinh raing n > M.

O\ (s A N A a PSRN (1)

Gia st P, = (C; )i=0 la mot phan hoach déu ctia tap cac dinh cia G voi 16p dic biét €, sao cho

€] = =1cO| = [klj Va0 < |¢3”| < n—koln/kol < ko < Zn. Néu P, la e — regular thi phép

0

4 - Ve - k Y A ~ 4
chttng minh dugc hoan tat. Nguoc lai, ki hiéu P, = (Ci(l))i:0 la phan hoach dugc néu trong Két qua 4.5.3)
voi [c] < €89 + 2%0 < en. Mot lan nita, néu P, 1a £ — regular thi phép ching minh dugc hoan tat;

k / .
nguoc lai, ki hiéu P, = (¢{*).”_1a phan hoach dwoc néu trong Két qua 4.5.3) vai |C¢¥| < |¢5”] +
n(27%o0 + 27%1) < en. Bang cach tiép tuc theo cach nay, ching ta s& thu dugc mot € — regular phan hoach
N\ K

— (MY~

7=(c)

That vay, néu P; khong phai la mot & — regular va 0 < j < ¢ thi = n/2k; = 23+t va 274 <

cho mot s6 j nao d6 véi 0 < j < t.
i=0

kj+

€5/8, nén Keét qua 4.5.3) dam bao ton tai mot phan hoach P, = (Ci(j”)) " véi tap dic biét |C§j+1)| <

i=0
1]+ n(27%0 + 27F1 4 . 4 27K)) < en.
Tuy nhién, P, khong thé ton tai vi néu nd ton tai thi chlng ta sé c6
1 1 1
2 > CI(fPt+1) = ?lei<j5t dz(Ci(Hl), C]-(Hl)) = (t + 1)(55/2) > >
+1

Piéu mau thuan nay hoan tat phép ching minh caa chiing ta. O




B6 dé chinh quy ¢ rat nhiéu dang bién thé khac nhau nhung & day chung ta s& chi dua ra hai dang bién
thé co dé ching ta dé hinh dung:

Két qua 4.5.4°.

Vé&i moi € > 0 vam € N, ching ta luén tim dugc mot s6 tu nhién M’ = M'(e, m) sao cho moi do thi
G = (V,E) d&u c6 mot phan hoach V = Uk, C;saochom <k < M',|C| < |Gyl <+ < |Gl S 1€y + 1
va, véi hau hét nhung ngoai trir toi da ek? cap trong so6 cac cap (C;, C;),1 < i < j < k, déu la e — regular.

Két qua 4.5.4°.

V&i moi € > 0 vam € N, chung ta luén tim dugc mot s6 tu nhién M = M"' (e, m) sao cho moi d thi
G = (V,E) déu c6 mot phan hoach V = Uk C;saochom < k < M",|Col < k —1,|C| = |Cy| = - =
|Cie| va, véi hau hét nhung ngoai trir téi da &(%) cap trong sé cac cap (C;,C;), 1 <i<j <k, déulae—
regular.

Chan trén caa M (e, m) dugc néu trong phép chieng minh caa Két qua 4.5.4) 1a rat 16n: trir khi m 12 rat 16n

2
S0 Véi 1/, n6 s& vao khoang 22, trong dé chiéu cao cua thap nay vao khoang 5. Ngay tir cai nhin dau
tién, diéu nay c6 vé v cuing téi té va khac xa véi su that. Tuy nhién, vao nim 1997, Gowers di chang minh

2

duogc rang M (g, 2) tang it nhat nhu 2% | trong d6 chiéu cao cua thap nay vao khoang e ~1/16,

Trén thuc té, s& 14 mot thanh tuu dang ké néu ching ta c6 thé dua ra cac u6e luong hop 1i hon nhiéu cho
M (e, m) hoac M(¢, 2).

Gia str cho trugc mot do thi G, chling ta s& goi mot phan hoach V(G) = U, V; cua tap cac dinh 1a mot
(B,v, 6, &) — regular néu |V,| < BIV(G)|, IVy| < [V,| < - < |Vi| < V4] + 1 4, vé6i hau hét nhung ngoai
trir toi da ek? cap trong s6 cac cap (€, Cj),1 < i < j <k, sao chonéu W; c V,,W; c v, |[w;| >
VIV W | = ]| thi |a(w,, w) — d(v, )] < 5.

Ki hiéu M(B,y, 8, €) 1a s6 nguy@n nhé nhat sao cho, vai moi do thi G, chung ta ludén tim duoc mot phan
hoach (8,7, 68, &) — regular V(G) = UK, V; v6i 2 < k < M(B,y, &, 6). Mot van dé dugc dat ra & day do la:
“Lam cach nao dé ching ta co thé xac dinh bac gan dung cua M (B8, v, 8, €) khi bdn bién 8,7y, 8, € tién téi
0?”. Pay rat c6 thé 1a mot ham bac cao; nhu mot giai phap tam thoi, chling ta c6 thé ¢ gang xac dinh bac
cua M(B,y, 8, €) khi mot sb bién dugc gitr khong d6i va nhitng bién khéc tién téi 0. Chang han, véi mot s6
gid tri By Va g,dt nho cho trudce, bac gan ding cua M (B, v, 8, €,) khi ¥ va & tién tai 02.

4.6. Céc wng dung co ban caa bo dé Szemerédi

Cong dung chinh cua cac phan hoach kiéu Szemerédi 1a n6 dam bao sy ton tai ctia cac do thi con nhat
dinh ndo d6 ngay ca trong cac do6 thi c6 khdng qua nhiéu canh. Pay 1a mot trong nhitng cach tiéu chuan dé
gilip chling ta co thé xac dinh tat ca cac d6 thi r — phan nho.




Két qua 4.6.1.

Giastrcho truéc f = 2,r > 2,0 < 8§ < 1/rvagiasua V,,V,, ...,V la cac tap dinh con phan biét cua mot
dd thi G cho truéc. Gid su [V;| = 677, véimoi i, vanéul < i <j<rvaW,; c V, W, cV; saocho [W;| >
§T\Vilva |w;| = 67 || thi (W, W) = 6.

Khi d6, véi tat ca cac sé nguyén khong am £, fo, ..., f,- sao cho Y7_, f; = f, chlng ta ludn c6 thé tim
dugccactap U, c V,,U, c V,, .., U, c V. Vv6i |U;| = f;,1 < i <r,saocho, vdimoi 1l <i<j <k, moi
dinh ctia U; déu duogc néi véi mei dinh cua U;. Hon nita, G ¢6 chtra moi d6 thi r — phan xéc dinh trén f
dinh.

Chirng minh két qua 4.6.1.

Dé chimg minh tinh dang din caa khang dinh trén, ching ta s& sir dung phuong phap quy nap toan hoc
theo chi s6 f. Véi f = 2, tinh dang dan cua khang dinh trén 1a hién nhién. Gia sir f > 3 va khang dinh trén
da duoc ching minh 1a dung véi cac gia tri nho hon cia f. Khong giam tinh tong quét ciia van d¢, ching ta
c6 thé gia sir thém rang f; > 1.

V6i 2 < i < r, ki hiéu R; 1a tap cac dinh trong V; duoc ndi véi it hon §|V;| dinh caa V;. Khi 6, |R;| <
87|V;], nén |UT_, R;| < (r — 1)87|V4| < |V4|. Do d6, chling ta c6 thé tim dwoc mot dinh x € V; \ UT_, R;;
kihieuV) =V, \{x}vaVv/=V,AN(x) voii=2,..,7.Khido, |V{| =6 —1=5/ 1 va|V/| =
(1 = 6M)|V;| = 8|V4|; honnita, [V]| = §|V;| = 67+ v6i 2 < i < r. Dong thoi, néu W; c V/ vaW; c
V/,1<i<j<r saocho|W;| =& V/|va|W;| = 6 |v/| thi [W;| = 67|V;| va |W;| = 67|V;|, nén
V., Vs, ..,V thoa min cac diéu kién cho 0 < § < 1/r va f — 1. Nhu vay, tir gia thiét quy nap cua bai toén,
ching ta c6 thé tim dugc cac tap U; c V5, ..., UL € V/ vé6i |Uj| = f — 1va |U!| = f;,2 < i < r sao cho, V6i
1 <i<j <7, moidinh cua U] déu duoc ndi véi moi dinh cua U;. Hién nhién, cac tap U; = U;U{x}, U, =
U, ..., U, = U. thoa man tit ca cac yéu cau cua bai toan. 0

Phép chizng minh néu ¢ trén thuc sy rat thd va ngay ca khi nd cho thay rang céc han ché dbi véi 6 va v;
la hoan toan khéng bit budc va co thé dugc néilongthanh 0 < § < (r — 1)"2,0 < § < 1/2, |V;| = 677,

M6t cach khong thuong xuyén hon, Két qua 4.6.1) ¢6 thé duoc sir dung cling véi mot phan hoach kiéu
Szemerédi nhu trong hé qua tac thi sau day cua no:

Két qua 4.6.2.

Giastrchotruéc f = 2,r > 2,0 < 8§ < 1/rvagiasua Vy,V,, ...,V la cac tap dinh con phan biét cua mot
dd thi G cho trudc. Gid su |V;| = 8/, voi moi i, va tat ca cac cap (V;,V;) déu 1a 6 — regular v6i mat do >
5+ 6.

Khi d6, G ¢6 chira moi d6 thi r — phan bac f.

Nhu mét ang dung ciia Két qua 4.6.2), ching ta c6 thé chirg minh dugc rang néu F 1a mot do thi cho
trudc V6i sac sé y(F) = r = 2 va n da 16n thi moi do thi bac n khéng cé chira F nhu mét db thi con déu gan
vGi mot db thi khéng cé chira K.




Chung ta s& thiét 1ap bdi canh cua bai toan mot cach chung chung hon mét chit so véi muc can thiét cho
cac tng dung ngay lap tic. Gia sir cho trudcm = 2, > 0,8 > 0, ki hieu M = M"' (g, m) nhu trong Két qua
4.5.4*). Véi moi @6 thi G vai bac n = M, ki hiéu V(G) = UX_, C; 1a phan hoach dinh dugc néu trong Két
qua 4.5.4°). Nhuvady, m < k < M,|Co| < k — 1,|C;| = |C,| = -+ = |C,| V&, Vi hau hét nhung ngoai trir
toi da £(%) cap trong s6 céc cap (C;, (;), 1 < i <j < k, déu lae — regular. Ki hiéu G[k; &;d > 8] 1a hop cua
cac dd thi con ludng phan cua G dugc cam sinh béi (C;, ;) véi cac cap & — regular c6 mat do > §. Ching ta
s& goi G[k; ;d > 8] 1a mot (m; &;d > §) — piece ciia G. Bé don gian, ching ta s& chon tap dinh la
UK, C;, nén G[k; &; d > 8] 1a mot @6 thi k — phan véi cac 16p dinh |C;| = -+ = |C,| = L saochon — k +
1 < kl < n. Hon nita, ki hiéu S[k; &; d > 8] 1a mot do thi xac dinh trén [k] trong d6 ij 1a mot canh caa
S[k; &;d > 8] néu va chi néu (C;, C;) 1a mot cap & — regular véi mat do > §. Chlng ta s& goi S[k; &;d > &]
la bo khung cua Glk; &;d > &].

Luu y rang G[k; €; d > 8] khdng phai 1 duy nhat; chiing ta chi chon mét trong nhiig d6 thi cé thé c6 va,
d6i v6i S[k; e;d > 8], chling ta chi liy khung ma n6 xac dinh. Hon nira, nhitng d6 thi nay khdng nhit thiét
phai duoc xac dinh cho moi k: tat ca nhing gi ching ta biét 1a ching dugc xac dinh cho mot s6 k nao do
namtrongm < k < M.

Chung ta dinh nghia twong tu cho Glk; &;6,; < d < §,] va S[k; &; 6, < d < 8,].

Két qua 4.6.3.

Gia sir cho trudc cac sé thuc 0 < £ < 1,0 < § < 1 va mot sb nguyén m > 2, ki hiéu M = M" (g, m) nhu
trong Két qua 4.5.4”). Gia st G 1a mot d6 thi vai bacn > M va ki hiéu H = G[k; &;d > 6] 1a mot
(m;&;d > 6) — matcua G.
2

.4, 1 2M\ n
Khi do, |G| - ||H]| < (s +6 +;+7)7.

Honnira, néu0 < e < 6/2,m = 4/8,n=>8M/§ thi ||G]| — ||H]|| < 6n?.

Chieng minh két qua 4.6.3.

Giasu V(G) = UX, C; 1a phan hoach dinh néu trong Két qua 4.5.4) sao cho |Cy| < k —1,|Cy| = -
|Ci],m < k < M, va H 1a d6 thi k — phan tuong ung vai céc 16p dinh C;, C,, ..., Cx. Hién nhién, E(G) —
E(H) s& bao gom bén loai canh nhu sau: cac canh lién thudc véi C,; cac canh ni cac dinh nam trong ciing
mot 16p C;, 1 < i < k; cac C; — C; canh v6i (C;, C;) khdng phai 1a e — regular, 1 < i < j < k; céc C; —
canh véi (C;, C;) 1amot cap e — regular véi matdo < 6,1 < i <j < k.

Nhu vay,

GI = I < Jen + k<n£k> v o ()

2 2 6‘2
<kn+=+ZI-+2=
2k 2 2




n?

<(e+s+2+2)
n m/ 2

Két qua 4.6.4.
Gia s cho truéc mot sb thuc & > 0 va mot do thi F.

Khi @6, chiing ta ludn tim duoc mot hang sé ny, = ny (e, F) sao cho: “néu G 1a mot do thi véi bac n > n,
va khdng chira F nhu mot dd thi con thi G s& ¢ chira mot tap E’ véi it hon en? canh sao cho d6 thi con H =
G — E' khdng chtra bat ki mot d thi con nao c6 dang K, trong d6 r = y(F).

Chitng minh két qua 4.6.4.
Khong giam tinh tong quat cua van dé, ching ta co thé gia s rangr > 2,0 < e < 1/r,f = |F| = 3.

Kihieud = e/2,m =8/ =4/86,M = M"(6/,m) nhu trong Két qua 4.5.4>"). Chiing ta s& chi ra rang
chi can chon n, = [8M§~/] 1a du.

That vay, ki hieu H = G[k; 67;d > 6 + 6] lamot (m; 67;d > & + 67) — piece cua G ang vé6i bd
khung S = [k; 67;d > 6 + 67].

Khi @6, tir Két qua 4.6.3), |G|l — ||H|| < (8 + 67 )n? < en?.
Hon nita, tir Két qua 4.6.1), S s& khdng co chira K. Do dé, né ciing s& khong c6 chaa H. m

Luu ¥ rang Két qua 4.6.4) 1a mot dang mo rong dang ké cua Két qua 4.4.4) — dang nguyén mau caa dinh
li Erdos — Stone. That vay, gia sir cho trugc cac sb & > 0,t > 1,n > ny (e, K,(t)). Khi 6, moi d6 thi G voi
bac n va kich thuéc > t,_, (n) + en? déu c6 chira mot do thi K,.(t): truong hop nguoc lai, tir Két qua 4.6.4),
bang cach x6a di it hon en? canh cua G, ching ta s& nhan dugc mot do thi H khdng c6 chira bat ki mot do thi
K, ndo. Nhung boi vi ||H|| > t,_,(n) nén dinh Ii Turan s& chi rarang H c¢6 chira mot dd thi K, nao do.
Khong can phai néi, nhu mét phép chizng minh cua dinh 1i Erdés — Stone, diéu nay qué ning tay.

Ung dung cubi ciing cua ching ta dbi vai bo dé Szemerédi lién quan dén trudng hop “hdn hop” tuyét dep
ctia bai toan cuc tri do thi thuan tay, d6 1a xac dinh ex(n; F, ..., F,,). Chung ta d3 nghién ctu ex(n; K,.),
duoc giai bi dinh Ii Turan, va ex(n; K, ), bai toan Zarankiewicz. Van dé dugc dit ra & day do la: “Diéu gi
s& xay ra néu chiing ta cam ca K, va K; .? ex(n; K,., K¢ ) c6 thé 16n bao nhiéu ?”. Trong truong hop khi r va
s duoc ¢b dinh va t = |cn] véi mot hang s6 duong ¢ nao dé, vao nim 1988, Frankl va Pach d dua ra mot
chan trén cho ham nay. PAu tién, ching ta s& can dén két qua doc lap sau day:

Két qua 4.6.5.

Gia sir H 1a mot d6 thi r — phan véi cac 16p dinh €y, C,, ..., C trong 36 |C1| = |C,| = -+ = |C,| = L. Gia
strchiing ta co the g ¢ap (i, /), 1 < i < j < k, véi E(C;, C;) # @. Gia sathémrang 2 < s < t va G khong co
chira bat ki mot do thi K, nao véi tat ca s dinh nim trong cting mot 16p C; nao do.

Khi d6, 2||H|| < q@)1"V/S12-Vs(t — 1)V/SkV/s 4 2qls.




Chitng minh két qua 4.6.5.

Ngoai trir mét s6 bién thé nhé thi hau nhu khong phai tat ca cac cap (C;, ), 1 < i < j < k, déu duoc nbi
v6i nhau bai cac canh, chiing ta sé tién hanh tuong tu nhu trong wéce lwong tiéu chuan caa ham Zarankiewicz
z(s,t). Ki hiéu d = 2||G||/k (D) 1a trung binh bac cia H. Chlng ta c6 thé gia st rang kd > 2q(s — 1):
truong hop nguoc lai, chiing ta sé khong c6 gi dé chitng minh. Véi x € V(H) va1 < i < k, ki hiéu d;(x) 1a
s6 cac dinh lang giéng cua x trong C;; ngodi ra, ki hiéu P = {(x,i):x € V(H),1 <i < k,d;(x) = 1}.

Khi d6, hién nhién,
|P| < 2ql.

Chung ta dinh nghia mot claw (hoic s —claw) ciza H 1a mot d6 thi star K, ; Vi co sé, tap s dinh nam
trong l6p tht hai, dugc chaa trong mot 16p €; nao d6. (Trong udce lugng tiéu chuan cua ham Zarankiewicz,
co s& dugc phép xuat hién ¢ bat ki dau) Dinh ndm trong I6p dau tién cua mot claw sé duoc goi la thm caa
claw do.

Do H khong c6 chira bat ki mot do thi K . ndo nén, véi moi s — tap con S cua C;, chiing ta s& ¢ toi da
t — 1 claw vai cung mét co so' S.

Do d6, bang cach ki hiéu N 1a tong sb cac claw trong H,
N < (¢ - DI () = ¢ - DE()).

Mat khac, véi méi dinh x va mdi 16p C;, chung ta ludn c6 (%) claw véi tam x va co s nam trong C;,

nen

N = Yoevin 2i=1 (%) = S per(H).

Nhu vay,

d; l
Yoier( f)) < (t = Dk()).
Dé chi ra mot chian dudi cho vé bén trai cua bat dang thirc nén trén, ki hiéu

uu—1)..(u—s+1)/s',nfuu=>=>s—1,
0 ,néuu<s—1.

fiw =

Khi do, f;: R — R 1a mot ham 16i. Do ¥, yep di(x) = 2||H|| = kld va |P| < 2ql nén tinh 16i ciia ham f;
chi ra rang

2qlf (%) < Z(x,i)ep(dis(s))-

Do % > s — 1 nén chlng ta s& c0 f; (%) = (kdgzq); nhac lai bat dang thic ervl(d(tx)) <Gs-DF)

trong Két qua 4.2.5), chling ta nhan thay rang

2q1(*7*7) < (¢ — Dk(Y).



Nhung khi d6, mot cach kha thd thién,

2q1 (% —(s— 1)) < (t — Dk,

2|G|| = kld < @) YS127Vs(t — 1D)VSEYS + 2ql(s — 1). 0

Ké tiép, chiing ta sé& trinh bay chting minh cua dinh i Frankl — Pach nhu chiing ta di tuyén bod:

Két qua 4.6.6. (Frankl — Pach)
Gia st cho trudc cac sb nguyén duwong r > 3,s > 2 va cac hang s6 duong ¢,y > 0.

Khi d6, néun di 16n va G 1a mot d thi véi bac n va khong co chira bat ki d thi nao trong K,. hoic K,
trong d6 t = [cn], thi

Chirng minh két qua 4.6.6.
Khéng giam tinh tong quat cia van dé, ching ta c6 thé gia dinhraing 0 <y < 1/2vac <

(r —2)/(r — 1), boi vi ching ta da biét rang |G| < t_;(n) < Z(rr—_zl) 2

Kihiéus = y/2,m > 4/8 vagia st ring n > 4Ms/8 > 8M /8, trong d6 M = M"'(6"; m). Gia s G 1a
mét d6 thi bac n khong co chira K, hoic K. KihigGuH =G[k;8";d > 8+ 6] lamot (m; 6™;d > 8 +
87) — piece cua G (ng véi bo khung S. Khi do, tir Két qua 4.6.3), ||G|| — ||H]| < (6 + 6T)n? < 2yn?/3 va,
tir Két qua 4.6.2), S khong cé chtra K,.. Do do, tir dinh Ii Turdn, g = ||S|| < (r — 2)k?/2(r — 1).

Do H khong c6 chia K, nén, tir Két qua 4.6.5), chiing ta d& dang suy ra rang

_on\1-1/s
21H| < (Tj) (kD)2=1/5(t — 1)V/5 + k21s, voi | = [n/k],

< cl/s (r;z n* + Msn

r—1

)1—1/5

_on\1-1/s
< cl/s (r—z) n? + 2,
r—1 8

Nhu vay,
IGIl < IIH]l +yn?/2 < ||H]l + yn®. =

Trén thuc té, chan trén trong Két qua 4.6.6) vé co ban 1a tt nhat c6 thé dugc: néur > 3 va s > 2 la cac
s6 nguyén duoc cho trudcva 0 < ¢ < (r — 2)/(r — 1) thi

— _n\1-1/
limn_,ooex(n; K,, Ks,t)(;l) Yo s (r—i)l ' S, trong d6 t = |cn].

rr—




C6 rat nhiéu tng dung dang ké ctia bo dé chinh quy Szemerédi. Chang han, vao nam 1993, Komlds,
Sarkozy, Szemerédi da chung minh két qua sau day, di duoc phong doan tir trude dé boi Bollobas vao nam
1978:

Két qua 4.6.7. (Komlds — Sarkozy — Szemerédi — Bollobas)

Vé&i moi € > 0 va A> 1, chling ta ludn tim duoc mot sé ny = ny(e, A) sao cho moi dd thi voi bac n va
bac nho nhat > (1 + )n/2 s& chra moi cdy véi bac n va bac 16n nhat < A.

Trén thuc té, ndi mot cach chinh xac hon: gia st cho trugc € > 0, néu ¢ > 0 1a di nho va n 1a da 16n thi
moi dd thi v&i bac n va bac nho nhat > (1 + €)n/2 s& chira moi cay véi bac n va bac 16n nhat < cn. C6 rat
nhiéu phong doan c6 lién quan dén két qua trén, ndi tiéng nhat phai ké dén trong sé dé 1a phong doan dugc
Erdds va Sés vao nam 1963: moi d6 thi véi bac n va kich thudc | (k — 1)n/2] + 1 s& chara moi cdy c6 kich
thudc k.




