
Chủ đề 05. Phép tô màu đồ thị 

     Giả sử chúng ta muốn sắp xếp các buổi nói chuyện trong một đại hội sao cho không có người tham gia 

nào bị buộc phải bỏ lỡ một buổi nói chuyện mà họ muốn nghe: không có bất kì cuộc đụng độ không mong 

muốn nào xảy ra. Giả sử chúng ta có đủ các phòng giảng để cho phép chúng ta tổ chức bao nhiêu buổi nói 

chuyện cùng một lúc tùy thích. Một vấn đề được đặt ra ở đây đó là: “Chương trình đại hội này sẽ phải kéo 

dài trong bao lâu? Số 𝑘 nhỏ nhất các lần tổ chức các buổi nói chuyện cần thiết là bao nhiêu?”.  

     Đầu tiên, chúng ta sẽ phát biểu lại câu hỏi này dưới dạng mô hình đồ thị:  

     Giả sử 𝐺 là đồ thị với các đỉnh là các buổi nói chuyện và hai buổi nói chuyện sẽ được nối với nhau nếu 

và chỉ nếu có một người tham gia muốn tham dự cả hai buổi nói chuyện này. Khi đó, câu hỏi trên sẽ được 

phát biểu lại dưới dạng: “Giá trị 𝑘 nhỏ nhất là bao nhiêu để 𝑉(𝐺) có thể được phân hoạch thành 𝑘 lớp, tạm 

giả sử là 𝑉1, 𝑉2, … , 𝑉2, sao cho không có cạnh nào nối giữa hai đỉnh nằm trong cùng một lớp?”.  

     Như trong mục 4.4. Cấu trúc của các đồ thị, chúng ta sẽ kí hiệu giá trị nhỏ nhất này bởi 𝜒(𝐺) và gọi nó 

là chỉ số sắc số (đỉnh) của 𝑮 hoặc sắc số của 𝑮. Thuật ngữ này bắt nguồn từ cách định nghĩa thông thường 

của 𝜒(𝐺): một phép tô màu thực sự các đỉnh của 𝑮 được định nghĩa là một phép gán nhãn các màu cho 

các đỉnh sao cho các đỉnh liên hợp với nhau sẽ được gán với các màu riêng biệt; hiển nhiên, 𝜒(𝐺) chính là 

số màu nhỏ nhất có thể có trong một phép tô màu (đỉnh) của 𝐺.  

     Chẳng hạn, 𝜒(𝐾𝑘) = 𝑘, 𝜒(𝐾𝑘
̅̅̅̅ ) = 1, 𝜒(𝐶2𝑘) = 2, 𝜒( 𝐶2𝑘+1) = 3. 

     Nói chung, rất khó để chúng ta có thể xác định chính xác chỉ số sắc số của một đồ thị cho trước. Tuy 

nhiên, việc đánh giá tương đối giá trị của nó thì thật là tầm thường: nếu 𝐾𝑘 ⊂ 𝐺 thì 𝜒(𝐺) ≥ 𝜒(𝐾𝑘) = 𝑘.  

     Phát biểu lại khẳng định này hơi khác một chút,  

𝜒(𝐺) ≥ 𝜔(𝐺),                                                                      (1)          

trong đó 𝜔(𝐺) là chỉ số clique của 𝑮 – bậc lớn nhất có thể có của một đồ thị con đầy đủ của 𝐺.  

     Chúng ta cũng sẽ lưu ý ở đây rằng chúng ta sẽ chỉ sử dụng các màu thực (đỏ, xanh, …) nếu chỉ có ít 

màu; trường hợp ngược lại, các số tự nhiên sẽ được chọn làm các “màu” của chúng ta. Do đó, một phép 

𝑘 − tô màu các đỉnh của 𝐺 sẽ là một hàm 𝑐: 𝑉(𝐺) → {1,2, … , 𝑘} sao cho mỗi tập 𝑐−1(𝑗) đều độc lập nhau. 

Các tập 𝑐−1(𝑗) này được gọi là các lớp màu của phép tô màu này. 

     Một bài toán lập lịch khác diễn ra như sau:  

   “Giả sử mỗi một người trong số 𝑛 thương nhân đều muốn tổ chức các cuộc họp bí mật với một số thương 

nhân khác. Giả sử thêm rằng mỗi cuộc họp đều chỉ kéo dài trong một ngày và, tại mỗi cuộc họp, chỉ có 

đúng hai thương nhân trao đổi với nhau thì các cuộc họp này của chúng ta sẽ cần tổ chức trong tối thiểu bao 

nhiêu ngày thì kết thúc?”. 

     Trong trường hợp này, chúng ta chỉ cần xét đồ thị 𝐻 với các đỉnh tương ứng với 𝑛 thương nhân và hai 

đỉnh sẽ liên hợp với nhau nếu và chỉ nếu hai thương nhân tương ứng muốn tổ chức một cuộc họp với nhau.  



     Khi đó, bài toán nêu trên thực chất yêu cầu chúng ta xác định số màu nhỏ nhất có thể có trong một phép 

tô màu cạnh thực sự của 𝑯, nghĩa là một phép tô màu các cạnh của 𝐻 sao cho không có hai cạnh liên hợp 

nào được tô bởi cùng một màu. Số này, kí hiệu lại bởi 𝜒′(𝐻), được gọi là chỉ số sắc số (cạnh) của 𝑯 hoặc 

chỉ số sắc số của 𝑯.  

     Lưu ý rằng 𝜒′(𝐻) chính là sắc số của đồ thị tuyến tính 𝐿(𝐻) của 𝐻: 

𝜒′(𝐻) = 𝜒(𝐿(𝐻)).                                                                    (2) 

     Trong hai mục đầu tiên của chủ đề này, chúng ta sẽ chỉ trình bày các kết quả cơ bản nhất liên quan đến 

các phép tô màu đỉnh và các phép tô màu cạnh. Các sắc số của các đồ thị có thể vẽ lại trên các bề mặt khác 

nhau, đặc biệt là trên mặt phẳng, sẽ được nghiên cứu một cách riêng biệt. Chúng ta sẽ dành nhiều thời gian 

trong mục 5.3. Đồ thị trên các bề mặt khác nhau để trình bày các đồ thị khả phẳng; chúng ta sẽ thảo luận 

thêm về các đồ thị trên các bề mặt khác và chúng ta cũng sẽ đưara một số phác thảo ngắn gọn về cách 

chứng minh của một trong những kết quả nổi tiếng nhất trong lý thuyết đồ thị hiện đại – định lí bốn màu. 

     Nếu, thay vì tô màu mỗi đỉnh bởi một màu nào đó từ cùng một tập [𝑘] = {1,2, … , 𝑘}, chúng ta yêu cầu 

màu của mỗi đỉnh 𝑥 phải được chọn từ một tập hoặc một danh sách 𝐿(𝑥) cho trước nào đó tương ứng với 𝑥 

thì chúng ta sẽ đi đến khái niệm về phép tô màu dạng list.  

     Một vấn đề được đặt ra ở đây đó là: “Các danh sách của chúng ta phải dài bao nhiêu để đảm bảo chúng 

ta sẽ có một phép tô màu thực sự với các hạn chế này?”. Nói về ví dụ của chúng ta về các buổi nói chuyện 

trong một đại hội, giả sử rằng mỗi diễn giả chỉ có thể diễn thuyết vào một số ngày 𝐿(𝑥) cụ thể nào đó: “Các 

diễn giả phải có mặt trong bao nhiêu ngày để đảm bảo chúng ta có thể đề ra một chương trình thích hợp?”.      

      Một số kết quả tuyệt vời liên quan đến các phép tô màu dạng list sẽ được trình bày chi tiết trong mục 

5.4. Phép tô màu dạng list. Như chúng ta sẽ thấy, các phép tô màu dạng list có thể được kết nối với các 

cặp ghép ổn định mà chúng ta đã khảo sát trong mục 3.5. Cặp ghép ổn định. 

     Trong mục cuối cùng, chúng ta sẽ chứng minh các kết quả cơ bản liên quan đến các đồ thị hoàn hảo: 

     Một đồ thị được gọi là hoàn hảo nếu, với mọi đồ thị con cảm sinh của nó, chúng ta đều có đẳng thức 

trong đánh giá 𝜒 ≥ 𝜔. Những đồ thị này có một cấu trúc đẹp đẽ một cách đáng ngạc nhiên và quan trọng 

hơn hết là chúng có mối liên hệ với các bài toán về tối ưu, quy hoạch tuyến tính và tổ hợp đa diện. 

     5.1. Phép tô màu đỉnh 

     Trong mục 1.2. Đường đi – Chu trình – Cây, chúng ta hãy lưu ý một thực tế đơn giản rằng một đồ thị 

sẽ là lưỡng phân nếu và chỉ nếu nó không có chứa bất kỳ một chu trình lẻ nào. Do đó, 𝜒(𝐺) ≥ 2 nếu và chỉ 

nếu 𝐺 có chứa ít nhất một cạnh và 𝜒(𝐺) ≥ 3 nếu và chỉ nếu 𝐺 có chứa ít nhất một chu trình lẻ nào đó. Với 

𝑘 ≥ 4, chúng ta không có thêm bất kỳ một đặc trưng đơn giản tương tự để đảm bảo các đồ thị sẽ có sắc số 

≥ 𝑘, mặc dù chúng ta sẽ có một số đặc trưng tương đối phức tạp hơn. Như vậy, thay vì yêu cầu mô tả một 

đặc trưng như vậy, chúng ta hãy hạ thấp mục tiêu của mình xuống một cách đáng kể và đề ra những lý do 

rõ ràng nhất để một đồ thị có sắc số lớn. Chúng ta đã ghi nhận được một lý do như vậy, cụ thể đó là sự tồn 

tại của một đồ thị đầy đủ lớn: điều này cũng chỉ ra cho chúng ta bất đẳng thức 𝜒 ≥ 𝜔. Sau một lúc suy nghĩ, 

một lý do đơn giản khác sẽ xuất hiện ngay trong tâm trí của chúng ta: sự vắng mặt của một tập hợp độc lập.  



     Thật vậy, nếu 𝐺 không có chứa ℎ + 1 đỉnh độc lập thì, trong mọi phép tô màu của 𝐺, chỉ có tối đa ℎ 

đỉnh được tô bởi cùng một màu (mọi lớp màu đều chỉ có tối đa ℎ đỉnh). 

     Như vậy,  

𝜒(𝐺) ≥ 𝑚𝑎𝑥{𝜔(𝐺), |𝐺| 𝛼(𝐺)⁄ },                                                  (3) 

trong đó 𝛼(𝐺), chỉ số độc lập của 𝑮, là kích thước lớn nhất có thể có của một tập độc lập. 

     Mặc dù đối với nhiều người, bất đẳng thức 𝜒(𝐺) ≥ 𝑚𝑎𝑥{𝜔(𝐺), |𝐺| 𝛼(𝐺)⁄ } là rất yếu, nhưng nó rõ ràng 

là một dạng cải tiến đáng kể của bất đẳng thức 𝜒(𝐺) ≥ 𝜔(𝐺). Tuy nhiên, không quá khó khăn để chúng ta 

có thể chỉ ra rằng 𝜔(𝐺) có thể nhỏ hơn khá nhiều so với 𝜒(𝐺). Trên thực tế, không quá khó khăn để chúng 

ta có thể tìm được các đồ thị 𝐺 sao cho 𝜔(𝐺) = 2 và 𝜒(𝐺) rất lớn, nghĩa là các đồ thị triangle – free với sắc 

số lớn. Trong Chủ đề 07. Đồ thị ngẫu nhiên, chúng ta sẽ sử dụng các đồ thị ngẫu nhiên và bất đẳng thức 

𝜒(𝐺) ≥ 𝑚𝑎𝑥{𝜔(𝐺), |𝐺| 𝛼(𝐺)⁄ } để chỉ ra rằng tồn tại các đồ thị với sắc số và chỉ số lớn tùy ý. Những khó 

khăn mà chúng ta gặp phải khi tìm kiếm các đồ thị như vậy cho thấy rằng sẽ không hợp lý khi chúng ta 

mong đợi tìm được một đặc trưng đơn giản cho các đồ thị với sắc số lớn. Như vậy, chúng ta sẽ chỉ tập trung 

vào việc tìm cách tô màu một đồ thị với ít màu. 

     Một vấn đề được đặt ra ở đây đó là: “Làm thế nào để chúng ta có thể tô màu các đỉnh của một đồ thị với 

các màu 1,2, … và sử dụng càng ít màu càng tốt?”. Một cách đơn giản để chúng ta có thể tiếp cận vấn đề 

trên như sau: Đánh thứ tự các đỉnh, tạm giả sử là 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, và thực hiện tô màu từng cái một: tô đỉnh 𝑥1 

bởi màu 1, tô đỉnh 𝑥2 bởi màu 1 nếu 𝑥1𝑥2 ∉ 𝐸(𝐺) và bởi màu 2 trong trường hợp ngược lại, v.v…, tô màu 

mỗi đỉnh bởi màu nhỏ nhất mà nó có thể sử dụng tại thời điểm đó. Thuật toán này được gọi là thuật toán tô 

màu tham lam và nó thực sự tạo ra một phép tô màu thực sự nhưng việc tô màu này thường phải sử dụng 

nhiều màu hơn mức cần thiết.  

 

Hình vẽ minh họaviệc thực hiện thuật toán tô màu tham lam một đồ thị lưỡng phân (2 − colourable) và 

thuật toán tham lam đã lãng phí hai màu. 

      Tuy nhiên, chúng ta có thể dễ dàng nhận thấy rằng, với mọi đồ thị, tập các đỉnh có thể được sắp xếp lại 

theo cách sao cho thuật toán tham lam có thể sử dụng càng ít màu nhất càng tốt. Như vậy, không có gì đáng 

ngạc nhiên khi chúng ta bỏ ra một cái giá nhất định để xác định xem số lượng màu cần thiết của thuật toán 

tham lam theo các thứ tự khác nhau của các đỉnh.  

      Đầu tiên, chúng ta hãy lưu ý rằng, với bất kỳ thứ tự nào mà chúng ta thực hiện, thuật toán tham lam có 

thể sử dụng tối đa ∆(𝐺) + 1 màu để tô cho các đỉnh của đồ thị 𝐺. Thật vậy, khi tô màu một đỉnh 𝑥 có bậc 



𝑑(𝑥), chúng ta luôn tìm được ít nhất một màu nào đó trong số 𝑑(𝑥) + 1 màu đầu tiên chưa được sử dụng 

để tô màu cho một đỉnh láng giềng của 𝑥, nên luôn có sẵn một màu nào đó trong những màu này cho 𝑥.  

     Quan sát đơn giản này cho thấy rằng điều quan trọng không phải là bậc lớn nhất mà là số tối đa các đỉnh 

láng giềng của một đỉnh mà chúng ta đã tô màu trước khi chúng ta đi đến chính đỉnh đó. Từ đây, chúng ta 

chỉ còn một bước ngắn nữa để đi đến kết quả sau đây: 

     Kết quả 5.1.1. 

     Kí hiệu 𝑘 = 𝑚𝑎𝑥𝐻𝛿(𝐻), trong đó max được tính trên tất cả các đồ thị con cảm sinh của 𝐺. 

     Khi đó, 𝜒(𝐺) ≤ 𝑘 + 1. 

     Chứng minh kết quả 5.1.1. 

     Nhận thấy rằng chính bản thân đồ thị 𝐺 sẽ có một đỉnh nào đó có bậc ≤ 𝑘; kí hiệu 𝑥𝑛 là một trong số 

những đỉnh như vậy và kí hiệu 𝐻𝑛−1 = 𝐺 − {𝑥𝑛}. Từ giả thiết của bài toán, 𝐻𝑛−1 cũng sẽ có một đỉnh nào 

đó có bậc ≤ 𝑘. Kí hiệu 𝑥𝑛−1 là một trong số những đỉnh như vậy và kí hiệu 𝐻𝑛−2 = 𝐻𝑛−1 − {𝑥𝑛−1} = 𝐺 −

{𝑥𝑛 , 𝑥𝑛−1}. Bằng cách tiếp tục thực hiện theo cách này, chúng ta đánh số thứ tự tất cả các đỉnh của đồ thị 𝐺. 

     Kế tiếp, chúng ta dễ dàng nhận thấy rằng, trong dãy 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, mỗi đỉnh 𝑥𝑗  đều được nối với tối đa 𝑘 

đỉnh trước nó. Như vậy, thuật toán tham lam sẽ không bao giờ phải cần đến màu 𝑘 + 2 để tô màu cho bất 

kỳ một đỉnh nào.                                                                                                                                               □ 

     Trong một phát biểu khác có phần đơn giản hơn, Kết quả 5.1.1) chỉ ra rằng mọi đồ thị (𝑘 + 1) − 

chromatic tối tiểu đều có bậc nhỏ nhất bằng 𝑘: nếu 𝜒(𝐺) = 𝑘 + 1 và, với mọi đồ thị con (cảm sinh) thực sự 

𝐻 của 𝐺, 𝜒(𝐻) ≤ 𝑘 thì 𝛿(𝐺) ≥ 𝑘.  

     Tất nhiên, rất dễ dàng để chúng ta có thể cải thiện hiệu quả của thuật toán tham lam. Nếu chúng ta có 

một đồ thị con 𝐻0 mà chúng ta đã biết cách tô màu với 𝜒(𝐻0) màu thì chúng ta có thể bắt đầu dãy thứ tự 

của mình với các đỉnh của 𝐻0 bằng cách tô màu 𝐻0 một cách hiệu quả và chúng ta chỉ áp dụng thuật toán để 

tô màu các đỉnh còn lại. Điều này cho phép chúng ta đạt được dạng mở rộng sau đây của Kết quả 5.1.1): 

     Kết quả 5.1.2. 

     Giả sử 𝐻0 là một đồ thị con cảm sinh của 𝐺 và giả sử thêm mọi đồ thị con 𝐻 thỏa mãn 𝐻0 ⊂ 𝐻 ⊂ 𝐺, 

𝑉(𝐻0) ≠ 𝑉(𝐻), đều có chứa một đỉnh 𝑥 ∈ 𝑉(𝐻) − 𝑉(𝐻0) với 𝑑𝐻(𝑥) ≤ 𝑘. 

     Khi đó, 𝜒(𝐺) ≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑘 + 1, 𝜒(𝐻0)}. 

     Trong một số trường hợp, bài toán tô màu cho một đồ thị có thể được rút gọn về thành bài toán tô màu 

cho một số đồ thị con của nó. Điều này sẽ xảy ra nếu đồ thị là không liên thông hoặc nó có chứa một đỉnh 

khớp hoặc, nói một cách tổng quát hơn một chút, nó có chứa một đồ thị con đầy đủ với tập đỉnh làm mất 

tính liên thông của đồ thị. Khi đó, chúng ta có thể tô màu từng phần riêng biệt với nhau: bởi vì,bằng cách 

thay đổi cách ký hiệu (nếu cần thiết), chúng ta có thể “gắn” các phép tô màu này lại với nhau để tạo ra một 

phép tô màu thực sự của đồ thị ban đầu. 



 

Hình vẽ minh họa một tập đỉnh tam giác của một đồ thị không liên thông 𝐺 và  

chúng ta dễ dàng nhận thấy rằng 𝜒(𝐺) = 𝑚𝑎𝑥{𝜒(𝐺1), 𝜒(𝐺2), 𝜒(𝐺3)}. 

     Như một hệ quả khá thô sơ của Kết quả 5.1.2), chúng ta dễ dàng thấy rằng 𝜒(𝐺) ≤ ∆ + 1, trong đó ∆=

∆(𝐺) là bậc lớn nhất của 𝐺, bởi vì 𝑚𝑎𝑥𝐻⊂𝐺𝛿(𝐺) ≤ ∆(𝐺). Hơn nữa, nếu 𝐺 là liên thông và không phải là 

∆ − regular thì hiển nhiên 𝑚𝑎𝑥𝐻⊂𝐺𝛿(𝐻) ≤ ∆ − 1, nên 𝜒(𝐺) ≤ ∆. Kết quả sau đây, được đề xuất bởi 

Brooks, quan tâm trực tiếp đến trường hợp đều: 

     Kết quả 5.1.3. (Brooks) 

     Giả sử 𝐺 là một đồ thị liên thông với bậc lớn nhất ∆. Giả sử 𝐺 không phải là một đồ thị đầy đủ cũng như 

không phải là một chu trình lẻ. 

     Khi đó, 𝜒(𝐺) ≤ ∆. 

     Chứng minh kết quả 5.1.3. 

     Không giảm tính tổng quát của vấn đề, chúng ta có thể giả định rằng 𝐺 là 2 − liên thông và ∆ −regular. 

Hơn nữa, chúng ta có thể giả định rằng ∆≥ 3, bởi vì mọi đồ thị liên thông 2 − regular 3 − chromatic đều là 

một chu trình lẻ. 

     Nếu 𝐺 là 3 − liên thông thì kí hiệu 𝑥𝑛 là một đỉnh bất kì của 𝐺 và kí hiệu 𝑥1, 𝑥2 là hai đỉnh không liên 

hợp nhau nào đó trong 𝑁(𝑥𝑛). Các đỉnh như vậy tồn tại bởi 𝐺 là regular và không đầy đủ. Nếu 𝐺 không 

phải là 3 − liên thông thì kí hiệu 𝑥𝑛 là một đỉnh của 𝐺 sao cho 𝐺 − 𝑥𝑛 là tách được, nghĩa là nó sẽ có ít nhất 

hai khối. Do 𝐺 là 2 − liên thông nên mỗi khối cuối của 𝐺 − 𝑥𝑛 đều có chứa một đỉnh liên hợp với 𝑥𝑛.  

     Kí hiệu 𝑥1 và 𝑥2 là các đỉnh như vậy trong các khối cuối khác nhau. 

     Trong cả hai trường hợp này, chúng ta đều có thể tìm được các đỉnh 𝑥1, 𝑥2, 𝑥𝑛 sao cho 𝐺 − {𝑥1, 𝑥2} là 

liên thông, 𝑥1𝑥2 ∉ 𝐸(𝐺) nhưng 𝑥1𝑥𝑛 ∈ 𝐸(𝐺), 𝑥2𝑥𝑛 ∈ 𝐸(𝐺). Kí hiệu 𝑥𝑛−1 ∈ 𝑉 − {𝑥1, 𝑥2, 𝑥𝑛} là một đỉnh 

láng giềng của 𝑥𝑛 và kí hiệu 𝑥𝑛−2 là một đỉnh láng giềng của 𝑥𝑛 hoặc 𝑥𝑛−1, v.v… Khi đó, dãy sắp thứ tự 

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 nêu trên sẽ thỏa mãn mỗi đỉnh khác 𝑥𝑛 đều liên hợp với ít nhất một đỉnh nào đó đứng sau nó.                     



     Như vậy, thuật toán tham lam sẽ chỉ sử dụng tối đa ∆ màu, bởi vì 𝑥1 và 𝑥2 được tô bởi cùng một màu và 

𝑥𝑛, đỉnh duy nhất có ∆ đỉnh láng giềng đứng trước nó, liên hợp với cả hai.                                                    □ 

      Một thuật toán tô màu khác có thể thu được bằng cách làm giảm bài toán về thành bài toán tô màu cho 

hai đồ thị khác bắt nguồn từ 𝐺. Việc làm giảm này cũng cho phép chúng ta thu được một số thông tin quan 

trọng về số các phép tô màu của một đồ thị với một tập nhất định các màu cho trước.  

      Giả sử 𝑎 và 𝑏 là các đỉnh không liên hợp nhau của một đồ thị 𝐺. Kí hiệu 𝐺′ là đồ thị thu được từ 𝐺 bằng 

cách nối 𝑎 với 𝑏 và kí hiệu 𝐺′′là đồ thị nhận được từ 𝐺 bằng cách đồng nhất 𝑎 và 𝑏. Như vậy, trong 𝐺′′ sẽ 

có một đỉnh mới, kí hiệu lại bởi 𝑎𝑏, thay cho 𝑎 và 𝑏, và được nối với các đỉnh liên hợp với ít nhất một trong 

hai đỉnh 𝑎 và 𝑏. 

 

Hình vẽ minh họa các đồ thị 𝐺, 𝐺′, 𝐺′′. 

     Các phép toán này thậm chí còn tự nhiên hơn nữa nếu chúng ta bắt đầu với 𝐺′: khi đó, 𝐺 có thể nhận 

được từ 𝐺′ bằng cách cắt (hoặc xóa) cạnh 𝑎𝑏 và𝐺′′ có thể nhận được từ 𝐺′ bằng cách hợp nhất (hoặc co) 

cạnh 𝑎𝑏. 

     Các phép tô màu của 𝐺 trong đó hai đỉnh 𝑎 và 𝑏 được tô bởi các màu riêng biệt sẽ tương ứng 1 − 1 với 

các phép tô màu của 𝐺′. Thật vậy, 𝑐: 𝑉(𝐺) → {1,2, … , 𝑘} là một phép tô màu của 𝐺 với 𝑐(𝑎) ≠ 𝑐(𝑏) nếu và 

chỉ nếu 𝑐 là một phép tô màu của 𝐺′. Tương tự, các phép tô màu của 𝐺 trong đó hai đỉnh 𝑎 và 𝑏 được tô bởi 

cùng một màu nào đó sẽ tương ứng 1 − 1 với các phép tô màu của 𝐺′′. Hơn nữa, nếu chúng ta kí hiệu 

𝑃𝐻(𝑥) là số các phép tô màu của một đồ thị 𝐻 với các màu 1,2, … , 𝑥 thì  

𝑃𝐺(𝑥) = 𝑃𝐺′(𝑥) + 𝑃𝐺′′(𝑥).                                                           (4) 

     Theo định nghĩa, 𝜒(𝐺) là số tự nhiên 𝑘 nhỏ nhất sao cho 𝑃𝐺(𝑘) ≥ 1. Do đó, cả nhận xét trên và bất đẳng 

thức (3) đều ngụ ý rằng 

𝜒(𝐺) = 𝑚𝑖𝑛{𝜒(𝐺′), 𝜒(𝐺′′)}.                                                          (5) 

     Các tính chất cơ bản của 𝑃𝐻(𝑥) sẽ được chỉ ra trong kết quả tiếp theo của chúng ta: 

     Kết quả 5.1.4. 

     Giả sử 𝐻 là một đồ thị với 𝑛 ≥ 1 đỉnh, , 𝑚 cạnh, 𝑘 thành phần liên thông. 

     Khi đó, 𝑃𝐻(𝑥) = ∑ (−1)𝑖𝑎𝑖𝑥𝑛−𝑖𝑛−𝑘
𝑖=0 , trong đó 𝑎0 = 1, 𝑎1 = 𝑚, 𝑎𝑖 là một số nguyên dương nào đó với 

mọi chỉ số 𝑖, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 𝑘. 



     Chứng minh kết quả 5.1.4. 

     Để chứng minh tính đúng đắn của khẳng định trên, chúng ta sẽ sử dụng phương pháp quy nạp toán học 

theo chỉ số 𝑛 + 𝑚. Với 𝑛 + 𝑚 = 1, tính đúng đắn của khẳng định trên là hiển nhiên nên chúng ta có thể 

chuyển sang chứng minh bước quy nạp. Nếu 𝑚 = 0 thì tính đúng đắn của khẳng định trên cũng là hiển 

nhiên, bởi vì trong trường hợp này 𝑘 = 𝑛 và mọi ánh xạ 𝑓: 𝑉(𝐻) → {1,2, … , 𝑥} đều là một phép tô màu của 

𝐻 nên chúng ta sẽ có 𝑃𝐻(𝑥) = 𝑥𝑛. Nếu 𝑚 > 0 thì chúng ta có thể chọn ra hai đỉnh liên hợp nào đó của 𝐻, 

tạm giả sử là 𝑎 và 𝑏. Kí hiệu 𝐺 = 𝐻 − 𝑎𝑏, chúng ta dễ dàng nhận thấy rằng 𝐺′ = 𝐻. Do ‖𝐺‖ = 𝑚 − 1 và 

|𝐺′′| + ‖𝐺′′‖ ≤ 𝑛 − 1 + 𝑚 nên, từ giả thiết quy nạp của bài toán, tính đúng đắn của khẳng định là hiển 

nhiên cho 𝑃𝐺(𝑥) và 𝑃𝐺′′(𝑥). Lưu ý rằng 𝐺′′ có 𝑘 thành phần liên thông còn 𝐺 có ít nhất 𝑘 thành phần liên 

thông. 

     Như vậy, 

𝑃𝐺(𝑥) = 𝑥𝑛 − (𝑚 − 1)𝑥𝑛−1 + ∑ (−1)𝑖𝑏𝑖𝑥𝑛−𝑖𝑛−𝑘
𝑖=2 , 

trong đó 𝑏𝑖 là một số nguyên không âm nào đó với mọi chỉ số 𝑖, và 

𝑃𝐺′′(𝑥) = 𝑥𝑛−1 − ∑ (−1)𝑖𝑐𝑖𝑥𝑛−𝑖𝑛−𝑘
𝑖=2 , 

trong đó 𝑐𝑖 là một số nguyên dương nào đó với mọi chỉ số 𝑖. 

     Như vậy, từ đánh giá (3), 

𝑃𝐻(𝑥) = 𝑃𝐺′(𝑥) = 𝑃𝐺(𝑥) − 𝑃𝐺′′(𝑥) 

                                                                                     = 𝑥𝑛 − 𝑚𝑥𝑛−1 + ∑ (−1)𝑖𝑛−𝑘
𝑖=2 (𝑏𝑖 + 𝑐𝑖)𝑥𝑛−𝑖 

                                                                                     = 𝑥𝑛 − 𝑚𝑥𝑛−1 + ∑ (−1)𝑖𝑎𝑖
𝑛−𝑘
𝑖=2 𝑥𝑛−𝑖, 

trong đó 𝑎𝑖 là một số nguyên dương nào với mọi chỉ số 𝑖.                                                                              □  

     Như một hệ quả tất yếu của Kết quả 5.1.4), chúng ta nhận thấy rằng 𝑃𝐻(𝑥) là một đa thức, nên chúng ta 

sẽ thường gọi nó là đa thức sắc số của 𝐻. Trên thực tế, từ cách định nghĩa rất dễ dàng để chúng ta có thể 

nhận thấy rằng 𝑃𝐻(𝑥) là một đa thức theo biến 𝑥 với các hệ số nguyên. Kí hiệu 𝜋𝑟(𝐻) là số các cách phân 

hoạch của 𝑉(𝐻) thành 𝑟 tập con không rỗng phân biệt nhau.  

     Khi đó, với mọi số tự nhiên 𝑥, chúng ta luôn có 

𝑃𝐻(𝑥) = ∑ 𝜋𝑟(𝐻)(𝑥)𝑟
𝑛
𝑟=1 , 

trong đó (𝑥)𝑟 = 𝑥(𝑥 − 1) … (𝑥 − 𝑟 + 1) là một giai thừa lùi. 

     Có một cách rất đơn giản để giúp chúng ta có thể giải thích các hệ số của một đa thức sắc số như sau: 

     Kết quả 5.1.5. 

     Giả sử 𝐻 là một đồ thị với 𝑛 đỉnh và tập cạnh 𝐸(𝐻) = {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑚}. Chúng ta sẽ gọi một tập con của 

𝐸(𝐻) là một chu trình bị hỏng nếu nó có thể nhận được từ tập cạnh của một chu trình nào đó bằng cách 

xóa cạnh có chỉ số cao nhất. 



     Khi đó, đa thức sắc số của 𝐻 được xác định bởi công thức 

𝑃𝐻(𝑥) = ∑ (−1)𝑖𝑎𝑖𝑥𝑛−𝑖𝑛−1
𝑖=0 , 

trong đó 𝑎𝑖 là số các 𝑖 − tập con của 𝐸(𝐻) không có chứa bất kì một chu trình bị hỏng nào.  

     Chứng minh kết quả 5.1.5. 

     Để chứng minh tính đúng đắn của khẳng định trên, chúng ta sẽ sử dụng phương pháp quy nạp toán học 

theo chỉ số 𝑚. Với 𝑚 = 0, tính đúng đắn của khẳng định trên là hiển nhiên. Không giảm tính tổng quát của 

vấn đề, giả sử 𝑚 ≥ 1 và khẳng định trên đã được chứng minh là đúng với mọi giá trị nhỏ hơn của 𝑚. Kí 

hiệu 𝑒1 = 𝑎𝑏 và 𝐺 = 𝐻 − 𝑎𝑏. Khi đó, 𝐺′ = 𝐺 + 𝑎𝑏 = 𝐻 và 𝐺′′ = 𝐺 ∕ 𝑎𝑏 sẽ thỏa mãn (1). 

     Với một chút lạm dụng kí hiệu, chúng ta sẽ không chỉ xác định 𝐸(𝐺) = {𝑒2, 𝑒3, … , 𝑒𝑚} mà còn cả 

𝐸(𝐺′′), một tập con của 𝐸(𝐻). Nếu một cạnh của 𝐸(𝐺′′) xuất phát chỉ từ một cạnh nào đó của 𝐸(𝐺) thì 

chúng ta sẽ giữ nguyên cách kí hiệu của nó và nếu một cạnh (𝑎𝑏)𝑥 xuất phát từ hai cạnh nào đó của 𝐺, tạm 

giả sử là 𝑒𝑖 = 𝑎𝑥 và 𝑒ℎ = 𝑏𝑥, thì chúng ta sẽ kí hiệu cạnh (𝑎𝑏)𝑥 lại bởi 𝑒𝑘, trong đó 𝑘 = 𝑚𝑎𝑥{𝑖, ℎ}. 

     Để hoàn tất bước quy nạp, tất cả những gì chúng ta cần phải làm đó là chứng minh số các 𝑖 − tập con 

của 𝐸(𝐺′) không có chứa bất kì một chu trình bị hỏng nào của 𝐺′ chính là tổng của số các 𝑖 − tập con của 

𝐸(𝐺) không có chứa bất kì một chu trình bị hỏng nào và số các (𝑖 − 1) − tập con của 𝐸(𝐺′′) không có 

chứa bất kì một chu trình bị hỏng nào. Nhưng đây là hệ quả trực tiếp của hai khẳng định đơn giản sau đây: 

     (1) Giả sử 𝑒1 ∉ 𝐹 ⊂ 𝐸(𝐺′). Khi đó, 𝐹 không có chứa bất kỳ một chu trình bị hỏng nào của 𝐺′ nếu và chỉ 

nếu 𝐹 không có chứa bất kỳ một chu trình bị hỏng nào của 𝐺.  

     (2) Giả sử 𝑒1 ∈ 𝐹 ⊂ 𝐸(𝐺′). Khi đó, 𝐹 không có chứa bất kỳ một chu trình bị hỏng nào của 𝐺′ nếu 𝐹 −

{𝑒1} ⊂ 𝐸(𝐺′′) và 𝐹 − {𝑒1} không có chứa bất kỳ một chu trình bị hỏng nào của 𝐺′′.                             □ 

     Như một hệ quả tất yếu của Kết quả 5.1.5), chúng ta dễ dàng thấy rằng số các 𝑖 − tập con của 𝐸(𝐻) 

không có chứa bất kì một chu trình bị hỏng nào là độc lập với thứ tự áp đặt trên 𝐸(𝐻) − một sự thật không 

rõ ràng. 

     Nói chung, Kết quả 5.1.5) không cung cấp cho chúng ta bất kì một phương pháp thực tế nào để xác định 

các hệ số của đa thức sắc số. Tuy nhiên, nếu đồ thị không có chứa các chu trình ngắn thì nó sẽ chỉ ra cho 

chúng ta một vài hệ số đầu tiên:    

     Kết quả 5.1.6. 

     Giả sử 𝐻 là một đồ thị với 𝑛 đỉnh, 𝑚 cạnh, chỉ số girth 𝑔, đa thức sắc số 𝑃𝐻(𝑥) = ∑ (−1)𝑖𝑎𝑖𝑥𝑛−𝑖𝑛
𝑖=0 . 

     Khi đó, 𝑎𝑖 = (𝑚
𝑖

), với mọi chỉ số 𝑖 ≤ 𝑔 − 2. Hơn nữa, nếu 𝑔 là hữu hạn và 𝐻 chứa 𝑐𝑔 chu trình có chiều 

dài 𝑔 thì 𝑎𝑔−1 = ( 𝑚
𝑔−1

) − 𝑐𝑔. 

     Phép rút gọn 𝐺 → {𝐺′, 𝐺′′} cũng chỉ ra cho chúng ta một thuật toán rất tự nhiên, mặc dù không được 

thực tế lắm, để xác định sắc số. Giả sử cho trước một đồ thị 𝐺, xây dựng một dãy các đồ thị 𝐺0, 𝐺1, … như 

sau: Đặt 𝐺0 = 𝐺. Giả sử đã xây dựng đồ thị 𝐺𝑖, nếu 𝐺𝑖 là đầy đủ thì chúng ta sẽ kết thúc quá trình xây dựng 



này; trường hợp ngược lại, đặt 𝐺𝑖+1 là 𝐺𝑖
′ hoặc 𝐺𝑖

′′. Dãy các đồ thị này sẽ phải kết thúc tại một đồ thị đầy đủ 

𝐺𝑡 nào đó, với bậc |𝐺𝑡| = 𝑘. Mọi phép 𝑘 − tô màu của 𝐺𝑡 đều có thể dễ dàng được nâng lên thành một phép 

𝑘 − tô màu của đồ thị 𝐺 ban đầu, nên 𝜒(𝐺) ≤ 𝑘. Đẳng thức (4) chỉ ra rằng nếu chúng ta xây dựng tất cả các 

dãy đồ thị có thể có từ 𝐺 thì 𝜒(𝐺) chính là bậc cực đại của đồ thị ở đầu cuối của dãy.  

     Có một số vấn đề khác cũng có thể được giải quyết bằng cách sử dụng phép rút gọn 𝐺 → {𝐺′, 𝐺′′}. 

     Trong Chủ đề 10. Đa thức Tutte, chúng ta sẽ quay trở lại vấn đề này, khi đó chúng ta sẽ nghiên cứu 

một dạng khái quát cơ bản hơn của đa thức sắc số - đa thức Tutte. Như chúng ta sẽ thấy, một trong những 

tính chất quan trọng nhất của đa thức Tutte là nó có thể được xác định bằng các phép toán tương tự như các 

phép toán cắt và hợp nhất cho các đa đồ thị.    

     5.2. Phép tô màu cạnh 

     Trong một phép tô màu các cạnh của một đồ thị 𝐺, các cạnh liên thuộc với cùng một đỉnh sẽ có các màu 

khác nhau, nên 𝜒′(𝐺), sắc số cạnh, ít nhất cũng sẽ lớn hơn hoặc bằng bậc lớn nhất Δ(𝐺) = 𝑚𝑎𝑥𝑥𝑑(𝑥): 

𝜒′(𝐺) ≥ ∆(𝐺).                                                                        (6) 

     Ngay từ cái nhìn đầu tiên, một điều hơi ngạc nhiên đó là bất đẳng thức hiển nhiên này thật ra là một 

đẳng thức cho một lớp rất lớn các loại đồ thị khác nhau bao gồm cả lớp các đồ thị lưỡng phân. Thật vậy, 

như một hệ quả tất yếu của Định lí Hall, chúng ta dễ dàng nhận thấy rằng tập cạnh 𝐸(𝐺) của một đồ thị 

lưỡng phân 𝐺 có thể được phân hoạch thành ∆(𝐺) lớp gồm các cạnh độc lập với nhau, nghĩa là 𝜒′(𝐺) =

Δ(𝐺). 

     Một chặn dưới tầm thường khác cho 𝜒′(𝐺) xuất phát từ một thực tế rõ ràng là nếu 𝐺 không có chứa 𝛽 +

1 cạnh độc lập thì mỗi lớp màu đều chứa tối đa 𝛽 cạnh, nên chúng ta sẽ cần ít nhất ⌈
‖𝐺‖

𝛽
⌉ lớp màu để tô màu 

hết cho tất cả các cạnh: 

𝜒′(𝐺) ≥ ⌈
‖𝐺‖

𝛽
⌉.                                                                        (7) 

     Tương tự như trong phép chứng minh của Kết quả 1.3.1), chúng ta dễ dàng chỉ ra rằng nếu 𝐺 là một đồ 

thị đầy đủ với bậc ≥ 2 thì dấu " = " sẽ xảy ra trong (7), nghĩa là 𝜒′(𝐾𝑛) = 𝑛 − 1 nếu 𝑛 chẵn và 𝜒′(𝐾𝑛) =

𝑛 nếu 𝑛 lẻ và 𝑛 ≥ 3. 

     Một vấn đề được đặt ra ở đây đó là: “Làm thế nào để chúng ta có được một chặn trên cho 𝜒′(𝐺)?”. Do 

mỗi cạnh đều liên thuộc với tối đa 2(∆(𝐺) − 1) cạnh nên Kết quả 5.1.1) chỉ ra rằng 

𝜒′(𝐺) ≤ 2∆(𝐺) − 1. 

     Hơn nữa, nếu ∆(𝐺) ≥ 3 thì Định lí Brook chỉ ra rằng  

𝜒′(𝐺) = 𝜒(𝐿(𝐺)) ≤ 2∆(𝐺) − 2. 

     Thoạt nhìn, bất đẳng thức này có vẻ rất hợp lí. Tuy nhiên, định lí cơ bản sau đây của Vizing chỉ ra rằng 

điều này là không đúng, bởi vì sắc số cạnh thật ra luôn rất gần với bậc lớn nhất. 

 



     Kết quả 5.2.1. (Vizing) 

     Mọi đồ thị 𝐺 với bậc lớn nhất ∆ đều có sắc số cạnh bằng ∆ hoặc ∆ + 1. 

     Chứng minh kết quả 5.2.1.   

     Giả sử rằng chúng ta đã sử dụng các màu 1,2, … , ∆ + 1 để tô màu tất cả các cạnh ngoại trừ một cạnh nào 

đó trong số chúng. Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu chúng ta có thể chỉ ra rằng, bằng cách tô màu lại một 

số cạnh, có thể tô màu cạnh cuối cùng này bởi một màu nào đó trong số các màu 1,2, … , ∆ + 1.  

     Chúng ta sẽ nói rằng một màu là bị thiếu tại một đỉnh 𝒛 nếu không có cạnh nào liên thuộc với 𝑧 được tô 

bởi màu đó. Nếu 𝑧 liên thuộc với 𝑑′(𝑧) ≤ 𝑑(𝑧) ≤ ∆ cạnh đã được tô màu thì chúng ta sẽ có ∆ + 1 − 𝑑′(𝑧) 

màu bị thiếu tại đỉnh 𝑧. Đặc biệt, tại mỗi đỉnh, chúng ta đều có ít nhất một màu nào đó bị thiếu. Ý tưởng ở 

đây của chúng ta là sẽ di chuyển các màu xung quanh cạnh chưa được tô màu sao cho một màu sẽ bị thiếu ở 

cả hai đầu mút của cạnh chưa được tô màu. Điều này cho phép chúng ta hoàn thành việc tô màu.  

     Kí hiệu 𝑥𝑦1 là cạnh chưa được tô màu, 𝑠 là một màu bị thiếu tại 𝑥 và 𝑡1 là một màu bị thiếu tại 𝑦1. 

Chúng ta sẽ xây dựng một dãy các cạnh 𝑥𝑦1, 𝑥𝑦2, … và một dãy các màu 𝑡1, 𝑡2, … sao cho 𝑡𝑖 bị thiếu tại 𝑦𝑖 

và 𝑥𝑦𝑖+1 được tô bởi màu 𝑡𝑖. Giả sử chúng ta đã xây dựng được 𝑥𝑦1, … , 𝑥𝑦𝑖 và 𝑡1, … , 𝑡𝑖. Khi đó, có tối đa 

một cạnh 𝑥𝑦 được tô bởi màu 𝑡𝑖. Nếu 𝑦 ∉ {𝑦1, … , 𝑦𝑖} thì chúng ta sẽ đặt 𝑦𝑖+1 = 𝑦 và chọn 𝑡𝑖+1 là một màu 

bị thiếu bất kì tại 𝑦𝑖+1; trường hợp ngược lại, chúng ta sẽ dừng quá trình này lại. Các dãy này sẽ phải kết 

thúc sau tối đa ∆(𝐺) số hạng; kí hiệu 𝑥𝑦1, … , 𝑥𝑦ℎ và 𝑡1, … , 𝑡ℎ là các dãy đầy đủ. Chúng ta sẽ xem xét hai lí 

do có thể có buộc chúng ta phải chấm dứt các dãy này: 

     (a) Không có cạnh 𝑥𝑦 nào có màu 𝑡ℎ.  

     Khi đó, chúng ta sẽ tô màu lại các cạnh 𝑥𝑦𝑖 , 𝑖 < ℎ, sao cho cạnh 𝑥𝑦𝑖  có màu 𝑡𝑖. Trong phép tô màu mà 

chúng ta nhận được, mọi cạnh đều được tô màu ngoại trừ 𝑥𝑦ℎ . Tuy nhiên, do 𝑡ℎ không xuất hiện tại 𝑥 cũng 

như 𝑦ℎ nên chúng ta có thể hoàn thành việc tô màu theo yêu cầu bằng cách gán 𝑡ℎ cho 𝑥𝑦ℎ.     

     (b) Có một cạnh 𝑥𝑦𝑗  nào đó có màu 𝑡ℎ, với 𝑗 < ℎ. 

     Để bắt đầu, chúng ta sẽ tô màu lại các cạnh 𝑥𝑦𝑖 , 𝑖 < ℎ, sao cho cạnh 𝑥𝑦𝑖 có màu 𝑡𝑖. Trong phép tô màu 

mà chúng ta nhận được, mọi cạnh đều được tô màu ngoại trừ 𝑥𝑦𝑗 . Kí hiệu 𝐻(𝑠, 𝑡ℎ) là đồ thị con của 𝐺 được 

tạo thành bởi các cạnh được tô bởi màu 𝑠 và 𝑡ℎ, trong đó 𝑠 là màu ban đầu bị thiếu tại 𝑥 và 𝑡ℎ là màu bị 

thiếu tại 𝑦ℎ. Mỗi đỉnh của 𝐻(𝑠, 𝑡ℎ) liên thuộc với tối đa 2 cạnh trong 𝐻(𝑠, 𝑡ℎ) (một cạnh của màu 𝑠 và cạnh 

còn lại của màu 𝑡ℎ), nên các thành phần liên thông của 𝐻(𝑠, 𝑡ℎ) sẽ là các đường đi và các chu trình. Mỗi 

đỉnh 𝑥, 𝑦𝑗 , 𝑦ℎ  đều có bậc tối đa là 1 trong 𝐻(𝑠, 𝑡ℎ), nên tất cả chúng sẽ không thể thuộc cùng một thành 

phần liên thông của 𝐻(𝑠, 𝑡ℎ). Như vậy, ít nhất một trong hai trường hợp sau đây phải xảy ra: 

     (b1) Các đỉnh 𝑥 và 𝑦𝑗  nằm trong các thành phần liên thông khác nhau của 𝐻(𝑠, 𝑡ℎ). 

     Trong trường hợp này, chúng ta sẽ hoán đổi các màu 𝑠 và 𝑡ℎ trong thành phần liên thông có chứa 𝑦𝑗 .  

     Khi đó, 𝑠 bị thiếu tại cả 𝑥 và 𝑦𝑗 , nên chúng ta có thể hoàn thành việc tô màu bằng cách gán màu 𝑠 cho 

cạnh 𝑥𝑦𝑗 .    



     (b2) Các đỉnh 𝑥 và 𝑦ℎ nằm trong các thành phần liên thông khác nhau của 𝐻(𝑠, 𝑡ℎ). 

     Khi đó, chúng ta sẽ tiếp tục điều chỉnh lại màu của các cạnh liên thuộc với 𝑥 bằng cách gán màu 𝑡𝑖 cho 

cạnh 𝑥𝑦𝑖 , với mỗi 𝑖 < ℎ, nên 𝑥𝑦ℎ sẽ trở thành cạnh chưa được tô màu. Sự thay đổi này không liên quan gì 

đến các cạnh được tô màu 𝑠 và 𝑡ℎ, nên 𝐻(𝑠, 𝑡ℎ) không bị thay đổi gì. Kế tiếp, chúng ta sẽ hoán đổi các màu 

trong thành phần liên thông có chứa 𝑦ℎ. Sự hoán đổi này đảm bảo rằng 𝑠 sẽ bị thiếu ở cả 𝑥 và 𝑦ℎ, nên 

chúng ta có thể sử dụng 𝑠 để tô màu cho cạnh chưa được tô màu 𝑥𝑦ℎ.                                                           □ 

     Lưu ý rằng phép chứng minh nêu ở trên cũng đưa ra cho chúng ta một thuật toán để tô màu các cạnh của 

một đồ thị với tối đa không quá ∆ + 1 màu.    

     5.3. Đồ thị trên các bề mặt khác nhau 

     Không nghi ngờ gì rằng trong hơn một trăm năm, vấn đề được biết đến nhiều nhất trong lý thuyết đồ thị 

đó là bài toán bốn màu: mọi đồ thị phẳng đều là 4 − colourable. Sau nhiều lần chứng minh sai và chứng 

minh một phần, vấn đề này đã được giải quyết vào năm 1976 bởi Appel và Haken, dựa trên các ý tưởng của 

Heesch, khi họ đã chứng minh được rằng mọi đồ thị phẳng đều thực sự có thể được tô màu với 4 màu. Mặc 

khác, công thức Euler ngụ ý rằng mọi đồ thị phẳng đều có thể được tô màu với 6 màu. Thật vậy, từ Kết quả 

1.4.2), mọi đồ thị phẳng với bậc 𝑛 đều chứa tối đa không quá 3𝑛 − 6 cạnh, nên bậc nhỏ nhất của nó tối đa 

là 5. Do đó, từ Kết quả 5.1.1), chúng ta dễ dàng nhận thấy rằng sắc số ≤ 6. Hơn nữa, với một nghiên cứu 

sâu sắc hơn, chúng ta có thể có được khẳng định mạnh hơn sau đây: 

     Kết quả 5.3.1. 

     Mọi đồ thị phẳng đều là 5 − colourable. 

     Chứng minh kết quả 5.3.1. 

     Giả sử khẳng định nêu trên là sai và kí hiệu 𝐺 là một đồ thị phẳng 6 − chromatic với số đỉnh nhỏ nhất có 

thể có. Tương tự như trên, chúng ta nhận thấy rằng 𝐺 có chứa một đỉnh 𝑥 với bậc ≤ 5. Kí hiệu 𝐻 = 𝐺 − 𝑥. 

Khi đó, 𝐻 là 5 − colourable tương ứng với các màu 1,2, … ,5. Mỗi màu này đều được sử dụng để tô màu 

cho ít nhất một đỉnh láng giềng của 𝑥: trường hợp ngược lại, màu bị thiếu có thể được sử dụng để tô màu 

cho đỉnh 𝑥. Như vậy, chúng ta có thể giả sử rằng 𝑥 có 5 đỉnh láng giềng, tạm giả sử là 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥5 theo 

một thứ tự tuần hoàn nào đó xung quanh 𝑥, và màu của 𝑥𝑖 là 𝑖, 𝑖 = 1,2, … ,5. Kí hiệu 𝐻(𝑖, 𝑗) là đồ thị con 

của 𝐻 cảm sinh bởi các đỉnh được tô bởi các màu 𝑖 và 𝑗. 

     Đầu tiên, giả sử 𝑥1 và 𝑥3 nằm trong các thành phần liên thông khác nhau của 𝐻(1,3). Bằng cách hoán 

đổi các màu 1 và 3 trong thành phần liên thông có chứa 𝑥1, chúng ta sẽ thu được một phép 5 − tô màu mới 

của 𝐻. Tuy nhiên, trong phép 5 − tô màu này, cả 𝑥1 và 𝑥3 đều được tô bởi màu 3, nên 1 không thể được sử 

dụng để tô màu cho bất kì một đỉnh nào trong số các đỉnh 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥5. Điều này là không thể bởi vì khi đó 

𝑥 có thể được tô bởi màu 1.  

     Như vậy, 𝑥1 và 𝑥3 phải nằm trong cùng một thành phần liên thông của 𝐻(1,3). Khi đó, chúng ta sẽ có 

một 𝑥1 − 𝑥3 đường đi 𝑃13 trong 𝐻 với các đỉnh được tô bởi 1 và 3. Lập luận tương tự, 𝐻 sẽ có chứa một 

𝑥2 − 𝑥4 đường đi 𝑃24 với các đỉnh được tô bởi 2 và 4. Tuy nhiên, điều này là không thể, bởi vì chu trình 

𝑥1𝑃13𝑥3 của 𝐺 tách 𝑥2 khỏi 𝑥4 nhưng 𝑃24 không thể có giao với chu trình này. 



 

Hình vẽ minh họa các đường đi 𝑃13 và 𝑃24.                                                   □ 

     Hiển nhiên, không phải mọi đồ thị phẳng đều là 3 − colourable. Thật vậy, 𝐾4 là khả phẳng và nó cần 

đến 4 màu. Một đồ thị phẳng 4 − chromatic khác có thể thu được bằng cách nối tất cả năm đỉnh của một 

chu trình 𝐶5 với một đỉnh thứ sáu. Như vậy, 𝜒0 = 𝑚𝑎𝑥{𝜒(𝐺): 𝐺 là một đồ thị khả phẳng}. Hiển nhiên, 

𝜒0 ≥ 4 và 𝜒0 ≤ 5 và bài toán bốn màu khẳng định rằng 𝜒0 = 4. 

     Thay vì một đồ thị phẳng, chúng ta có thể khảo sát một đồ thị được vẽ trên một mặt đóng kín với đặc 

trưng Euler tùy ý. Một lúc nào đó, chúng ta sẽ thấy rằng, thật kỳ lạ, mặt phẳng là một trường hợp ngoại lệ: 

với mọi mặt đóng kín khác với mặt phẳng, vấn đề có bản chất hoàn toàn khác và dễ dàng hơn rất nhiều. 

     Chúng ta sẽ cần rất ít hiểu biết về các mặt đóng kín: trên thực tế, tất cả những gì chúng ta cần là định lý 

phân loại và công thức Euler – Poincaré. Với mọi 𝑝 > 0, kí hiệu 𝑆𝑝 là mặt đóng kín thu được từ một 4𝑝 − 

giác bằng cách đồng nhất các cặp cạnh và, với mọi 𝑞 > 0, kí hiệu 𝑁𝑞 là mặt đóng kín thu được từ một 2𝑞 − 

giác bằng cách đồng nhất các cặp cạnh; hơn nữa, kí hiệu 𝑆0 là một mặt cầu. Chẳng hạn, 𝑆1 là một mặt 

xuyến, 𝑁1 là một mặt phẳng xạ ảnh và 𝑁2 là một chai Klein. 

 

Hình vẽ minh họa mặt xuyến 𝑆1, mặt phẳng xạ ảnh 𝑁1, chai Klein 𝑁2. 

     Từ Định lí phân loại, mọi mặt đóng kín đều đồng phôi với chính xác một trong các mặt định hướng được 

𝑆0, 𝑆1, … hoặc một trong các mặt không định hướng được 𝑁1, 𝑁2, … Với mọi 𝑝 ≥ 0, mặt 𝑆𝑝 có chỉ số chi 𝑝 

và đặc trưng Euler 𝜒 = 𝜒(𝑆𝑝) = 2(1 − 𝑝) và, với mọi 𝑞 > 0, mặt 𝑁𝑞 có chỉ số chi 𝑞 và đặc trưng Euler 

𝜒 = 𝜒(𝑁𝑞) = 2 − 𝑞. Thật không may mắn khi 𝜒 là kí hiệu tiêu chuẩn cho cả đặc trưng Euler của một mặt 

và sắc số của một đồ thị. Xung đột này sẽ chỉ xảy ra trong phần này của bài viết và hy vọng rằng nó sẽ 

không dẫn đến bất kì một nhầm lẫn nào. 



     Một tam giác phân của một mặt là một bản vẽ của một đồ thị trên mặt đó sao cho mọi mặt của nó đều là 

một tam giác. Công thức Euler – Poincaré chỉ ra rằng nếu một tam giác phân của một mặt đóng kín với đặc 

trưng Euler 𝜒 có 𝛼0 đỉnh, 𝛼1 cạnh, 𝛼2 mặt thì 𝛼0 − 𝛼1 + 𝛼2 = 𝜒. Một hệ quả tức thì của khẳng định này đó 

là nếu một đồ thị 𝐺 với bậc 𝑛 có thể vẽ được trên một mặt với đặc trưng Euler 𝜒 thì 

‖𝐺‖ ≤ 3𝑛 − 3𝜒,                                                                     (8) 

trong đó dấu “=” sẽ xảy ra nếu và chỉ nếu 𝐺 là một tam giác phân của mặt đó. 

     Năm 1890, Heawood đã đưa ra một chặn trên đơn giản sau cho sắc số của một đồ thị có thể vẽ được trên 

một mặt đóng kín: 

     Kết quả 5.3.2. (Heawood) 

     Giá trị sắc số của một đồ thị có thể vẽ được trên một mặt đóng kín với đặc trưng Euler 𝜒 ≤ 1 tối đa 

không vượt quá ℎ(𝜒) = ⌊
7+√49−24𝜒

2
⌋. 

     Chứng minh kết quả 5.3.2. 

     Kí hiệu 𝑘 là sắc số của đồ thị 𝐺. Không giảm tính tổng quát của vấn đề, chúng ta có thể giả sử rằng 𝐺 là 

một đồ thị 𝑘 − chromatic tối tiểu: trường hợp ngược lại, chúng ta có thể thay thế nó bởi một đồ thị con nào 

đó của nó. Nhưng khi đó 𝛿(𝐺) ≥ 𝑘 − 1, nên tất cả những gì chúng ta cần làm đó là chỉ ra rằng nếu, với ℎ =

ℎ(𝜒), 𝐺 có 𝑛 ≥ ℎ + 1 đỉnh thì bậc nhỏ nhất của nó tối đa sẽ không vượt quá ℎ − 1. Kế tiếp, nếu 𝑛 ≥ ℎ + 1 

thì việc ‖𝐺‖ ≤ 3𝑛 − 3𝜒 chỉ ra rằng 𝛿(𝐺) ≤ 6 − 6𝜒 (ℎ + 1)⁄ .  

     Như vậy, nếu chúng ta có 𝛿(𝐺) ≥ ℎ thì chúng ta cũng sẽ có ℎ ≤ 6 − 6𝜒 (ℎ + 1)⁄ , nghĩa là 

ℎ2 − 5ℎ + 6(𝜒 − 1) ≤ 0. 

     Nhưng điều này lại dẫn chúng ta đi đến mâu thuẫn là ℎ ≤
1

2
(5 + √49 − 24𝜒).                                       □ 

     Với một mặt 𝑀 bất kỳ, chúng ta sẽ định nghĩa sắc số 𝒔(𝑴) của nó như là giá trị lớn nhất có thể có của 

các sắc số của các đồ thị có thể vẽ được trên mặt 𝑀. Hiển nhiên, 𝑠(𝑆𝑔) ≤ 𝑠(𝑆𝑔+1), bởi vì mọi đồ thị có thể 

vẽ được trên 𝑆𝑔 cũng có thể vẽ được trên 𝑆𝑔+1; tương tự, 𝑠(𝑁𝑔) ≤ 𝑠(𝑁𝑔+1). Như vậy, Kết quả 5.3.2) đơn 

giản là chỉ ra rằng nếu 𝑀 là một mặt với đặc trưng Euler 𝜒 thì sắc số 𝑠(𝑀) lớn nhất sẽ bằng chặn Heawood 

ℎ(𝜒) = ⌊
7+√49−24𝜒

2
⌋. 

     Một vấn đề được đặt ra ở đây đó là: “Khi nào thì xảy ra dấu “=” trong đánh giá nêu trên?”. Kết quả đơn 

giản sau đây cho thấy rằng, với hầu hết các giá trị của 𝜒, mấu chốt lời giải cho vấn đề này nằm ở chỗ là liệu 

một đồ thị đầy đủ cho trước có thể vẽ được trên mặt đó hay không. 

     Kết quả 5.3.3. 

     Giả sử cho trước số thực 𝜒 ≤ 0, ℎ = ℎ(𝜒) = ⌊
7+√49−24𝜒

2
⌋ và kí hiệu 𝐺 là một đồ thị ℎ − chromatic tối 

tiểu có thể vẽ được trên một mặt với đặc trưng Euler 𝜒. 



     Khi đó, nếu 𝜒 ≠ −1, −2, −7 thì 𝐺 = 𝐾ℎ. 

     Chứng minh kết quả 5.3.3. 

     Tất cả những gì chúng ta cần chỉ là sử dụng bất đẳng thức (8): mọi đồ thị bậc 𝑛 có thể vẽ được trên một 

mặt với đặc trưng Euler 𝜒 sẽ chứa nhiều nhất 3(𝑛 − 𝜒) cạnh. 

     Giả sử 𝐺 ≠ 𝐾ℎ. Khi đó, 𝑛 ≥ ℎ + 2. Hơn nữa, nếu 𝑛 = ℎ + 2 thì ‖𝐺‖ = (ℎ+2
2

) − 5 mà chúng ta có thể dễ 

dàng kiểm tra được là lớn hơn 3(ℎ + 2 − 𝜒). Như vậy, 𝑛 ≥ ℎ + 3. Do đồ thị 𝐺 của chúng ta là một đồ thị 

ℎ − chromatic tối tiểu nên 𝛿(𝐺) ≥ ℎ − 1 ≥ 6. Từ định lí Brooks, 𝐺 không phải là (ℎ − 1) − regular. 

     Như vậy, ‖𝐺‖ >
𝑛(ℎ−1)

2
, nên  

𝑛(ℎ − 1) + 1 ≤ 6(𝑛 − 𝜒).                                                            (9) 

     Do ℎ ≥ 1 nên bất đẳng thức (9) sẽ phải đúng với 𝑛 = ℎ + 3, nghĩa là ℎ2 − 4ℎ − 20 + 6𝜒 ≤ 0. 

     Điều này chỉ ra rằng  

ℎ ≤ 2 + √24 − 6𝜒.                                                                  (10) 

     Bằng một số phép tính đơn giản, chúng ta dễ dàng nhận thấy rằng (10) không đúng với 𝜒 ≤ −20 cũng 

như dễ dàng kiểm tra được rằng, với −19 ≤ 𝜒 ≤ 0, bất đẳng thức (10) không đúng ngoại trừ 𝜒 =

−1, −2, −7.                                                                                                                                                       □ 

     Trên thực tế, Kết quả 5.3.3) không có bất kì một ngoại lệ nào: điều này có thể được chứng minh bằng 

cách sử dụng một chặn tốt hơn cho kích thước của một đồ thị ℎ − chromatic tối tiểu bậc 𝑛. 

     Từ Kết quả 5.3.3), chúng ta có thể dễ dàng xác định được sắc số của một mặt với chỉ số chi nhỏ khác với 

hình cầu. 

     Kết quả 5.3.4. 

     Mặt xuyến, mặt phẳng xạ ảnh, chai Klein lần lượt có sắc số là 𝑠(𝑆1) = 7, 𝑠(𝑁1) = 6, 𝑠(𝑁2) = 6.   

     Chứng minh kết quả 5.3.4. 

     Đặc trưng Euler của các mặt này lần lượt là 𝜒(𝑁1) = 1, 𝜒(𝑆1) = 𝜒(𝑁2) = 0. Do đó, Kết quả 5.3.2) ngụ 

ý rằng 𝑠(𝑁1) ≤ 6, 𝑠(𝑆1), 𝑠(𝑁2) ≤ 7. Các hình vẽ minh họa dưới đây cũng cho thấy rằng 𝐾6 là một tam giác 

phân của 𝑁1 và cũng 𝐾7 là một tam giác phân của 𝑆1. 



 

Hình vẽ minh họa các tam giác phân 𝐾6 của mặt phẳng xạ ảnh 𝑁1 và  

tam giác phân 𝐾7 của mặt xuyến 𝑆1. 

     Như vậy, 𝑠(𝑁1) = 6, 𝑠(𝑆1) = 7,6 ≤ 𝑠(𝑁2) ≤ 7. 

     Khi đó, vấn đề của chúng ta đó là: “Liệu sắc số của chai Klein là 6 hay 7?”. Từ Kết quả 5.3.3), chúng ta 

biết rằng 𝑠(𝑁2) = 7 nếu và chỉ nếu 𝐾7 có thể vẽ được trên 𝑁2, nghĩa là 𝐾7 là một tam giác phân của 𝑁2. Để 

hoàn tất phép chứng minh, chúng ta sẽ chỉ ra rằng 𝐾7 là tam giác phân của chỉ duy nhất một mặt đóng kín – 

mặt xuyến, nên 𝑠(𝑁2) = 6. 

     Giả sử 𝐾7 là một tam giác phân của một mặt đóng kín nào đó (với đặc trưng Euler 0). Khi đó, mọi đỉnh 

của 𝐾7 đều nằm trên biên của 6 mặt tam giác và các cạnh thứ ba của các tam giác này tạo thành một 6 − 

chu trình. Bằng cách sử dụng 0,1, … ,6 để đánh số cho các đỉnh của 𝐾7, chúng ta có thể giả sử rằng 6 − chu 

trình “xung quanh” 0 là 123456. Khi đó, đỉnh 1 sẽ được bao quanh bởi 602𝑥 … 𝑦, đỉnh 2 sẽ được bao quanh 

bởi 301𝑥 … 𝑤, v.v… Nhưng khi đó 𝑥 phải là 4 hoặc 5: từ tính đối xứng của bài toán, không làm giảm tính 

tổng quát của vấn đề, chúng ta có thể giả sử rằng nó là 4. Sau khi chúng ta thực hiện lựa chọn này, mọi đỉnh 

khác đều được xác định: khi nhìn vào các đỉnh láng giềng của 1 và 6, cụ thể là các chu trình 𝑦6024 … và 

501𝑦 …, chúng ta có thể thấy rằng 𝑦 = 3; sau đó, chúng ta cũng có thể nhận thấy rằng 𝑧 = 2, 𝑢 = 1,v.v…  

 



Hình vẽ minh họa một tam giác phân của 𝐾7 và cách ghi nhãn của toàn bộ mạng tam giác. 

     Từ hình vẽ trên, những gì mà chúng ta đã chứng minh cho đến nay đó là nếu 𝐾7 là tam giác phân của 

một mặt nào đó thì tam giác phân này là duy nhất (sai khác một phép phản xạ). Nhưng việc gán nhãn này 

chúng ta có thể dễ dàng nhận thấy rằng là nhất quán và tạo ra một tam giác phân của mặt xuyến. (Khi điều 

này xảy ra, chúng ta đã biết rằng 𝐾7 là một tam giác phân của mặt xuyến, nhưng trong phép chứng minh 

này, chúng ta buộc phải tìm ra tam giác phân đó).  

     Như vậy, 𝐾7 không thể vẽ trên chai Klein, nên 𝑠(𝑁2) = 6.                                                                        □ 

     Trên thực tế, chặn Heawood ℎ(𝜒) nêu trong Kết quả 5.3.2) là tốt nhất có thể được với mọi mặt đóng 

khác với chai Klein: nếu 𝑀 là một mặt đóng kín với đặc trưng Euler 𝜒 ≤ 1 và 𝑀 không phải là chai Klein 

thì 𝑠(𝑀) = ℎ(𝜒). Mặc dù khẳng định này đã được Heawood tuyên bố vào năm 1890, tuy phép chứng minh 

của ông là không chính xác, nên nó còn được biết đến như là giả thuyết Heawood. Phép chứng minh chính 

xác đầu tiên cho giả thuyết Heawood này được Ringel và Youngs tìm ra trong hơn 75 năm sau đó. Lưu ý 

rằng điều khó khăn nhất trong việc chứng minh kết quả sâu sắc này nằm ở việc chỉ ra một bản vẽ của một 

đồ thị cố định cho trước, 𝐾ℎ(𝜒), trên một mặt với đặc trưng Euler 𝜒 ≤ 1. Những gì chúng ta phải làm, với 

𝜒 ≤ −1, về cơ bản là khá giống với phép chứng minh của Kết quả 5.3.4): chúng ta phải tìm một “phép tô 

màu nhất quán” của một tam giác phân của mặt hyperbol trong đó mọi đỉnh đều có bậc ℎ(𝜒) − 1. Mặt 

khác, để giải quyết bài toán bốn màu, chúng ta phải chỉ ra rằng mọi đồ thị phẳng đều có thể tô được với bốn 

màu. Như vậy, về cơ bản những khó khăn trong việc giải quyết bài toán bốn màu hầu như là không liên 

quan gì đến vấn đề xác định 𝑠(𝑀), với 𝜒(𝑀) ≤ 1. 

     Để tránh làm đảo lộn sự cân bằng của bài viết, chúng ta sẽ chỉ nêu ra một vài điểm về lời giải của bài 

toán bốn màu. Như chúng ta đã thấy trong mục 1.4. Đồ thị khả phẳng: một bản đồ 𝑀 sẽ xác định một đồ 

thị phẳng 𝐺 và các quốc gia sẽ được xác định bởi đồ thị phẳng này. Một phép tô màu của một bản đồ được 

định nghĩa là một phép tô màu của các quốc gia sao cho không có hai quốc gia nào có chung đường biên 

giới với nhau được tô bởi cùng một màu. Dạng ban đầu của bài toán bốn màu, được đề xuất bởi Francis 

Guthrie vào năm 1852, yêu cầu chúng ta chỉ ra một phép chứng minh cho nhận định rằng mọi bản đồ phẳng 

đều có thể được tô màu với bốn màu. Giáo viên của ông, de Morgan, đã chia sẻ vấn đề này với các đồng 

nghiệp của mình nhưng nó chỉ được phổ biến rộng rãi lần đầu tiên vào năm 1878 bởi Cayley – người đã đề 

cập đến nó trước Hiệp Hội Hoàng gia. Gần như ngay lập tức sau đó các “phép chứng minh” đã xuất hiện, 

Kempe vào năm 1879 và Tait vào năm 1890. Phép bác bỏ của Heawood đối với chứng minh của Kempe 

được phổ biến vào năm 1890; đồng thời, ông cũng đã sửa lại phép chứng minh để có được định lí năm màu. 

Phép chứng minh của Tait cũng chứa đựng những giả định sai lầm. Những giả định sai lầm này đã thúc đẩy 

Petersen đưa ra nhận định cho rằng định lí bốn màu là hoàn toàn tương đương với phỏng đoán cho rằng mọi 

hình lập phương khả phẳng 2 − liên thông đều có sắc số cạnh là 3 vào năm 1891. Những đóng góp đáng kể 

nhất cho lời giải của vấn đề này phải kể đến là việc Birkhoff đưa ra khái niệm về đa thức sắc số và các tác 

phẩm của nhiều tác giả khác nhau đưa ra các chặn dưới tốt hơn cho bậc có thể có của một phản ví dụ. Năm 

1943, Hadwiger đã đưa ra một phỏng đoán sâu sắc hơn và phỏng đoán này có chứa định lí bốn màu như 

một trường hợp đặc biệt: nếu 𝜒(𝐺) = 𝑘 thì 𝐺 có thể được co lại thành 𝐾𝑘. 

     Nhìn lại lịch sử, chúng ta có thể nhận thấy rằng bước tiến quan trọng nhất cho bài toán bốn màu được 

thực hiện bởi Heesch. Cuối cùng, vấn đề này đã được giải quyết bởi Appel và Haken vào năm 1976 bằng 

cách sử dụng các cải tiến của phương pháp Heesch và các siêu máy tính. Những ai quan tâm có thể tham 



khảo một số bài báo của Appel và Haken, các cuốn sách của Saaty và Kainen, các bài báo gần đây của 

Robertson, Sanders, Seymour, Thomas để được giải thích chi tiết về những ý tưởng cơ bản của phép chứng 

minh này. Tất cả những gì chúng ta trình bày ở đây chỉ là một vài nhận xét hời hợt. 

     Vấn đề được đặt ra ở đây đó là: “Những điều gì đã làm cho định lý năm màu trở nên đúng đắn?”. Tính 

đúng đắn của định lí năm màu được suy ra từ hai sự kiện sau: (i) mọi đồ thị phẳng 6 − chromatic tối tiểu 

đều không có chứa bất kì một đỉnh nào với bậc ≤ 5 và (ii) mọi đồ thị phẳng đều có chứa ít nhất một đỉnh 

với bậc ≤ 5. Chúng ta có thể tiến thêm một bước nữa và đặt vấn đề: “Tại sao (i) và (ii) lại đúng?”. Nhìn vào 

các chứng minh, chúng ta dễ dàng nhận thấy rằng (i) được suy ra từ việc tận dụng tốt các đường đi 𝑃𝑖𝑗 , 

được gọi là các đường đi Kempe theo tên của Kempe – người đầu tiên đã sử dụng chúng trong phép chứng 

minh sai lầm của mình năm 1870, và (ii) được suy ra ngay từ công thức 𝑛 − 𝑒 + 𝑓 = 2 của Euler. 

     Những ý tưởng cách mạng cho lời giải của bài toán bốn màu do Heesch khởi xướng cũng đi theo đường 

lối tương tự. Một cấu hình được định nghĩa là một cụm các đỉnh được kết nối với nhau của một đồ thị 

phẳng cùng với các bậc của các đỉnh. Một cấu hình được gọi là reducible nếu không có bất kì một đồ thị 

phẳng 5 − chromatic tối tiểu nào có thể chứa nó và một tập các cấu hình được gọi là các cấu hình cơ bản 

không thể tránh khỏi (hoặc các cấu hình không thể tránh khỏi) nếu mọi đồ thị phẳng đều có chứa ít nhất 

một cấu hình thuộc tập này. Để chứng minh mọi đồ thị phẳng đều là 4 − colourable, chúng ta có thể đặt ra 

mục tiêu ban đầu là tìm ra một tập các cấu hình reducible không thể tránh khỏi. Vấn đề mà chúng ta phải 

giải quyết ở đây đó là: “Làm thế nào để chúng ta có thể chỉ ra một cấu hình cho trước là reducible?”. Bằng 

cách thay thế một cụm các đỉnh bởi một cụm các đỉnh nhỏ hơn, chúng ta sẽ thu được một phép 4 −tô màu 

cho đồ thị nhỏ hơn và sử dụng các đường đi Kempe để chỉ ra rằng phép 4 − tô màu này có thể “kéo dài” để 

thu được một phép 4 − tô màu của đồ thị ban đầu. Vấn đề kế tiếp ở đây mà chúng ta phải giải quyết đó là: 

“Làm thế nào để chúng ta có thể chỉ ra một tập các cấu hình cho trước là không thể tránh khỏi?”. Câu trả lời 

cho vấn đề này nằm ở việc mở rộng cách sử dụng công thức Euler. Tất nhiên, chúng ta luôn có thể giả sử 

rằng đồ thị đang xét là một đồ thị phẳng tối đại. Gán một điện tích 6 − 𝑘 cho một đỉnh với bậc 𝑘, công thức 

Euler đảm bảo rằng tổng các điện tích sẽ luôn bằng 12. Đẩy các điện tích xung quanh các đỉnh theo một số 

quy tắc phóng điện, nghĩa là chúng ta sẽ chuyển một số điện tích từ một đỉnh nào đó sang một số đỉnh láng 

giềng của nó, cho đến khi chúng ta thu được một đồ thị phẳng có chứa một trong các cấu hình nêu trên. 

     Nhìn lại định lí năm màu, chúng ta nhận thấy rằng ý tưởng của phép chứng minh dựa trên một thực tế là 

các cấu hình gồm các đỉnh đơn lẻ với bậc ≤ 5 sẽ tạo thành một tập các cấu hình không thể tránh khỏi (đối 

với định lí năm màu).  

     Bản phác thảo đơn giản nêu ở trên không thật sự chỉ ra độ khó của việc chứng minh trong thực tế. Để 

khắc phục điều này, chúng ta cần nhắc lại rằng Appel và Haken phải cần xem xét hơn 1900 cấu hình 

reducibe và hơn 300 quy tắc phóng điện để hoàn thành phép chứng minh của chúng ta. Chúng ta cũng có 

thể thử trải nghiệm việc chứng minh bài toán bốn màu thông qua việc chứng minh hai khẳng định đơn giản 

sau: 

     (1) Các cấu hình nêu trong hình vẽ bên dưới đều là reducibe. 

 

 



 

Hình vẽ minh họa cấu hình reducibe trong đó, với hai cấu hình sau, các đỉnh bên ngoài có thể có bậc tùy ý.    

     (2) Giả sử cho trước một đồ thị khả phẳng tối đại với bậc ≥ 25 và bậc nhỏ nhất 5. Chúng ta sẽ gọi một 

đỉnh là major nếu bậc của nó ≥ 7; trường hợp ngược lại, nó sẽ được gọi là minor. 

     Khi đó, 𝐺 sẽ có chứa ít nhất một trong: 

     (a) một đỉnh minor với 3 đỉnh láng giềng liên tiếp với bậc 5,  

     (b) một đỉnh bậc 5 với chỉ các đỉnh láng giềng minor,  

     (c) một đỉnh major với tối đa một đỉnh láng giềng với bậc ≥ 6.  

     Trong hơn hai mươi năm sau, phép chứng minh của Appel và Haken không được đơn giản hóa và cũng 

không được kiểm tra một cách triệt để bởi vì, ngoài việc chương trình tính toán quá lớn, phép chứng minh 

yêu cầu chúng ta phải đưa khoảng 1400 đồ thị vào máy tính bằng tay!. Tuy nhiên, gần đây, Robertson, 

Sanders, Seymour, Thomas đã tạo ra một phiên bản chứng minh riêng của họ với một tập “chỉ” 633 cấu 

hình reducibe không thể tránh khỏi và “chỉ” 32 quy tắc phóng điện. Phép chứng minh này có thể dễ dàng 

kiểm tra hơn đáng kể, bởi vì khó khăn lớn nhất của chúng ta đó là kiểm tra tính không thể tránh khỏi bằng 

tay sẽ được thay thế bằng một chứng minh hình thức được viết ngay sau đó mà máy tính có thể đọc và xác 

minh trong vài phút.        

     5.4. Phép tô màu dạng list 

     Nhắc lại rằng một đồ thị là 𝑘 − colourable nếu và chỉ nếu, với mọi đỉnh 𝑥, chúng ta đều có thể gán một 

màu 𝑐(𝑥) ∈ [𝑘] = {1,2, … , 𝑘} sao cho các đỉnh liên hợp với nhau sẽ được tô bởi các màu riêng biệt. Giả sử, 

với mọi đỉnh 𝑥 của một đồ thị 𝑘 − colourable, chúng ta đều có thể gán một hộp sơn (hoặc một danh sách) 

𝑳(𝒙) gồm 𝑘 màu. Một vấn đề được đặt ra ở đây đó là: “Liệu chúng ta có thể gán cho mỗi đỉnh một trong 

các màu từ danh sách riêng của nó sao cho các đỉnh liên hợp với nhau sẽ được gán bởi các màu riêng 

biệt?”. Ngay từ cái nhìn đầu tiên, nó có vẻ như là một nhiệm vụ tầm thường mà chúng ta luôn có thể thực 

hiện được, bởi vì “chắc chắn trường hợp xấu nhất có thể xảy ra là khi tất cả các danh sách đều giống hệt 

nhau, bởi vì điều đó sẽ tối đa hóa khả năng xảy ra các xung đột”. 

     Tuy nhiên, ấn tượng đầu tiên này rõ ràng là không đúng. Chẳng hạn, giả sử 𝐺 là đồ thị lưỡng phân đầy 

đủ 𝐾3,3 với các lớp đỉnh 𝑉1 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3} và 𝑉2 = {𝑦1, 𝑦2, 𝑦3}, và kí hiệu 𝐿(𝑥𝑖) = 𝐿(𝑦𝑖) = {1,2,3} − {𝑖},

𝑖 = 1,2,3. 

     Khi đó, với bất kì một phép tô màu nào của các đỉnh được tạo ra từ các danh sách này, chúng ta luôn có 

ít nhất hai màu nào đó phải được sử dụng để tô màu 𝑉1 và ít nhất hai màu nào đó phải được sử dụng để tô 



màu 𝑉2, nên chắc chắn chúng ta phải có một cạnh nào đó nối hai đỉnh được tô bởi cùng một màu. Nhận 

thức này dẫn chúng ta đi đến một dạng biến thể quan trọng của khái niệm sắc số - list – sắc số. 

 

Hình vẽ minh họa đồ thị 𝐾3,3, với các đỉnh được gán cho các danh sách có kích thước 2, không có bất kì 

một phép tô màu thực sự từ các danh sách này. 

     Giả sử cho trước một đồ thị 𝐺 và một ánh xạ 𝐿 gán cho mỗi đỉnh một tập 𝐿(𝑥), một phép 𝐿 − tô màu 

của 𝐺 được gọi là một phép 𝒄 tô màu thực sự của các đỉnh sao cho 𝑐(𝑥) ∈ 𝐿(𝑥), với mọi 𝑥 ∈ 𝑉(𝐺). List – 

sắc số 𝝌𝒍(𝑮) của 𝑮 được định nghĩa là số nguyên 𝑘 nhỏ nhất sao cho 𝐺 sẽ có chứa một phép 𝐿 − tô màu 

nào đó bất cứ khi nào |𝐿(𝑥)| ≥ 𝑘 với mọi 𝑥 ∈ 𝑉(𝐺). Hiển nhiên, 𝜒𝑙(𝐺) ≥ 𝜒(𝐺) với mọi đồ thị 𝐺, bởi vì 

𝜒(𝐺) là số nguyên 𝑘 nhỏ nhất sao cho 𝐺 có chứa một phép 𝐿 − tô màu khi 𝐿(𝑥) = [𝑘] với mọi 𝑥 ∈ 𝑉(𝐺). 

     Ví dụ trên cũng cho thấy rằng chúng ta có thể có 𝜒𝑙(𝐺) ≥ 3 và 𝜒(𝐺) = 2.  

     Trên thực tế, chúng ta có thể dễ dàng nhận thấy rằng, với mọi 𝑘 ≥ 2, luôn có một đồ thị lưỡng phân 𝐺 

với 𝜒𝑙(𝐺) > 𝑘. Thật vậy, bằng cách dùng 𝐴(𝑘)để kí hiệu cho tập tất cả các 𝑘 − tập con của một tập 𝐴, 

chúng ta dễ dàng nhận thấy rằng 𝐺 là một đồ thị lưỡng phân với các lớp đỉnh 𝑉1 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥2𝑘−1}(𝑘) và 

𝑉2 = {𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦2𝑘−1}(𝑘). Hơn nữa, với 𝒙 = {𝑥𝑖1
, 𝑥𝑖2

, … , 𝑥𝑖𝑘
} ∈ 𝑉1 và 𝒚 = {𝑦𝑖1

, 𝑦𝑖2
, … , 𝑦𝑖𝑘

} ∈ 𝑉2, kí hiệu 

𝐿(𝒙) = 𝐿(𝒚) = {𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑘}. Khi đó, 𝐺 là một đồ thị lưỡng phân và không có bất kì một phép 𝐿 − tô màu 

(điều này suy ra từ việc, trong bất kỳ một phép 𝐿 − tô màu nào, chúng ta luôn phải sử dụng ít nhất 𝑘 màu 

để tô cho 𝑉1 và ít nhất 𝑘 màu để tô cho 𝑉2), nên chúng ta sẽ có hai đỉnh liên hợp nào đó được tô bởi cùng 

một màu. Như vậy, 𝜒(𝐺) = 2 và 𝜒𝑙 > 𝑘. Mặt khác, thuật toán tham lam lại chỉ ra rằng 𝜒𝑙(𝐺) ≤ ∆(𝐺) + 1 

với mọi đồ thị 𝐺. 

     Mục đích chính của chúng ta trong mục này là chứng minh hai kết quả tuyệt vời, được đề xuất bởi 

Thomassen và Galvin, chỉ ra rằng, trong một số trường hợp nhất định, list – sắc số không lớn hơn quá nhiều 

so với sắc số thường. Các kết quả này giúp củng cố đáng kể hai trong số các kết quả khá đơn giản trước đó 

của chúng ta. Do các phép chứng minh khá ngắn gọn và thanh lịch nên chúng ta có thể rất ngạc nhiên khi 

biết rằng thế giới đã phải nỗ lực rất nhiều để có thể chứng minh những kết quả này trước khi Thomassen và 

Galvin tìm ra những phép chứng minh tài tình của họ. 

     Chúng ta sẽ bắt đầu với Định lí Thomassen – dạng mạnh của Kết quả 5.3.1): list – sắc số của một đồ thị 

phẳng bất kì tối đa không vượt quá 5. Phép chứng minh nêu dưới đây là một ví dụ nổi bật cho một nguyên 

tắc rất đáng ngưỡng mộ cho rằng chúng ta thường sẽ dễ dàng hơn rất nhiều để chứng minh một dạng tổng 

quát hóa phù hợp của một khẳng định cho trước so với khẳng định sạch ban đầu. Như vậy, trong trường 



hợp này, chúng ta sẽ phải khảo sát khái niệm quát hóa liên quan đến các phép list – tô màu của các đồ thị 

phẳng gần như cực đại với các danh sách màu có kích thước khác nhau. Nói một cách chính xác, chúng ta 

sẽ gọi một đồ thị phẳng là một đồ thị gần tam giác phân nếu mặt ngoài là một chu trình và tất cả các mặt 

trong đều là các tam giác. 

     Nhắc lại rằng mọi mặt của một đồ thị phẳng tối đại với bậc ≥ 4 đều là các tam giác, kết quả sau đây rõ 

ràng là mạnh hơn đáng kể so với khẳng định cho rằng mọi đồ thị phẳng đều có list – sắc số tối đa không 

vượt quá 5.       

     Kết quả 5.4.1. (Thomassen) 

     Giả sử 𝐺 là một đồ thị gần tam giác phân với chu trình ngoài 𝐶 = 𝑥1𝑥2 … 𝑥𝑘, với mỗi 𝑥 ∈ 𝑉(𝐺) kí hiệu 

𝐿(𝑥) là một danh sách các màu được gán cho 𝑥, sao cho 𝐿(𝑥1) = {1}, 𝐿(𝑥2) = {2}, |𝐿(𝑥)| ≥ 3, với 3 ≤ 𝑖 ≤

𝑘, và |𝐿(𝑥)| ≥ 5, với mọi  𝑥 ∈ 𝑉(𝐺 − 𝐶). 

     Khi đó, 𝐺 sẽ có ít nhất một phép 𝐿 − tô màu. 

     Chứng minh kết quả 5.4.1. 

     Để chứng minh tính đúng đắn của khẳng định trên, chúng ta sẽ sử dụng phương pháp quy nạp toán học 

theo bậc |𝐺|. Với |𝐺| = 3, tính đúng đắn của khẳng định trên là hiển nhiên. Giả sử |𝐺| > 3 và khẳng định 

đã được chứng minh là đúng cho mọi đồ thị với bậc < |𝐺|. Chúng ta sẽ phân biệt hai trường hợp có thể xảy 

ra sau đây tùy theo việc 𝐶 có chứa một “đường chéo” với 𝑥𝑘 là một đầu mút hay không: 

     (i) Giả sử 𝐺 có chứa một “đường chéo” 𝑥𝑘𝑥𝑗  (2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 − 2) nào đó của 𝐶. 

     Khi đó, bằng cách áp dụng giả thiết quy nạp cho đồ thị được tạo thành từ chu trình 𝑥𝑘𝑥1𝑥2 … 𝑥𝑗  và phần 

trong của nó và sau đó, với việc cố định các màu của 𝑥𝑘 và 𝑥𝑗 , cho đồ thị được tạo thành từ chu trình 

𝑥𝑘𝑥𝑗𝑥𝑗+1 … 𝑥𝑘−1 và phần trong của nó, chúng ta sẽ tìm được một phép 𝐿 − tô màu của 𝐺. 

     (ii) Giả sử 𝐺 không có chứa bất kì cạnh nào trong số các cạnh 𝑥𝑘𝑥𝑗  (2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 − 2).  

     Kí hiệu 𝑥𝑘−1, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑙 , 𝑥1, theo thứ tự trên, là các đỉnh láng giềng của 𝑥𝑘 sao cho 𝑥𝑘𝑥𝑘−1𝑦1, 𝑥𝑘𝑦1𝑦2, 

… , 𝑥𝑘𝑦𝑙𝑥1 là các mặt trong của đồ thị phẳng của chúng ta.   

 



Hình vẽ minh họa trường hợp thứ hai trong chứng minh Kết quả 5.4.1). 

     Kí hiệu 𝑎 và 𝑏 là các màu nào đó trong 𝐿(𝑥𝑘) khác với 1. Mục đích chính của chúng ta ở đây đó là sẽ sử 

dụng một trong số hai màu 𝑎 và 𝑏 để tô màu cho 𝑥𝑘, giả sử chúng ta đã tô màu phần còn lại của đồ thị. Để 

đạt được điều này, chúng ta sẽ đặt 𝐿′(𝑥) = 𝐿(𝑥) nếu 𝑥 ∉ {𝑦1, … , 𝑦𝑙} và 𝐿′(𝑦𝑖) = 𝐿(𝑦𝑖) − {𝑎, 𝑏} với mọi 

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙.  

     Khi đó, bằng cách áp dụng giả thiết quy nạp cho đồ thị 𝐺′ = 𝐺 − 𝑥𝑘 với chu trình ngoài 

𝑥1𝑥2 … 𝑥𝑘−1𝑦1𝑦2 … 𝑦𝑙 , chúng ta sẽ tìm được một phép 𝐿′ − tô màu của đồ thị 𝐺′. Mở rộng phép 𝐿′ − tô màu 

này của 𝐺′ thành một phép 𝐿 − tô màu của 𝐺 bằng cách gán 𝑎 hoặc 𝑏 cho 𝑥𝑘 sao cho 𝑥𝑘 và 𝑥𝑘−1 được tô 

bởi các màu phân biệt.                                                                                                                                      □ 

     Kết quả 5.4.1) không chỉ mạnh hơn đáng kể so với Kết quả 5.3.1), định lí năm màu, mà nó còn là tốt 

nhất có thể: điều này đã được chứng minh bởi Voig khi ông ấy đã chỉ ra rằng có các đồ thị phẳng với list – 

sắc số đúng bằng 5. 

     Mục đích tiếp theo của chúng ta ở đây đó là chứng minh một định lí của Galvin liên quan đến các phép 

list – tô màu cạnh của một đồ thị lưỡng phân. Giả sử, với mỗi cạnh 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺) của một đồ thị 𝐺, chúng ta 

đều được cho trước một danh sách 𝐿(𝑒) các màu. Một phép 𝐿 − tô màu cạnh của 𝐺 được gọi là một phép tô 

màu cạnh thực sự 𝝀 của 𝑮 sao cho 𝜆(𝑒) ∈ 𝐿(𝑒) với mọi 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺). Với một hàm 𝑓: 𝐸(𝐺) → ℕ, chúng ta 

sẽ nói rằng 𝐺 là một 𝒇 − choosable cạnh nếu 𝐺 có một phép 𝐿 − tô màu cạnh bất cứ khi nào |𝐿(𝑒)| ≥ 𝑓(𝑒) 

với mọi 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺). Số nguyên 𝑘 nhỏ nhất sao cho 𝐺 là một 𝑘 − choosable cạnh được gọi là list – sắc số 

cạnh của 𝑮 (hoặc chỉ số list – sắc số của 𝑮 hoặc chỉ số choosable cạnh của 𝑮) và được kí hiệu lại bởi 

𝝌𝒍
′(𝑮) (hoặc 𝒄𝒉(𝑮)). Để làm cho thuật ngữ này bớt rườm ra, chúng ta sẽ thường bỏ qua từ cạnh khi không 

điều đó không tạo ra bất kì sự nhầm lẫn nào, nghĩa là chúng ta sẽ chỉ nói các phép 𝐿 − tô màu và các đồ thị 

𝑓 − choosable bất cứ khi nào có thể. 

     Do chúng ta sẽ cố gắng tận dụng sự tồn tại của một cặp ghép ổn định nên chúng ta sẽ tuân theo các quy 

ước đã được sử dụng trong mục 3.5. Cặp ghép ổn định. Giả sử 𝐺 là một đồ thị lưỡng phân với phân hoạch 

lưỡng phân (𝑉1, 𝑉2) và được gán một số dãy sắp thứ tự ưu tiên cho trước. Với mỗi 𝑒 = 𝑎𝐴 ∈ 𝐸(𝐺), kí hiệu 

𝑡𝐺(𝑒) là tổng số các đỉnh mà đỉnh 𝑎 thích nhiều hơn 𝐴 và số các đỉnh mà đỉnh 𝐴 thích nhiều hơn 𝑎. Chúng 

ta sẽ gọi 𝑡𝐺: 𝐸(𝐺) → ℕ = {0,1, … , } là một hàm tổng của các dãy sắp thứ tự ưu tiên được gán.  

     Lưu ý rằng nếu 𝐻 là một đồ thị con của 𝐺 và 𝐸0 ⊂ 𝐸(𝐻) thì 

𝑡𝐺(𝑒) − 𝑡𝐺−𝐸0
(𝑒) = 𝑡𝐻(𝑒) − 𝑡𝐻−𝐸0

(𝑒),                                              (11) 

với mọi cạnh 𝑒 ∈ 𝐸(𝐻) − 𝐸0 (các dãy sắp thứ tự ưu tiên trong các đồ thị con của 𝐺 sẽ được chọn tương tự 

như trong 𝐺). Hơn nữa, một cặp ghép 𝑀 trong 𝐻 là ổn định nếu và chỉ nếu 

𝑡𝐻(𝑒) − 𝑡𝐻−𝑀(𝑒) ≥ 1,                                                              (12) 

với mọi cạnh 𝑒 ∈ 𝐸(𝐻) − 𝑀. 

     Sau tất cả những sự chuẩn bị nêu ở trên, thật dễ dàng để chúng ta có thể phát biểu và chứng minh kết 

quả sau đây sẽ dễ dàng hơn việc chỉ ra trực tiếp rằng 𝜒𝑙
′(𝐺) = 𝜒′(𝐺) với mọi đồ thị lưỡng phân 𝐺. 



     Kết quả 5.4.2. 

     Giả sử 𝐺 là một đồ thị lưỡng phân với hàm tổng 𝑡𝐺  được xác định bởi một phép phân phối các dãy sắp 

thứ tự ưu tiên nào đó. 

     Khi đó, 𝐺 sẽ là một đồ thị (𝑡𝐺 + 1) − choosable.  

     Chứng minh kết quả 5.4.2. 

     Để chứng minh tính đúng đắn của khẳng định trên, chúng ta sẽ sử dụng phương pháp quy nạp toán học 

theo kích thước của 𝐺. Nếu 𝐸(𝐺) = ∅ thì tính đúng đắn của khẳng định là hiển nhiên. Giả sử 𝐸(𝐺) ≠ ∅ và 

khẳng định đã được chứng minh là đúng với mọi đồ thị có kích thước nhỏ hơn |𝐸(𝐺)|. 

     Giả sử cho trước một phép phân phối các dãy sắp thứ tự ưu tiên nào đó của 𝐺. Với mỗi cạnh 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺), 

kí hiệu 𝐿(𝑒) là một tập nào đó gồm 𝑡𝐺(𝑒) + 1 số tự nhiên bất kì. Chúng ta sẽ chứng minh rằng 𝐺 có một 

phép 𝐿 − tô màu cạnh nào đó. 

     Kí hiệu 𝐼 ≠ ∅ là tập các cạnh với danh sách màu có chứa một màu 𝑖 cho trước nào đó và kí hiệu 𝐻 =

(𝑉(𝐺), 𝐼) là đồ thị con của 𝐺 với tập cạnh 𝐼.  

     Từ Kết quả 3.5.1), đồ thị 𝐻 sẽ có chứa một cặp ghép ổn định 𝑀 nào đó.  

     Kí hiệu 𝐺′ = 𝐺 − 𝑀 và, với mỗi 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺′), kí hiệu 𝐿′(𝑒) = 𝐿(𝑒) − {𝑖}.  

     Chúng ta sẽ chỉ ra rằng 

|𝐿′(𝑒)| ≥ 𝑡𝐺′(𝑒) + 1,                                                                  (13) 

với mọi 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺′). 

     Thật vậy, nếu 𝑒 ∉ 𝐼 thì 𝐿′(𝑒) = 𝐿(𝑒), nên tính đúng đắn của khẳng định trên là hiển nhiên. Ngoài ra, nếu 

𝑒 ∈ 𝐼 − 𝑀 = 𝐸(𝐻) − 𝑀 thì, từ (11) và (12),  

𝑡𝐺(𝑒) − 𝑡𝐺′(𝑒) = 𝑡𝐻(𝑒) − 𝑡𝐻′(𝑒) ≥ 1, 

nên 

|𝐿′(𝑒)| = |𝐿(𝑒)| − 1 ≥ 𝑡𝐺(𝑒) ≥ 𝑡𝐺′(𝑒) + 1. 

     Từ giả thiết quy nạp của bài toán, 𝐺′ sẽ có một phép 𝐿′ − tô màu. Bằng cách dùng 𝑖 để tô màu cho các 

cạnh của 𝑀, chúng ta sẽ thu được một phép 𝐿 − tô màu cạnh của 𝐺.                                                              □ 

     Từ đây, chúng ta chỉ còn một bước rất ngắn để đi đến một chứng minh hoàn chỉnh của định lí Galvin:    

     Kết quả 5.4.3. (Galvin) 

     Chỉ số list – sắc số của một đồ thị lưỡng phân bất kì sẽ bằng với chỉ số sắc số của chính đồ thị đó. 

      

 



     Chứng minh kết quả 5.4.3. 

     Giả sử 𝐺 là một đồ thị lưỡng phân với phân hoạch lưỡng phân (𝑉1, 𝑉2) và giả sử 𝜆: 𝐸(𝐺) → [𝑘] là một 

phép tô màu cạnh của 𝐺 với 𝑘 là chỉ số sắc số của 𝐺. Chúng ta sẽ định nghĩa các dãy sắp thứ tự ưu tiên trên 

𝐺 như sau: chúng ta sẽ nói đỉnh 𝑎 ∈ 𝑉1 thích một đỉnh láng giềng 𝐴 hơn một đỉnh láng giềng 𝐵 nếu và chỉ 

nếu 𝜆(𝑎𝐴) > 𝜆(𝑎𝐵) và đỉnh 𝐴 ∈ 𝑉2 sẽ thích một đỉnh láng giềng 𝑎 hơn một đỉnh láng giềng 𝑏 nếu và chỉ 

nếu 𝜆(𝑎𝐴) < 𝜆(𝑏𝐴). Nhận thấy rằng hàm tổng được xác định bởi phép phân phối các dãy sắp thứ tự ưu tiên 

này tối đa không vượt quá 𝑘 − 1 trên mỗi cạnh, bởi vì nếu 𝜆(𝑎𝐴) = 𝑗 thì 𝑎 sẽ thích tối đa không vượt quá 

𝑘 − 𝑗 đỉnh láng giềng nào đó hơn 𝐴 và 𝐴 sẽ thích tối đa không vượt quá 𝑗 − 1 đỉnh láng giềng nào đó hơn 

𝑎. Như vậy, từ Kết quả 5.4.2), 𝐺 là một đồ thị 𝑘 − choosable.                                                                        □ 

     Như chúng ta đã chỉ ra trong mục 5.2. Phép tô màu cạnh, chúng ta dễ dàng nhận thấy rằng chỉ số sắc số 

của một đồ thị lưỡng phân bất kì sẽ bằng với bậc lớn nhất của chính đồ thị đó, nên Kết quả 5.4.3) có thể 

được phát biểu lại dưới dạng  

𝜒𝑙
′(𝐺) = 𝜒′(𝐺) = Δ(𝐺), với mọi đồ thị lưỡng phân 𝐺. 

     Có thể dễ dàng nhận thấy rằng kết quả trên vẫn đúng đối với các đa đồ thị lưỡng phân; thật vậy, nhắc lại 

rằng tất cả những gì chúng ta cần ở đây đó là mọi đa đồ thị lưỡng phân đều có chứa ít nhất một cặp ghép ổn 

định nào đó. 

     Nói chung, chúng ta sẽ có 𝜒𝑙(𝐺) ≠ 𝜒(𝐺) ngay cả với các đồ thị phẳng, mặc dù chúng ta sẽ đạt được 

đẳng thức với các đồ thị tuyến tính của các đồ thị lưỡng phân. Nhắc lại rằng đồ thị tuyến tính của một đồ thị 

𝐺 = (𝑉, 𝐸) được định nghĩa là đồ thị 𝐿(𝐺) = (𝐸, 𝐹), 𝐹 = {𝑒𝑓: 𝑒, 𝑓 ∈ 𝐸, 𝑒 và 𝑓 là các đỉnh liên hợp nhau}. 

     Thật vậy, các nhà toán học phỏng đoán rằng chúng ta sẽ đạt được đẳng thức với tất cả các đồ thị tuyến 

tính; nói cách khác, 𝜒𝑙
′(𝐺) = 𝜒′(𝐺) với mọi đồ thị 𝐺.  

     Hiển nhiên, 

𝜒𝑙
′(𝐺) = 𝜒𝑙(𝐿(𝐺)) ≤ ∆(𝐿(𝐺)) + 1 ≤ 2∆(𝐺) − 1, 

nhưng không quá khó khăn để chúng ta có thể nhận thấy rằng 

𝜒𝑙
′(𝐺) ≤ (2 − 10−10)∆(𝐺), với ∆(𝐺) đủ lớn. 

     Trên thực tế, vào năm 1996, Kahn đã chứng minh được rằng nếu 휀 > 0 và ∆(𝐺) đủ lớn thì 

𝜒𝑙
′(𝐺) ≤ (1 + 휀)∆(𝐺). 

     Ngay cả sau những kết quả tuyệt vời này của Galvin và Kahn, chúng ta dường như còn cách rất xa một 

phép chứng minh hoàn chỉnh cho phỏng đoán cho rằng 𝜒𝑙
′(𝐺) = 𝜒′(𝐺) với mọi đồ thị 𝐺.                 

     5.5. Đồ thị hoàn hảo 

     Trong phần mở đầu này, chúng ta dễ dàng nhận thấy rằng có lẽ lý do đơn giản nhất để lí giải tại sao sắc 

số của một đồ thị 𝐺 lại ≥ 𝑘 chính là 𝐺 có chứa một 𝑘 − clique, một đồ thị con đầy đủ bậc 𝑘. Bằng cách 

quan sát trực tiếp, chúng ta đã chỉ ra bất đẳng thức (1), nghĩa là 𝜒(𝐺) luôn lớn hơn hoặc bằng chỉ số clique 

𝜔(𝐺) − bậc lớn nhất có thể có của một đồ thị con đầy đủ của 𝐺. 



     Sắc số 𝜒(𝐺) có thể lớn hơn đáng kể so với 𝜔(𝐺); trên thực tế, như có thể thấy trong Chủ đề 07. Đồ thị 

ngẫu nhiên rằng, với mọi 𝑘 và 𝑔 cho trước, chúng ta luôn có thể tìm được một đồ thị với sắc số ≥ 𝑘 và chỉ 

số girth ≥ 𝑔. Tuy nhiên, ở đây chúng ta sẽ chỉ quan tâm đến các đồ thị tại đầu kia của phổ: chúng ta sẽ khảo 

sát các đồ thị sao cho tất cả các đồ thị con cảm sinh của nó đều có sắc số bằng với chỉ số clique của chính 

bản thân chúng. Chúng được gọi là các đồ thị hoàn hảo. Như vậy, một đồ thị 𝐺 được gọi là hoàn hảo nếu 

và chỉ nếu 𝜒(𝐻) = 𝜔(𝐻) với mọi đồ thị con cảm sinh 𝐻 của 𝐺, bao gồm cả 𝐺. Hiển nhiên, các đồ thị lưỡng 

phân đều là hoàn hảo và các đồ thị triangle free có chứa một chu trình lẻ sẽ không hoàn hảo bởi vì chỉ số 

clique của nó là 2 còn sắc số của nó ≥ 3. Ngay lập tức chúng ta nhận ra rằng phần bù của một đồ thị lưỡng 

phân bất kì cũng hoàn hảo. Đây có lẽ là kết quả đầu tiên về các đồ thị hoàn hảo được Gallai và Kӧnig vào 

năm 1932, mặc dù khái niệm về một đồ thị hoàn hảo chỉ được định nghĩa một cách rõ ràng bởi Berge vào 

năm 1960. Nhắc lại rằng phần bù của một đồ thị 𝐺 = (𝑉, 𝐸) được định nghĩa là đồ thị �̅� = (𝑉, 𝑉(2) − 𝐸). 

Mặc dù, 𝜔(�̅�) cũng chính là 𝛼(𝐺), chỉ số độc lập của 𝐺, nhưng để có ít chức năng hơn, chúng ta sẽ chọn sử 

dụng 𝜔(𝐺) thay vì 𝛼(𝐺).      

     Kết quả 5.5.1. (Gallai - Kӧnig) 

     Phần bù của một đồ thị lưỡng phân bất kì là hoàn hảo. 

     Chứng minh kết quả 5.5.1. 

     Do mọi đồ thị con cảm sinh của phần bù của một đồ thị lưỡng phân cũng là phần bù của một đồ thị 

lưỡng phân nào đó nên tất cả những gì chúng ta phải làm ở đây đó là chứng minh rằng nếu 𝐺 = (𝑉, 𝐸) là 

một đồ thị lưỡng phân thì 𝜒(�̅�) = 𝜔(�̅�). 

      Nhận thấy rằng, trong một phép tô màu bất kì của 𝐺, mỗi lớp màu là một đỉnh hoặc một cặp các đỉnh 

liên hợp trong 𝐺. Như vậy, 𝜒(�̅�) chính là số nhỏ nhất các đỉnh và các cạnh của 𝐺 có thể phủ hết tất cả các 

đỉnh của 𝐺. Từ Kết quả 3.3.4), giá trị này chính là số lớn nhất các đỉnh độc lập trong 𝐺, nghĩa là chỉ số 

clique 𝜔(�̅�) của �̅�.                                                                                                                                           □ 

      Đối với các ví dụ tiếp theo về các đồ thị hoàn hảo, chúng ta sẽ chỉ xét các đồ thị tuyến tính và các phần 

bù của chúng. 

      Kết quả 5.5.2. 

      Giả sử 𝐺 là một đồ thị lưỡng phân và 𝐻 là đồ thị tuyến tính của 𝐺, nghĩa là 𝐻 = 𝐿(𝐺).  

      Khi đó, 𝐻 và 𝐻 đều là các đồ thị hoàn hảo. 

      Chứng minh kết quả 5.5.2. 

      Một lần nữa, tất cả những gì chúng ta phải làm ở đây đó là chứng minh rằng 𝜒(𝐻) = 𝜔(𝐻) và 𝜒(𝐻) =

𝜔(𝐻).  

      Hiển nhiên, 𝜔(𝐻) = Δ(𝐺) và 𝜒(𝐻) = 𝜒′(𝐺). Nhưng do 𝐺 là một đồ thị lưỡng phân nên 𝜒′(𝐺) = Δ(𝐺).   

      Như vậy, 𝜒(𝐻) = Δ(𝐺) = 𝜔(𝐻). 

 



      Vấn đề được đặt ra ở đây đó là: “’𝜒(𝐻) là gì?”. Số nhỏ nhất các đỉnh của 𝐺 có thể phủ hết tất cả các 

cạnh. Vấn đề kế tiếp mà chúng ta phải giải quyết đó là: “𝜔(𝐻) là gì?”. Số lớn nhất các cạnh độc lập của 𝐺.    

      Từ Kết quả 3.3.4), hai đại lượng này sẽ bằng nhau.                                                                                   □ 

      Tuy nhiên, một lớp đồ thị hoàn hảo quan trọng khác có thể thu được từ các tập sắp thứ tự bộ phận: 

      Giả sử cho trước một tập sắp thứ tự bộ phận 𝑃 = (𝑋, <), đồ thị comparable của tập 𝑷 được định nghĩa 

là đồ thị 𝐶(𝑃) = (𝑋, 𝐸), trong đó 𝐸 = {𝑥𝑦 ∈ 𝑋(2): 𝑥 < 𝑦 hoặc 𝑦 < 𝑥}. 

      Kết quả 5.5.3. 

      Các đồ thị comparable và các phần bù của chúng đều là các đồ thị hoàn hảo.  

      Chứng minh kết quả 5.5.3. 

      Một lần nữa, tất cả những gì chúng ta phải làm ở đây đó là chứng minh rằng nếu 𝑃 là một tập sắp thứ tự 

bộ phận thì, với đồ thị comparable 𝐻 = 𝐶(𝑃), chúng ta sẽ có 𝜒(𝐻) = 𝜔(𝐻) và 𝜒(𝐻) = 𝜔(𝐻). 

      Để chứng minh tính đúng đắn của đẳng thức thứ nhất, với mỗi 𝑥 ∈ 𝑃, kí hiệu 𝑟(𝑥), hạng của 𝒙, được 

định nghĩa là số nguyên 𝑟 lớn nhất sao cho 𝑃 có chứa một xích gồm 𝑟 phần tử, với phần tử tối đại là 𝑥. Khi 

đó, với 𝑘 = 𝑚𝑎𝑥𝑟𝑟(𝑥), ánh xạ 𝑟: 𝑃 → [𝑘] sẽ tạo ra một phép 𝑘 − tô màu của 𝐻 và một xích với kích thước 

𝑘 sẽ tạo ra một 𝑘 − clique. 

      Phép chứng minh cho đẳng thức thứ hai thì phức tạp hơn. Thật vậy, 𝜒(𝐻) chính là số nhỏ nhất các xích 

sao cho 𝑃 có thể được phân hoạch thành và 𝜔(𝐻) chính là số lớn nhất các phần tử trong một đối xích. Như 

vậy, đẳng thức 𝜒(𝐻) = 𝜔(𝐻) chẳng qua chỉ là một dạng phát biểu khác của Định lí Dilworth – Kết quả 

3.3.7).                                                                                                                                                                □ 

      Không mất quá nhiều thời gian để chúng ta có thể nhận thấy rằng, trong tất cả các ví dụ nêu ở trên, phần 

bù của một đồ thị hoàn hảo cũng sẽ hoàn hảo. Trên thực tế, nền tảng của lý thuyết về các đồ thị hoàn hảo, 

định lí về các đồ thị hoàn hảo, chỉ ra rằng điều này là không có ngoại lệ, nghĩa là nó đúng cho tất cả các đồ 

thị hoàn hảo chứ không chỉ đối với các ví dụ trên. Kết quả cơ bản này đã được chứng minh bởi Lovász và 

Fulkerson vào đầu những năm 1970; mặc dù phép chứng minh nêu dưới đây tương đối đơn giản nhưng 

chúng ta vẫn cần chuẩn bị một chút. 

      Kết quả 5.5.4. 

      Điều kiện cần và đủ để một đồ thị 𝐺 là hoàn hảo là, với mọi đồ thị con cảm sinh 𝐻 ⊂ 𝐺, luôn tìm được 

một tập các đỉnh độc lập 𝐼 sao cho 𝜔(𝐻 − 𝐼) < 𝜔(𝐻), nghĩa là một đồ thị là hoàn hảo nếu và chỉ nếu mọi 

đồ thị con cảm sinh 𝐻 đều có chứa một tập độc lập có giao với mọi clique của 𝐻 với bậc lớn nhất 𝜔(𝐻).  

      Chứng minh kết quả 5.5.4. 

      Tính đúng đắn của điều kiện cần là hiển nhiên. Thật vậy, giả sử 𝐻 là một đồ thị với 𝑘 = 𝜒(𝐻) = 𝜔(𝐻) 

và kí hiệu 𝐼 là một lớp màu nào đó của một phép 𝑘 − tô màu bất kì của 𝐻. Khi đó, 𝜔(𝐻 − 𝐼) ≤ 𝜒(𝐻 − 𝐼) = 

𝜒(𝐻) − 1 < 𝜔(𝐻). 



      Để chứng minh tính đúng đắn của điều kiện đủ, chúng ta sẽ sử dụng phương pháp quy nạp toán học 

theo chỉ số 𝜔(𝐺). Với 𝜔(𝐺) = 1, tính đúng đắn của khẳng định trên là hiển nhiên. Giả sử khẳng định trên 

đã được chứng minh là đúng cho mọi đồ thị với chỉ số clique < 𝜔(𝐺). Kí hiệu 𝐻 là một đồ thị con cảm sinh 

của 𝐺 và kí hiệu 𝐼 là một tập độc lập với 𝜔(𝐻 − 𝐼) < 𝜔(𝐻). Từ giả thiết quy nạp của bài toán, chúng ta có 

thể tô màu 𝐻 − 𝐼 với 𝜔(𝐻 − 𝐼) màu; bằng cách tô màu các đỉnh của 𝐼 bởi một màu mới nào đó, chúng ta sẽ  

thu được một phép tô màu của 𝐻 với 𝜔(𝐻 − 𝐼) + 1 ≤ 𝜔(𝐻) màu. Như vậy, 𝜒(𝐻) ≤ 𝜔(𝐻).                       □ 

      Kết quả tiếp theo đây là hoàn toàn cần thiết để giúp chúng ta có thể chứng minh định lí về các đồ thị 

hoàn hảo và chúng ta sẽ cố gắng đưa ra một phép chứng minh độc lập tốt nhất có thể được cho nó, bởi vì nó 

cho phép chúng ta có thể xây dựng được một họ khá lớn các đồ thị hoàn hảo. Để làm được điều này, chúng 

ta sẽ cần có khái niệm về sự thay thế. 

      Giả sử 𝐺 là một đồ thị với tập đỉnh 𝑉(𝐺) = [𝑛] = {1,2, … , 𝑛} và kí hiệu 𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑛 là các đồ thị phân 

biệt đỉnh nào đó. Kí hiệu 𝐺∗ = 𝐺[𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑛] là đồ thị nhận được từ ⋃ 𝐺𝑖
𝑛
𝑖=1  bằng cách nối tất cả các đỉnh 

của 𝐺𝑖 với tất cả các đỉnh của 𝐺𝑗  bất cứ khi nào 𝑖𝑗 ∈ 𝐸(𝐺). Chúng ta sẽ nói rằng 𝑮∗ nhận được từ 𝑮 bằng 

cách thay thế 𝑮𝟏, 𝑮𝟐, … , 𝑮𝒏 cho các đỉnh của 𝑮 (hoặc 𝑮∗ nhận được từ 𝑮 bằng cách thay thế các đỉnh 

của 𝑮 bởi 𝑮𝟏, 𝑮𝟐, … 𝑮𝒏). Lưu ý rằng nếu chúng ta lần lượt thay thế các đỉnh của 𝐺 bởi các đồ thị 

𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑛 thì chúng ta cũng sẽ nhận được cùng một đồ thị 𝐺∗.    

      Kết quả 5.5.5. (Định lí thay thế cho các đồ thị) 

      Mọi đồ thị thu được từ một đồ thị hoàn hảo bằng cách thay thế các đỉnh của nó bởi các đồ thị hoản hảo 

nào đó cũng hoàn hảo.   

      Chứng minh kết quả 5.5.5. 

      Do chúng ta có thể thay thế từng đỉnh một nên, để chứng minh tính đúng đắn của khẳng định trên, tất cả 

những gì chúng ta cần phải làm đó là chứng minh rằng nếu một đỉnh 𝑥 của một đồ thị hoàn hảo 𝐺 được 

thay thế bởi một đồ thị hoàn hảo 𝐺𝑥 nào đó thì đồ thị 𝐺∗ nhận được cũng hoàn hảo. Hơn nữa, do mọi đồ thị 

con cảm sinh của 𝐺∗ đều có cùng một dạng (cùng thu được từ một đồ thị hoàn hảo bằng cách thay thế một 

trong các đỉnh của nó bởi một đồ thị hoàn hảo) nên, từ Kết quả 5.5.4), chúng ta chỉ cần chứng minh rằng 

bản thân 𝐺∗ có chứa một tập các đỉnh độc lập có giao với mọi clique của 𝐺∗ với 𝜔(𝐺∗) đỉnh.  

      Sau khi đã xác định được nhiệm vụ của mình, chúng ta sẽ bắt tay vào công việc. Từ Kết quả 5.5.4), đồ 

thị 𝐺𝑥 sẽ có chứa một tập độc lập 𝐼 sao cho 𝜔(𝐺𝑥 − 𝐼) < 𝜔(𝐺𝑥). Tô màu 𝐺 với 𝜔(𝐺) màu và kí hiệu 𝑊𝑥  là 

lớp màu chứa 𝑥. Khi đó, 𝐽 = 𝐼 ∪ (𝑊𝑥 − 𝑥) là một tập độc lập trong 𝐺∗. Chúng ta nhận thấy rằng tập 𝐽 này 

cũng là một tập độc lập trong 𝐺. Kí hiệu 𝐾 là một clique nào đó của 𝐺∗ với 𝜔(𝐺∗) đỉnh, chúng ta sẽ chứng 

minh rằng 𝐽 có giao với 𝐾. 

      Lưu ý rằng 𝐾 là một clique trong 𝐺 − 𝑥 hoặc 𝐾 là hợp của một clique của 𝐺𝑥 với bậc 𝜔(𝐺𝑥) và một 

clique của 𝐺[𝑁(𝑥)]. Kế tiếp, nếu 𝐾 là một clique trong 𝐺 − 𝑥 thì do nó có chứa 𝜔(𝐺∗) ≥ 𝜔(𝐺) đỉnh nên 

nó sẽ có giao với mọi lớp màu của 𝐺 trong phép 𝜔(𝐺) − tô màu này của chúng ta, bao gồm cả 𝑊𝑥, nên 

𝐾⋂𝐽 = 𝐾⋂𝑊𝑥 = ∅. Mặt khác, nếu 𝐾 có giao với 𝐺𝑥 thì 𝐾 cũng sẽ có giao với 𝐼, bởi vì mỗi phần của 𝐾 

trong 𝐺𝑥 đều là một 𝜔(𝐺𝑥) − clique của 𝐺𝑥. Như vậy, 𝐽 sẽ có giao với 𝐾 như đã tuyên bố.                          □   

 



      Sau tất cả những sự chuẩn bị này, chúng ta đã sẵn sàng để chứng minh định lí đồ thị hoàn hảo của 

Lovász và Fulkerson. 

      Kết quả 5.5.6. (Định lí đồ thị hoàn hảo – Lovász – Fulkerson) 

      Phần bù của một đồ thị hoàn hảo bất kì cũng là hoàn hảo. 

      Chứng minh kết quả 5.5.6. 

      Để chứng minh tính đúng đắn của khẳng định trên, chúng ta sẽ sử dụng phương pháp quy nạp toán học 

theo bậc 𝑛 của đồ thị hoàn hảo của chúng ta. Với 𝑛 = 1, tính đúng đắn của khẳng định trên là hiển nhiên. 

Giả sử 𝑛 > 1 và khẳng định trên đã được là đúng cho các đồ thị hoàn hảo với bậc < 𝑛. Để chứng minh 

bước quy nạp của bài toán, từ Kết quả 5.5.4), tất cả những gì chúng ta cần phải làm đó là chứng minh rằng 

nếu 𝐺 là một đồ thị hoàn hảo với bậc 𝑛 thì �̅� sẽ có chứa một tập độc lập 𝐼 sao cho 𝜔(𝐺 − 𝐼) < 𝜔(𝐺). Bằng 

cách dịch điều này thành một khẳng định cho 𝐺, tất cả những gì chúng ta cần phải làm đó là chứng minh 𝐺 

có chứa một đồ thị đầy đủ 𝐾 sao cho 𝛼(𝐺 − 𝐾) < 𝛼(𝐺). 

      Giả sử khẳng định này là sai, nghĩa là, với mọi đồ thị con đầy đủ 𝐾 của 𝐺, chúng ta luôn tìm được một 

tập độc lập 𝐼𝑘 với 𝛼(𝐺) đỉnh và nó phân biệt với 𝐾. Để có thể sử dụng phương pháp đếm, chúng ta sẽ phát 

biểu lại điều này theo cách hơi khác đi một chút: nếu 𝐾1, 𝐾2, … , 𝐾𝑡 là các đồ thị con đầy đủ của 𝐺 thì, với 

mọi 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑡, chúng ta luôn tìm được một tập độc lập 𝐼𝑟 với 𝛼(𝐺) đỉnh và nó phân biệt với 𝐾𝑟.  

      Với mỗi đỉnh 𝑥 của 𝐺, kí hiệu 𝑖(𝑥) là số các tập độc lập 𝐼𝑟 có chứa 𝑥. Kí hiệu 𝐺∗ là đồ thị nhận được từ 

𝐺 bằng cách thay thế mỗi đỉnh 𝑥 bởi một đồ thị đầy đủ với bậc 𝑖(𝑥). Từ Định lí thay thế, Kết quả 5.5.5), 

chúng ta dễ dàng nhận thấy rằng 𝐺∗ là hoàn hảo. Nhưng liệu nó có thực sự là hoàn hảo?. 

      Đầu tiên, chúng ta sẽ đưa ra một chặn trên cho chỉ số clique 𝜔(𝐺∗). Mọi đồ thị con đầy đủ của 𝐺∗ đều 

thu được từ một đồ thị con đầy đủ nào đó của 𝐺 bằng cách thay thế tối đa không quá 𝑖(𝑥) đỉnh cho mỗi 

đỉnh 𝑥. Do đó, chúng ta sẽ tìm được một chỉ số 𝑟, 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑡, sao cho 

𝜔(𝐺∗) = ∑ 𝑖(𝑥)𝑥∈𝐾𝑟
. 

      Nhưng ∑ 𝑖(𝑥)𝑥∈𝐾𝑟
= ∑ ∑ 1𝑥∈𝐼𝑠𝑥∈𝐾𝑟

= ∑ |𝐾𝑟⋂𝐼𝑠|𝑡
𝑠=1 ≤ 𝑡 − 1, bởi vì |𝐾𝑟⋂𝐼𝑠| ≤ 1 với mọi chỉ số 𝑟 và 𝑠, 

và |𝐾𝑟⋂𝐼𝑟| = 0. Như vậy, 𝜔(𝐺∗) ≤ 𝑡 − 1. 

      Còn 𝜒(𝐺∗) thì sao? Từ cách xây dựng của 𝐺∗, |𝐺∗| = ∑ 𝑖(𝑥)𝑥∈𝐺 = ∑ |𝐼𝑟|𝑡
𝑟=1 = 𝑡𝛼(𝐺) và do 𝐺∗ thu được 

từ 𝐺 bằng cách thay thế các đồ thị đầy đủ cho các đỉnh nên 𝛼(𝐺∗) = 𝛼(𝐺). Do đó, 𝜒(𝐺∗) ≥
|𝐺∗|

𝛼(𝐺∗)
= 𝑡. 

      Như vậy, 𝜔(𝐺∗) < 𝜒(𝐺∗), điều này mâu thuẫn với thực tế cho rằng 𝐺∗ là hoàn hảo.                              □ 

      Có một phép chứng minh tuyệt vời khác cho định lí đồ thị hoàn hảo hay nói chính xác hơn là của một 

phần mở rộng nhỏ của định lí đồ thị hoàn hảo được gợi ý bởi bất đẳng thức (3). 

      Thật vậy, nếu 𝐻 là một đồ thị con cảm sinh của một đồ thị hoàn hảo thì, từ (3),  

𝜔(𝐻) = 𝜒(𝐻) ≥
|𝐻|

𝛼(𝐻)
=

|𝐻|

𝜔(�̅�)
, 



      nghĩa là 

|𝐻| ≤ 𝜔(𝐻)𝜔(𝐻).                                                               (14) 

      Hajnal và Simonovits phòng đoán rằng điều kiện cần đơn giản cho một đồ thị hoàn hảo này cũng là một 

điều kiện đủ, nghĩa là một đồ thị là hoàn hảo nếu và chỉ nếu (14) đúng cho mọi đồ thị con cảm sinh 𝐻. Giả 

thuyết này đã được chứng minh bởi Lovász vào năm 1972 và một chứng minh đơn giản hơn cho nó được 

tìm ra bởi Gasparian vào năm 1996. Lưu ý rằng định lí đồ thị hoàn hảo chẳng qua chỉ là một hệ quả đơn 

giản của kết quả này. 

     Chúng ta sẽ xem xét một đặc trưng khác của các đồ thị hoàn hảo – đặc trưng này kết nối các đồ thị hoàn 

hảo với các bài toán quy hoạch tuyến tính. Đầu tiên, chúng ta sẽ giới thiệu một dạng biến thể khác của khái 

niệm chỉ số độc lập của một đồ thị. Bằng cách đồng nhất một tập hợp với hàm đặc trưng của nó, một tập 

các đỉnh độc lập của một đồ thị 𝐺 sẽ được đồng nhất một cách tự nhiên với một hàm 𝑓: 𝑉(𝐺) → {0,1} sao 

cho ∑ 𝑓(𝑣)𝑣∈𝐾 ≤ 1 với mọi clique 𝐾 ⊂ 𝐺. Chỉ số clique 𝛼(𝐺) chính là giá trị lớn nhất có thể có của biểu 

thức ∑ 𝑓(𝑣)𝑣∈𝐾  tính trên tất cả các hàm 𝑓 như vậy. 

      Nếu chúng ta cho phép 𝑓 nhận bất kì giá trị nào giữa 0 và 1 thì chúng ta sẽ thu được khái niệm về chỉ số 

độc lập phân số 𝜶∗(𝑮) của 𝑮: 

𝛼∗(𝐺) = 𝑚𝑎𝑥 ∑ 𝑓(𝑣)𝑣∈𝐺 , 

trong đó biểu thức được tính trên tất cả các hàm 𝑓: 𝑉(𝐺) → [0,1] sao cho ∑ 𝑓(𝑣)𝑣∈𝐾 ≤ 1 với mọi clique 

𝐾 ⊂ 𝐺. Một kết quả tuyệt vời khác của Lovász chỉ ra rằng một đồ thị là hoàn hảo nếu và chỉ nếu 𝛼∗(𝐻) =

𝛼(𝐻) với mọi đồ thị con cảm sinh 𝐻 của nó. 

     Như chúng ta đã nhìn thấy một số lớp đồ thị hoàn hảo, còn các đồ thị không hoàn hảo thì sao? Chúng ta 

cần lưu ý trước rằng mọi đồ thị không lưỡng phân triangle – free đều là không hoàn hảo. Nhưng liệu các 

tính chất đặc trưng của một đồ thị hoàn hảo có thể được biểu diễn lại dưới dạng các đồ thị con cảm sinh bị 

cấm hay không? Do một đồ thị con cảm sinh một đồ thị hoàn hảo cũng hoàn hảo nên chúng ta chỉ cần mô tả 

theo các đồ thị không hoàn hảo tới hạn, các đồ thị không hoàn hảo mà mọi đồ thị con cảm sinh thực sự 

của nó đều hoàn hảo, là đủ. Chẳng hạn, các chu trình lẻ với chiều dài ≥ 5 là các đồ thị như vậy và, từ định 

lý đồ thị hoàn hảo, phần bù của chúng cũng là các đồ thị như vậy. 

      Điều đáng ngạc nhiên hơn nữa đó là không có các ví dụ nào khác nhỏ hơn về các đồ thị không hoàn hảo 

tới hạn như vậy được biết đến. Thật vậy, vào năm 1960, Berge đã phỏng đoán rằng đây là các ví dụ duy 

nhất – giả thuyết đồ thị hoàn hảo: một đồ thị đồ thị 𝐺 là hoàn hảo nếu và chỉ nếu đồ thị 𝐺 và phần bù �̅� 

của nó có chứa một chu trình cảm sinh lẻ với chiều dài ≥ 5. Một cách tương đương, các chu trình lẻ với 

chiều dài ≥ 5 và các phần bù của chúng là những đồ thị không hoàn hảo tới hạn duy nhất. 

      Hiển nhiên, định lí đồ thị hoàn hảo là hệ quả trực tiếp của giả thuyết đồ thị hoàn hảo. Năm 2002, một 

phép chứng minh hoàn chỉnh của giả thuyết này đã được tìm ra bởi Chudnovsky – Robertson – Seymour – 

Thomas.    


