Chi @é 07. Po thi ngau nhién

Mic du ly thuyét vé cac d6 thi ngau nhién [a mot trong nhitng nhanh tré nhat caa ly thuyét db thi hién dai
nhung vé tam quan trong thi khdng c6 bat ki mot nhanh nao khac c6 thé sanh kip. N6 dugc bat dau vai mot
s6 bai béo 1é té cia Erdds vao nhitng naim 1940 va 1950, trong d6 Erdds da str dung cac phuong phap ngau
nhién dé chi ra sy ton tai ctia cac do thi véi cac tinh chat dudng nhu trai nguoc nhau. Trong sé céc két qua
nay, Erdos da dua ra mot chin dudi ¢6 dang ham mii cho s6 Ramsey R(s, s), nghia 13 ong 4y da chi ra su tén
tai ctia nhitng dd thi vai bac 16n sao cho ca do thi nay ciing nhu phan bil ciia n6 déu khdng cé chira bat ki
mot K, nao. Ong Ay ciing da chi ra rang, voi moi sb tu nhién k va g, chiing ta ludn cé thé tim duoc cac d6
thi k — chromatic véi chi sb girth > g. Nhu chung ta da thay trong Chi dé 05. Phép t6 mau dé thi va Chu
dé 06. Ly thuyét Ramsey, viéc thuc hién cac phép xay dung thoa man cac yéu cau caa nhitng khang dinh
nay khéng phai lac nao ciing co thé thyuc hién mot cach dé dang. Kham pha tuyét voi nhat cua Erdos 1a chi ra
rang chung ta cd thé sir dung cac phuong phap xac suat dé chirng minh su ton tai cua cac d6 thi mong mudn
ma khong can thuc su xay dung ching. Hién twong nay khong chi dung trong Iy thuyét d6 thi va toan to
hop: cac phuong phap xac suat da duoc sir dung rat thanh cong trong cac linh vy nhu hinh hoc cua cac
khong gian Banach, giai tich Fourier, ly thuyét s6, khoa hoc may tinh — dac biét 1a trong Iy thuyét vé cac
thuat toan va trong nhiéu linh vuc khac. Tuy nhién, khong c6 linh vuc ndo ma cac két qua cua phuong phap
X&c suat xuat hién mot cach tu nhién va noi bat hon cac két qua trong toan to hop.

Trén thuc té, cac do thi ngau nhién ciing rit dugc quan tdm, khdng chi nhu nhitng céng cu dé giai quyét
cac van dé khong lién quan gi dén Iy thuyét xac suat hozc Iy thuyét vé cac qué trinh ngau nhién.

Mot van dé duoc dit ra & day dé 1a: “Cac d6 thi ngau nhién trong cac ho khéac nhau s& trong nhu thé
na0?”. Thay vi quan tim dén céc gia tri cuc tri cua cac tham sb dic trung cua mot dd thi, ching ta thuong
chi quan tdm dén nhiing gi s& xay ra d6i véi cac gia tri trung binh. Ngoai ra, diéu 1am cho linh vuc nay tré
nén hap dan va quan trong d6 1a nhitng hién trong ma ching ta kham pha ra thuong rat bat ngo va tinh té.

Nhitng nghién cau c6 hé théng vé cac d6 thi ngau nhién vi loi ich cua ban than ching dwgc bit dau
nghién cttu boi Erdds va Rényi vao nhimg nim 1959: trong mét loat cac bai bao cua minh, ho da dit nén
madng vitng chic cho mot ly thuyét phong phi vé cac d6 thi ngau nhién va chimg minh duoc nhidu két qua
co ban vé chiing. N6i mot cach dai khai, Erdos va Rényi da phat hién ra rang trong nhitng khong gian ma ho
nghién ctu ludn c6 mot sé “loai” d6 thi ngau nhién dién hinh nao dé: véi mot xac suit du 16n, cac dd thi
ngau nhién s& c6 mot so tinh chat nao d6 duoc phac hoa mot cach rd nét. Mot kham pha tuyét vai khéc cuaa
Erdos va Rényi 1a di chi ra duoc rang tat ca cac tinh chat tiéu chuan cua cac do thi (tinh lién théng, co
duong kinh khong vuot qua 5, ¢d chita mot do thi day da bac 4, Hamiltonian, v.v...) hoa ra lai phéat sinh mot
cach kha dot ngot: trong khi mot d6 thi ngau nhién véi n dinh va mot sé canh nhat dinh nao dé c6 thé khé co
mét tinh chat cho trudc thi mét d6 thi ngau nhién véi n dinh va cd thém mot vai canh khac rat c6 kha ning
s& ¢0 tinh chat cho trude d6. Hién tuong nay duoc goi bang mot cum tir duge muon tir vat ly: hién tireng
chuyén pha. Hau hét nhiing vi dy an tuong vé hién tugng chuyén pha dugc phat hién boi Erdos va Rényi
déu co lién quan dén bac cua thanh phan lién thong 16n nhat cia mot d6 thi ngau nhién.

Noi dung caa chi dé nay sé phan anh ca hai khia canh cua ly thuyét nay: ching ta s& chitng minh mot s6
két qua co ban lién quan dén cac md hinh d6 thi ngau nhién dugc nghién ctru thuong xuyén nhat va ching ta
cling s& st dung cac phuong phap xac suat dé tra loi mot s6 cau hoi quan trong vé ly thuyét d6 thi ma khong
c6 lién quan gi dén tinh ngau nhién.



V&i mot sb van dé, ching ta thudng sir dung cac mo hinh ngau nhién dugc thiét ké riéng. Chang han,
chung ta da dat nhitng thanh céng dang chi y bang cach sir dung céc 1ap luan dua trén viéc td mau ngau
nhién cac d6 thi. Ly thuyét tham thau khong gi khac hon 13 cac nghién ctiu V& cac d thi con ngau nhién cua
cac mang khéac nhau. Ngoai ra, nhiéu thuat toan dya trén viéc st dung mot sé d thi nhat dinh, su ton tai cua
chiing s& dugc ching minh dé dang nhat bang cach sir dung céc ki thuat ngau nhién. Tam quan trong caa
cac d6 thi ngau nhién va cac phuong phap ngau nhién chinh 1a do cac tng dung thudc loai nay.

Dé thuan tién, ching ta s& phat biéu mot sé bat dang thuc don gian s& duoc sir dung trong cac tinh toan
cta chung ta. Pi voi viéc gan dung cac giai thira, ching ta thuong s& khong bao gio can nhiéu hon phién
ban sau ctaa cong thac Stirling:

V2ms(s/e)’ < s! < e'/125\2ns(s/e)s. (1)

Trén thuc té, trong hau hét cac truong hop, ching ta chi can s! > 2v/s(s/e)® = (s/e)®, nghia la

W =F=ar) <) @
Chung ta ciing s& st dung bat dang thirc 1 — x < e™*, nghia la
(1 —x)k < ek, 3)
voimoix <1vak = 0.
7.1. Cac mo hinh co ban

Nhiém vu dau tién caa ching ta & day do6 1a 1am rd khai niém vé mot “dd thi ngau nhién”. Mot cach khé
tam thuong, moi khdng gian x&c suat ma cac diém la cac d6 thi déu cung cap cho ching ta khéi niém vé mot
dd thi ngau nhién. Ching ta s& tap trung vao khao sat nhitng khong gian hoic nhitng md hinh xac suét phét
sinh mot cach ty nhién va da duoc chang minh 12 hitu ich nhat. Ba md hinh lién quan mét cach chit ch& va
noi bat nhat bao gom: G(n, M), G(n, p), G™. Trong mdi trudng hop, khdng gian xac suat déu gdm cac do thi
xac dinh trén mot tap ¢ dinh gom n dinh phan biét: nhu thuong 18, ching ta s& chon tap nay A V = [n] =
{1,2,...,n}. Luu y ring do thi day du K, xac dinh trén [n] s& c6 N = (}) canh va 2V do thi con.

V6i 0 < M < N, khong gian G(n, M) bao gom tat ca () do thi con ciia K,, véi M canh: chiing ta s& bién
G (n, M) thanh mot khdng gian xac suat bang cach coi cac phan tir cua nd la céc bién cb so cap. Khi do, bang
cach diing Gy = Gy, d¢ ki higu cho mot @6 thi ngau nhién trong khdng gian G(n, M), Xac suat dé G, 1a mot
do thi ¢b dinh H cho truéc xac dinh trén [n] véi M canh 1a 1/(}):

Pu(Gy =H) = (M)

Khong gian G(n, p), hoic khong gian G(n, P(canh) = p) duoc dinh nghia véi moi 0 < p < 1. Pé cb thé
thu dugc mot phan tir ngdu nhién caa khdng gian nay, ching ta chi can chon ra cac canh mot cach doc lap
véi xac suat p. NGi cach khac, tap nén caa G(n, p) chinh 1a tap tat ca 2V d thi xac dinh trén [n] va xac suat
ctia mot dd thi H xac dinh trén [n] véi m canh 1A p™(1 — p)¥~™: mdi mét trong m canh cua H déu duoc
chon va khong c6 N — m “canh khong” nao cua H dugc chon. Ching ta thuong Ki hiéu q thay cho 1 — p dé



chi x4c suat ma mot canh cua K, khong dugc chon. Khi d6, bing cach ding G, = G, dé ki hiéu cho mot
phan tir ngau nhién cia G(n, p), B, (G, = H) = plHligN-IHl,

Khong gian G™ khong phai 1a mot khdng gian cua cac dd thi ngau nhién ma 1a mot khéng gian gom cac
day db thi ngau nhién, mdi d6 thi ngau nhién nay déu 1a mot phan tir nao d6 cua G(n, M). Mdi phan tir cia
G™ déu 1a mot qud trinh dé thi, mot day cac do thi 16ng nhau G, © G, C --- € Gy, trong d6 G, c¢d chinh xac
t canh. Hién nhién Ia ching ta s& ¢6 N! qua trinh d6 thi G = (G,)Y_, xac dinh trén [n], bai vi moi qué trinh
d6 thi G déu c6 thé dugc xac dinh tim thuong bang cach ddng nhat né véi mot hoan vi (e;)_; cia N canh
cua do thi day du K,, xac dinh trén [n]: phép d6ng nhét nay duoc dua ra boi {e;} = E(G,) — E(G,_). Tro
lai véi G™, ching ta s& bién tap gom tat ca N! qua trinh d6 thi thanh mot khdng gian xéac suat bang cach xem
tat ca cac qua trinh ndy 1a cac bién cé so cap.

C6 mot cach kha don gian dé ching ta cd thé giai thich v& mot qua trinh d6 thi ngau nhién G =
(G)N_, € G™: n6 la mot sinh vat song bat dau cude doi caa nd dudi dang d6 thi rong G, = E,, va tién hoa
dan bang cach b sung thém ngay cang nhiéu canh, cu thé, tai thoi diém t né c6 thé duoc bd sung thém ngiu
nhién mot canh bat ki tir trong s6 N — t kha ning.

Trong tat ca cac vi du néu & trén, chung ta déu c6 xu hudng quan tdm dén nhing gi s& xay ra khi n — oo.
Can luu y rang ca M = M(n) va p = p(n) déu la cac ham cua n. Khong gian G(n,p) ciing rit duoc quan
tam nghién ctru d6i véi cac gia tri cb dinh cua p; dic biét, G(n, 1/2) c6 thé duge xem nhu 14 khong gian cta
cac dd thi ngau nhién bac n: n6 bao gom tat ca 2V d6 thi xac dinh trén [n] va xem tat ca cac d6 thi 1a cac
bién cb so cap. Nhu vay, G, 1/, c6 thé thu dugc bing cach chon ra ngau nhién mot d6 thi bat ki tir trong 2V
db thi xac dinh trén [n]. Tuy nhién, G(n, M) khéng qué tha vi dbi voi mot gid tri ¢b dinh cua M khi n — oo,
béi vi khi d6, v&i xac suét tién dan t6i 1, Gy, chi don thuan 1a mot tap gém M canh doc lap van — 2M dinh
co lap.

Céc khong gian G(n, M), G(n,p), G™ c6 quan hé mat thiét véi nhau. Chang han, anh xa G™ = G(n, M)
xac dinh béi G = (G,)M_, — Gy, 1a mot anh xa bdo toan do do, nghia 1a cac khong gian G™ dugc ghép cip
vé6i cac khong gian G(n, M), M = 0,1, ..., N. Ngoai ra, néu, trong G(n, p), chung ta dit thém diéu kién
|G,|| = M thi chiing ta s& thu dwoc khong gian G(n, M). Dé ¢ thé thu dugc G(n, p) tir G™, ching ta chi can
chon ra ngau nhién mét phan ti G = (G,)M_, va lay ra mot phan tir G, bat ki, trong dé t 1a mot bién ngau
nhién nhj thirc ung voi céc tham s6 N va p, nghia la P(t = M) = (;,)p™g"~™. Nhu chung ta s& thay sau
day, voi M~pN, cac khong gian G(n, M) va G(n, p) 1a gan nhu nhau.

Nhu vay, chung ta dd c6 dugc mot khdng gian cac do thi ngau nhién va moi dai luong bat bién cua db thi
déu sé& tro thanh mot bién ngau nhién tuong tng; ban chat cia mot dai lugng ngau nhién nhu vay sé chi phy
thudc cha yéu vao khong gian xac suat twong ung. Chang han, sé X,(G) cac do thi day du bac s trong mot
d6 thi G 1a mot bién ngau nhién trén khéng gian cac do thi ngau nhién twong tmg cho du d6 1a G(n, M),
G(n, p) hoac bat ki mot khéng gian nao khac.

Trong phan nay cta bai viét, ching ta s& gisi han ban than trong viéc chi sir dung céc ky vong cia mot
s6 bién ngiu nhién co ban: that dang ngac nhién 1a ngay ca khi chi sir dung mét sé tdi thiéu céac két qua cua
ly thuyét xac suat nhu vay van cho phép ching ta ching minh dugc mot sé dang ké cac két qua vé Iy thuyét
d6 thi. Chang han, ching ta sé tinh toan ky vong cua X,. Piéu nay sé& gilp ching ta thu duoc mot két qua vé



chan dudi cua Erdos vé cac s6 Ramsey. Nhu trude day, chung ta ciing s& sir dung céc chi sé M va p dé xéac
dinh khong gian ma chiing ta dang lam viéc. Khi d6, E,;(X) s& duoc dung dé ki hiéu ky vong cua bién ngau
nhién X trong khéng gian G(n, M).

Tuong tu VSi X,(G), ki hiéu X1(G) 1 sé cac tap doc 1ap bac s trong mot do thi G. Ching ta sé& trinh bay
cach tinh toan cac ky vong cua X, va X. trong G(n, M) va G(n,p). Ki hiéu S = [n]® 14 tap tat ca cac s —
tap con cua [n] va, véi moi a € S, ki hiéu Y, 1a ham dic trung cua db thi day du K, v6i a 1a tap dinh:

1 néu Gla] = K,
0 trong treong hop ngworc lai.

v =|

Khi d6, X;(G) = Y 4es Y, (G), v&i moi dd thi G xac dinh trén [n]. Tuong tu, bang cach st dung Y., dé ki
hiéu ham dic trung cta do thi rong E, voi a 1a tip dinh, ching ta ciing s& thu duoc X.(G) = ¥ pes Ya(6).

Nhu véy, bat ké ching ta dang str dung khong gian xac suat nao thi, tir tinh cong tinh cua ky vong,
E(Xs) = ZaESE(Ya) = ZaeSP(G [a] = Ka)’
va mot khang dinh twong tu ciing dung cho E(X?).

Chung ta sé stir dung cac cong thirc nay trong céac khong gian G(n, M) va G(n, p):

Bt dau voi G(n, M), Ey(Y,) = Py(Gulal = K) = (,_3) (1’;)_1, trong d6 S = (3), bai vi chiing ta c6
(%) o thi véi kich thusc M xac dinh trén [n] va chira tét ca S canh néi giita céc dinh cua a.Tuong ty,

En(Y)) = Pu(Gulal = E) = (“-5)(N) ™
Céc cdng thuc trén tham chi con don gian hon trong G(n, p):
E,(Y) = B,(G,la] = Ky) = p°,
E,(Y)) = B,(G,lal = E,) = ¢°.

Do |§| = (;) nén ching ta dé dang sau ddy két qua sau day:

Két qua 7.1.1.
Ki hiéu X = X,(G) 12 s6 cac do thi con day du bac s chua trong G va ki hiéu X! = X2(G) = X,(G).
Khi do,

Eux) = (GG

Eu(xd = ()0

E,(X9) = (D)p®,

E,(X) = (D),

trong 36 S = (;) vag=1-p.




Nhan thay rang néu thay vi xem xét cac dd thi con diy di chung ta di xem xét cac dd thi con dang cu
VGi mot do thi F cho trude nao d6 thi cac 1ap luan hau nhu khong co bat ki thay doi gi. Nhu vay, bang cach
str dung Xr = Xz(G,) dé ki hiéu s6 cac d6 thi con ctia G, dang cau véi F, E,(Xz) = NgplFll, trong d6 Ny la
sb cac d6 thi con cua K,, dang cau véi F.

Luu ¥ rdng ching ta ciing ¢6 thé thu dwoc dang thic E,(Xz) = Npp!Fll nhu trén bang cach liét k& ra day
cac do thi con Fy, F,, ..., Fy,, cta K, dang cau véi F va ding Y; dé ki hiéu cho ham dic trung cua F;, nghia la
Y,(G,) = 1néu F; = G, vaY(G,) = 0 néu F; ¢ G,. Khi do, Xy = Y,'", Y; va phép ldy tong ciia ching ta
mét lan nira lai dwoc phan phéi gidng hét cac bién ngiu nhién 0 — 1. Nhu vay, tir tinh cong tinh cua ky
vong,

E,(Xp) = Si5 E(Y) = $F, By(Y; = 1) = Ngp!Fl,
nhu da tuyén bd & trén.
S Ny 6 quan hé mat thiét véi nhdm céc ty dang cau cua F, nghia 1a nhom cac hoan vi cia cac dinh cua
F bao toan tinh lién hop giita cac dinh. That vay, néu F c6 k dinh va nhém céc tu dang cau cia nd ¢ bac a,
nghia 13 K, ¢6 k!/a d6 thi con dang cu véi F, thi Np = (") =l )"
(M) =nn—-1)..(n—k+1).

, trong do (n),, la giai thara lui béc k:

Nhu vay, trong truong hop nay,
E,(Xz) = <n>k plFl

Ngoai ra, néu F 1a mot k — chu trinh C,, thi

(n)
p(XCk) Zkkpk'

Céc cdng thirc twong tu ciing ding cho s6 céc do thi con cam sinh: chang han, bang cach sir dung Y., dé
ki hiéu cho s6 cac k — chu trinh cam sinh,

Ep(Ye,) = ﬂP"CI() = %quk(k—s)/z.

Chung ta s& quay tré lai véi noi dung chinh cia cha dé nay. Két qua 7.1.1) don gian Ia tat ca nhiing gi
Erdos can dé c6 thé thu duoc mot chin dudi c6 dang ham mii cho cac s6 Ramsey R(s, t).

Két qua 7.1.2. (Erdas)

a) Néu 3 < s < n sao cho (TSL) < 2G)-1thi R(s,s) = n + 1. Hon nita, R(s,s) > ﬁiszs/z.

b) Giasirchotru6c3 < s <t<nva0 <p < 1saocho (Z‘)p(g) + (Yt‘)p(g) <1, trongdéqg=1-—p.

Khi @6, R(s,t) = n+ 1.




Chitng minh két qua 7.1.2.

i) Xét khong gian G(n, 1/2). Véi céc ky higu néu & trén, Ey /o (X + X2) = 2(7)27G) < 1, nghta 1a
chang ta lubn c6 thé tim dugc mot G € G(n, 1/2) sao cho (X + X2)(G) = X,(G) + X.(G) = 0. biéu nay
chi ra rang ca G va phan bu G cia nd déu khdng c6 chira bat ki mot do thi day du bac s nao.

Nhu vay, R(s,s) = n + 1.

Bat dang thic R(s, s) > ﬁiszs/z la hé qua tac thi cua bat dang thic R(s,s) = n + 1 va (1).

s/2 ~ N
That vay, véin = l%] tur (1), chung ta dé dang suy ra rang

(M)2-@* < -+ < (V2) 522 (541 _ 2 4
s s! V2ns(s/e)s V2ms !

nghia la R(s,s) = n+ 1.

i) Khang dinh nay chi 12 mot dang bién thé nho cua khang dinh dau tién: tir gia thiét cua bai toan, ching
ta s& ¢6 E,(Xs + X{) < 1, nghia 1a X;(G) = X;(G) = 0 véi mot do thi G € G(n, p) nao d6. Dicu nay co
nghia 1 d6 thi G khong c6 chaa bat ki mot d6 thi ddy du bac s nao va phan bu G cua né khdng cé chira bat
ki mot do thi bac ¢t ndo. Do G c6 n dinh nén R(s, t) > n + 1. O

Lap luan trén ciing c6 thé duoc 4p dung cho khong gian G(n, M) thay Vi G(n, p): néu E,, (X;) +
Ey (XD < 1thi R(s,t) = n + 1. Trén thuc té, theo cach nay, chung ta thu dugc mot két qua tét hon doi
chat. Chang han, gia sat N 1a mot sé chin, ching ta d& dang nhan thay rang, véi M = N/2, Ey(X) <
E1/,(Xs). Tuy nhién, su cai thién nay 1a khong dang ké va cac tinh toan trong G (n, p) dep hon dang ké so
vai trong G(n, M).

Sau khi chung kién tinh don gian dang kinh ngac cia phép ching minh cua Két qua 7.1.2) , ching ta
hoan toan c6 thé tin rang, véi viéc thuc hién them maot s cdng viéc nita, ching ta c6 thé cai thién lai chan
dudi cs25/2, trong d6 ¢ 1a mot hang sb. Trén thuc té, c6 vé nhu khong phai 1a nhu vay: mic di hang sé ¢ =
1/(ev2) ¢6 thé dugc cai thién lai thanh hing sé ¢ = V2 /e bang cach sir dung mot 1ap luan tng dung don
gian caa bo dé dia phuong cua Lovasz sé khong duogc thao luan trong bai viét nay nhung tham chi ching ta
cling con chua biét duogc lidu sé mii 1 cta s ¢ thé dugc cai thién hay khong. Nhu vay, tir chan trén Erdos —
Szekeres (Két qua 6.1.1) va chan duéi Erdos (Két qua 7.1.2), ching ta nhan thay rang

25/2 < R(s,s) < 2%,

Va4, tai thoi diém nay, 1/2 va 2 1a cac hang so tot nhat trong bat dang thic trén. R4t c6 kha nang 13 trén thuc
té chling ta s& ¢6 R(s, s) = 2(c+°M)s vgi mot hang s6 ¢ nao d6 va ciing rat c6 thé 1a ¢ = 1, nhung mot bang
chung vé diéu nay duong nhu 14 rat xa trong tuong lai.

Lién quan dén cac s Ramsey R(s, t), chung ta dic biét quan tdm dén viéc xac dinh bac cua Ry (t) =
R(s,t) khi s duoc giit ¢6 dinh va t — co. Sau nhiéu thap ky cai tién, ngay nay ching ta biét rang

Cltz

it . R oy ) \ .
ogt <R(3,t) < 127, Voi ¢ VA ¢, la cac hang so6 duong nao do.



Chan trén da dugc chitng minh boi Shearer vao nam 1983 bang cach cai tién lai mot phuong phap ching
minh trude d6 cua Ajtai, Komlos, Szemerédi trong khi chan dudi da duoc chirng minh béi Kim vao nam
1995 bai mot 1ap luan xac suat ¢ phan khéo 1éo va phuc tap. Nhu 1a mot trong nhitng tng dung ni bat dau

2
‘ - |a mot chin dusi ctia R(3,1).

C1
log?

tién cua phuong phap xac suat, Erdos da chi ra hon 30 nim trude dé rang

Nhan thay rang chi can sir dung mét 1ap luan phuc tap hon mét chdt ching ta c6 thé dua ra mot chan
dudi cho bai toan Zarankiewicz. Chidng ta s&€ st dung mot dang twong tu cuia md hinh G(n, M) chi khéng
phai mot dang twong tu cua G(n, p) mot phan vi dé dam bao tinh da dang cua noi dung va ciing vi né 1am
cho phan thi hai caa 1ap luan tré nén don gian hon mét cht.

Két qua 7.1.3.
Giastrchotru6c2 <s<n;,2<t<n,,a=(G6-1)/(st—1),=({t—-1)/(st —1).

Khi @6, chiing ta ludn c6 thé tim dugc mot dd thi ludng phan G, (ny, n,) Véi kich thudc

1
- VY. 1-a,1-8B
l(l s!t!)n1 "2 J

ma khong c6 chira bat ki mot do thi K (s, t) ndo (vai s dinh nam trong 16p dau tién va t dinh nam trong 16p
thir hai).

Chirng minh két qua 7.1.3.
Ki hiéu:
n=ny; +n,,
Vi ={12,..,n},
Vo ={n, +1,n, +2,...,ny +n,},
E={ij:ieV,jeV,}
M= [n}_“n;_ﬁj.

Chuing ta s& xem xét khdng gian xac suat G (K, »,, M) gom ('Iﬁ') d6 thi véi tap dinh V = V,UV,, ¢6
chinh xac M canh nam trong E va khdng c6 bat ki mot canh nao nam ngoai E. (Luu y rang day khong phai
la khdng gian xac suat duoc gidi thiéu trong cac két qua trude do.)

Khi dé, ky vong cua s6 cac do thi con K, dugc chira trong mot do thi G € G(Kp, n,, M) 12

= (Tll) (le) |E| — st\ [|E]| -
st s/ Nt/ \M-st)\M] "’
trong d6 nhan tir dau tién 12 s6 cach chon lop dau tién cua K ., nhan ti thir hai 1 s cach chon 16p thir hai
cua K, ;, nhan ti thir ba 1a s6 cach chon M — st canh nim ngoai K .




Ké tiép, do

|E| — st\ [|E]| ‘1_1—[ M= <<M>
M — st M B L nn, — i nyn,

—nins(ng nzﬁ) “n; £,

M)St 1

1
Est<_n1n2( ltl

1 ¢! nn, | t'

Nhu véy, chling ta ludn c6 thé tim dugc mot d6 thi G, € g(Knl,nz, M) chira it hon n}_“n;_ﬁ/s! t! @6 thi
ludng phan day da K . Loai bo mot canh tir mdi d6 thi K, trong G,. D6 thi thu duoc G = G, (ny,n,) chira
it nhat

1
1-B 1-B -a,1-B
N N N B () R
va khong cd chira bat ki mot db thi K (s, t) nao. O
Bang cach sir dung phuong phap tuong tu, chung ta ciing c¢6 thé xay dung duoc mot dd thi véi bac n va
kich thuoc

l ( ) 2—(s+t—2)/(st=1)
2 s!t!

va khong c6 chira bat ki mot d6 thi K, nao.

Rat c6 kha ning 1a chin dudi néu trong Két qua 7.1.3) khéc kha xa so véi su that: chang han, véi s = t,
né chi ra rang z(n, n; t, t) > cn?~2/¢*+D trong khi ching ta ludn ky vong rang nd sé tré thanh mot chan trén
: : N g
trong Két qua 4.2.6), cu thé 1a cn®¢ s& 1a bac dung cua z(n, n; t, t). Tuy nhién, véi mot gia tri cd dinh du
16n cua s = t, Két qua 7.1.3) vé co ban 1a chan trén tét nhét tai thoi diém hién tai.
Nhu 1a mét vi du cudi cuing caa ching ta vé viéc tng dung cac d6 thi ngau nhién vao cac bai toan trong

tam cua ly thuyét do thi, ching ta s& trinh bay mét dinh Ii cua Erdos vé sy ton tai cua cac db thi vai chi s6
girth va sac sé 16n.

Két qua 7.1.4. (Erdos)

Véi cac sb tu nhién g > 3 va k > 2, ching ta ludn c6 thé tim duoc mot do thi vai bac k39, chi sé girth
> g Va sic s6 > k.

Chirng minh két qua 7.1.4.

Khoéng giam tinh tong quét caa van dé, chlng ta co thé gia dinh rang g > 4 va k > 4, béi vi trong
truong hop nay tinh ding dan caa khang dinh 1a hién nhién. Ki hiéun = k39, p = 2k?739 = 2k?/n. Chlng
ta s& xem xét khdng gian G(n, p). Bang cach ding Z, = Z,(G,) dé ki hiéu cho so cac I — chu trinh trong do

thi ngau nhién G, cua chiing ta, tir dang thic E, (X, ) = ( )" p¥, chling ta nhan thay rang




(n), ,  (mp)2'k?
pl < :
21 21 21

Ey(Z) =

Nhu vay, ky vong cua s6 cac chu tr‘lnh Véi chiéu dai<g-—-11a

z l 2l Zg 1k29 2
E,(Z) <Zz -

trong d6 bat dang thtc cudi cuing 1a kha tho.

Ki hiéu Q 1a tap cac do thi trong G(n, p) ma chita < f = 297 1k2972 chu trinh c6 chiéu dai < g. Do
S Ep(Z) = B,(Df = (1-B, (Ql)) £, trong d6 07 = G(n, p) \ Q,, nén ching ta nhan thdy ring

2

Ki hiéus = n/k = k39~ va Q, 1a tap cac d6 thi trong G(n, p) khdng cd chira bat ki mot tap gdm s dinh
nao ma cam sinh ra < f canh. Luu ¥ rang khang dinh trén s& duoc ching minh 1a dung néu chling ta cé thé
chi ra ring Q, N, # @. That vy, gia sir ton tai mot do thi G, € Q;NQ,. Trong G,, bang cach x6a di mot
canh bat ky khoi mdi chu trinh ¢6 chiéu dai < g, ching ta s& nhan duoc mét db thi G véi chi sb girth > g.
Do G, € Q, nén tbi da khong vuot qué I canh di bi chung ta x6a di. Bong thoi, do G, € ., nén moi tap gom
s dinh déu s& cam sinh ra téi thiéu Ia £ + 1 canh. Nhu vay, trong G, moi tap gdm s dinh déu s& cam sinh ra
t6i thiéu mot canh, nghia 1a moi tap dinh c6 lap déu chira tdi da khong vuot qua s — 1 dinh: a(G) < s — 1.

Tur bat dang thuc y(G) = max{w(G),|G|/a(G)} cia Chi dé 05. Phép té6 mau dd thi, ching ta c6
a(&)x(6) = n. biéu nay chirarang y(G) > k.

Ké tiép, khang dinh Q; NQ, # @ s& dugc ching minh néu chling ta c6 thé chi ra rang B, (Q; NQ,) > §

Trén thyc té, chiing ta s& hao phéng hon va ching ta s& chi ra rang B, ((,) 1a rat gan 1. Cu thé, chiing ta
sé& chi ra rang P,(Qy) > § nén B,(2,NQ,) = P,(Qy) + P,(Q) — 1 > g

Vi G, € G(n,p) val = 0, ki hiéu [;(G,) la sé cac s — tap dinh cam sinh ra chinh xac [ canh. Khi do,
I,(Gp) 14 36 c&c s — tap dinh cd lap nhung c6 chinh xac I canh. Bang cach ki hi¢u 1(G,) = %1_, 1,(G,),
ching ta sé co

Q, ={G, € G(n,p):1(G,) = 0}.
Nhu vay,

E(D=) BU=mmz ) BU=m=FUz1)

=1-B0=0)=1-PQy),
nén chdng ta chi can chang minh E,(I) < 1/3 ladu.

bay chi la mét bai toan ude tinh don gian.



That vay, v6i S = (3),
ny (S
Ep(I) = (S) (l) p'(1-p)*,

bai vi ching ta c6 () cach chon cac s — tap va () cach chon cho [ canh dugc cam sinh bsi s — tap nay;
bang cach chon [ canh nay va gia dinh rang khdng c6 canh nao khéc néi giita cac dinh trong s — tap nay,
ching ta s& nhan duoc nhan tir pt(1 — p)S~L Luu ¥ rang, tir (3), (1 — p)S~! téi da khong vuot qua e PGS0,

D& dang nhan thay rang E,(1,)/E, (I;+1) < 1/2 véi mei 0 < I < f. Nhic lai rang (}) < (%)b, s =
n/k =k3971, S =52/2—5/2<s%/2,p =2k?/n,ps = 2k, ps? =2n = 2k39, f = 29712972 pf =
29k~9, ching ta d& dang tim dwoc rang

f
E,(D) = Z E,(I) < 2E,(If)
=0

<(G) (7) e

eps?

2f

< (ek)n/kk(g+2)fe—n

f
< (ek)n/k< ) e—p52/2+ps/2+pf

— (ek)n/k (ekg+2)f e n+k+29k79

29-1

Trong budc cudi cing & trén, ching ta sé sir dung danh gia f > 8k® va nhan thay rang
(e/zg—l)fek+29/k‘g < ekt1-f < 1.
Nhu vay,
1+ logk (g+2)29tlogk
k - kg+2

logE,(I) < —n {1 — } < —n/4,

E,(D <e™*<1/3.

Két qua 7.1.4) dat ra cho chling ta mot cau hoi hoc buia ma tinh dén thoi diém hién tai vin chua co ciu
tra loi: “Do 16n cua gia tri n, (g, k), bac nho nhét c6 thé ¢ ciia mot d6 thi véi chi so girth > g va sic s6 >
k, vao khoang bao nhiéu?”. Do mot d6 thi vai sac s > k déu c6 chira mot do thi con voi bac nho nhat >
k — 1 nén chung ta dé dang suy ra rang n, (g, k) = ny(g, k — 1), trong d6 ny(g, §) 1a ham néu trong Két
qua 4.1.1). Nhu vay, n, (g, k) nam trong khoang giita k9/2 va k39. Véi viéc thuc hién thém mot s6 cong
viéc nira, chiing ta hoan toan c6 thé 1am giam chin trén di mot chit nita, nhung ¢ vé nhu viée xac dinh

logn4(g,k)

pr—— néu giGi han nay ton tai, 1a mot viéc rat khé co thé thuc hién duoc.

limg ko



7.2. Céc tinh chat co ban ciia hau hét tat ca cac do thi - Ky thuat sir dung ky vong

Trong muc 7.1. Cac md hinh co ban, ching ta di nhan thiy dugc nhiing lgi ich caa viéc biét dugc hau
hét cac do thi trong mot mo hinh xac suat déu c6 mot tinh chat nhat dinh nao d6. Ké tiép, ching ta sé tién
thém maot budce nira; cu thé, ching ta sé thao luan vé cac tinh chat duoc chia sé bai hau hét cac do thi. Gia st
cho trudc mot tinh chat Q, chling ta s& néi rang hdu hét cdce do thi trong mét khong gian xac sudt £2,, gom
cac do thi bac n co tinh chdt Q néu P(G € Q,: G cé tinh chit Q) — 1 khi n — oo. Trong phan nay cua bai
viét, chling ta s& ludn chon Q,, = G(n,p), trong d6 0 < p < 1 ¢6 thé phu thudc vao n.

Pau tién, ching ta s& gia dinh rang 0 < p < 1 1a ¢6 dinh, nghia 13 p doc lap vai n.

Nhan thay rang ching ta c6 nhiéu tinh chat don gian dung véi hau hét moi d6 thi trong G(n, p). Chang
han, néu H 1a mét d6 thi c6 dinh cho trudc bat ky thi hau hét moi d6 thi G, € G(n,p) déu c6 chira H nhu
mét d6 thi con cam sinh. That vay, néu |H| = h thi xac suat dé mot db thi con cua G dugc cam sinh bai mot
tap dinh gdbm h dinh cho trudc dang cau voi H 1a mot sb thuc duong, tam gia sit 1a r > 0. Do V(G) c6 chua
|n/h| tap con phan biét caa mdi h dinh nay nén xac suat dé khong cd bat ky mot dd thi con cam sinh nao
cua G dang cau voi H téi da khong vuot qua (1 — )™M gia tri nay c6 xu hudng tién toi 0 khi n — oo, Két
qua sau day la mot phién ban manh hon ctia nhan dinh nay:

Két qua 7.2.1.
Gia str cho trudc cac sb tu nhién ¢ dinh 1 < h < k va mot s6 thuc duong ¢d dinh 0 < p < 1.

Khi d6, trong G(n, p), véi moi ddy k dinh x;, x,, ..., x;, hau hét cac d thi G, déu c6 chira mot dinh x sao
choxx; EE(G,)néul <i<hvaxx; ¢ E(G,)néuh <i<k.

Chieng minh két qua 7.2.1.
Ki hiéu xq, X, ..., x; 12 mot ddy gdm k dinh nao dé.

Khi d6, x4c sudt dé ton tai mot dinh x € W = V(G) — {xy, x,, ..., X} 5& thoa man cac tinh chat can thiét
la p"q*~". Do, véi moi x,y € W,x # y, cac canh xx; duoc chon doc 1ap voi cac canh yx; nén xac suat
khéng thé tim thay bat ki mot dinh x ndo phu hop cho day cac dinh cu thé nay 1a (1 — p"g*~")""*. Hon
nira, do c6 (n), = n(n — 1) ...(n — k + 1) cach chon cho diy cac dinh x, x,, ..., X, Nén Xac suat dé ching
ta 6 thé tim dugc mot day cac dinh xy, x5, ..., X, a0 cho khong thé tim duoc bat ki mot dinh x nao phi hop
cho day cac dinh nay t6i da khong vuot qua

e = nk(1 — phqk-hyn-k,
Nhu vay, € = 0 khin — oo, O

T mot két qua cua Gaifman vé cac ménh dé logic bac nhat, Két qua 7.2.1) ngu Y rang: véi mei Xac sudt
0 < p < 1 ¢é dinh cho truwéc, mei ménh dé logic bac nhdt vé cdc do thi sé la ditng véi hau hét cdc do thi
G € G(n, p) hogc la sai véi hau hét cdc do thi G € G(n, p). Mic du két qua nay thoat nhin c6 vé khé phic
tap nhung trén thuc té 1a n6 yéu hon so véi Két qua 7.2.1). That vay, véi moi ménh dé logic bac nhat, Két
qua 7.2.1) cho phép chung ta dua ra két luan ma khong can phai tén bat ki mot nd luc nao xem xét liéu ménh
dé d6 co dung véi hau hét cac d6 thi hodc nd co sai vai hau hét cac do thi hay khong. Hon nita, céc khang




dinh sau day lién quan d&én mé hinh G(n, p), véi moi xac suat p € (0,1) cho trudc, sau diy déu 1a hé qua
tryc tiép cua Két qua 7.2.1):

1. Vi moi s6 nguyén k cb dinh cho truéc, hau hét cac do thi G, , déu cé bac nho nhéat > k.
2. Hau hét moi do thi G,, ,, déu c6 dudng kinh bang 2.

3. V&i moi dd thi H ¢6 dinh cho trudc, hau hét cac d6 thi G, ,, bat ctr khi ndo Fy < G,,,, dang cau véi
mot d6 thi con F cua H, déu ¢d chira mot do thi con H, dang cau véi H sao cho Fy € Hy C G-

Mot diéu kha tu nhién, hau hét cac ménh dé& ma chiing ta quan tdm sé& khong phai 1a céc ménh dé bac
nhat: “Véi moi s6 thye dwong & > 0, hAu hét mei @b thi G,,,, ddu chira > - (p — £)n? canh va <

%(p + £)n? canh”. “Hau hét khong c6 bat ki mgt dd thi G, , nao c6 thé dugc to béi nz mau”. “Hau hét
mei dd thi G, déu c6 chira mgt dd thi diy di véi bac logn/log(1/p)”. “Véi moi sé thuc duong & >
0, hau hét moi do thi Gy, déu la = (p — £)n — lién thong”. Nhiing khing dinh nay déu ding véi moi p ¢4
dinh va déu c6 thé duoc chitng minh mot cach d& dang. Tuy nhién, khong c6 bat ki mot khang dinh nao
trong s6 ching 1a mot ménh dé bac nhét, bai vi ching déu c6 lién quan dén cac tap con 16n cua céac dinh.

Ké tiép, chling ta s& xem xét md hinh Q = G(n, p) vai gia dinh 0 < p < 1 phu thudc vao n, nhung
pn? — oo, (1 — p)n? - oo khin — oo. Trong trudng hop ndy, vai moi s6 nguyén m cb dinh cho trudc, hau
hét moi do thi G, déu c6 ||G,|| = m va ||G,|| = m. Nhu truéc day, chiing ta s& ki higu N = (7)) va, voi moi
M = 0,1, ..., N, chiing ta s& dung Q,, dé ki hiéu cho tap cac do thi trong G(n, M). Hién nhién, Q = UY_, Qy
va cé4c phan tir ciia Q,, déu c6 ciing mot xac suat trong ca G(n, M) va G(n, p).

Chlng ta s& chi ra rang cac mé hinh Q = G(n, p) va G(n, M) 1a rat gan nhau, véi diéu kién 1a M xap xi
v6i pN — ky vong caa sb cac canh ciia mot d6 thi trong Q.

Hién nhién,
N

B @) = B(lGyl| = M) = () pa" ™.
Nhu vay,
B,(Qy) M+1gq

P,(Qu41) N-Mp

biéu nay cho thay rang P, () /P, (Qy+1) 18 Mot ham ting theo M va P, (Q,,) s& dat cuc dai véi mot s
M nio d6 thoa man pN —p < M < pN + q. Hon nita, néu 0 < & < 1 va n da Ion thi do pn? — oo khi n -
oo nén,
Py, ()
Py (Qp41)
v6i diéu kien 1a M < (1 — €)pN; dong thai, do (1 — p)n? = oo khi n = oo nén,
Py (Qp41)
Py, ()

<1l-¢g,

<(1+e)Y

voi diéu kien1a M > (1 + €)pN.



Ki hieu N, = |(1 + €)pN| va N_, = [(1 — €)pN], chung ta ciing nhan thay tir c4c bat dang thirc nay
rang hau hét moi db thi G, déu théa man N_, < ||G,|| < N.; nghia 13,
Ng
B, U Quy | = 1khin - co.
M=N_;
Pp(Qm) _ M+1
Pp(Qm+1) N-M

0 (trén thyuc té, bat ky giatri0 <n < %néo cling duoc) sao cho

Mot hé qua khac caa hé thic % la ching ta lubn c6 thé tim duoc mot sb thue dwong n >

[pN]

Pp UQM >,

M=0
néu n du lén.

K¢ tiép, cac khang dinh trén ngu y ring néu ton tai Q*  Q sao cho B, (Q*) - 1 khi n — oo thi, véi moi
£ > 0, chling ta ludn c6 thé tim duoc cac chi s M, va M, sao cho (1 — &)pN < M; <pN <M, <
(1 + &)pN va
|QMinQ*

|'Q‘Mi|

— 1khin - o (i = 1,2).

Chng ta s& goi mot tap Q* < Q 12 16i néu G € Q* bat cu khindo G; € G c G, va Gy, G, € Q*; mdt tinh
chdt 1i cua cac d6 thi cling duoc dinh nghia twong ty. D& dang nhan thay rang, véi moi tap 15i Q*, hé thic
trén ngu y rang

bat ctr khi ndo M; < M < M, va, dic biét, néu M = |pN]|.

Chung ta ciing s& trinh bay lai khang dinh trén nhu mét dinh 1i vé& méi lién hé gitra céc md hinh G(n, p)
vaG(n,M):

Két qua 7.2.2.

Ki hiéu 0 < p = p(n) < 1 5a0 cho pn? = o va (1 — p)n? - oo khin = oo va Q 1a mot tinh chat cua
cac do thi.

(i) Gia str cho trudc mot sb thue duong ¢d dinh & > 0 vanéu (1 — €)pN < M < (1 + €)pN thi hau hét
moi d6 thi trong G(n, M) déu ¢ tinh chat Q.

Khi d6, hau hét moi d6 thi trong G(n, p) cling déu c6 tinh chat Q.

(i) Néu Q 12 mot tinh chat 16i va hau hét moi do thi trong G(n, P(canh) = p) déu c6 tinh chat Q thi hau
hét moi d6 thi trong G(n, |pN|) cling déu cé tinh chat Q.




Tat ca nhiing khang dinh nay kha 1a don gian va ching hoan toan c6 thé dugc ching minh & dang sac nét
hon nhiéu nhung, ngay khi & trong phién ban yéu nay, ching ciing cho thay rang, trén thuc té, G(n, p) va
G(n, M) hoan toan c6 thé thay thé cho nhau trong nhiéu tinh hudng khac nhau, miénlap = M/N, M — oo,
N—-—M - oo,

7.3. C4c bién gan nhrr dwge xac dinh — Ky thuat sir dung phuong sai

Nhan thay rang néu X = X(G) 1a mot bién khong am xac dinh trén Q = G(n, M) hoic Q = G(n,p) vaky
vong cua X la u, nghiala E(X) = u, thi, v&i moi ¢ > 1,

1 c—1
P(XZcu)SzvéP(XSC,u)ZT,

boiviu=EX) = P(X = cu)cp.

Nhu vay, néu ky vong ciia X 1a rat nho thi X 12 nho d6i véi hau hét cac @6 thi. Trén thuc té, cac danh gia
don gian nay, cac bat dang thirc Markov, da duoc st dung lap di 1ap lai nhiéu lan trong muc 7.1. Cac md
hinh co ban. Tuy nhién, néu chiing ta muén chi ra rang X 16n hoic khac khong ddi véi hau hét cac do thi
trong Q thi gia tri ky vong caa n6 rat hiém khi gidp ich cho ching ta, nén ching ta s& phai thar mot huéng
tiép can it tam thuong hon mot chit.

Trong cac trudng hop ndy, ching ta s& nhd dén s gitip d& cua khéi niém phuong sai: Nhic lai rang néu
u = E(X) lagiatri ky vong cua X thi gia tri Var(X) = ¢2(X) = E((X — u)?) = E(X?) — u? duoc goi la
phuwong sai ciia X va o = o(X) = 0 dugc goi 1a dg léch chudn cia X. Bat dang thirc Chebyshev, mot phién

ban tng dung cua bat ding thizc Markov cho (X — p)?, phat biéu rang: néu a > 0 thi
2
o
P(JX —u|l=a) < =

bac biét,
0.2
PX=0)<P(X—ul=p SM—Z-
Trong nhiéu vi du khac nhau, chung ta thudng quan tdm dén sé X = X(G) cac do thi con cua G duoc
chta trong mot ho F = {F;, F,, ...} ndo d6. Khi d6, F s& phu thuoc vao n va V(F;) c V(G) = [n]. Ching
han, F c6 thé la tap gom () do thi con dy du béc s, tap cac chu trinh Hamilton hogc tap céc cap ghép day
da. Nhu trong muc 7.1. Cac md hinh co ban, ching ta c6 thé biéu dién lai X duéi dang X = Y;Y;, trong do
Y; = Yp, = Y, (G) 1a ham ddc trung cta F;: n6 s& bang 1 néu F; < G hodc 0 trong truong hop nguoc lai.

Khi do,
2
E(X*)=E (Z Yl> = Z Z E(VY) = Z P(G c6 chira F;,UF)),
i i J (Fi,Fj)
trong d6 tong duoc tinh trén tat ca cac cap (F;, F;) v6i F, F; € F.

Chung ta s& sir dung nhitng y tudng nay dé xac dinh xac suat p(n) dé G,, c6 chira mot do thi con F.
Theo Erdds va Rényi, ching ta s& goi mot do thi 1a can bang néu khdng cé bat ky mot do thi con nao caa né
c6 bac trung binh that sy 16n hon bac trung binh caa chinh ban than né. Nhu vay, néu F = G (k, 1), nghia 13,



F ¢6 k dinh va [ canh, thi n6 s& can bang néu moi d6 thi con vai k' dinh s& chi ¢ thé chua téi da khong qua
k'l/k canh. Luu y rang cac dd thi day du, cac chu trinh va céc cau tric cay déu la cac d6 thi can bang.

L 9 »—-:: L L »~—y
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Hinh v& minh hoa: Hai d6 thi dau tién 13 cac db thi can bang con hai d6 thi con lai thi khdng.

Két qua sau ddy cua Erdds va Rényi chi rarang, khi p(n) tang, cac do thi con can bang cua G, ,, xuat
hién mot cach kha dot ngot:

Két qua 7.3.1. (Erdos — Rényi)
Gia sir cho trudc céc s nguyén k > 2,k — 1 < 1 < (%) va mot d6 thi can bang F = G (k, 1) (v6i k dinh
va [ canh).

Khi d6, néu p(n)n*/ - 0 thi hiu nhu khong c6 bét ki d6 thi G,,,, ¢6 chira F va néu p(n)n*/! > oo thi
hau hét moi db thi G,,, déu co chia F.

Chieng minh két qua 7.3.1.

Kihieup = yn %0 <y < n*/!, vaki hiu X = X(G) 1a s6 cac ban sao cua F chua trong G, . Ki hiéu
ke 12 s6 cac d6 thi xac dinh trén mot tip gom k dinh ¢ dinh cho trudce dang cau véi F. Hién nhién, kp < k!.

Khi do,
n
i =Ep00 = (1) kep' (1 = &) < ¥ rin) =,
nén E,(X) - o khiy — 0, diéu nay chirng minh tinh dting dén cia khang dinh thir nhat.

K& tiép, chling ta s& udc tinh gié tri phuong sai ciia X khi y 16n. Luu ¥ rang ching ta ludn c6 thé tim
dugc mot hang s6 ¢; > 0 sao cho

u = Clyli
véi mol y.
Tu hé thue E(X?) = X(roF)) P(G c6 chira F;UF;), ching ta s& phai uoc tinh xac suat dé do thi G c6 chira
hai ban sao ¢6 dinh cua F, tam gia su 1a F' va F"".




Ki hiéu
A = Z B,(Gnp o F'UF"),
N

trong d6 tong duogc tinh trén tat ca cac cap (F', F'") véi s dinh chung.
Hién nhién,
Ay < Y2

Hon nita, moi tap dinh F' gém s dinh déu chta t < (1/k)s canh. Nhu vay, dau tién dém sé cach chon
cho F’ va sau d6 cho F" véi diéu kién F” ¢6 s > 1 dinh chung véi F’, ching ta ludn cé thé tim dugc cac

hang sb ¢, va c3 sao cho
é < Z (k) (Tl o k) k! pl—tq(g)_(;)—kﬂr
U s/\k—s

t<ls/k

< Z cznk‘s(yn‘k”)l_t

t<ls/k
< cn Syt + cytY,

trong d6, tai budc cudi cing, chung ta da tach sé hang tuong tng véi t = 0 ra khoi phan con lai cua biéu
thuec.
Do d6, bang cach st dung E(X?) = Y(r,r,) P(G 6 chira F;UF;), chiing ta c6 thé nhan thiy rang
E(X?)  ¥i oA
W p?

< 1+4+cyh
trong dé ¢, 1a mot hang sé nao do.

2
Nhu vay, P(X = 0) < % P(X=0)<c,y 1, nenP(X = 0) - 0 khiy - 0. O
M6t trong nhirng vi du ndi bat nhat vé mot bat bién d6 thi gan nhu duoc xac dinh trong mot d thi ngau
nhién 1a chi s6 clique — bac 16n nhat c6 thé ¢ cia mot do thi con day di. Chlng ta sé chi ra rang véi mot gia
tri p ¢ dinh cho trudc, 0 < p < 1, chi s6 clique caa hau hét moi do thi trong G(n, p) déu s& nhan mot trong
hai gié tri cd thé c6 nao d6. Trén thyc té, vao nam 1976, Bollobas va Erdds di chimg minh duoc rang, Voi
moi s6 tu nhién n, chi sé clique caa hau hét moi d6 thi that ra chi 1a mét ham cuaa p va n. Tuy nhién, ching
ta s& han ché chinh ching ta & viéc chi chitng minh mot két qua rat don gian cia Erdds va Rényi theo hudng
ndy. Nhu trong Két qua 7.1.1), bang cach ding X, = X,.(G,,) dé ki hiéu cho s6 cac do thi con K, cta G, ,,
n
= )
E(X;) (r)p 2.

Ki hiéu d = d(n, p) 1a s6 tu nhién 16n nhat sao cho

d
2

E(Xy) = (Z)p( ) > logn.



(do E(X,) = nVAE(X,) = p() < 1 nén ching ta ludn c6 thé tim dugc mot chi sé nguyénd, 1 < d <n —
1 nhu vay.)

Bing céch sir dung céc cong thuc Stirling, ching ta dé dang kiém tra duogc ring
n n

<—-<p Y2 <,

logyn d

trongdo b = 1/p valog,n = logn/logb.
Hon nira,

d = 2logyn + 0(loglogn).

Két qua 7.3.2. (Erdés — Rényi)
Gia str cho trudc mot sb thue duong cd dinh 0 < p < 1.

Khi d6, chi s6 clique cua hau hét moi d6 thi G,, ,, s& 1a d hodc d + 1, trong d6 d = d(n).

Chirng minh két qua 7.3.2.
Nhan thay rang khiang dinh trén tuong dwong véi viéc:
P(Xq42 >0) - 0,
P(X,>0) - 1.
Tur cach dinh nghia cua d, E,(X441) < logn, chiing ta suy ra ring

n—d-1

d+ 2 pPE(Xy41) < p%2log2 <n~V* > 0,

E(Xg42) =
diéu nay ngu y tinh dung din cua khang dinh dau tién.

Ké tiép, chiing ta s& chitng minh rang P(X,; > 0) — 1. Dau tién, chang ta nhan thiy rang uy; = E(X,) >
logn — o, nén, tr P(X = 0) < Z—z dé chimg minh tinh dtng dan cua khang dinh trén, chdng ta chi can chi
ra O'd/‘l,ld - 0, trong do O4 = Oy (Xd)ﬂ la du.

Chung ta sé str dung hé thuc E(X?) = Z(Fi,Fj) P(G c6 chra FL-UF]-) dé xac dinh moment bac hai cua
X, — tong riéng tinh trén tat ca cac cap do thi con cua K, voi ding [ dinh chung:

d d
ny /d\ m-—d a\_(1 n d d\m-—d l
= 3 (D= (S ()0
(*a) l_o(d) 1J\a—1)P ()7 L\)\a-1)P

Do

2 d

U3 = E(Xy)? = (Z) p22) = (n) p2(2)




véi oz = 0(X,), nén ching ta sé cé

% D z<?>< ) -@—oc.;)‘i

d? 1)

trong d6 cac sd hang e,, €3, ..., £ giam dan con cc sé hang €;,1, €42, ..., £ ting dan. Trén thyc té, ching ta
con ¢6 thé kiém tra dugc rang

& < &3 + Ea-1,
véimoi3<l<d-1.
Nhu vay,

2

o
‘u—z < 2(e; + g4) + 2d(e5 + £4_4).
d

Ké tiép, chiing ta nhan thay rang:
26, <d*n™?pl <n7t,

2de; < 2d'n 3p3 <n7?,

26, = 2d!n‘dp_(g) < 2/ug

2deg_q < d*nptley; < n”V2,

A r 2 2 4
Bang cach dat céc bat dang thirc nay vao danh gia % < 2(&; + &4) + 2d(e5 + £4_1), ching ta nhan thay
d

rang
i
— <2072+ 2/pg = o(1).
/Jd
Piéu nay hoan tat phép chiing minh ciia khang dinh thir hai. O

Sau tat ca nhiing vi du cy thé néu o trén, ching ta can ndi vai 1oi vé bac tranh rong Ién nay. Nhu trudc
day, mot tinh chét cua cac d6 thi dugc hiéu 1a mot 16p cac dd thi dong kin dudi mot phép dang ciu nao do.
Dic biét, mot tinh chat Q,, cua cac d thi bac n cd thé dugc xem nhu 1a mét tap con cua tap cac do thi véi
tap dinh [n]: tat ca nhitng gi chling ta yéu cau chi 1a tap nay 1a bét bién dudi cac hoéan vi cua [n]. Mot tinh
chat Q cua cac d thi duoc goi 1a don diéu tang néu Q 1a bat bién dudi phép b sung cac canh: néu G € Q,
G c HvaV(G) = V(H) thi H € Q. (Tuong tu, mot tinh chat duoc goi 1a don diéu giam néu no 1a bat bién
dudi phép x6a cac canh.) Nhu vay, tinh chat lién théng hoac Hamiltonian 1a mét tinh chat don diéu tang,



tinh chat k — lién théng (0 < k < 3) 1a mot tinh chat don diéu giam, nhung tinh chat c6 chira mot 6 — chu
trinh cam sinh khong tang cling khong giam.

Gi str cho trudc mot tinh chat Q, ching ta s& ding P, (Q) = P, (G, c6 tinh chdt Q) = B, (G, € Q) dé
ki hiéu xac suét dé do thi G,,,, € G(n, p) c6 tinh chat Q; ki hiéu Py, (Q) ciing dugc dinh nghia tuong tu trong
G(n, M). Nghe c6 vé gidng nhu mot sy 13p lai, nhung, trén thyc té, chlng ta s& can mot phép ching minh
thuc sy cho khang dinh sau: voi moi tinh chat don diéu ting Q, X4c suét P,(Q) la mot ham tdng ctia p va Xac
suat P, (Q) 1a mot ham ting cta M.

Két qua 7.3.1) va Két qua 7.3.2) minh hoa cho mét nguyén li tong quat dugc khdm phé boi Erdés va
Rényi: nhiéu tinh chit don diéu ting cua cac dd thi phat sinh mot cach kha dot ngot. Bé tao sy thuan tien khi
phat biéu khang dinh ndy mét cach chinh xac, ching ta s& can gigi thiéu vé cac ham ngudng. Mot ham p;(n)
duoc goi 1a mot ham ngudng duwéi ciia tinh chat Q néu hau nhu khong c6 bat ki mot do thi G,, ) Nao co
tinh chat Q va p, (n) duoc goi 1a mot ham ngudng trén cua tinh chat Q néu hau hét moi d6 thi G, ) déu
c6 tinh chat Q. Cac ham ngudng ciing dugc dinh nghia twong tu cho khdng gian G(n, M).

Theo cach dinh nghia cua thuat ngit ham ngudng, Két qua 7.3.1) chi ra rang: “Néu w(n) — c va F 1a
mot dd thi can bang véi bac trung binh 21/k thi n™*/!/w 1a mdt ham nguéng duéi va wn %/t 1a mat
ham ngwdng trén caa tinh chat c6 chira F nhw mét d thi con.” Mic du ching ta s& khdng chang minh
nhitng khang dinh ndy & day nhung diéu nguoc lai caa nhiing khing dinh nay ciing dung: “p;(n) 1a mat
ham nguwéng dudéi cha tinh chat c6 chira F nhw mét do thi con néu va chi néu p;(m)n*! - 0 va p,,(n)
la mét ham ngudng trén néu va chi néu p, (M)n*/! - 0o.” Trén thyc té, trong nhiéu tredng hop cac ham
ngudng dudi va cic ham ngudng trén s& gan nhau hon rat nhiéu so vai trong vi du vira néu & trén. D& minh
hoa nhan dinh ndy, ching ta sé& trinh bay mot két qua c6 dién cua Erdds va Rényi:

Két qua 7.3.3. (Erdés — Rényi)
Gia sur cho truéc mot ham w(n) — oo, Ki hiéup; = (logn — a)(n))/n vap, = (logn + a)(n))/n.

Khi d6, hau hét moi do thi G, déu khong lién thong va hau hét moi dd thi G, déu lién thong. Nhu vay,
trong md hinh G(n, p), p; 1a Mot ham ngudng dudi va p,, 1a mot ham ngudng trén caa tinh lién thong.

Chitng minh két qua 7.3.3.

Khong lam giam tinh tong quét khi chang minh tinh dung dan cia khang dinh trén, ching ta co thé gia
dinh rang w(n) 1a khong qué Ién, tam gia sit w(n) < logloglogn, van du 16n dé dam bao w(n) = 10. Véi
moi k € N, ki hiéu X;, = X, (G) 1a s cac thanh phan lién thdng cua mot do thi G € G(n, p) véi chinh xéc k
dinh.

i) Ki hiup = p; = (logn — w(n))/n va u laky vong cua sb cac dinh ¢d 1ap cua do thi G,,.
Khi do,
p=E(X;) =n(l —p)* T~nelogntom = g0 _ oo,

Hon nita, ky vong cua s6 cac cap dinh co lap sé dugc xac dinh boi




E[X;(X; — D] =nn - DA -p)*73,

diéu ndy suy ra tir viéc ching ta c6 n(n — 1) cach dé chon mot cap sap tht tu cac dinh va hai dinh cho trudc
bat ky 1a doc 1ap véi nhau néu va chi néu khong c6 bat ki mot cip dinh nao trong sé 2n — 3 cip dinh lién
thudc véi it nhat mot trong hai dinh trén 1a mot canh cua G,,.

Nhu vay,
EXD =nn-DA-p)*" 3 +n1-p)",
nén phuong sai 62 = 02(X;) duoc xac dinh boi
E[(X, — w?] = E(X?) — p?
=n(n—-1DA-p)*" 7 +n(1 —-p)" "t —n®(1 - p)*"~?
<n(1-p"t+pnf(l-p)*"

< u+ (w(n) + logn)ne2logn+20m) (1 — p)=3

<p+ 2logn62w(n)
n

<u+1,
trong d6, tai bat dang thirc 4p ch6t, chung ta da vién dan mot thuc té 1a p nho nén (1 — p)3 > 1/2.
Nhu véy, chiing ta dé dang nhan thiy rang

A A 1 p+1 _
P(Gpllenthong)SP(X1=O)SEE[(X1—;1)2]S el L4 pu=2,

Diéu nay cho thay rang hau hét moi d6 thi G, déu khong lién thong.
i) Ki higup = p, = (logn + w(n))/n.
Khi do,
In/2]
P(G, khonglién thong) = P| > X, > 1
k=1

[n/2]

<E Zxk

k=1

< Z (Z) (1 — p)kn=h),

k=1



diéu nay suy ra tir viéc chiing ta ¢6 () cach d¢ lya chon tap dinh cho mét thanh phan lién théng vai k dinh
va chiing ta phai dam bao rang khdng c6 bat ki mot canh nao ndi tap nay véi phan con lai cua db thi (ngoai
viéc, chling ta s& phai c6 mot s6 canh dé dam bao thanh phan dang xét 1a lién thong nhung chidng ta lai
khéng can st dung diéu kién nay ¢ day).

Chung ta s& chia tong trén thanh hai phan nhu sau:

Pau tién, ching ta s& xét truong hop khi k nho:

> (Qu-pens 3 (@ o

1<ksn3/4 1<k<n3/*
< e(1—w(n))kk—k82k2(logn)/n
1<ksn3/4
< 3e~@M),
néu n da lon.

Vi k 16n, ching ta sé 1ap luan hoi khac hon mét chit:

z (Z) (1 —p)k=h < Z (%)k g ~knp/2

n3/4<k<n/2 n3/4<k<n/2

IA

(en1/4)kn—k/2

n3/4<k<n/2

IA

(e/n/4)

n3/4<k<n/2

<n s,
Bang cach két hop cac danh gia néu & trén, ching ta nhan thay ring
P(G, khong lién thong) < 4e~¢™,
néu n du lon.
biéu nay cho thay rang hau hét moi do thi G, déu lién thong. O

Mot van dé dugc dit ra ¢ day do la: “Liéu chdng ta c6 thé néi duoc diéu gi vé sac sd cua mot d6 thi ngau
nhién G, ,, voi mot gid tri xac suat p ¢ dinh cho tru6c?”. Ngay lap tirc, K&t qua 7.3.2) chi ra cho ching ta
mét chan dudi cua y(G), boi vi x(G) = max{w(G),|G|/a(G)} véi moi db thi G. Hon nira, do phan bl cua
mot do thi ngau nhién G, ,, 1a mot do thi ngau nhién G, 4, véi g = 1 — p, nén phan phoi cua chi sé doc 1ap
a(Gn’p) cling chinh 14 phan phdi cua chi s6 clique a)(Gn,p).

Nhu vay, tir Két qua 7.3.2), w(G,,) = (% + 0(1)) logn/log(1/q), ching ta nhan thay rang

(G )><1+ 1) logn
nr) 2500 iogti7ay
v6i hau hét moi d6 thi G, .



Chan dudi tam thudng ma chling ta vira tim ra & trén cach chin trén cia x(G,,,) bao xa? Mot cach tu
nhién d€ chiing ta c6 thé thu dugc mot chan trén cua x(G,, ) 1a phan tich két qua caa mot thuat toan 6 mau
nao d6 khi cho né chay trén G, ,. K& tiép, thut toan to6 mau don gian nhat ma chiing ta biét d6 1a thuat toan
t6 mau tham lam da duoc thao luan trong muc 5.1. Phép t6 mau dinh. Nam 1976, Bollobas va Erdos da chi
ra rang, voi Xac suat cao, thuat toan nay thuc su tao ra mot phép td mau chi sir dung sé6 mau vao khoang gap
ddi so v&i chan dudi néu & trén. Nam 1988, Bollobas da stir dung mot cach tiép can khéc, phi thuat toan, dé

ching minh rang, trén thyc té, G + 0(1)) loon

(/) gan nhu 13 t6t nhat co thé:

Két qua 7.3.3. (Bollobas)
Gia str cho trudc mot sb thue duong 0 < p < 1.
Khi do,

logn

1
1(Gup) = (5+0)) ooty

v6i hau hét moi do thi Gp,p, trong d6 g = 1 — p.

Diéu ma Két qua 7.3.3) chi ra d6 1a néu & > 0 thi

1
)((Gn,p) log(1/q)/logn —§| < s) = 1.

limy, By (

Céac ham ngudng tdi vu cung cap cho ching ta mot luong thong tin dang ké vé mot tinh chit, nhung dé
c6 duoc mot cai nhin sau sic hon vé sy xuét hién cia mot tinh chit ching ta s& can phai xem xét thém khai
niém thoi diém xay ra (hoic thoi diém xay ra dau tién).

Gia sir cho trudc mot tinh chit don diéu ting Q, thoi diém T tai d6 Q xuét hién trong mot qua trinh db thi
G = (G,)N_, duoc goi 1a thei diém xdy ra (hoic thei diém xdy ra ddu tién) cua Q:

T =14 = 7(G; Q) = min{t: G, c6 tinh chit Q}.
Céac ham ngudng trong md hinh G(n, M) c6 thé dé dang dugc mo ta lai theo thuat ngit thoi diém xay ra.
That vay, m; 1a mot ham ngudng dudi ciia mot tinh chat Q néu va chi néu t(G; Q) > m, véi hau hét moi
qua trinh do thi G; mot ham ngudng trén ciing duoc dic trung twong tu.

C6 mot so két qua kha ndi bat chi ra rang thoi diém xay ra cua hai tinh chat duong nhu cach xa nhau gan
nhu gidng véi cac két qua trong khdng gian cac do thi ngau nhién caa ching ta. Mot vi du hay vé nhan dinh
nay thugc vé tinh chat lién théng, da duoc gidi thiéu trong Két qua 7.3.3).

Pau 13 tré ngoai cin ban nhat caa tinh lién théng? Su ton tai cia mot dinh cd 1ap. N6i cach khac, néu Q,
|4 tinh chat lién thong (Q, = “lién théng”) va Q, la tinh chat c6 bac nho nhat > 1 (Q, = “6 = 17) thi
7(G; Q,) = ©(G; Q) voéi moi qué trinh d6 thi G. Mot diéu dang ngac nhién hon & day d¢ la dau dang thic
xay ra vai hau hét moi qua trinh db thi.




Két qua 7.3.4.

V6i hau hét moi qua trinh d thi G, chung ta ludn ¢6 (G; lién thong) = ©(G; 6 = 1).

Mic di phép chang minh caa két qua nay chi phirc tap hon mét chit so véi Két qua 7.3.3), nhung ching
ta s& khdng trinh bay n6 & ddy. Tuy nhién, ching ta s& van mé rong thém khang dinh nay. Diéu ma Két qua
7.3.3) chi ra rang néu ching ta bat dau voi mot dd thi rong xac dinh trén mot tap 16n cac dinh va, bang cach
b6 sung thém lién tuc vao nd cac canh mot cach ngau nhién cho dén khi dd thi khdng c6 chira bat ki mot
dinh cd 1ap nao thi, véi xac suat cao, d6 thi ma ching ta nhan duoc 1a lién thong: chinh cac canh d6 di loai
bo di dinh ¢d lap cudi cling va lam cho do thi nhan dugc lién théng. Thoat nhin, day thuc su la két qua bat
ngd nhat ma ching ta nhan duoc.

Luu ¥ rang ching ta ciing c6 thé dé dang suy ra Két qua 7.3.3) tir Két qua 7.3.4), bai vi Két qua 7.3.4)
ngu y rang tinh chat lién thong c6 ciing ham ngudng véi tinh chat c6 bac nho nhat > 1. Ching ta ciing dé
dang chimg minh duoc ring B,(8(G,,) = 1) - 0 néu va chi néu E,(X,,,,) — o, trong d6 X, ,, 1a s6 cac
dinh c0 lap cua G, ,. Hon nita, P,(8(G,p) = 1) - 1 néu va chi néu E,(X,,,) - 0. Céc khang dinh tuong tu
cling dang cho céc tinh chat k — lién théng va cd bac nho nhat > k.

7.4. Cac chu trinh Hamilton

Trong céc phép chang minh ma ching ta trinh bay cho dén nay, ching ta ludn ap dung mot ¥ tuéng tiép
can truc tiép van dé du it hay nhiéu. Ching ta hiu nhu khong can gi nhiéu hon tir Iy thuyét d thi ngoai cac
dinh nghia ctia cac khai niém lién quan va trong tdm cua cac phép chirng minh ndm & viéc van dung céc kién
thirc co ban cua ly thuyét xac suat. Muc nay cua bai viét s& dugc danh cho viéc trinh bay mét dinh 1i dep cua
Pésa lién quan dén cac chu trinh Hamilton, phép ching minh caa chiing ta co ban 1a dwa trén mot két qua
tao nha trong ly thuyét d thi. Tat nhién, viéc str dung ¥ tuong cua cac phuong phap xac suét trong Iy thuyét
db thi cua ching ta & day sé& c6 su két hop cua tit ca cac y tudng da duoc trinh bay trong bén muc trudc.
Nhu vay, chling ta s& phai chuan bi mot nén tang du tot dé cé thé st dung cac két qua khong tim thuong
trong ly db thi va s& ap dung ly thuyét xac suat dé thu lay mot s théng tin quan trong vé cac do thi trong
mét khdng gian xéc suat duoc thiét ké riéng cho van dé nay. Chung ta ciing s& chon mot dé thi thich hop ma
sau d6 ching ta s& thay d6i n6 di doi chut véi su trg gilp cua cac cong cu ly thuyét db thi manh mé.

Nhu chung ta di thay trong Chi dé 04. Céc bai toan cuc tri @ thi, cac nghién cau vé céac chu trinh
Hamilton 12 mét trong nhitng mang quan trong nhat caa Iy thuyét d6 thi trong nhiéu nim va, ngiy nay,
chung ta ciing da biét duoc rat nhiéu diéu kién du khac nhau dé mot dd thi c6 dang Hamiltonian. O day,

chung ta quan tim dén mot khia canh khéc cua bai toan vé cac chu trinh Hamiltonian: “Piéu gi xay ra trong
truong hop trung binh? Gia st cho truéc mot sé tu nhién n, vai nhitng gia tri ndo cua m thi mot do thi dién
hinh véi bac n va kich thuéc m sé c6 chira mot chu trinh Hamilton?”

Moi d6 thi Hamiltonian véi bac n déu chra > n canh va moi do thi phi Hamiltonian véi bac n déu chia
< ("7') + 1 canh. Diéu ndy mé ra cho chling ta mot “sy that khong chic chan” kha I6n: “Véi 1 <n <m <
("27) + 1, mot s6 d6 thi G (n, m) s& la Hamiltonian va mot s6 do thi khac s 1a do thi phi Hamiltonian.”




Bang cach thay thé han ché tir kich thudc thanh bac nho nhat, chung ta thu duoc mot sb két qua: “Moi dd
thi Hamiltonian déu c6 bac nho nhat > 2” va, tir dinh Ii Dirac, “Moi db thi phi Hamiltonian déu c6 bac nho
nhit < |(n — 1)/2]”.

Diéu hap din ¢ day 1a néu chung ta khong doi hoi sw chéc chdn ma chi can xac sudt cao thi van dé trén
s& tro nén rat nho.

Thay vi ¢6 dinh kich thuéc, ching ta s& ¢ dinh xac suat: nhu chung ta biét, ¢6 rat it sy khac biét giia
hai cach tiép can va ching ta ciing s& dé dang hon khi 1am viéc vé6i G(n, p) thay vi G(n, M). Nhu vay, van dé
chding ta mudn giai quyét cd the dugc phat biéu lai nhu sau: “Véi nhing gid tri nao cia p = p(n) thi G,,, o
thé 1a mot do thi Hamiltonian?” Tir cac két qua trong cac muc trude cua bai viét, ching ta biét dugc mot
chan dudi, mac du 1a mot chan dudi kha yéu: “Néu p = (logn — w(n))/n, trong d6 w(n) — oo, thi hau
hét mei d6 thi G,,,, déu khong lién thong, nén hiu nhu khong cé bat ki mét do thi G, , ndo la
Hamiltonian.” Nam 1976, P6sa da dat duwgc mot bude dot pha quan trong khi dng da chirng minh dugc
rang, véi cling mot bac ctia xac suat, hau hét moi dé thi G,,,, déu la Hamiltonian.

Co s& ctiia phép chitng minh cua két qua nay 1a Két qua 4.3.5). Ki hiéu S 1a mot x, — dudng di dai nhat
trong mot d6 thi H va ki hiéu L 1a tap cac dinh cudi caa cac phép bién ddi cua S. Ki hiéu N 1a tap cac dinh
lang giéng cua cac dinh cua L trén S va ki hiéu R = V(H) — LUN. Khi d6, Két qua 4.3.5) chi ra rang H
khéng cé chtra bat ki mot L — R canh ndo. T4t ca nhitng gi chling ta can tir khang dinh nay lanéu L] =1 <
|H|/3 thi chling ta ludn c6 thé tim duoc céc tap phan biét véi kich thude [ va |H| — 31 + 1 dugc ndi véi
nhau khong bai bt ki mot canh nao cua H.

Chng ta s& bét ddu cong viéc voi mot bo dé don gian trong tu nhu trong Két qua 7.1.4). Ki hiéu D, 1a
sb cac cap (X, Y) cua cac tap con phan biét cua V sao cho |X| = t, |[Y| = n — 3t va G khong cd chira bat ki
mot X — Y canh nao.

Két qua 7.4.1.
Gia sir cho trudc cac hingsbc > 3va0 <y < § Ki hiéup = (clogn)/n.
Khi do, trong G(n, p), ching ta sé cé

P,(D; > 0véimoit,1 <t <yn)=0(n*"°).

Chitng minh két qua 7.4.1.

Chiag R = 23
Kihigu g = o
Khi do,
lyn] lyn] nt
_ n o _ \t(n=31)
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Ké tiép, do (1 — p)™ < n~° nén chlng ta s& c6
n3(1 _ p)n—3 < (1 _ p)—SnS—C;
néu2 <t < fBnthi
n3t(1 _ p)t(n—3t) < nt(S—(c(n—St)/n)) < nd3-c

néu fn < t < yn thi

(1 _ p)t(n—3t) < n2n/logn—(n—3t)t/n — O(n—ﬁ(l—Sy)n)_

Nhu vay,

lynl

> E,(0) = 065,

t=1
Piéu ndy ngam khang dinh tinh dung dan cua khang dinh cua chung ta. 0
Két qua 7.4.2.

Ki hiéu p = (clogn)/n va xét khéng gian G(n, p).

Khi d6, néu ¢ > 3 va x va y 1a cac dinh bat ki thi hiu hét moi do thi déu ¢ chira mot duong di Hamilton
tir x dén y: néu ¢ > 9 thi hau hét moi d6 thi déu 1a Hamiltonian lién thdng: moi cip dinh phan biét déu dugc
ndi véi nhau bai mot duong di Hamilton.

Chieng minh két qua 7.4.2.
Chony<§saoch0cy> 3néuc>9vacy >1néuc > 3.
Chng ta s& gidi thiéu thém mét sé ki hiéu sau day cho cac sy kién nhat dinh trong G(n, p):

D ={D, =0véimoit,1 <t < |yn|}, trong d6 D, la s6 cac cap (X, Y) cua céc tap con phan biét
cia V sao cho |X| = t, |[Y| = n — 3t va G khdng c6 chira bat ki mot X — Y canh nao;

E(W,x) = {Gn,p [W] cé chira mot dwong di véi chiéu dai 1én nhit ma dinh cudi cia n6 dwoc néi
voi x};

E(W,x|w) = {Gn,p [W] c6 chira mot w — dwong di véi chiéu dai 1¢n nhat trong s6 cac w — duong di
ma dinh cudi cia n6 dwoc néi x};

F(x) = {moi dwong di véi chiéu dai 1én nhit c6 chira x};
HW) = {Gn,p [W] c6 chira mot dwong di Hamilton};
H(x,y) = {Gn,p c6 chira mot x — y dwong di Hamilton};

HC = {Gn,p la Hamiltonian lién théng}.



Chlng ta s& ddng nhat mot bién ¢ vai tap con tuong tng cia G(n, p), nén phan bu caa mot bién c6 A
dugc ki hiéu bsi A = G(n,p) \ A.

Luu ¥ rang, tir Két qua 7.4.1), ching ta c6
P,(D) = 1 — P,(D) = 0(n*"°).

Chuing ta s& chon ra mot dinh x va mot tap W < V/{x} ¢6 dinh v6i |W| = n — 2 hoic n — 1. Muc dich
dau tién cta chang ta la ching minh rang B,(DNE(W, x)) la kha nhé. Ki hiéu G € DNE (W, x) va xét mot
duong di S = x¢x; ... x;, VGi chiéu dai 16n nhat trong G[W]. (Bang cach xac dinh mot cau tric thi tu trén W,
chiing ta c6 thé d& dang nhan thay riang S duogc xac dinh boi G[W].) Ki hiéu L = L(G[W]) la tap cac dinh
cudi cua cac phép bién doi cua x, — dudng di S va ki hiéu R twong tu nhu trong Két qua 4.3.5 (&p dung cho
G[W1). Nhac lai rang |R| = |W| + 1 — 3]|L| va khdng c6 bat ki mot L — R canh nao, nén ciing s& khdng c6
bat ki mot L — (RU{x}) ndo. Do G € D va |RU{x}| = n — 3|L| nén chlng ta nhan thay rang |L| > yn.

Ké tiép, do L chi phu thudc vao cac canh nam trong G[W], nén n6 s& doc 1ap véi cac canh lién thudc voi
x. Do do,

B,(DNEW,x)) < B,(ILGIWD| = yn)B,(N(x)NL = 0),

trong d6 L' 1a mét tap ¢ dinh gom [yn] dinh cua W.

Nhu vay,

B,(DNEW,x)) <1 —-p" <n™,

nén x4c suat trong cau hoi cua ching ta thuc sy 1a nho.

Bang cach sir dung cting mét phép ching minh twong tw, chiing ta ciing nhan thay rang

P,(DNEW,x|w)) < n~%,

véi didu kién [W| =n—2hoicn—1,we W vax ¢ W.

Luu y rang F(x) € E(V — {x},x), nén

p,(HW)) = P, (U F(x)> <P, (Dﬂ | F(x)> + (D)

xX€EV xXeV

<) BONF@) +F,D)

xXeV
< nP,(DNEW — {x},x)) + B,(D)
< 1Y 4+ 0(n3).
Piéu nay chiing té rang néu ¢ > 3 thi hau hét moi do thi déu c6 chira mot dudng di Hamilton.

Ké tiép, ki hiéu x va y 1a cac dinh phan biét va ki hisu W =V — {x, y}.



Tir phan tht nhat caa phép ching minh,
B,(HW)) < 2n'~% 4+ 0(n37°),
Do
H(x,y) > HW)NEW,y)NEW, x|y),
nén chdng ta cé
B,(H(x,y)) < B,(HW)) + B,(DNEW,y)) + B,(DNEW,x|y)) + B,(D)
<2ntY 4+ 207 + 0(n379).
Do d6, néu ¢ > 3 thi hau hét moi do thi déu c6 chira mot duong di Hamilton tir x dén y.

Cudi cting, do chiing ta c6 (%) cach chon cho mét cap khong sap thi ty (x, y), x # y, nén

P,(HC) < z B,(H(x,y)) <n® % +n* + 0(n5).
XEY
Nhu vy, néu ¢ > 9 thi hau hét moi d6 thi déu 13 Hamiltonian lién thong. O

Do moi d6 thi Hamiltonian lién thong déu 1a Hamiltonian nén, tir Két qua 7.4.3), chung ta ciing biét rang
néu c > 9 vap = clogn/n thi hau hét moi db thi déu 1a Hamiltonian. Doc 1ap véi Posa, Korshunov di
ching minh duoc két qua tét nhét c6 thé co cho khang dinh ndy véi moi ¢ > 1. Quan trong hon, vao nim
1983, Komlds va Szemerédi da xac dinh dugc cac ham ngudng téi wu cua tinh chat Hamiltonian.

Két qua 7.4.3. (Komlos — Szemerédi)
Gia str cho trudc mot ham w(n) — oo.
Ki higup, = (logn + loglogn — w(n))/nvap, = (logn + loglogn + w(n))/n.

Khi 6, p; 1a mét ham ngudng dudi va p, 1a mot ham ngudng trén caa tinh chat Hamiltonian.

Trén thyc té, twong tu nhu Két qua 7.3.4), chung ta ciing c6 mot két qua vé thoi diém xay ra lién hé giia
tinh chat Hamiltonian vai tinh chat tré ngai cua nd. Chung ta nhan thay rang tinh khdng lién thong 13 mot
tinh chat tré ngai hién nhién caa tinh chat Hamiltonian. Trén thuc té, ching ta con ¢6 mét tinh chét tro ngai
hién nhién hon va rat d& dé phat hién ra né: tinh chat c6 bac nho nhat < 1. Vao nam 1983, Bollobas d chi ra
rang day that su 1a tinh chat trd ngai chinh caa tinh Hamiltonian, v&i moi qua trinh d6 thi:

Két qua 7.4.4. (Bollobas)

V6i hau hét moi qua trinh d thi G, ching ta luon ¢6 (G; Hamiltonian) = t(G; § > 2), trong d6
“Hamiltonian” 13 tinh chat Hamiltonian va “8 = 2” 1a tinh chat c6 bac nho nhat > 2.

Nhu vay, néu ching ta dirng mét qua trinh d6 thi ngau nhién ngay khi chiing ta loai bé di dinh cudi cing
véi bac < 1 thi, vdi x&c suat cao, ching ta s& c6 mot do thi Hamiltonian. Két qua 7.4.4) c6 thé dé dang suy
ra Két qua 7.4.3); trén thyc té, chi véi viéc bd sung thém mot chit cong viéc, nd con ngu y ca dang sau sac
hon sau ddy cua Két qua 7.4.3):




Két qua 7.4.3°.

Gia str cho trudc mot sb thuc ¢ € R. Ki hiéup = (logn + loglogn + ¢)/n.

Khi d6, limy, P, (Gn,p la Hamiltonian) =e ¢

Khong nhat thiét phai noi ra, ching ta ciing c6 thé biét rang cau chuyén sé khong dung lai ¢ day: ching
ta cOn rat nhiéu cau hoi lién quan dén cac d thi ngau nhién va cac chu trinh Hamiltonian. Chang han, khi
chung ta da kham ph4 ra chuéng ngai “chinh” ctia vin d¢, cu thé 1a su ton tai caa cac dinh véi bac < 1,
ching ta s& nhan ra rang viéc loai trir chung va xac dinh xac suat d¢ mot do thi ngiu nhién véi bac n va kich
thudc m, v6i diéu kién 12 n6 c6 bac nho nhat > 2, 13 Hamiltonian 1a mot diéu tu nhién. Khi diéu d6 xay ra,
chudng ngai thir hai ma chung ta gap phai do6 1a mot “maeng nhén”: ba dinh véi bac 2 ¢6 chung véi nhau
mét dinh lang giéng nao d6. Tuy nhién, cac két qua cua loai van dé nay s& phi hop vai cac bai viét chuyén
luan mang tinh chéat chuyén mén cao hon la cho mét tai liéu don so vé ly thuyét d6 thi ngau nhién nhu ching
ta dang thuc hién.

7.5. Hién tweng chuyén pha

M6t d6 thi ngau nhién “dién hinh” G,, & trong nhu thé nao? Cu thé hon, mot qué trinh dd thi “dién
hinh” (G,)Y_, s& trong nhu thé nao? Dic biét, cau tric caa mot thanh phan lién théng cia G, s& thay d6i nhu
thé nao khi ¢ ting?

Khé d& dang dé ching ta c6 thé thay rang néu t kha nho thi G, c6 xu huéng chi co céc thanh phan lién
thdng dang cay, véi bac cua cac thanh phan phu thudc vao do én cuoa t.

Két qua 7.5.1.
Vi hau hét moi qua trinh d thi ngiu nhién, néu k > 2 1a mot s6 tu nhién c¢6 dinh cho trudc va

t = o(nk=/k) thi moi thanh phan lién thdng cua G, s& 1a mot cly véi bac < t. Hon nita, néu s 1a mot hang
s6 va t/nk=2/k=1 oo thi G, c6 chira > s thanh phan lién thdng véi bac k.

Phép ching minh cua khiang dinh nay di theo duong 16i chitng minh cua Két qua 7.3.1) va hoi nhat nh&o:
ching ta tham chi con khong can phai sir dung dén viéc cd k*=2 cay véi bac k dé chang minh n6. Tt ca
nhitng gi chdng ta phai lam chi 1a wéc tinh cac gia tri E£(X,) va E(X?), trong d6 X,, 1a s6 cac cay vai bac k

\ . , 4 k . A A
chra trong G, chi bang cach su dung viéc cé mot so t(k), 1< t(k) < (;91) cay xac dinh trén k dinh phéan
biét.

Sy tang trudng cua bac 16n nhat cua mot thanh phan lién thong dugc mé ta trong Két qua 7.5.1) la kha
6n dinh va déu dan: khdng c6 bat ky mot su thay d6i bat ngo nao xay ra. Piéu ma Erdos va Rényi kham pha
ra d6 la khi gia tri t vao khoang t = g sy tang truong ndy tré nén kha dién cudng: nhin mot cach toan canh
vao cac do thi, chiing ta s& thay duoc sy thay doi dot ngot vé chat trong cau tric cia cac thanh phan lién
thong. Su thay doi vé chat nay dugc goi 1a hién tireng chuyén pha cia mot qué trinh do thi ngau nhién. Noi
mot cach dai khat, trugc thoi diém g moi thanh phan lién thong déu c6 0(logn) dinh; nhung, sau thoi diém

g, ching ta chi c6 duy nhat mét thanh phan lién théng 16n nhat véi bac n (nghia 1a chtra mét ti 1é khong




d6i cua cac dinh). Hon nita, tat ca cac thanh phan lién théng khac van c6 bac logn; trén thyc té, khi t ting
Ién, gia tri cua chung s€ ngay cang nho hon.

Dé xay dung dang cong thirc cho két qua nay mot cach chinh xac, véi moi do thi G, ching ta s& ding
LD(G) = LP(G) = -+~ d ki hiéu cho bac cua cac thanh phan lién théng cua G, nghia 13 ¥, LO(G) = |G].
Tur Két qua 7.5.1), chiing ta nhan thay rang, véi hau hét mei d6 thi G, = G, LY (G,) = k, néu
t/nD/k 5 0vat/nk-2/ (k1) 5 00 Vit = l%] va voi ¢ 1a mot hing sb cho trude bat ki, két qua sau
day 1a mot phién ban sau sic hon cua két qua noi tiéng cua Erdds va Rényi vé hién twong chuyén pha:

Két qua 7.5.2. (Erdés — Rényi)

Gia sir cho trudc mot sb thuc duong ¢ > 0, mot sé tu nhién A > 1 ¢ dinh va mot ham w(n) — oo. Ki

hit(ua=c—1—-logcvat=t(n) = I%J Khi d6, chiing ta c6 céac két qua sau:
i) Néu ¢ < 1 thi, véi hau hét moi d6 thi ngau nhién G,,
. 1 5
|L(‘)(Gt) — E{logn — Eloglogn” < w(n),

voimoii,1<i<h.

ii) Chling ta lun cd thé tim dugc cac hang sé duong ¢, > ¢; > 0 sao cho, voi moi i, 1 < i < h,

cn?/? < L® (Gan) < c,n?/3,
2

v6i hau hét moi do thi GH.
2
iii) Néu ¢ > 1 thi, voi hau hét moi db thi ngiu nhién G,,
ILD(G,) — yn| < w(m)n?/?,

trong d6 0 <y = y(c) < 1 la nghiém duy nhit ciia phuong trinh e =1 — y.

Hon niia,

| 1 5
|L(l)(Gt) — E{logn — Eloglogn” < w(n),

voimoii,2 <i<h.

Pé lam rd ban chat cia Két qua 7.5.2), chiing ta hiy xem xét xem diéu gi sé xay ra vai LD (G,), bac Ién
nhét c6 thé c6 cua mot thanh phan lién théng, trong mot qua trinh d6 thi ngau nhién dién hinh, khi t tang tir
l%] Ién l%], trong do ¢’ = %c. NéuO < c<c'<1hoicl < c < c'thi LW(G,) tang theo mot hé s6
hang. Tuy nhién, néu c < 1 < ¢’ thi LW(G,) ting 1én mot cach kha dang ké, tir bac logn 1én thanh bac n.
Khi di qua diém t6i han ¢ = 1, cau trdc caa thanh phan lién thong thay doi hoan toan vé chét va hién tweng
chuyén pha xay ra: truéc diém tdi han, chiing ta c6 kha nhiéu thanh phan lién thong véi bac ti dai va bac




t6i dai nay vao khoang 0 (logn); nhung sau diém t6i han, ching ta chi c6 duy nhat mét thanh phan lién
thong véi bac téi dai va no ciing 16n hon kha nhiéu so véi thanh phan lién théng Ién thi hai.

NO6i cach khac, khi di qua diém t6i han, mot thanh phan lién thong khong 16 s& xuat hién véi khoang yn
dinh, véi y = y(c) 1a mot hang sé duong nao d6, trong khi thanh phan lién théng Ién tht hai van cé bac
O(logn).

Dé thay rang y = y(c) that sy duoc xac dinh rd rang véi moi ¢ > 1, ki hiéu £.(y) = cy vagQy) =
2 3
—log(1—-vy) =y+y?+y?+---.

Do, v&i moi ¥ = 0, ham g(y) 1a 16i chat, g'(0) = 1 va g(y) — oo khi g —» 1~ nén thyc su ching ta ludn
c6 thé tim duoc duy nhat mot s6 thuc ¥ € (0,1) sao cho £.(y) = g(y), nghialae % =1 —y.

Trén thyc té, ching ta ciing c6 thé dé dang kiém tra dugc rang, voic =1 + & > 1,

y(e) =y(1+¢) =2 —2e2 + 2% + 0(e).

Hinh v& minh hoa cho duong cong y(c), véi moi ¢ > 1.

Diéu gi s& xay ra ¢ gan diém t&i han van con 1a mot bi 4n trong hon 20 nam véi nhiéu cau hoi chwa duoc
tra loi nhu: “Trong mdt qua trinh d6 thi dién hinh, véi nhitng gié tri nao cua t thi thanh phan lién thong Ion
nhét s& 16n t6i thiéu gap doi thanh phan lién thong Ion thir hai? Thanh phan lién théng Ion thir hai c6 thé 16n
dén mic ndo? Liéu no cd thé phat trién dén n/logn khong? Mot khi chiing ta nhan thay su xuat hién caa
thanh phan lién théng khong 16 cia mot qué trinh d6 thi thi te do phét trién caa no 1a bao nhiéu?”

Nhitng cau hoi nhu thé nay da duoc giai quyét boi Bollobas vao nam 1984, gilp ching ta l1am sang to rat
nhiéu van dé vé hién tugng chuyén pha, va nhiéu két qua chi tiét hon di duoc chiang minh boi kuczak vao
nam 1990, va bai Janson, Knuth, Luczak, Pittel vao nam 1993.

Chang han, néu t = g +5,5/n%3 = 0, s/n = 0thi LO(G,) = 4s + o(s), v6i hau hét moi db thi G,;
nghia 13, xét mot cach trung binh, viéc chiing ta bd sung thém maét canh s& 1am ting thém 4 dinh méi vao
thanh phan lién théng khong 16. Ngoai ra, L™ (G,) khong tiang trudng dang ké trén n?/3: chang han, trong
G™, ching ta s& ¢6 lim,,_,,P(L®(G,) = n?3*¢ véimoi t) = 0, voi moi € > 0.



Chung ta s& khong dua ra bat ki mot phép ching minh cu thé ndo cho Két qua 7.5.2), nhung chung ta
van s& phac thao mot cach tiép can rat tao nha do Karpn dé xuat cho viéc chizng minh caa Két qua 7.5.2). Y
tuang cbt 16i cua Karpn 1a bo qua cau tric cia mot thanh phan lién thdng, tap trung vao phép tuong Gtng x +
|C (x)], trong d6 C(x) 1a tap dinh caa thanh phan lién théng c6 chitra dinh x trong do thi ngau nhién caa
chiing ta va khai thac sy twong dong ctia n6 voi mot phan phdi xac suat. Nhu thuong 1€, sé thuan tién hon
khi chding ta 1am viéc vgi md hinh G(n, p) thay vi G(n, M): nhu trong muc 7.2. Cac tinh chat co ban caa
hau hét tat ca cac do thi - Ky thuat sir dung Ky vong, khi d6 chung ta c6 thé d& dang chuyén déi tir mo
hinh nay sang mé hinh khac.

Gia sir cho trudc mot dd thi G va mot dinh x € V. Ki hiéu C; (x) 1a tap dinh cua thanh phan lién théng cé
chtra dinh x trong G. Bé xay dung € = C; (x), chling ta sé& tién hanh nhu sau: Ki hiéux; = x, 4, = @, By, =
{x,}. Khi d6, chiing ta s& ki hiéu A; = {x;} va bo sung thém vao B, tat ca cac dinh lang giéng cia x, trong
G dé thu duoc B;. Néu B; = A, thi € = B; = A;; trudng hop nguoc lai, chling ta s& chon ra mot dinh x, €
B, — Ay, ki hiéu 4, = A;U{x,} va b6 sung thém vao B, tit ca cac dinh lang giéng cua x, trong G dé thu
dugc B,. Néu B, = A, thi C = B, = A,; truong hop nguoc lai, ching ta s& chon ra mét dinh x5 € B, — A,,
ki hiéu A; = A,U{x3} va bd sung thém vao B, tat ca cac dinh lang giéng cua x5 trong G dé thu duoc Bs.
Béng cach thuc hién lap lai quy trinh trén, ching ta sé nhan dugc mot tap C = B; = A;; day chinh xac 1a tap
C.(x) can tim. Luu y ring tap nay chi phu thudc vao G chir khdng phuc thudc vao céc lya chon ma ching ta
da thyc hién trong quéa trinh xay dung. Tai thoi diém i, 4; 1a tip cac dinh trong € ma ching ta da kiém tra
cac dinh lang giéng. Do do, tai thoi diém [, chdng ta hét cac dinh méi dé kiém tra. Nhu vay, 4; = B, chinh
xéc la thanh phan lién thong C; (x) can tim,

Luu ¥ rang trong cach xay dung néu & trén, |4;| = i, A; € B;, véii = 0,1, ..., 1, va [ 1a chi s6 dau tién sao
cho 4; = B;. K tiép, néu G 1a mot dd thi ngau nhién G, , thi, voi A; € By, A; # B; da dugc xay dung, xac
suat dé mot dinh trong V — B; duoc dua vao B;,, chinh I p, x4c suat nay doc 1ap véi tit ca cac dinh khac va
tat ca cac dinh di duoc lya chon trude d6. Do d6, chiing ta c6 thé cho chay quy trinh trén ma khdng can
tham chiéu dén céc tap A; (tip cac dinh dd dugc kiém tra trong i vong dau tién): sau khi di xay dung B;,
chon ra cac dinh nam trong V — B; doc 1ap véi nhau va bd sung thém céac dinh dé chon cua B; dé thu dugc
B;,,. Dy B, c B; c --- ¢0 thé duogc kéo dai dén vo han. Tuy nhién, cac két ndi vai C(x) lai rat dé duoc
phuc héi: bang cach dung I dé ki hiéu cho chi s6 nhé nhat sao cho |B,| = [, tap B, dugc phan phdi chinh xac
nhu € (x). Bac biét, xac suit dé C(x) c6 ding k dinh tbi da 1a x4c suit dé | B, | dung bang k.

Chia khda mau chét cho van dé da xuat hién: mdi |B;| déu c6 mot phan phdi rat don gian. That vay, cau
hoi dugc dat ra cho ching ta ngay bay gio d6 1a: “Xéc suat dé mot dinh y € [n] — {x} khong duoc dua vao
B; 1a bao nhiéu?”. Ching ta s& cb gang thuc hién i 1an bo sung thém y vao B;, véi mdi lan thir thanh cong c6
X4c suat p, nén P(y & B;) = (1 — p)*. Do tat ca cac lya chon 1a doc 1ap nén |B;| c6 phan phéi nhi thic véi
cacthamsén—1val— (1 —p)&

n
PUBl =0 =",

)@= (=)t = pke,

Nhu di trinh bay trong luu ¥ & trén, xac suat nay 1a mot chan trén caa B,(IC(x)| = k).



M&i quan hé nay cho phép ching ta chi ra rang c6 mot sb cac gia tri s& cuc ky khé co thé xuat hién nhu
cac bac cua céac thanh phan lién thdng cua Gp,p- VOI Xac suit cao, chung ta s& c6 mot khoang tréng trong day

cac bac cua cac thanh phan lién thong.

Két qua 7.5.3. (Karpn)

Gia sur cho truéc mot s thuc a > 2 ¢b dinh.

Khi @6, néun dulén, e = e(n) < 1/3,p = p(n) = % thi, v&i xac suat > 1 — n~¢, Gy khONg €6 chira
bat ki mot thanh phan lién thdng nao vai bac k thoa man

al <k<82
Zlogn <k <=n.

Chirng minh két qua 7.5.3.

Ki hiéu k, = [8as~%logn] va k, = [?n/12]. Khi 0, bang cach ding p, dé ki hiéu xac suat dé mot
thanh phén lién thong cta G, , ¢ chira mot dinh c6 dinh c6 k dinh, Xac suét dé G,,,, c6 mot thanh phan lién
thong véi bac k téi da 1a np,. Nhu vay, dé chimg minh tinh dang dan cua khang dinh trén, ching ta chi can
chi ra rang

keq
Z Pk < Tl_a_l.
k=k0

Khong giam tinh tdng quat cua van dé, ching ta gia dinh rang k, < ky, nén e* > 96a (logn) /n = 1/n,
boi vi trong truedng hop nguoc lai tinh ding dan cua khang dinh trén 1a hién nhién.

Khi dé, te P(1B;| = k) = (".")(1 — (1 — p)H*¥(1 — p)*™*¥=, chiing ta suy ra rang

k
n
pr < P(IB| = k) < Fe_kz/zn(kp)k(l — p)kn=k-1)

bai vi
n—1 k

nk j\ nF
_ 1__)S_ —k2/2n,
K k!l_[( A T

J=1

va
(1-p)=1-kp.
Luu ¥ rang, véi moi ] < 1/3,1+¢ < e= €' /3 va, tur cong thac Stirling, chung ta sé cé
i < exp{—k?/2n — *k/3 + k*(1 + &)/n}
< exp{—?k/3 + k?/n}

< e—Szk/4-




Nhu vay,
Ky Ky

z pk S Z e—szk/4

k=k0 k=k0
_ ,—&%ky/4 —g2/4
=e ck/41—¢ )
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Véi viéc thuc hién them mot s6 cong viéc khac nira, Két qua 7.5.3) c6 thé duoc chitng minh lai trong
mét phién ban manh hon nhiéu, phién ban nay cho ching ta thay rang, trong mot qua trinh phat trién déu
dan, khoang tréng Ion hon nhiéu s& xuat hién ngay sau thoi diém n/2 va kéo dai cho dén khi két thiic qua
trinh nay. Tuy nhién, ngay ca trong hinh thirc nay, né ciing cho chung ta biét rat nhiéu théng tin quan trong
vé cac thanh phan lién théng trong mot qué trinh d6 thi ngau nhién. Chang han, gia str cho trudc cac sé thyuc
duong 0 < &; < &, < 1/3, chling ta ludn c6 thé tim dugc cac hing sé duong a, B sao cho, véi hau hét moi
qué trinh d6 thi G = (G,)N_, sao cho (1 + &) n/2 < t < (1 + &,) n/2, dd thi G, khong chira bat ki mot
thanh phan lién théng ndo cé bac nam gitta alogn va Bn. Ching ta s& goi mot thanh phan lién thdng 1a nhé
néu n6 c6 < alogn dinh va goi nd 1a lén néu n6 cd > fn dinh. Ngoai ra, ki hiu t; = [(1 + &;)n/2] va
t, = |(1 + &,)n/2]. Khi d6, vdi hau hét moi qué trinh d6 thi dién hinh (G,)Y_,, v&i moi chi s6 t sao cho
t; <t <t,, moi thanh phan lién théng cua G, déu la nho hoac 16n.

Chung ta s& khao sét nhimg thay doi trong cau tric cua cac thanh phan lién théng trong mot qua trinh
dién hinh (G,)M_, khi t tang tir t; 18n t,. Tac dong cua viéc bo sung thém mot canh vao G, dé tao ra G,,, 1a
gi? Néu canh méi dugc bd sung thém vao maot thanh phan lién thdng bt ki thi s& khong co thay dbi gi xay
ra. Néu canh méi ndi mot thanh phan lién théng 16n véi mot thanh phan lién théng khac thi hai thanh phan
lién thong d6 s& dugc thay thé bai mot thanh phan lién thdng méi duy nhat. Quan trong nhat, diéu gi s& xay
ra néu canh mai ndi hai thanh phan lién théng nho? Hop cta cac thanh phan lién thong nho nay chéic chén
khéng thé 16n, bai vi 2alogn < Bn, nén nd bat budc phai nho. Bac biét, G,,, ¢6 sb thanh phan lién thong
I6n nhat t6i da nhiéu nhu G,; tham chi, néu canh mai néi hai thanh phan lién thong 16n thi G, c6 sb thanh
phan lién thong 16n nhat it hon mot don vi S0 V&i G,.

Véi diéu kién G = (G,)N_, 1a mot qua trinh do thi dién hinh va G, c6 chira it nhat hai thanh phan lién
thong Ion, xac suat dé canh thi (¢ + 1) ndi hai thanh phan lién thong I6n nhat > g2n?/(7) > 282, Ké tiép,
Gy, cO toi da 1/ thanh phan lién thong I6n, nén néu w(n) — oo thi, véi Xac suat 1 — o(1), sau khi bo sung
thém w(n) canh tiép theo, tat ca cac thanh phan lién théng 16n nhat déu dugc hop nhat thanh mot. Dac biét,
trong mot qua trinh do thi dién hinh G, c6 duy nhat mét thanh phan lién théng lén, thanh phan lién thong
khong 16 cua G,, va tat ca cac thanh phan lién thong khac déu c0 toi da 1a ¢, logn dinh. Day chinh x4c la
phién ban dinh tinh cia khang dinh (iii) caa Két qua 7.5.2).

Gia tri y néu trong khang dinh (iii) ciia Két qua 7.5.2) c6 thé duoc xac dinh bang cach khai thac su tuong

tu gitra mot phan phoi x&c suat va su tang truong ciia mot thanh phan lién théng cé chira mot dinh ¢b dinh
cho trude. Pé tao su thuan tién, ching ta s& dua ra mot mo ta heuristic ngan gon vé su tuong tu nay.



Kihiéup = c¢/n, ¢ > 1. Gia st chiing ta da biét rang hau hét moi d6 thi G,,, déu c6 mot thanh phan lién
thong khong 16 duy nhat vai (y + o(1))n dinh, trong d6 ¥ > 0, va tat ca cac thanh phan lién thong khac déu
nho, v&i khdng qua alogn dinh. Lam thé nao dé ching ta c6 thé tim dugc y?. Hién nhién, y 12 gidi han cua
X&c suat dé thanh phan lién théng € (x) c6 chira mot dinh x ¢b dinh cho trude 1a nho: |C(x)| < alogn. Bé
wdc tinh xac suat nay, ching ta s& cho “tang” C(x), bat dau tir x, nhu trong ching minh caa Két qua 7.5.3),
nhung van theo déi cac lang giéng ma ching ta dua vao C(x). N6i mot cach chinh xac, ki hiéu U, 12 tap cac
dinh c6 khoang cach dén x bang [ va ki hiéu V, = U!_, U; 1a tap cac dinh c6 khoang cach dén x khong vuot
qua I. Chlng ta s& dirng qua trinh nay lai néu |V;| > alogn véi mot chi sé I ndo do, bai vi khi d6 € (x) 16n,
vanéu U, = @ va|V;| < alogn thi C(x) = V, 1a nho.

Chng ta s& xem xét cach ma U, phéat sinh tir (U, V). Ki hiéu U; = {uy, u,, ...}, dau tién ching ta lay ra
tat ca cac dinh lang giéng maéi cua u,, sau d6 1a tt ca cac dinh lang giéng méi cia u,, v.v... va ching ta s&
dirng qua trinh trén lai néu chung ta dat dén alogn dinh. Gia st rang chung ta di dat t6i h < alogn dinh tir
x khi chling ta kiém tra cac dinh lang giéng mai cua u;. Phan phdi xac suat caa sb cac dinh lang giéng moi
cua u; la gi?

RO rang, vdi moi k < alogn, ching ta déu c6

" )p"(l —p)" Tk

n
P(u; c6 k dinh lang giéng méi) = (

k

= —e7(1+ 0((logn)*/m).

Diéu nay co6 nghia 13 phan phdi cua sé cac hau dué cua u;, nghia 1a s6 cac dinh ma ching ta bd sung
thém vao C(x) vi u;, gan véi phan phdi Poisson tng vaéi gia tri trung binh ¢. Nhu vay, phan phdi caa |C(x)|
gan véi phan phdi cua téng dan sé trong qua trinh ngau nhién Poisson, voi diéu kién € (x) nhoé.

Pé dinh nghia qué trinh nay, ki hieu Z; ;, i = 0,1, ...,j = 1,2, .., lacac bién ngau nhién Poisson doc lap,
mdi bién déu tng véi gid tri trung binh c:

Ck

= Fe_c

P(Zij = k)

Kihi¢u Z, = 1. Gia st chiing ta da x4c dinh Z,,, ki hi¢u Z,, .y = Z,, 1 + Zp 5, + -+ + Z,, 7, trong d6, nhu

thuong 18, chiing ta s& quy udc tong rdng cé gia tri 12 0. (Z,, ¢6 thé duoc hiéu 1a kich thudc cua quan thé ¢
thé hé thir n va Z,,; 12 s6 cac hau dug ctia thanh vién thi i cua thé hé thé hé thi n)

Két qua 7.5.4.
Gia sir cho trudc quéa trinh ngau nhién (Z,)%,, Vi ¢ > 1. Ki hiéu p, 1a xac suat dé Z,, > 0 voi moi n.

Khi 6, po, 12 nghiém duy nhat ciia phuong trinh e ~P~ = 1 — p,, trong khoang (0,1).

Chirng minh két qua 7.5.4.

Ki hiéu p,, 12 xac suat dé Z,, > 0. Khi d6, py = 1 VA pe, = lim,,_p,,. Pau tién, ching ta s& chang minh
bang phuong phap quy nap toan hoc theo chi sé n rang p,, = y, véi moi n, trong dé y 1a nghiém duy nhat




ctia phuong trinh e~ = 1 — y trong (0,1). Piéu nay hién nhién dung véin = 0, boi vip, = 1 > y. Gia st
n>0vap, =y. Véididukién Z, = k > 1, qué trinh nay 1a tong cua k qua trinh doc 1ap c6 ciing mot phan
phdi. Do 1 — p, 1a xac suat dé qué trinh nay két thic tai thoi diém ¢, nén

1= Py = P(Zy = 0) + ) P(Zy = )1 = pp)*
k=1

Do d6, pp41 = ¥, nhu da khang dinh, nén pe, = limy, _.p, = V.

Bang cach &p dung Iap luan trén cho 1 — p,, thay vi 1 — p,..1 V& 1 — p,,, ching ta nhan thay rang

1—po = P(Zl =0) +Z P(21 =k)(1 _poo)k = o~ P
k=1

Nhu vy, pe 18 mot nghiém cua phuong trinh e P = 1 — p,, thoa min diéu kién 0 < p., < 1. m

Quay tré lai véi kich thude (¥ + o(1))n cua thanh phan lién théng khong 16 trong khang dinh (iii) cua
Két qua 7.5.2), chling ta biét rang y 1a gidi han cua xac suit dé mot dinh ¢6 dinh cho truéc x € [n] nim
trong thanh phan lién thong khong 15. Do d6, y 1a xé4c suat dé Z,, néu trong Két qua 7.5.4) khong bi chét, nén
¥ = Poo. Nhu vy, e = 1 — y nhu trong khang dinh (iii) cua Két qua 7.5.2).

Dé lam cho tat ca nhitng diéu nay tré nén chinh xéac vé mat hoc thuét, ching ta s& phai 1am nhiéu viéc
hon nita, nhung rd rang 1a phwong phéap nay c6 thé duoc sir dung dé thiét lap cac dic diém chinh caa hién
tugng chuyén pha. Trén thuc té, phuong phép trén chi 1a mot trong s6 mot s6 cach khac nhau dé ching ta cé
thé khao sat hién tuong chuyén pha. Bac biét, Erdos, Rényi, Bollobas, Luczak str dung mot cau tric min hon
cua cac thanh phan lién théng con Janson, Knuth, Luczak, Pittel dya vao cac ham sinh va cac cong cu giai
tich manh dé thu duoc cac két qua rat chi tiét vé sy xuat hién caa thanh phan lién théng khong 16.



