Chu dé 09. Pwong di ngiu nhién trén do thi

Céc duong di ngdu nhién trén d6 thi va céc xich Markov véi sb trang thai hitu han da duoc nghién cau rat
nhiéu trong hon 90 nim, nhung c4c nghién citu vé chlng chi thuc sy thanh cong trong khoang hai thap ky
qua. Nhitng ly do chinh Iy giai cho sy thanh cng nay nam & chd chung ta da khai thac c¢6 hé thbng mot cach
hiéu qua mdi lién hé dang ngac nhién va cuc ky hitu ich voi cac mang dién, sy xuat hién caa cac phuong
phap lap luan t6 hop phuc tap, viéc sir dung cac tinh chat phé cua cac ma tran cd lién quan, cac @ng dung cua
giai tich diéu hoa. Trong chii dé nay cua bai viét, chling ta s& di sdu vao khao sat Iy thuyét vé cac duong di
ngau nhién trén do thi, nhan manh cac phwong phap 1ap luan t6 hop phic tap, gisi thiéu méi lién hé dang
ngac nhién cua no véi cac mang dién va cac gia tri riéng.

Mot dwong di ngdu nhién trén mgt do thi diing nhu tén goi cia nd: mot dudng di X, X, ... nhan dugc
theo mot quéa trinh ngau nhién nhat dinh. O dang don gian nhit, né chi phu thudc vao d6 thi va khdng cé gi
khéc nira. Bat diu mot duong di don gian nhu vay tai mot dinh X, bt ky, dinh tiép theo caa n6, tam gia sir 1a
X,, dugc chon mot cach ngau nhién trong s céac dinh lang giéng caa X,, dinh X, ciing 1a mét dinh lang giéng
ngau nhién cia X, v.v... Trén thyc té, mot duong di ngau nhién trén mot do6 thi don gian nhu vay chi kém
téng quat hon mot chit so véi mot xich Markov hiru han kha nghich: bang cach gan céc trong luong vao cac
canh va cho phép ca cac canh khuyén, moi xich Markov hitu han kha nghich déu cé thé thu dugc theo céch
nay. Theo cach ki hiéu thong thudng cho cac xich Markov, thay vi X,X; ..., chlng ta s& dung X,, X, ... dé ki
hiéu cho mot duong di ngau nhién. Thoat nhin, cac dudng di ngau nhién trén cac db thi dudng nhu chi la cac
xich Markov hitu han kha dic biét, nhung thuc té thi khdng phai vay: xich Markov hitu han chi 1a cac dudng
di ngau nhién trén cac d6 thi dinh hudéng duoc trang bi trong lwong va cho phép ca cac canh khuyén. Theo
quan diém nay, khong co gi ddng ngac nhién khi cac duong di ngiu nhién trén cac do thi lai c6 tam quan
trong 16n lao.

Trong Chii @& 02. Bai toan thiét ké mang dién, chiing ta da gidi thiéu vé cac mang dién va nghién cau
c4c tinh chat co ban ciia chung ma dinh cao 1a dinh Ii Kirchhoff. Trong phan dau tién, ching ta s& tién thém
mot budc nita khi di sdu hon mot chit nita vao Iy thuyét vé cac mang dién: thay vi st dung quan diém tinh
trong d6 cac dong dién 1a cac nghiém cua cac hé phuong trinh tuyén tinh hoac cac ty 1¢ cua cac dai luong
dugc mo ta boi cac do thi, ching ta s& md ta cac dong dién nhu cac bién cuc tiéu hoa cac ham ning luong bac
hai nhat dinh nao d6. Piéu ndy ngu Y rang su phan phéi caa cac dong dién 1a kha on dinh: nhiing thay do6i khéa
nhé trong cac dién tré cua cac day dan s& khdng dan dén sy phan phdi cua cac dong dién hoan toan khac.
Quan trong hon, no ciing ngu Yy rang viéc cat day dan khong lam giam téng dién tré va viéc rit ngan cac dinh
khong lam tdng dién tré.

M&i lién hé giita cac duong di ngiu nhién va cac mang dién s& dugc thiét 1ap trong phan thir hai. Méi lién
hé mat thiét nay mang lai loi ich to Ién cho ca hai linh virc ndy: chiing ta c6 thé sir dung cac duong di ngiu
nhién dé ching minh cac két qua vé cac mang dién va, nguoc lai, ching ta ciing c6 thé sir dung Iy thuyét vé
c4c mang dién caa minh dé chung minh cac két qua tuyét voi vé cac duong di ngau nhién. Diém noi bat cua
phan thi hai nam & mot phép chitng minh 4n tuong vé dinh 1i ¢ dién caa Pélya vé cac mang tinh thé dua
trén méi lién hé vai cac mang dién nay.

Trong phan thtr ba, chiing ta s& nghién cau cac thong sé tiéu chuan cua cac duong di ngdu nhién nhu thoi
diém va cham, thoi diém roi di va thoi diém tro lai. Ngoai viéc sir dung cac phuong phap 1ap luan té hop
phic tap, chiing ta ciing s& tiép tuc khai thac méi lién hé cua ching véi cac mang dién.



Phan cudi cuing s& lién quan dén mot cau hoi quan trong vé cac dudng di ngau nhién: Toc do hoi tu dén
phan phdi 6n dinh nhanh nhu thé nao? Nhu ching ta s& thay, tdc d6 hoi tu nay s& bi chi phdi bai bai tinh chét
mé rong cua do thi.

9.1. Nhic lai vé cAc mang dién

Chung ta s& tom tit lai mot cach ngan gon cac khéi niém da trinh bay trong Chi dé 02. Bai toan thiét ké
mang dién. Mot mang dién N = (V, E,r) = (G, r) dugc dinh nghia 1a mot da do thi G = (V, E) duoc trang
bi mot ham r: E — R*, trong d6 1, = r(e) dwoc goi la dién tré ciia canh e. Dé tao su thuan tién, thong
thudng nd ciing dwoc biéu dién lai dudi dang N = (G, ¢), trong d6 ¢ 1a ham dg dén diénva c, = 1/, 14 46
dan dién cua canh e.

Néu c6 mot hiéu dién thé p, = p,p trong mot canh e tir a dén b thi s& c6 mot dong dién w,, chay trong e
tir a dén b theo dinh luat Ohm (OL):

We = pe/re-
Sy phan phdi cia cac dong dién tuan theo cac dinh luat Kirchhoff:

Pinh ludt Kirchhoff vé higu dién thé (KPL) chi ra rang tong cac hiéu dién thé chay xung quanh mét chu
trinh bat ki luén bang 0 va dinh lugt Kirchhoff vé cuwong dé dong dién (KCL) khang dinh rang tong cudng
d6 dong dién di vao mot dinh bat ki luén bang 0. (Khi tinh tong cuong d6 dong dién tai mot dinh bat ki,
ching ta phai tinh dén tong cuong d6 dong dién di vao va di ra khoi mang tai dinh d6.)

Dinh Ii Kirchhoff (Két qua 2.1.1) dua ra ra mot cach giai thich t6 hop vé cac dong dién chay trong cac
canh ciia mot mang dién khi cho mét dong dién c6 cuong do 1 tir mot dinh phét s dén mot dinh thu ¢. Diéu
nay ciing ngu y mot két qua twong tu cho truong hop cé nhiéu dinh phét va nhiéu dinh thu: Néu sy, ..., s, 1a
cac dinh cia mt mang dién (lién thong) N = (V, E,r) va wy, ..., w;, la cac sé thuc c6 tong bing 0 thi
chiing ta sé c6 duy nhat mét sw phan phéi ciia cac dong dién va cac hiéu dién thé trong cac canh sao
cho, véi moi i = 1, ..., k, lubn c6 mot dong dién co cwong d w; di vao (hoac —w; roi khoi) mang tai
dinh s; va khong cd bat ki mét dong dién nao di vao (hoic roi khéi) mang tai cac dinh khac.

Tuy hoi ngac nhién nhung, tir dinh Ii Kirchhoff, chiing ta c6 thé ching minh dugc rang: Néu mét day
dan bj cit thi tdng dién tré cia mang giira hai dinh 1a khong giam. T4t nhién, néu ching ta tin rang ba
dinh luat vé cac dong dién néu trén mo ta mot hé vat 1y véi mot sé tinh chat ma chiing ta coi 12 “tw nhién” thi
nguyén Iy don digu néu ¢ trén van dugc théa man. Tuy nhién, nhu chung ta di biét rang, sau khi dd cong
nhan ba dinh luat vé cac dong dién néu trén, chung ta da co tiéng ndi riéng ciia minh: c6 duy nhat mot sy
phan phdi cua cac dong dién va hién nhién tong dién tré cua chiing duoc xac dinh mot cach rd rang, nén
ching ta khdng thé dya vao truc giac vat ly cua minh. Nhitng khé khin trong viéc chimg minh nguyén 1y don
diéu néu ¢ trén cho thay nhitng thiéu s6t trong cach tiép can tinh dua trén viéc sir dung ngay lap tic toan bo
luc luong cua dinh luat Kirchhoff va dinh luat Ohm: mic du dinh Ii Kirchhoff cho chiing ta biét rang bai toan
luén c6 mot nghiém, nhung dudng nhu nghiém nay 1a mot ham khéng thé doan trude duoc va khdng 6n dinh
cua cac phuong trinh.

Nhu chiing ta s& thdy sau day, s& tét hon nhiéu néu chi st dung mét s diéu kién duoc dua ra bai cac dinh
luat ciia ching ta va xac dinh mot s6 ham dat cuc tiéu tai cac vi tri thoa mén cac phuong trinh con lai. Khong
giong nhu cac nghiém cia cac hé phuong trinh, cac bai todn téi wu hoa nay hoat dong theo cach dé dy doan



hon rat nhiéu va cho phép ching ta hiéu rd hon vé sy phan phdi cia cac dong dién va cac dién thé. Pac biét,
chung ta ciing s& dua ra mot s6 phwong phap t6i vu hoa rd rang dé xay dung céc dong dién va cac dién thé.
Nhu 1a mot két qua cua nhimg phuong phéap ndy, chung ta c6 thé dua ra mot phép chirng minh khéc cho
nguyén ly don di¢u.

Néu chiing ta khdng muédn phai tinh ca ba dinh luat cing mét Iic thi ¢é hai céach tiép can dé ching ta c6
thé lua chon trong qué trinh tim kiém cac dong dién va cac dién thé thich hop. Chlng ta c6 thé xem xét céc
dong dién thoa man KCL, sir dung OL dé xac dinh cac hiéu dién thé va sau d6 sir dung mot ham dé chon ra
cac dong dién thoa man KPL, hoic chling ta c6 thé xem xét mot phan phéi caa cac hiéu dién thé thoa man
KPL, xac dinh dong dién theo OL va sau d6 sir dung mot ham dé chon ra cac dong dién théa man KCL. Nhu
chiing ta s& thay, ching ta khéng can phai ¢6 gang qua nhiéu: né thuc su 1a rat dé.

Luu ¥ rang muc dich cua chdng ta chi 1a chieng minh tinh tén tgi cia mot phan phdi cua cac dong dién
nhu viy: nhu ching ta da biét trudc tir muc 2.1. Do thi va Mang dién, tinh duy nhdt duoc suy ra ngay lap
tirc tir nguyén ly chong chat nghiém.

Pau tién, ching ta nhic lai rang KPL twong duong véi kha niang xac dinh mot dién thé tuyét déi V, cho
moi dinh x sao cho p,,, = V, — ¥, cho mdi canh xy.

That vay, néu (p,, ) 1a mot phan phoi cta cac higu dién thé théa man KPL VA ux,x; ... Xi ¥, UY1Y; - Y1V
la cac u — v duong di thi
Pux,; t Pxyx, T 0 F Pxjv = Puy, + Dyy, T F Pyv- (1)
Dé xac dinh cac dién thé tuyét dbi, chiing ta hdy chon ra mét dinh v bat ki va tam gia sit V, = 0. Vi mdi
dinh u, ching ta hay chon ra mot u — v duong di ux;x, ... x,, v vVaki hieu V, = pyy, + Pn, +0 F
pxk_lxk + pka'

Tu (1), V,, duogc xac dinh mot cach 16 rang, nghia 1a n6 khdng phu thudc vao cach ching ta chon u — v
duong di ux;x; ... x,v. RO rang la p,,, =V, — V,, v6i moi canh xy. Piéu nguoc lai tham chi con don gian
hon: néu (1) 1a mot phép gén cac dién thé tuyét déi cho cac dinh thi p,,, = V, — ¥, s& cho chiing ta m¢t phan
phdi cua céc hiéu dién thé thoa man KPL.

Chung ta s& viét ra mot cach rd rang ca hai cach tiép can dé co dugc cac dong dién thich hop trong mot
mang dién sao cho khong c6 dong dién nao di vao hoac di ra mang tai cac dinh khac véi sy, ..., .

Céch tiép can KCL va OL. Xét mot ludng (u,,) véi cac ngudn (cac dinh phat va cac dinh thu) s;, ..., sy,
nghia 13, v6i Moi x # sy, ..., Sk, Dyen(x) Uny = 0. D diéu chinh ludng nay thanh mét dong dién twong tng
Vi cac ngudn (cac dinh phat va cac dinh thu) s, ..., s, tat ca nhitng gi ching ta can l1am 1a phai dam bao
KPL dugc thoa man, nghia la

k
Z uxixi+1rxixi+1 =0 (2)
i=1
v&i moi chu trinh x;x, ... xg, VOIi X401 = x4.



Céch tiép can KPL va OL. Xét mot phan phdi (V,) cia cac dién thé tuyét di trén tap cac dinh. Phan
phdi nay tao ra mot dong dién twong ng Vi C4C nQudn sy, ..., s, khi va chi khi KCL duoc thoa mén, nghia 14

=l

=0 (3)
YEN(x) Ty

véi moi dinh x # sy, ..., s. (Luu y rang moi phép gan (V,) cua cac dién thé tuyét di déu tao ra mot phan
phdi cua cac dong dién, nhung c6 thé ¢ mot sé dong dién di vao hodc di ra mang tai cac dinh khac voi

Sy, -, S.) Chling ta c6 thé viét lai (3) dusi dang cac d¢ dan dién ¢y, = 1/7, VA C = X yen(x) Cry- MOt phan
phdi (V) cua cac dién thé tuyét d6i s& tao ra mot phan phdi cia cac dong dién twong (ng vai cac ngudn

Sy, ..., S khi va chi khi, véi moi dinh x # sy, ..., s, ching ta déu c6

Ve = Z CryVy - (4)

YEN(x)
Trong ca hai cach tiép can néu trén, chung ta déu s dung cling mot ham dé xac dinh cac dong dién.

Gia su cho truéc mot canh xy voi dién tro 7, hiéu dién thé Dxy = Vi — V,,. Khi d6, chiing ta s& c0 mot
dong dién v&i cudng d0 Wyy, = Dyy /Tyy = (V - ) / Ty, Rang lwgng trong canh xy duogc dinh nghia la
(n-w)

Wiy Ty = Ty = (Ve = K )wy.

Néng lirong todn phan trong mgt mgng N = (G, 1) = (V(G) E(G),r) duoc xac dinh bai

z W21y, = z (V z (Ve =, )wa,y (5)

XY€EE(G) XY€EE(G) Xy€EE(G

Trong céac cong thirc va céac tong ké tiép néu & trén, cac canh dugce dinh huéng mot cach tuy y. Diéu nay
chi don gian 1a dé tranh viéc phai tinh téng hai 1an; néu c4c canh khong dugc dinh hudng thi nang lugng toan
phan s& dugc xac dinh bai céng thic = nywxy %ey» VO1 quy uéc 0 - 0o = 0 (truong hop xy khong phdi la mot

canh, 7, = % vaw,,, = 0.) Dic bi¢t, phan cubi ciing caa cong thie (5) rd rang 1a khong thé xac dinh duoc
néu cac canh khong dugc dinh hudng. Hon nita, ndi mot cach chinh xac, cac cong thic trén khéng chinh xéac
ngay ca voi cac canh dugc dinh huéng: do mang ciia ching ta ¢ thé c6 mot sé canh tir x dén y nén, trong
(3), (4), (5), tong s& dai dién cho tong trén tat ca cac canh tir x dén y Va7, ¢y, Wy, 12 cac ham cua cac canh
tir x dén y, chix khong phai caa cip (x, y). Tuy nhién, ching ta khdng thé chéic chan rang cach téc ky nay s&
khong dan dén nham Ian.

Ching ta hdy tam dirng lai mot chut dé nhan xét rang ching ta s& khéng mat gi tir tinh tong quat néu
chung ta chi chu y dén cAc mang dig¢n don, nghia la c4c mang dién trong d¢6 mdi canh déu c6 dién tré bang 1,
bai vi moi mang dién déu co thé xap xi bdi mot mang dién khéc (c6 nhiéu canh hon) trong d6 tat ca cac canh
déu co cung dién tré. Trong nhiéu tinh toan, that thuan tién khi c6 cac dién trg tong quat, trong khi déi khi,
nhu trong (5), cac khai niém s& rd rang hon cho cdc mang don. That vay, véi mot mang don N = (G, 1), nang
luong toan phan trong N 14 gia tri ciia dang bac hai duoc xac dinh bai Laplacian L = D — A trén vector (V)
cta cac dién thé tuyét dbi. Tat nhién, trong trudng hop tong quat, ching ta ciing gip phai tinh hudng tuong
tu: tat



ca nhitng gi chling ta phai 1am d6 1a 1y Laplacian cia d6 thi trong luong voi trong lugng d6 ciia mdi canh e
1a @6 dan dién c, = 1/7,.

Chng ta quay lai v&i nhiém vu ching minh sy ton tai cua cac dong dién thoa méan ca ba dinh lut.
Nguyén Iy Thomson phét biéu rang cac dong dién va céc dién thé dugc phan phdi theo cach sao cho ning
lwgng toan phan trong mang la cuc tiéu. Nguyén Iy ndy c6 hai cach phét biéu khac nhau: trong Két qua
9.1.1), ching ta chon cac dién thé va, trong Két qua 9.1.2), chiing ta chon cac dong dién. Két qua 9.1.1) con
duoc goi la nguyén ly Dirichlet.

Két qua 9.1.1.
Gia st cho tru6c mot mang dién N = (G, 1), sy, ..., 5, € V(G), Vs, ..., Vs, ER.

Khi d6, chiing ta ludn ¢ thé tim duoc cac dién thé tuyét doi V,, x € V(G) \ {54, ..., S} sao cho
2
(% %)

E=E(1)) = ;
xy

XY€EE(G)
|4 toi tiéu. Phan phdi (V) nay cua cac dién thé tuyét dbi s tao ra mot dong dién thich hop vai khong gi khac
hon 13 cac ngudn sy, ..., s,. Gia tri cuc tiéu caa E chinh 12 nang luong toan phan caa mang dién.

Chitng minh két qua 9.1.1.

Do ham ning luong E 1a mot ham lién tuc theo cac dién thé tuyét dbi (V) € RV(® va E — oo khi
max|V,| = oo nén gia tri cuc tiéu cua E phai dat duoc tai mot diém (V) nao do.

Hon nita, tai diém (V,) € RV(® nay, chlng ta s& c6

0E _ 0
v,
V&I moi x # Sq, ..., S, NEN
2(V. — 1,
Z (x—y) =2 Z Wy, = 0.
YEN(x) Ty YEN(x)

Nhu vay, cac dién thé tuyét ddi nay s& xac dinh mot phan phéi caa cac dong dién (bang cach sir dung OL)
thoéa mén KCL. m

Két qua 9.1.2.
Gia st cho tru6c mot mang dién N = (G, 1), sy, ..., s € V(G) Vaug,, ..., us, € Rsaocho X1, ug, = 0.

Xét ham ning luong E = E(u) = Y yyer(e) Uy Ty 461 V6i cac ludng u = (u,,) sao cho, véi moi i =

1, ..., k, €0 mét dong dign voi cuong do u, di vao mang tai s; (hodc mot dong dign véi cuong do —ug, roi
khoi mang tai s;) va, tai cac dinh khéc, khong cé bat ki mot dong dién nao di vao hoac roi khoi mang.




Khi d6, ching ta ludn ¢6 thé tim dugc mét ludng u = (u,, ) nhu vay sao cho E (w) la téi tieu. Luong nay
s& thoa man KPL, nghia 1 n6 1a mot dong dién thuc su. Gia tri cuc tiéu cua E () chinh 12 ning luong toan
phan caa dong dién.

Chitng minh két qua 9.1.2.

Mot Ian nita, tinh compact ciing chi ra rang gia tri cuc tiéu cua E (u) phai dat dwoc tai mot ludng u =
(uy, ) nao do. Gid st cho truéc mot chu trinh x;x, ... x; %41 = x;. Ki hiéu u(e) 1a ludng thu dugc tir u bing
cach tang ting u,,,,, 1én e don vi, véimoii =1, ..., L.

Khi @0,
dE (u(e .
&= 0 taidiém e = 0,
de
nén
1
2 2 Wnixipr Tixins = 0.
i=1
Nhu vay, KPL duoc thoa man, nhu ching ta da tuyén bo. ]

D¢ ddn di¢n higu dung C.z; = Cop5(s, t) clia mot mang dién tir s dén ¢ 1a gid tri cua cudng do dong dién
tir s dén t néu chung ta dat gitra s va t mot hiéu dién thé c6 gia tri bang 1. Pign tré higu dung Resp =
Rsr(s,t) = 1/Cop4(s, t) la gid tri hiéu dién thé giira s va t dé dam bao c6 mot dong dién c6 cudng do bang
Ltirs dént.

Két qua ké tiép, nguyén Iy Rayleigh hodc nguyén ly bdo tean néing Iweng, ngu Y rang néu ching ta thay
mot mang véi mot dinh phat s va mot dinh thu ¢ bai mot day dan co dién tré 1a dién tré hiéu dung cua mang
nay thi niang luong cia hé théng s& khong thay doi.

Két qua 9.1.3.

Gid sru = (uyy) 1a Mot luong tir s dén ¢ véi gid tri ug = Y encs) Usy = — Dzen(e) Utz = —Up, nghiala u
la mét ludng thoa man KCL tai moi dinh khac véi s va t, va (V) 1a mot ham bat ky xac dinh trén tap cac
dinh.

Khi do,

(Vs - Vt)us = nyeE(G)(Vx - Vy)uxy-

Chitng minh két qua 9.1.3.
Nhan thay rang vé phai ciia dang thic trén co thé biéu dién lai dudi dang
ZxEV(G) Vx(ZyeN"’(x) Uyy — ZzeN‘(x) uzx) = Veus + Veue = (V; — V)us.

Piéu nay hoan tat phép chirng minh ciia chung ta. O




Két qua 9.1.4.

Ning lugng toan phan trong mot dong dién tir s dén ¢ 1a (V; — V,)wg, trong d6 wy = Y yen(s) Wy 1 cudng
d6 cua dong dién. Néu V, — V, = 1 thi ning luong toan phan sé biang do 16n cua cudng do dong dién, nghia 1a
ning lwong toan phan, tong dong dién va do dan dién hiéu dung 1a nhw nhau. Néu w, = 1 thi ning luong toan
phan chinh 12 hiéu dién thé gitra s va t, nghia 1a ning luong toan phan, hiéu dién thé va dién tro hiéu dung 1a
nhu nhau.

Chitng minh két qua 9.1.4.
Tinh dtng din cua khang dinh trén duoc suy ra ngay lap tac tir Két qua 9.1.3. 0

Két qua 9.1.1) va Két qua 9.1.4) ngu y biéu thirc sau day cho do dan dién hiéu dung:

Két qua 9.1.5.
D¢ dan dién higu dung C, ;¢ (s, t) cia mang gitta s va ¢ la
Ve —1)?

Copr(s,t) = inf 2 ————: =1V =0
XY€EE(G) xy

Tuong tu, Két qua 9.1.2) va Két qua 9.1.4) ciing dua ra mot biéu thirc kha hiru ich cho dién tré hiéu dung
Reff (S, t)

Két qua 9.1.6.

Dién tro hiéu dung R, ¢ (s, t) cua mang gittas va t la

Resr(s,t) = inf{ Z UZyTyy - (uxy) la mot s — t luébng véi kich thwéce 1. ¢.
xY€EE(G)

Hai Két qua 9.1.5) va Két qua 9.1.6) ngu ¥ tinh ding dan ciia “chén thanh” cua phan nay — nguyén Iy don
diéu.

Két qua 9.1.7.

Néu dién tro ctia mot day dan tang thi dién tro hiéu dung (gitra hai dinh) s& khdng giam. Dic biét, néu
ching ta cat mot day dan thi dién tré hiéu dung khong giam, con néu ching ta ndi tat hai dinh thi dién tro
hiéu dung khong tang.

Chitng minh két qua 9.1.7.

Néu 7, ting thi biéu thic cua C, 7 (s, t) trong Két qua 9.1.5) s& khong tang. Tuong tu, biéu thic cua
Res(s,t) trong Két qua 9.1.6) ciing s& khong giam. O

Muc tiéu tiép theo caa ching ta 1a thiét 1ap mdi lién hé gitra cac dudng di ngau nhién va cac mang dién;
cac két qua ¢ trén s& rat hiru ich trong viéc giai quyét cac cau hoi vé cac duong di ngau nhién.




9.2. Mai lién hé giira cAc mang dién va cac dwong di ngiu nhién
Gia str cho truge mot cap (G, S), trong d6 G 1a mot dd thi don va S < V(G).

Mot ham £: V(G) — R duoc goi 1a mot ham diéu hoa trén G véi bién S néu

1
=305 D, )

YEN(x)
bat ctr khindo x € V(G) \ Svad(x) > 1.

Céac ham diéu hoa c6 tim quan trong dic biét trong |y thuyét vé cdc mang dién va ching ta di gip ching
trong phan trude nhung khong goi tén ching.

That vay, voi mot d6 thi G cho truéc, chiing ta c6 thé bién n6 thanh mot mang dién don bang cach gan
cho mdi canh xy mot d6 dan dién c,,, = 1 valay S = {sy, ..., s J. Khi d6, (4) chinh x4c la dang phat bieu
rang néu khong c6 dong dién nao di vao hoac roi khoi G tai cac dinh khac véi s; thi ham V, caa cac dién thé
tuyét doi 1a diéu hoa trén G vai bién S:

1
Vv =—— z V., 6

YEN (x)
bat ctr khi ndo x € V(G) \ Svad(x) > 1.

M6t ngudn tu nhién khéc cta cac ham diéu hoa xac dinh trén mot do thi 1a dén tir cac duong di ngau
nhién trén do thi. Gia sir cho truéc mot do thi lién thong G véi mot tap khong rdng S < V(G) va g 1a mot
ham gi4 tri thuc xac dinh trén S. Vi mdi x € V(G), chiing ta hiy choi mét tro choi sau. Bat dau tir x, di
chuyén mat cach ngau nhién trong G, dung lai ngay khi ching ta tim thay mot dinh s caa S: néu diéu nay xay
ra thi chling ta s& ndi rang x thiang g(s). N6i mot cach chinh xac hon, ki hiéu X, = x. Gia sir chung ta da
xac dinh dugc X, = y, néu y € S thi ching ta s& dung day lai ngay; treong hop nguoc lai, ching ta s& chon
ra ngau nhién mot dinh lang giéng z cia y va ki hiéu X,,, = z. Néu duong di ngau nhién X,, X,, ... nay két
thiic tai s € S thi ching ta s& ndi rang x thang g(s). Ké tiép, gia st E,, 1a muc ting ky vong cta x. Nhu vay,
néu x € S thi E;, = g(x); trudng hop nguoc lai, mirc ting ky vong cua x chinh 1 gia tri trung binh cua cac
ky vong sau mot budc, nghia 1a

1
Ex=@ z Ey. (7)

Piéu nay chiing to rang E, 1a mot ham diéu hoa trén G voi bién S. Ngoai ra, néu S = {sy, ..., s} va
g(s;) =V, thi cac phuong trinh (6) va (7) chi ra rang (E,) chinh Ia sy phan phdi cua cac dién thé tuyét doi
néu mdi s; duogc dat tai Vs, va khong c6 dong dién nao di vao hoac roi khoi mang tai cac dinh khac vei s;.

Tam quan trong cua cac ham diéu hoa trong cac nghién ciru vé cac dong dién va cac duong di ngau nhién
trén cac do thi thiét 1ap méi lién hé mat thiét gitra hai linh vuc nay. Chi riéng diéu nay thoi ciing da quéa du dé
lam cho cé4c nghién ciu vé cac dudng di ngau nhién trén cac d thi tré nén déang gia, nhung con c6 mot Iy do
khéc, tham chi con thuyét phuc hon: cac duong di ngau nhién trén cac d6 thi trong lwong, sé& duoc gisi thiéu
tiép theo, chinh la céc xich Markov hitu han kha nghich.



Muc dich chinh cta phan nay la gidi thiéu cac duong di ngiu nhién trén cac d6 thi va trinh bay méi lién
hé giira cac duong di ngau nhién va cdc mang dién. Ching ta ciing s& chi ra rang méi lién hé nay mang lai loi
ich to 16n cho ca hai ly thuyét ndy bang cach dua ra thém hai cach chitng minh khéac cho nguyén 1y don diéu
va sir dung cac mang dién trong c4c nghién ciu vé cac duong di ngau nhién.

Mgt xich Markov (véi théi gian reéi rac) trén mét tdp hiu hgn hodc dém dwoc cac trgng thai V duoc
dinh nghia 12 mét day cac bién ngau nhién X, X, ... |y cac gia trj trong V sao cho, véi moi x,, ..., X, € V,
X4cC SUat dé X,,, = x,,4, V6i diéu kién chung ta di c6 X, = x, ..., X; = x,, chi phu thudc vao x, va x,,,. Do
hau hét cac xich Markov caa chiing ta déu s& duoc xac dinh boi cac do thi nén ching ta c6 xu hudng s& goi
chiing 14 cac duong di ngau nhién.

Gia sir cho trugc mot do thi G véi bac n khong cd chira cac canh kép nhung c6 thé chira mot canh khuyén
ndo d6 tai mdi dinh. Vi mdi canh va canh khuyén xy, chiing ta gan mot trong lwgng dwong a,, > 0. Dbic
biét, a,, 1a trong lwong cua canh khuyén xx tai x. Bang cach ding a dé ki hiéu cho ham xy ~ a,,, chiing ta
nhan dugc mot da thj trong lweng (G, a).

Ké tiép, gia st cho truéc mot do thi trong luong (G, @), v6i moi dinh x € V(G), ki hidu Ay = ¥yenx) Ay
va, voi moi x, vy € V(G), xac dinh

ax V. N 7 = 2 = A ~ A by 7
p A_y néu x dwoc ndi véi y béi mot canh hodc canh khuyén nao do,
- X

xy
0 trwong hop nguoc lai.

Nhu vay, P = (B,,) 1a mot ma trap cap n X n véi cac phan tir khong am trong d6 tong cua mdi hang déu
bang 1.

Mot duong di ngdu nhién duge xac dinh boi mot d6 thi trong lwong sé 1a mot xich Markov xac dinh trén
V = V(G) véi matrgn chuyén xac sudt (Py,)y yey, trong d6 Py, 12 Xac suét di tr x dén y. Khai niém duong
di ngau nhién (RW) xac dinh trén mot db thi trong lugng ma chiing ta dang mudn néi dén chinh 1a duong di
ngau nhién véi ma tran chuyén xac suat nhu néu & trén.

Nhu vay, mot RW 1a méot ddy cac bién ngau nhién X,, X4, ..., mdi bién s& nhan céc gia tri trong tap cac
dinh V, sao cho

P(Xi41 = Xe1lXo = x0, X1 = X1, 0, Xy = %) = Prexpirr

v&i moi duong di xyx; ... x, trong d6 thi G.

Néu G khdng c6 chira bat ky mot dudng di xx; ... x, ndo thi P(X, = xo, X; = x4, .., X; = x,) = 0. Néu
X, = y thi chling ta s& ndi rang tai thoi diém t duong di di qua y.

NGi mot cach chinh xéc, chiing ta c6 xu hudng s& xét toan bo 16p cac RW ¢ cling ma tran chuyén xéac
suat P = (P,,), nghia la ching ta s& dung (X,)¢2, dé ki hiéu cho bat ky RW nao c6 ma tran chuyén xac suat
nay. Bé co thé chon ra mot RW cu thé trong sé cac RW nay, chung ta thuong ¢b dinh phan phéi ban dau,
nghia 1a phan phdi ciia X,,. Trén thuc té, phan I6n thoi gian ching ta s bat dau dudng di ngau nhién (X;)52,
tai mot dinh nhét dinh cho truéc, nghia 1a X, = x, d6i véi mot x, € V(G) nao do.



Viéc dinh nghia mot duong di ngiu nhién trén mot da do thi trong luong, voi cac canh kép va céc canh
khuyeén, chi hoi kém tu nhién hon mét chit. Gia sir cho truéc mot da do thi trong lwong (G, a) véi ham trong
luong a: E(G) = R, e = a, > 0. Vi moi x € V(G), ki hiéu 4, 13 tdng cua cac trong lwong a, cua tat ca cac
canh va cac canh khuyén e lién thuoc véi x va, voi moi x,y € V(G), ki hiéu a,, 1a tong trong lugng cua tat

. < n Z- , - C o4, , - Axy 4 n 2 , 4
ca cac canh va cac canh khuyén noi x véi y. Khi do, P = (Py,,), V6i Py, = %, la ma tran chuyén xac suat
X

ciia moét RW xac dinh trén d6 thi trong lwong (G, a).

Theo tryc giac, trong mot RW xac dinh trén mét da dd thi trong lugng, néu ching ta dang & tai mot dinh
x thi chiing ta c6 thé chon ra ngau nhién mat trong cac canh va cac canh khuyén lién thuoc véi x (chir khong
phai mét trong cac dinh 1ang giéng) theo trong lwong cua ching va di qua canh d6 t6i dau mt khac.

Ké tiép, cac da do thi trong lwong ma ching ta dac biét quan tdm 1a cac mang dién (G, ¢), v6i ham d6 dan
c: trong lugng ctia mot canh e duoc coi 1a d6 dan dién c, ciaa nd. Mot RW trén mot mang dién ludn dugc coi
la mot RW véi ham trong lugng nhu vay.

Pé don gian hoa cach ky hiéu, ching ta cd thé gia st ring mang dién caa ching ta khong c6 cac canh kép
va cac canh khuyén, nén chiing ta c6 thé ding c,,, dé ki hiéu cho d6 dan cta canh tir x dén y. Trén thuc té, s&
rat thuan tién néu ching ta khoéng cé cac canh khuyén, mac du su ton tai cia cac canh khuyén s& khdng 1am
anh hudng gi dén cong thirc ciia ching ta: diém khac biét duy nhat c6 thé xay ra d6 1a néu ching ta khdng co
canh khuyén nao thi RW cua chung ta khong duoc phép nan lai tai mot dinh.

Nhu vay, tir gio tré di, mot mang dién N = (G, c¢) ludn dugc gia dinh nam trén mot d6 thi don G, nén mot
RW trén N s& c6 ma tran chuyén xac suét P = (P,,,), Véi Py, duge xac dinh boi
Sy néu xy € E(G)
P, =1C, ’
0 trwong hop nguorc lai,

trong d6 Cx = Yyen(x) Cxy-

Sau tat ca phan ma dau néu & trén, ching ta s& bat tay vao mot chit toan hoc. Pau tién, ching ta s& quay
lai vi du vé thé niang tuyét d6i duoc dua ra boi cac dudong di ngau nhién, nhung ching ta sé& trinh bay lai két
qua nay theo cach hoi khac di d6i chat. Mot 1an nita, chiing ta s& chi xem xét cac mang véi mot dinh phat va
mot dinh thu, nhung ching ta s& chitng minh nhiéu hon mot chit so véi nhan xét trude day ciia ching ta. Bé
mo ta cac dong dién, trudc hét, ching ta s& gidi thiéu khai niém vé x4c sudt P,g, = P, (s — t) dé thoat
khéi s dén t (hoac don gian chi 1a xac sudt thoat): xac suat dé, bat dau tir s, chung ta di dén t trudc khi
chung ta quay lai s.

Két qua 9.2.1.
Gia str cho trudc mot mang dién lién thong N = (G, ¢) va cac dinh s, t € V(G),s # t.
Vi moi x € V(G), ki hiéu V, = P(bat dAu tir x, ching ta dén s trwdc khi dént), nénV, = 1 vaV, = 0.

Khi d6, (Vi) xev(¢) 12 phan phdi cua céc dién thé tuyét déi khi s duge dat ¢ 1 va ¢ duge dat ¢ 0. Tong
cuong do dong dién tir s dén t la




Ceff(S: t) = CsPesc(S - t)- (8)

Hon nira,
P (s>t C
esc( ) — _t. (9)
P..(t—-s) Cs
Chitng minh két qua 9.2.1.
Bang cach xem xét bude di dau tién cua RW biat dau tai x # s, t, chding ta nhan thay rang
c
Y- Y
X
y YEN(x)
nén (4) duoc thoa man:
C,V, = Z Cxy V-
YEN(x)
Nhu vy, (V) xev(c) thuc su 1a phan phoi cua céc dién thé tuyét doi nhu da tuyén bo.
Luu ¥ rang
Pose(s > ) =1- 2 Py Vy,
YEN(s)
béi vi bude di dau tién dua chung ta dén mot dinh lang gieéng y cua s, véi xac suat 1a Py, va tir do, véi xac
suat V,, ching ta di dén s truéce khi dén ¢.
Nhu vay, tong cuong do dong dién tir s dén t 1a
Csy C
Crs)= ) (h=Wey = ) (h=1)=L>
YEN(s) YEN(S) o
Csy Csy
=6 ) (F-wg)=al1- ) mu
YEN(S) s s YEN(S)
= C,P,,.(s » t).
Diéu nay chi ra tinh ding dan cua (8).
Cuédi cuing, (9) duoc suy ra d& dang nhu sau:
PeSC(S - t) _ Ceff(s, t)/CS _ &
Pesc(t . S) Ceff(t: S)/Ct Cs,
bai vi Ceff(s, t) = Ceff(tl S). O

C6 nguy co qua khoa truong khi chiing ta s& biéu dién lai V, va P,.(s — t) theo céc thoi gian xay ra.




V&1 mot tap cac trang thai S, chdng ta sé xac dinh hai thoi gian xay ra:
g = min{t = 0: X, € S}vatd = min{t = 1: X, € S}.

Do chiing ta thudng bat dau RW cia minh & mot trang théi x trong S nén diéu quan trong & day doé 1a
chidng ta phai phan biét r giita hai thoi diém nay. Cac dinh nghia twrong tw ¢ thé duoc st dung cho cac xich
Markov téng quét, nén thoi gian xay ra duoc dinh nghia cho cac qua trinh d6 thi ngau nhién chinh 1a .
Ngoai ra, véi moi x € V, chling ta s& dung P, va E, dé ki hiéu cho xé&c suit va ky vong véi diéu kién RW cua
chling ta bat dau tir x; néu ching ta bit dau tir mot phan phdi p thi ching ta sé ki hiéu P, va E,,.

Vi cach ki hiéu nay,
V. =P, (XT{s,t} = S) va Pesc(S - t) =P (XT{I—S,t} = t)'

Tuong tw nhu Két qua 9.2.1), chung ta ciing c6 mot cach mé ta don gian vé cac dién thé tuyét ddi va cac
dong dién trong céc canh, khi cho mot dong dién véi cudng do bang 1 chay tir s dén t. Cach mo ta vé RW
nay cua ching ta bat dau tai s va ding lai khi chung ta dén t lan dau tién. Vi mot dinh x bat ky trong mang
cua ching ta, ki hiéu S, = S, (s — t) la thoi gian lwu tri dw Kién tai x: gi tri ky vong cua s céc lan ching
ta & x trudc khi dén t, néu ching ta bit dau ¢ s.

Véi cac thoi gian xay ra va ky vong c6 diéu kién néu ¢ trén,
Sx(S >t) = Es(|{l < T{t}:Xi = X}D

Nhu vay, néu mang ciia ching ta 1a mot mang don khong tam thuong voi hai dinh, gia st 1a s va t, duoc
ndi véi nhau bai mot canh véi dién trér bang 1 thi Sg(s — t) = 1, bai vi néu chling ta bat dau tir s thi Ty = 1
va X, = s. Ngoai ra, S;(s — t) = 0 v4i moi mang.

Két qua 9.2.2.

Gia st cho tredc mot mang dién lién thong N = (G, c) v6i s, t € V(G),s # t. Vi x € V(G), ki hiéu V,
Sx(s = t)/C,. Hon nira, véi xy € E(G), ki hiéu E,,, la hi¢u dy kién gitra s6 lan chung ta di qua canh xy tir x
dén y va s6 1an ching ta di qua né tir y dén x, néu ching ta bat dau tai s va ding lai khi di dén t.

Khi d¢, bang cach dat mot dién thé tuyét doi R,z (s, t) tai s va mot dién the tuyét doi O tai t sao cho co
mét dong dién véi cudng d6 bang 1 di tir s &én t qua N, phan phdi cua cac dién thé tuyét dbi chinh 1a (V).

Ngoai ra,
Sx(s = 1)

Rerr(s,t) = C
S

Hon nira, dong di¢n chay trong canh xy chinh 13 E,,,.

Chirng minh két qua 9.2.2.

Chung ta biét rang S;, nén V, = 0. Chdng ta ciing dé dang kiém tra duoc rang (V,) thoa man (4) véi moi
x # s, t. That vay, ching ta nhan dugc x tir mot trong cac dinh lang giéng caa no, nén




khong gi khac hon ngoai (4):

YEN(x)

Nhu vay, phan phéi (V,) cua cac dién thé tuyét doi s& thoa man KCL tai moi dinh khac véi s va t. Hon
nira, Vi sy phan phdi nay cua cac dién thé tuyét doi, khong cé dong dién nao di vao hoac roi khoi mang tai
bat ky dinh nao khéc ngoai s va t.

Tat ca nhirng gi con lai dé kiém tra d6 13 chiing ta phai c6 mot dong dién nhu da tuyén bd trong mdi canh
va cuong do cua tong dong dién tir s dén ¢ 1a 1.

Vin d& dugc dat ra ¢ day d6 1a: “Dong dién w,,, trong canh xy gay ra bai cac dién thé tuyét doi (V) 1a
bao nhiéu?”.

Tt Binh luat Ohm, n6 sé& bang

va biéu thuc cudi cting chinh [ E,,,.

Cubi cling, tong dong dién chay qua mang tir s dén t s& bang 1:

Wy = Z Wsy = Z Esy, =1,

YEN(s) YEN(s)
boi vi mdi duong di tir s dén t déu mat thém 1 budc tir s (qua mot canh roi khoi s) so vai s (qua mot canh
thanh s). Nhung do chung ta c6 mot dién thé tuyét dbi bang 0 tai t va tong dong dién tir s dén ¢ 13 1 nén dién
thé tuyét doi R.rr(s — t) duoc dat tai dinh s, nghia 1a V; = R.s¢(s — t), nhu chung ta da tuyén bo. O

Két qua 9.2.1) va 9.2.2) dua ra hai biéu thirc thay thé cho R,;(s — t). Bang cach can bang chiing, chung
ta nhan thay rang xac suat thoat chinh 1a nghich dao cua thoi gian luu tra dy Kién tai s:

Pesc(s = t) = (10)

Sy(s = t)
Nhan dinh trén c6 thé duoc ching minh truc tiép mot cach dé dang.

Ké tiép, chling ta s& chuyén sang khao sat cac mang v han lién thong hitu han dia phuong. Nhu vay, gia
sa N = (G, c), trong 46 G = (V(G), E(G)) 1a mot dd thi vo han lién théng sao cho moi dinh déu ¢ bac hitu
hanva c: E(G) » R* = (0, o0) 1a ham d6 dan. Nhu trude day, chlng ta s& dinh nghia mot RW trén V(G)
béng cach x4c dinh ma tran chuyén xac suét P, 1a Cé‘—xy néu xy 1a mot canh va 0 trong truong hop nguoc lai.



Chon ra mét dinh s € V(G) va ki higu P& = P,.(s, ) 1a xac suét dé, khi bt dau tir s, chiing ta khong

bao gio phai quay tro lai s. RW cia chung ta dugc goi 1a transient néu Pe(;;’) > 0 va no6 duoc goi la recurrent
néu P = 0. D& dang nhan thay ring cach dinh nghia nay khong phu thudc vao cach lua chon s ciia ching

esc

ta. Twong ty nhu Két qua 9.2.1), chung ta ciing c6 két qua sau:

Két qua 9.2.3.

Mot RW trén mot mang dién vo han lién thong hitu han dia phurong 1a transient khi va chi khi dién tré
hiéu dung giira mot dinh s bat ky va oo 13 hitu han va n6 1a recurrent khi va chi khi dién tro hiéu dung nay la
vO han.

Mic du vé mat trec quan rd rang Két qua 9.2.3) c6 nghia 1a gi va n6 tuan theo Két qua 9.2.2) nhu thé nao,
nhung chang ta van hdy moé pham lai n6 mot chat:

Chung ta chon ra mot dinh s ¢6 dinh va, véi I € N, ki hiéu N, 1a mang nhan duoc tir N bang céch rat ngin

O]
eff

mang N, giiia s va t, va ki hicu €7, = 1/R?, 1a do dan dién hiéu dung cua n. Tir nguyén ly don diéu,
l N g~ l
if)f) la tang va day (Ce(f)f
C(oo)

dung cua N gitra s va o la RS}"} = liml_,ooRi?f va do dan dién hiéu dung la eff = limlqooCe(?f.

tat ca cac dinh c6 khoang cach dén s > [ dé tao thanh mét dinh ¢, mai. Ki hiéu R.7, 1a dién tré hiéu dung cua

chling ta biét rang day (R ) 1a giam, nén chling ta c6 thé dinh nghia dién tré higu

Ki higu P 1a xéac suét dé, khi bat dAu tir s, ching di duoc mot khoang cach it nhét 13 [ tir s, truéc khi

quay tré lai s. Chiing ta d& dang nhan thiy ring P = lim;_ ., PL.

C6 thé nhan thiy ngay ring P ciing chinh 1a x4c suét dé thoat dén ¢, trong N;, khi chiing ta bét dAu tai s
trong N,. Tir Két qua 9.2.1), PS) = €7, /Cs. Nhu vay, P52’ > 0 khi va chi khi €7
khi va chi khi Rg,)f = 1/Ce(?f nhé hon hoic bang mot s6 thuc r nao d6 voi moi 1. Nhung diéu ndy ciing s&

dtng khi va chi khi RSy} < 7, dpem.

bi chan béi 0, nghia la

Tur Két qua 9.2.3), chiing ta thuc su quan tdm dén cach thuce hanh “thuc t&” dé chang minh Rf?jf’} va Cé;?
()
R

bi chan bi céc dai lwgng nhat dinh no d6. Chiing ta s& bat dau voi R,;.

Két qua 9.2.4.

bién tro hiéu dung jof} cua N giira s va o nho hon hoic bang r khi va chi khi chiing ta c6 mot dong
dién (uxy) trong mang N sao cho ching ta c6 mot dong dién c6 cuong d6 1 di vao mang tai s, khéng cé dong
dién nao di vao hoac roi khoi mang ¢ cac dinh khac va ning luong toan phan cua hé, Y xyeE(G) Ury Ty, NNO

hon hoic bang r.

Chitng minh két qua 9.2.4.

Giasw R)),

N;, véi ndng lugng toan phan nhé hon hogc bang r. Tir tinh compact, ching ta s& c6 mot ddy con caa (u®)

< r voi moi 1. Két qua 9.1.6) dam bao s& c6 mot ludng u® véi kich thudc 1 tir s dén t, trong




hoi tu dén mot ludng u véi céc tinh chat yéu cau. Tir Két qua 9.1.6), chiéu nguoc lai cua khing dinh hién
nhién cling ding. O

C(OO)

or7 tham chi con dé dang hon; n6 c6 thé duoc suy ra ngay 1ap tac tir Két qua

Céc két qua tuong tu cho

9.15) va €57 = lim;eC7.

Két qua 9.2.5.

Do dan dién hiéu dung €77 < € khi va chi khi, véi moi €’ > €, ching ta ludn c6 thé tim dugc mat ham

(V;) trén tap cac dinh V(G) sao cho V; = 1, V, = 0 Vi tat c ngoai trir mot s6 hitu han cac dinh x va
nyEE(G)(Vx - Vy)zcxy <C'.

Két qua 9.2.4) va 9.2.5) ciing chi ra cho ching ta mot phién ban ré rang hon sau day cua Két qua 9.2.3).

Két qua 9.2.6.

Gia str cho truéc mot mang dién voé han, lién théng, hitu han dia phuwong N = (G, c) = (G, 1/r), trong d6
c = 1/r 1a do dan dién va r 1a dién tro.

Khi d6, RW 1a transient khi va chi khi chiing ta c6 thé tim dugc mot ludng (u,., ) véi nang lugng toan
phan hitu han Y xyeE(G) Uny Txy trong do khong co dong dién nao roi khoi bat ky dinh nao, nhung c6 thé c6
mét s6 dong dién di vao mang tai mot s6 dinh nao d6. Ngoai ra, RW 1a recurrent khi va chi khi, véi moi & >
0, ching ta ludn c6 thé tim dugc mot ham (V) trén tap cac dinh sao cho V, > 1 véi mét dinh s nao do, V, =
0 véi tat ca ngoai trir mot s6 hitu han cac dinh x Va ¥ yere) (Ve — 1)%cy < €.

Két qua 9.2.6) ngu Y dang bién thé duong di ngau nhién ctua nguyén 1y don diéu: khi chang minh tinh
transience, chiing ta cé thé cat cac canh, khi ching minh tinh recurrent, chling ta cé thé ndi tat cac dinh.

Nhu mdt tng dung noi bat cia Két qua 9.2.6), chiing ta s& chang minh két qua tuyét voi sau day cua
Pélya vé cac duong di ngau nhién trén cac mang Z¢.

Két qua 9.2.7.

Moi duong di ngdu nhién don trén mét mang d — chiéu Z¢ sé& I recurrent néu d = 1,2 va la transient néu
d = 3.

Chirng minh két qua 9.2.7.

Céc dudng di ngiu nhién don (SRW) dang duoc dé cap chinh 1a cac RW trén mang dién don twong (ng
véi @6 thi Z4, trong d6 mdi canh déu co dién tro bang 1. Tir nguyén 1y don diéu, tat ca nhirng gi ching ta phai
lam d6 1a chi ra rang cac SRW trén Z?2 la recurrent con trén Z3 la transient.

Pé ching minh tinh dung din cua khang dinh thi nhét, véi moi n > 1, chap tat ca 8n dinh x = (x4, x,)

VGi ||x]| = max(|x,], |x,|) = n thanh mot dinh a,, mai va ki hiéu a, = 0. Mang méi nhan dugc la mot
\ - A Af R . 1 w 1 A A e i
mang duong di vo han vé mot phia agaqa; ..., Véi 1, o ., = Pt Do Yo, o2 = onen dién tro hiéu dung

gitra a, va o la oo, nghia la SRW thuc su la recurrent.




Tuy nhién, ching ta van can dwa ra mot Iap luan hoi khac mot chdt, 1an nay dya trén Két qua 9.2.6).
Ki hiéu S,, = X/T, 1/i va, voi x = (x4, x,) € Z?, chiing ta xac dinh V;, boi

{1 — S, /S, néumax(|x,|, |x,]) =k <mn,
Ve = 5 ,
0 trweong hop nguworc lai.

Khi do,
n
8
(= %)? < ) 8(kS) ™ =,
k=1 Sn

va vé phai ctia danh gia trén c6 xu huéng tién dén 0 khi n — oo.

xY€EE(Z?)

Dé thay ring cac SRW trén Z3 la transient, chling ta can xéac dinh mot ludng u = (u,, ) trong phan tam
duong nhu sau. Gia st cho trudc mot dinh x = (x4, x5, x3) V6i x; = 0 va x; + x, + x5 = n, chlng ta sé gui
mot dong dién véi cuong d6 2(x; + 1)/(n + 1) (n + 2)(n + 3) di dén dinh x + e;, trong d6 (e;, e,, €3) 13 co
s& chuan tic cua R3. Khi dé, chung ta s& c6 mot dong dién co cuong do % + % + g = 1 di vao mang tai 0 va
KCL duoc thoa man tai moi dinh khac, bai vi tong cuong do dong dién di vao tai mot dinh x = (xy, x5, x3),
VO X1, X5,%5 20,0 +x, +x3=n=>1,1220 +x, + x3)/n(n+ 1) (n+2)=2/(n+ 1)(n+ 2) va
tong cuong d6 dong dién roi khoind 1a 2(x; +1+x, + 1+ x3+1)/(n+ D(n+2)(n +3) =
2/(n+ 1)(n+2).

Nhan thay rang ning luong toan phan cua dong dién nay la

Z Z Z (n+ 1)3((::_212(11 + 3)? = ; (n ; 2) (n +41()T;(-;1)(27;:£jl 3)?%

n=0 x1,X2,x320,x1 +x,+x3=

boi vi chiing ta ¢6 ("1?) diém (xy, x5, x3) trong Z3 véi x; +x, + x5 =nvanéux; = 0vax; +x, +x3 =n

thi (x; + D2+ (e + D2+ + D)<+ D*+1+1<(n+ 1D+ 3).
, - \ X L. ~ N ;oo 2 _
Do d6, nang luong toan phan toi da s€ khong vuot qua Yp-, TS A

Nhu vay, tir Két qua 9.2.6), cac SRW trén Z3 14 transient. 0

R rang, cach ching minh néu & trén cua dinh Ii Plya khdng thuc sy thé hién duoc sirc manh cua Két
qua 9.2.6), két qua nay cé thé duoc sir dung dé ching minh tinh transient va tinh recurrent cua cac duong di
ngau nhién trén cac do thi vo han tong quat hon nhiéu so véi cac mang.

9.3. Céac thoi gian xay ra va cac thoi gian di chuyén

Nhan thay rang chung ta thu duoc cac két qua trong phan truéc chi bang cach dwa vao nhitng sy kién tho
so nhét lién quan dén cac duong di ngau nhién. Do ching ta mudn giit nguyén vé co ban phan trinh bay nén
chiing ta van sé tiép tuc di theo hudng phan tich nay; tuy nhién, ching ta s& thay thuan tién hon khi st dung
mot s6 tinh chat co ban cia cac duong di ngau nhién.

Muc dich ctia ching ta trong phan nay cuaa bai viét 1 nghién ctu cac tham sé quan trong cua cac duong
di ngau nhién trén cac d6 thi, chang han nhu thoi gian xay ra du kién, thoi gian di chuyén va thoi gian luu



trd. Ngoai cac 1ap luan t6 hop, chiing ta ciing s& sir dung méi lién hé giita cac duong di ngau nhién va cac
mang dién, vi loi ich cua ca hai ly thuyét. Béi véi cac két qua khéc, ching ta s& ching minh mét dinh i cua
Foster cho riang tong cua cac dién tré trén cac canh trong mot db thi don s& chi phu thudc vao bac caa db thi
do.

Mot dic diém hap dan caa ly thuyét nay nam ¢ chd no ¢ rat nhiéu méi lién hé: cac két qua vé bac néu
trong phan trinh bay caa chdng ta chi 1a mét trong nhiéu kha ning c6 thé xay ra khac nhau.

Pé nhan manh ban chat to hop caa cac két qua va dé gitr cho céch ky hiéu duoc don gian, ching ta s& chi
xem xét cac duong di ngdu nhién don trén mot d6 thi ¢b dinh G cho trudc véi n dinh va m canh sao cho ma
tran chuyén xac suat 1a P = (P,,), trong d6 P, = 1/d(x) néu xy € E(G). Trén thuc té, khi thuc hién cach
lam nay, ching ta khdng 1am mét tinh tong quat cua van dé: tat ca cac két qua nay déu co thé duoc dich ngay
lap tic sang cho truong hop do dan chung.

V6i moi phan phdi xac suat ban dau cho tru6C p = (Py)xev(g), PhaN phoi xac suat sau mot budc 1a pP =
(2, pxny)yEV(G), boi vi y nhan duoc mot “khdi lugng” (hodc mot “xéac suat™) Dy Py tir mdi dinh x. Néu G 1a
mot da do thi thi P, = m(xy)/d(x), trong d6 m(xy) 1a s cac canh tir x dén y. Trong trudng hop nay, trong
mdt budc, mdi canh e tir x dén y déu mang mot ti 1¢ 1/d(x) cua Xac suat p, tir x dén y vamot ti lé 1/d(y)
cua Xac suat p,, tir y dén x. D€ don gian cach ky hiéu, chliing ta s& tam gisi han su chii ¥ cua ban than vao cac
d6 thi don khong c6 cac canh khuyén, mac di rd rang la tat ca cac két qua nay déu cé thé chuyén sang cho
cac da dd thi va, tong quat hon mot chut, cho cac da d6 thi trong lugng, nhu trong muc 9.2. Mdi lién hé giira
cac mang dién va cac duong di ngau nhién.

Ki hieu m = () ey 12 phan phdi xac suat trén V = V(G) véi m, = d(x)/2m. Néu m 1a phan phdi xac
suat ban dau ciia ching ta thi mdi canh canh déu truyén 1/d(x) Xac suat m,, = d(x)/2m tir x dén y, nghia 1a
mdi canh déu truyén ciing mot xac suat 1/2m theo ca hai huéng. Bic biét, ma tran P va vector  thoa man
Ccac phwong trinh cén bang:

Ty Py = 1y Py, V&I Moi x,y € V.

Tir d6 16 rang 1a 13 mot phan phéi én dinh doi véi P: P = m.

That vay,

(nP), = z TPy = z Ty Py = nyz P, =m,.
X X X

Piéu gi s& xay ra néu SRW cua chling ta bat dau tir mot phan phdi xac suat p = (py)yey? Néu G 12 mot
dd thi ludng phan thi pP¥, phan phdi xé4c suat sau k budc, khdng nhat thiét phai tién dén  khi k — oo, nhung
néu G khdng phai 1a mot do thi ludng phan thi p* = pP* sé tién téi m khi k — oo.

NGi mot cach chinh xac hon, véi moi i ¢ dinh, x va y,

P(Xj:JC|Xi=y)—>n'x:@

2m’

khi j — oo.



Diéu nay ngu y rang néu & > 0 va |j — i| da lén thi
|P(X; =x|X; =y) - PX; =0)P(X; = y)| <= (11)

Trong phan tiép theo, chung ta s& bat dau SRW caa minh tir mot phan phdi Xac suat p = (p,)yev, nghia
la P(X, = x) = p,, vaki hiéu p* = (pg(ck))xev, nghia la p,(ck) = PX, = x) = (pP"),.

Ki hiéu S, (x) 1a s6 1an ching ta viéng thim dinh x trong k budc di dau tién, nghia 1a s6 1an x xuat hién
trong day X,, ..., Xx.

Két qua 9.3.1.

Chdng ta ludn ¢6 limy,_, E (S, (x)/k) = d(x)/2m va (S, (x)/k) ey tién téi  theo nghia xac suat khi

k — oo.

Chirng minh két qua 9.3.1.

Pau tién, luu y rang
k
E(S,(x)) = z P(X; = x),
i=1
nén

k
. . 1 y  dx)
limy, o E (S (x) /k) = limy_, o z E pj(cl) =o—

i=1

(12)

Pé udce tinh phuong sai cua Sy, (x)/k, chiing ta chi can luu ¥ rang, mot cach rat tho so, néu (10) ding voi
lj — i = ko thi

02(5¢(0) = E ((Se0)%) = (E(5e))’

k k
= ZZ(P(Xi = x,X; = x) — P(X; = ©)(X; = x))

= Z P(X; = x,X; = x) — P(X; = ©)(X; = x))

* Z (P(Xi =xX;=x) = P(X; = x)(X; = x))

li-jlzko
ij<k
< 2kyk + k?¢.

Do d6, néu k > 2k, /< thi diéu nay chi ra rang
2k,

E((5:0)) - (E(5.))
2 < k +¢& < 2e.

o?(Sk(x)/k) =




Nhu vay,

Sk () E(Sk(x))
— >
P ( K k|21
véi moin > 0, nén, tir (12), S, (x)/k = d(x)/2m theo nghia xac suit. O

Ki hiéu H(x, y) 1a thoi gian xdy ra trung binh cia y tir x, nghia 1a thoi gian du kién dé di tir x dén y:
H(x,y) = Ex(ty).
Hién nhién,
H(x,y) =Yr kPXy =y, X; #yvoil <i<k|X,=x). (13)
Béng cach dit x = y trong cong thuc trén, ching ta nhan thdy rang H(x, x) = E,(tf,) 1a thoi gian quay

lgi trung binh cia x. Bat dau tir x, v6i Xac suat P, = 1/d(x), budce di dau tién s& dua chung ta di dén y,
nén

H(x, x)—1+ZszH(z x)—1+d() z H(z, x).

ZEV ZEN(x)
béi khi, H(x,y) con duoc goi la thoi gian xdy ra caa y tie x (hoac thei gian truy cdp cia y tir x).

Ham H'(x, y) = Ex(‘c{y}) gan nhu gidng véi H(x, y). R rang, H' (x,y) = H(x,y) V6i x # y, nhung néu
x = y thi H' lai khdng cung cap cho chiing ta thém bat ky théng tin gi: H'(x, x) = 0. Trén thuc té, H' (x, y)
la mot cong cu kha hitu ich dé ching ta cé thé tinh H (x, y), béi vi, 1ap luan nhu trong (13),

1
HEy) =143 ) H @),

ZEN(x)
véi moi x, y.

Khoéng c6 1y do gi dé chiing ta mong doi rang H(x, y) 1a mot ham d6i xing va thuc té 1 no cling khong
thé 1a mot ham doi xang. Chang han, néu G 1a mot duong di xyz thi H(x,y) = 1 va H(y, x) = 3. Tuy nhién,
két qua tiép theo day, vé H (x, x), khdng cé gi qua bat ngo.

Két qua 9.3.2.

Thoi gian quay lai trung binh mét dinh x trong mot do thi lién théng 12 H(x, x) = 2m/d(x).

Chitng minh két qua 9.3.2.

Ki hiéu Y, = 0 va Y; la thoi gian dé dudng di ngau nhién (X;)$2, cia ching ta quay tro lai x 1an thir [ khi
ching ta bat dau tai X, = x. Khidé, Y, =Y, = Y,, ¥, — Y;,Ys — Y5, ... 1a c4c bién ngau nhién doc 1ap va co
phan phdi giéng hét nhau. Do d6, E(Y;) = IE(Y,) = IH (x, x). Ngoai ra, ¥; < k khi va chi khi S, (x) > L.

Nhu vay, véi a > 0,

Y,/1 < a khi va chi khi Sq) = L.




Dic biét, P(Syq)/la = 1/a) = P(Y;/l < ) nén, tir Két qua 9.3.1),

Y, Sia) _ 1 1néua > 2m/d(x)
i [ ¢ Hm la ~«a Onéua < 2m/d(x).

Nhu vay, Y;/1 sé& tién téi 2m/d(x) theo nghia xac suét, nén H(x, x) = 2m/d(x). O

Trén thuc té, diéu nay con ding hon nira: khdng chi thoi gian quay lai trung binh mét dinh x chinh xéc 1a
2m/d(x), ma ching ta con mong doi viéc quay lai mot dinh x qua canh yx s& dién ra trong 2m budc.

Két qua 9.3.3.
Gia str xy 1a mot canh ¢ dinh cho trudc cua d6 thi G cua ching ta.

Khi d6, thoi gian du kién ¢é mot dudng di ngau nhién don trén G, bit dau tir x, quay lai x qua canh yx la
2m; nghia 1a néu X, X1, X,, ... 1a SRW cua ching ta, véi X, = x va Z = min{k > 2: X4, = y, X}, = x}, thi
E(2) = 2m.

Chitng minh két qua 9.3.3.
Nhan thay rang xac suat dé chung ta di qua canh yx tai thoi diém k + 1 1a

P(X, =y)
| P(f(k Yy Xier1 , x) i0) | |
Nhu vay, bang cach dung S, (yx) dé ki hiéu cho so6 lan chung ta di qua canh yx tinh cho dén thoi diém
k+1,
EGSyx) _EGS()) 1
k kd(y) 2m’

Phép chirng minh cua ching ta ciing ¢ thé dugc hoan thanh nhu trong Két qua 9.3.2): bang cach ding Z,
dé ki hiéu cho thoi diém thir k ma duong di ngau nhién (X,)$, cta ching ta, bat dau tai X, = x, quay lai x
lan tha [, nghia 1a X,,_, = yva X, = x lantht [, E(Z;) = IE(Z,) va S,(xy) < lkhivachikhiZ, <k. o

Nhu mot dang bién nho cua Két qua 9.3.2), chling ta dé dang nhan thay rang, bat ké chiing ta bat dau
SRW ¢ dau va chung ta dinh hudng canh uv theo bat ky huéng nao, S, (uv)/k — 1/2m theo nghia xac suat.
NGi mot cach dai khai, diéu nay c6 nghia 1a SRW cua chung ta danh lugng thoi gian nhu nhau & mdi canh,
theo ca hai hudng. Diéu nay khong c6 gi 1a quéa ngac nhién: vé lau dai, 7, = d(u)/2m thoi gian chlng ta s&
& tai u, bat ké chling ta bat dau tir dau, va tir u voi xac suat 1/d(w) ching ta sé di qua canh uv.

Do d(x)/2m chi la toa do x caa phan phdi 6n dinh 7 nén, tir Két qua 9.3.1), chling ta c6

H(x,x) = i (14)
T[x
Trén thuc té, (14) c6 mot dang tong quat hon dang ké cho moi xich Markov ergodic hitu han (X;,) %,
Gia st = (m,) ey 1a Mot phan phdi 6n dinh, nghia 1a néu X, ¢6 phan phdi m thi moi X,, cling déu c6 phan
phdi 7. V6i S © V, chung ta xac dinh mg boi ¢ong thuc mg(x) = m,./m(S). Khi d6, vé co ban, ms chinh 1a xé4c
suit c6 diéu kién trén S sao cho ms(x) = m(x)/m(S) véi x € S; hon nira, véi y € V /S, ching ta s& ki hiéu
ms(y) = 0. Noi cach khéc, s chinh Ia  véi diéu kién xich Markov xé4c dinh trong S.




Khi @6, chung ta s€ c6 cong thsc Kac:
m(S)Eg,(15) = 1, (15)
trong d6 Ey 1a ky vong khi xich ctia chiing ta bt dau véi phan phéi ban dau 1a ;.

Chung ta cling c6 thé d& dang kiém tra dugc rang phép ching minh caa Két qua 9.3.2) c6 thé duoc lap lai
dé dua ra khang dinh téng quat hon néu & trén. Tuy nhién, & day, chiing ta van s& trinh bay mét cach chang
minh khéac cho (15).

Luu y rang
P (tf =k) = Py(X; €S, e, X1 €S, X, €5)
=PX,¢S,...X,_1¢S)—P, (X, ¢S5,...X, €5)
= P.(X, &S, ., Xy S) = Py(Xo &S, ., Xy € 5)
=P.(Xe €S,X, €S,.., Xy E5)
= n(S)P(td = k).

Bang cach lay tong theo chi s6 k, chung ta thu duoc két qua sau

1= Z P (g = k) = m(S) 2 Pr (t§ = k) = m(S)E, (t5), nhu da tuyén bo.
k=1 k=1

Véi mot do thi chinh quy G véi bac d, bang cach két hop (14) va Két qua 9.3.2), chling ta nhan thay rang,
véi mot dinh x ¢b dinh cho trudc, gid tri trung binh caa H(x, y) trén y € N(x) chinh lan — 1:

1 2m
d z Hy,x)=H@xx)-1=———=n—-1

d—1
YEN(x)

Két qua tuong tu cling ding ma khong can phai gia st tinh chinh quy, nhung chung ta phai lay trung binh
cua thoi gian xay ra H (x, y) trén tat ca 2m cap dinh lién hop c6 tinh dén tht ty. N6i cach khac, bat dau tir
phan phéi on dinh, chiing ta ky vong rang sé tré lai vi tri ban dau sau n budc.

Két qua 9.3.4.
Gia sir G 1a mot d6 thi lién thdng véi cap n va kich thuée m.
Khi do, thoi gian xay ra trung binh H(x, y) cia SRW trén G sé théa man h¢ thirc sau

% z z H(x,y) =n —1. (16)

x€V(G) YEN(x)




Chitng minh két qua 9.3.4.

Gia st T = (7)) 1a phan phéi 6n dinh ctia ma tran chuyén xac suat P = (P,,) sao cho P = m va
TPy = 1/2m v6i moi xy € E(G).

Khi do,

%Z Z H(x,y) = anpxyH(yl x)

X YEN(x) X,y

=) e ) Py HED)
x y

=n-—1. m|

Két qua 9.3.4) c6 mot dang cai tién kha hap dan cho mot bat bién khéc cua cac dudng di ngau nhién, thoi
gian di chuyén trung binh. Vi cac dinh x # y, théi gian di chuyén trung binh gi@#a x va y, ki hiéu boi
C(x,y), 1as6 budc du kién trong mot hanh trinh khi hoi, mot duong di tir x dén y roi quay lai x.

Nhu vay,

Clx,y) = H(x,y) + H(y, x).

Khi d6, (16) twong duwong véi khang dinh:
1
o z Cx,y)=n-—1.

xy€E(G)

Nhu vay, gia tri trung binh cong cua thoi gian di chuyén giita m cap dinh lién hop trong mot db thi lién
théng véi bacn la 2(n — 1).

Két qua 9.3.5.

Vi cac Ki hiéu néu ¢ trén,

Ceff(s,t) _H(S,S) . 2m
d(s)  C(s,t) d(s)C(s,t)’

Pesc(s -t) = (17)

Hon ntra,

C(s,t) = 2mRgsf(s, t). (18)




Chitng minh két qua 9.3.5.

Ding thire dau tién trong (17) suy ra truc tiép tir hé thirc néu trong Két qua 9.2.2). Bé ching minh céc
dang thirc khac néu trong (17), gia st R 12 thoi diém dau tién dudng di ngdu nhién quay tré lai s va A4 1a thoi
diém dau tién n6 quay tré lai s sau khi dd viéng tham t. Khi d6, E(R) = H(s,s) = 2m/d(s) v, tir cach xay
dung cua ching ta, E(A) = C(s, t).

Nhan thay rang ching ta luén c6 R < A va tam gia st rang P(R = A) = P,..(s > t) = q.

Hon ntra,
E(A-R)=1-q)EA),
nén
E(R) 2m
C(s,t) =E(4) = = IO
Nhu vay, P, (s - t) =2m/d(s)C(s,t), nhu da t’uyén b6. Do H(s,s) = 2m/d(s) nén dang thic (17)
dugc chitng minh. Cuoi cung, (18) dugc suy ra truc tiep tu (17). O

Céc két qua néu trong muc 9.2. Moi lién hé giira cac mang dién va cac dwong di ngiu nhién ciing c6
cac cong thirc hap din cho cac dudng di ngiu nhién don. Chang han, sé lan dy kién chung ta di qua mot canh
¢b dinh sx tir s dén x néu chlng ta bat dau duong di ngau nhién tai s va ding lai khi chung ta dén t chi bang
1/d(s) so véi thoi gian Iuu tra S¢(s — t) tai s.

Nhung, tir (8) va (10) (hoic (17)), diéu nay chinh xéac 1a
Ss(s=>t) 1 _
d(s) d(s)Pesc(s = t)

Reff(s, t)

Chuing ta s& minh hoa nhitng két qua vira trinh bay ndy cho mang dién don G, xac dinh trén ba dinh duoc
biéu dién trong hinh vé dudi day:

Hinh v& minh hoa d6 thi G, véi ba dinh 1a s, t,x va k + I canh: k canh tir s d&én x
va l canh tir x dén t.

Pau tién chlng ta sé& tinh cac dix liéu cho mang dién don G,. Pién tro hiéu dung cia G, gitra s va t 1a
Resr(s,t) = %+ % = % nén, bang cach dat mot dién thé tuyét d6i V, = 1 tai s va mot dién thé tuyét doi

. , A R A . ki . - o .
V. = 0 tai t, chung ta s€ nhan dugc mot dong dién véi cuong do P Trong mot canh lién thuoc véi s, chdng
ta s€ c6 mot dong dién véi cuong do —Va, trong mot canh lién thudc véi t, mot dong dién vai cuong do —

DY N . ~ 1A , ~ 5 oata A A, 3 Ax k P
Dicu nay c6 nghia la chung ta s€ co dién the tuyét doi V, = — ta dinh x.



Ké tiép, xem xét mot duong di ngdu nhién don bat ky trén d6 thi G,. Xé&c suat dé bat dau tir x ching ta
dén s trudc t chi don gian 12 bude dau tién tir u dén s: diéu nay c6 xac suit xay ra la % chinh 1a V.. Xac
suit thoét P,..(s — t) chinh 1a x4c suit ma sau budc dau tién dua ching ta dén u, chung ta dén t chir khong
phai s: diéu nay co xac suat xay ra la ﬁ . Nhu vay, C,P,s.(s = t) = kl/(k + ), day thyc sy chinh 4 tong

cudng do dong dién. Ngoai ra, % = “ chinh 12 dién tro hiéu dung gidia s va ¢, nhu da tuyén bd.

Trong SRW trén G, thoi gian luu tri dy kién tai s trén dudng di cua ching ta tir s dén ¢ 1a
koo KTkt
k+1Li(k+D/-t 17
j=1

A FErDY e , n CA n , - « k+1 N , , N ,
nén so lan du kien ching ta vuot qua moét canh lién thudc vai s la k—+l day chinh xac 1a R, (s, t), nhu chung
ta biét rang nd phai nhu vay.

S6 lan dy kién SRW cua chiing ta di qua mot canh ¢ dinh cho trudc tir u dén t 12 bao nhiéu? Néu ching
ta bat dau o s va dung ¢ ¢ thi gid tri ky vong nay sé la % nhu chiing ta da biét, va néu chiing ta bat dau tai t va
dung lai tai s thi nd sé la

1

k i U
l(k+l),1(k+l)1'_k'
]:

Nhu vay, R, (s, t) 1a tong cua hai gia tri ky vong nay. Trén thuc té, diéu nay ndi chung van ding cho
truong hop téng quét chir khdng chi ddi vai vi du don gian G, cua ching ta.

Pé ching minh diéu nay, dau tién, chiing ta s& can thiét 1ap lai bbi canh cua bai toan. Gia st s, t, x 1a cac
dinh cia mot do thi lién théng G, véi s # t. Ki hiéu S, (s < t) la thoi gian lwu tri dw Kién tai x trong mot
hanh trinh khir hdi ngau nhién tir s d&én t. Noi cach khac, S, (s < t) 1a s6 1an dy kién SRW trén G & vi tri x
néu chiing ta bat dau ¢ vi tri s, tiép tuc cho dén khi ching ta dat dén vi tri t va sau d6 dung lai khi ching ta
mot 1an nira quay lai vi tri s. Ngoai ra, véi mot canh xy, ki hiéu S, (s © t) 1as6 lan du kién ching ta di qua
canh xy tir x dén y trong mot hanh trinh khir hoi tir s dén .

R0 rang,
1

Sxy(S ot)= me(s - t).

Két qua 9.3.6.
Véi mot db thi lién théng G, cac dinh s # t, mot canh xy € E(G), ching ta lubn cd

Se(s = t) Sy(t—s)
d(x) + d(x)

Refr(s,t) =Syy(s & t) =




Chitng minh két qua 9.3.6.
Véi cac ky hiéu néu trong Két qua 9.2.2), S,.(s « t) chinh Ia
S,(s=>t)+ S, (t>s)=V,(s > t)d(x) + V. (t - s)d(x).
Nhung
V(s = t) + V,(t > 5) = Repp(s,t) = Rep (2, 5), (19)

VvGi moi z.

That vay, V,(s — t) 1a gia tri dién thé tai z néu ching ta dit tai s mot dién thé R.rr(s,t) vatai t mot dién
thé 0, va V(¢ — s) la gia tri dién thé tai z néu ching ta dat tai t mot dién the R,; 4 (s, ) va tai s mot dién thé

0. Nhu vay, (19) tuan theo nguyén Iy chong chit nghiém da duoc thao luan trong muc 2.1. Pé thi va Mang
dien. m|

Két qua 9.3.6) ¢ thé duogc sir dung dé dua ra mot phép chizng minh khac cho Két qua 9.3.5). Bé lam duoc
diéu nay, chang ta s& phat hiéu lai Két qua 9.3.5) dudi dang:
2m H(s,s)

C(s,0) = 2mResr (0 = 0 P 5 " PG5 5 O

(20)

Ké tiép, vai mot hanh trinh khtr hoi bat ky tir s dén ¢ va quay lai s, trong mdi budc, ching ta sé di qua
mét canh cho dén khi chidng ta dirng hanh trinh lai tai ¢, nén

Cs= ) ) Syen.
x€V(G) YEN(x)

Tur Két qua 9.2.3), m&i mét trong tong 2m so hang trong vé phai déu 1 R, (s, t), nén dang thirc dau tién
cta (20) duoc ching minh. Bang thic thi hai va dang thic thir ba dugc suy ra truc tiép tir (8) va (17).

C6 mot dang bién thé khéac cua xac suat thoat ma ching ta quan tdm. Gia sir cho trudc cac dinh s va u, ki
hiéu P, (s = t < u) 1a x4c suat dé néu chlng ta bat dau tir s thi ching ta s& dén ¢ trudc s hoiac u. Két qua
sau day 1a mot sy mé rong nhe cua Két qua 9.2.1). Pé chimg minh diéu ndy, chling ta hdy bé sung thém mot
dinh t’ vao db thi va néi t' véi t va u bang nhiéu canh. Ap dung Két qua 9.2.1) va 9.2.2) dé do cuong do
dong dién tir s dén t'.

Két qua 9.3.7.

Gia str s, t,u 1a cac dinh phan biét cia mot do thi. Gia sir chung ta dit tai s mot dién thé 1 va tai t va u
mét dién thé 0.

Khi 6, ching ta ludn c6 thé tim duoc mot dong dién voi cudng d6 d(s)P.. (s = t < w) rdi G tai t.

Luat twong hd sau ddy 1a hién nhién néu ching ta tin vao truc giac vat Iy cia chinh minh. Nhu chung ta s&
thy, né ciing co thé duogc suy ra dé dang tir tinh thuan nghich cua cac dudng di ngau nhién trén mot do thi.




Két qua 9.3.8.
Gia str s, t, u 1a cac dinh phan biét cua mot d thi G.

Khi d6, d(s)P,s.(s = t < u) = d(t)P, . (t > s <u).

Chitng minh két qua 9.3.8.

Gia su Wy ., la tap cac duong di W = xqx; ... x; trong G — u sao cho x; = s khivachi khii = 0vax; =
t khi va chi khii = L.

Khi d6, bang cach dung (X;);2, ki hiéu cho dudng di ngdu nhién cua ching ta,
PeSC(S_)t<u)= Z P(Xi=xi,1SiSl|X0=5)’

WEWS,t;u

Po.(t—s<u) = 2 P(X, = x,_,1<i<llX,=0)
WEWS_t;u

Nhung, véi W € W, ching ta lai co

-1
P(X, = x,1<i<X,=5)= nd(xi)‘l,
i=0

l
POX, =x,_,1<i<lX,=t) = l_[d(xi)‘l.
i=1

Ti Ié cua hai biéu thirc nay chinh 1a d(t)/d(s), nhu ching ta di tuyén bo. O
Két qua 9.3.8) chinh 1a két qua can thiét dé chiing ta co thé chizng minh két qua co ban trong ly thuyét vé

mang dién 12 moi mang véi tap dinh kém U déu twong duong véi mot mang véi tap dinh U.

Mot dang bién thé nho cua phép ching minh caa Két qua 9.3.8) ciing chi ra cho ching ta mot tinh chat
quan trong cua thoi gian xay ra trung binh: mac du H(s, t) khong nhat thiét phai bang H (¢, s) nhung khi “1ay
theo cac bo ba” chling ta nhat thiét s& c6 mot dang thic.

Két qua 9.3.9.
Giasu s, t,u a cac dinh cia mot dd thi G.

Khi do, H(s,t) + H(t,u) + H(u,s) = H(s,u) + H(u, t) + H(t, s).

Chirng minh két qua 9.3.9.

Nhan thay rang vé tréi 1a thoi gian du kién dé di tir s dén ¢, sau d6 dén u va cudi cing quay lai s, con vé
phai 1 d6 dai du kién cua duong di theo huéng nguoc lai. Nhu vy, bang cach dung 7 ki hiéu cho thoi diém
dau tién duong di bat dau tir s hoan thanh chuyén viéng thim s - t — u — s va ' ki hiéu cho thoi diém dau
tién duong di hoan thanh chuyén viéng thim s - u — t — s, khing dinh trén tuyén bé rang E;(7) = E,(t").



Xét mot dudng di dong kin W = x,x; ... x; bit ddu va két thic tai s, nghia 1a x, = x; = s.
RG rang,
-1
P =x,1Si <X =) =P =xp1<i<U=0=] [da),
i=0
nghia 13, x4c suit dé chiing ta di hét duong di nay theo mot chiéu chinh 1a xac suit dé ching ta di hét nd theo
chiéu nguoc lai.

C6 dinh N va gid st S = xox; ... 12 mot duong di vo han véi x, = s. Ki higu I = I(S,N) = max{i <
N:x; = s}va S’ 1a duong di x;x;_q ... XgX]41X147 ... TU CAC quan sat néu & trén, S — S’ la mot phép bién doi
bao toan do do cua khong gian cac dudng di ngau nhién bat dau tai s. Do T(S) < N khiva chikhit’(S’) < N
nén ching ta sé c6 P,(t < N) = P,(t' < N). Nhu vay, E, (1) = E;(7"), nhu chung ta di tuyén bd. O

Két qua 9.3.8) ngu ¥ mot dang khac cua luat twong hd.

Két qua 9.3.10.

Thoi gian luu tri du kién thoa man hé thic d(s)S, (s = t) = d(x)S,(x = t).

Chitng minh két qua 9.3.10.

Chung ta xac dinh mot duong di ngau nhién trén tap {s, t, x} véi cac Xac suat chuyén pg, = P (s = t <
x), Psx = Poso (s & x < £), Pgs = 1 — Pgp — Py V.V... Két qua 9.3.8) ngu y rang trén thuc té, RW maéi nay
cling kha nghich, nghia 1 n6 cé thé duoc xac dinh trén tam giac trong luong {s, t, x}, v&i cac canh khuyén tai
cac dinh. Nhu vay, hé thic d(s)S, (s = t) = d(x)S,(x — t) 1a hé qua truc tiép cua Két qua 9.3.8) cho RW
nay. O

Két qua cudi ciing ma ching ta trinh bay 1a mot két qua cd dién trong ly thuyét vé cac mang dién: Pinh Ii
Foster. Néu do thi cua ching ta 1a mot cay véi bac n thi dién tro hiéu dung trén mdi canh déu 1a 1 va tong
dién tro hiéu dung trén cac canh 1a n — 1. Ngoai ra, chung ta ciing biét tir dinh 1i Kirchhoff rang néu moi
canh ciia mot do thi lién thdng vai n dinh va m canh déu nam trong cing mot sé cay khung thi dién tro hiéu
dung trén bat ky canh nao ciing bang (n — 1)/m, nén téng dién tré hidu dung trén cac canh ciing lai la n — 1.
Diéu dang ngac nhién ¢ day d6 1a tong nay bang n — 1 véi moi db thi lién théng bac n di dugc chirng minh
boi Foster vao nam 1949. Hai phép chting minh tuyét voi dudi day, duoc tim thay boi Tetali vao nam 1991
va 1994, minh hoa sitc manh cua “toa nha” phuc tap cua cac mbi quan hé ma ching ta da xay dung.

Két qua 9.3.11. (Foster)
Gia str G 12 mot d6 thi lién thdng bac n.

Khl dé, ZStEE(G) Reff(s, t) =n-—- 1-




Chiéng minh thé nhat caa két qua 9.3.11.
Tur Két qua 9.3.10), véi hai dinh t va x bat ky, chling ta s& c6
Z Se(s = t) _ Z Se(x = t),
SEN(t) d(x) SEN(?) d(s)
bai vi hai tong nay c6 tat ca cac sb hang déu bang nhau.

Ké tiép, néu x # t thi vé phai bang 1, bai vi n6 chinh xéc 1a s6 1an du kién ching ta dén t tir mot trong
nhitng dinh lang giéng cua n6 trong mot dudng di ngau nhién tir x dén t. Mat khac, véi x = t, vé phai s&
bang 0.

Nhu vay, bang cach lay tong trén V = V(G), ching ta nhan thay rang

> S;S(;t)—nq.

teV seN(t)

Nhung vé tréi lai 1a

Z {SinS(;; t) N ng(:) s)} _ z Ry 510),

StEE(G) StEE(G)
véi dang thic R, rr(s,t) = Sx;z;;t) + S";E_;S) da néu trong Két qua 9.3.6). i

Chitng minh thir hai cia két qua 9.3.11.
Tur Két qua 9.3.4) va 9.3.5) (hoic (15) va (17)),

1 1
n—lz% Z C(S,t):% Z ZmReff(S;t): Z Reff(sit)' =

StEE(G) StEE(G) StEE(G)
9.4. Do din dién va P§ tron lan

Chung ta d3 biét rang moi dudng di ngau nhién don trén mot (da) do thi lién thong khong ludng phan déu
hoi tu vé mot phan phdi 6n dinh duy nhat, bat ké phan phdi xac suit ban dau caa ching ta 1a bao nhiéu. Myc
dich cua ching ta trong phan nay cua bai viét 1a nghién cau tée do caa su hdi tu ndy: cu thé, ching ta sé& lién
két toc do hoi tu nay véi mot dic tinh gidn ng thuc té cua do thi.

Dé tranh tao ra sy x40 tron khdng can thiét, ching ta s& gidi han su chd ¥ ctia minh vao cac db thi chinh
quy. Ching ta s& xem cac quy wdc sau day la ty nhién khi xem xét cac duong di ngau nhién trén cac do thi
trong d6 mot canh khuyén sé€ dong gop mot don vi vao bac cia mét dinh (chir khdng phai 1a hai nhu thong
thudng). Gia sir cho trudc mot (da) do thi lién thong, khong ludng phan, d — chinh quy G: ching ta s& nghién
ctru cac dudng di ngau nhién trén dd thi nay. Dé don gian céach ki hiéu, ching ta s& chon V(G) = [n] =
{1, ...,n}, nén ma tran chuyén xac suit P s& c6 dang P = (Pijij=1-

Nhu di néu trong myc 9.3. Cac thoi gian xay ra va cac thai gian di chuyén, véi mot dudng di ngau
nhién X = (X,)2, trén G, chiing ta s& ki hiéu pi(t) = P(X, = i). Nhu vay, X 123 SRW véi phan phéi ban dau
po = (0O, vap, = ()%, = poPt 1a phan phéi cua X,. Khi do, p, co xu huéng tién dén phan phéi on



dinh w = (% %) Khi do téc do hoi tu cua p, = m, viéc ching ta sir dung chuan nao d6i vai khdng gian
C,(G) khdng quan trong Iim, mic du theo thdng 1¢, chung ta thuong 1am viéc véi I, — chuan ||x||, =

1 2
(ZizalxiDz valy — chuan [lx|l, = X, |x].

Cu thé, dg trén ldn cua cac duong di ngau nhién trén G duoc dinh nghia 1a

1
1 = supy lim;_osupllp, — mll5,

trong d6 supremum duoc tinh trén tt ca cac phan phdi ban dau p,,.

Trén thuc té, ching ta c6 thé dé dang nhan thay rang supremum dat duoc trén rat nhiéu phan phéi va,
trong cach dinh nghia nay, ching ta c6 thé chon bat ky chuan nao trén C,(G) thay vi I, — chuan. Nhu chung
ta s& thdy ngay sau day, do tron 1an u c6 thé duoc md ta mot cach dé dang theo cac gié tri riéng cua P.

Tu cach dinh nghia, P = A/d, trong d6 A = (a;;){ =, la matran lién hop cua G, nghia la, véi i # j, a;;
la s6 cé&c canh tir i dén j va a;; 1a s6 cac canh khuyén tai i. Gia st A, > A, > -+ > A,, la cac gia tri riéng
(duoc ligt ké cung vai cac sé boi) cua ma tran Hermitian P. Chung ta biét, tir Két qua 8.2.1), rang A, = 1 >
Ay =+ > A, > —1. Khdng gian C,(G) c6 mot co s truc giao wy = m, w,, ..., w,, gOM C4C Vector riéng cua

P sao cho w;P = 4;w;, i = 1, ...,n. Dac biét, khdng gian con 7+ cua C, (G) truc giao voi m = (% l) la

n
bat bién ddi véi P va phép thu hep cua P trén 't 13 mot toan tir Hermitian vai cac gia tririéng A, > --- > A,
va chuan A = max{A,, |1,|}.

Két qua 9.4.1.

Do tron 1an u chinh 13 2 = max{4,, |1,]}.

Chirng minh két qua 9.4.1.

Gia str cho trugc mot phan phdi py, ki hiéu p, = am + pj, trong d6 (pj, ™) = 0.
Khi do, 1 = (py, n) = a{m,nm) = a, nén p, = ™ + py.

Do do,

Ipe = 7llz = llpoP" — Pz = (P — MP*Il2 = lIPoP Iz < A*lIpoll < A"

1

Nhu vy, u = sup, lim,,,supllp, — ||t < A

Bét dang thirc nguoc lai ciing don gian nhu vay. Gia sir |4;| = 4, ching ta hdy chon ra mt phan phdi xac
SU4t p, sa0 cho py = Y™, &w;, V6i & # 0. Trén thuc té, ching ta ludn c6 thé tim duoc mot vector p, =
(p) véi moi i # h.

Tuy nhién, véi p, vira chon, chiing ta s ¢6 &; # 0, nén [Ip, — mll, = [I(po — WPLIl, = A8||Ew-

Piéu nay ngu y rang u > A, nhu ching ta di tuyén bo. O




Théng thuong, khéng d& dé ching ta cé thé xac dinh hoic uée luong do 16n cia A = max{A,, |1,,|}. Trén
thuc té, dai lrong quan trong can quan tm & day dé 1a A,, chir khong phai |4,,|. Diéu nay c6 thé duge dam
bao bang cach “lam chim di” RW cua ching ta, nhu chung ta s& 1am duéi day.

Gia st G = (V,E) mot d6 thi d — chinh quy ¢ dinh cho trudc. Puwong di ngdu nhién lwoi biéng (LRW)
trén G véi bién ngdu nhién ban diu X, dugc dinh nghia 1a mot xich Markov X = (X;)$2, sao cho cac bién
ngau nhién X, chi nhan cac gia tri trong V = V(G) = [n] va, véi i,j € V, ching ta s& co

(1

3 ,néui = j,
P(X,..=jlX, =) =<1 ]
(Xerr = JjlXe = 1) —  néu i~j,
kO , treong hop nguorc lai.

N6i mot cach hoi khac mot chat, ching ta s& gian d canh khuyén vao mdi dinh va cho chay duong di ngiu
nhién don trén da do thi nay.

Luu y rang néu P 1a ma tran chuyén caa SRW trén G thi LRW s& c6 ma tran chuyén 1a P, = (Ps + 1) /2.
Ngoai ra, néu Ps cO cac gidtririeng A, = 1 > 1, = --- > A, thi P, s& c6 céc gia tri riéng %(/11 +1)=12>
i(/’lz +1) > 2> %(An + 1) = 0. Nhu vay, do tron lan caa LRW |a§(/12 + 1), gia tri riéng 16n tha hai cua
P,. Pic biét, néu A, gan bang 1 thi SRW s& hoi tu nhanh khoang hai lan so véi LRW.

Trén thyc té, thay vi c6 gang dua ra mot chin trén cho i (1, + 1), chiing ta s& uéc tinh toe d6 hoi tu dén
phan phdi 6n dinh theo dé ddn ¢(G) ciia dé thi G, duoc dinh nghia bai cong thirc

e(U,U)
d min{|U|, |U|}

¢(G) = minycy

trong 36 U = V \ U va e(U, U) la s6 cac canh tir U @én U.

Luu ¥ rang, nhu chiing ta ¢ thé gia sir, néu |U| < n/2 thi d|U| = ¥ ey d(w) sé 12 s6 canh t6i da c6 thé
roi khoi U, nén e(U, U)/d|U| chinh 1 ty 1& ctia “phan ntra s6 canh” rdi khoi U dé dén U.

RG rang, 0 < ¢(G) < 1, nhung néu n 16n thi ¢(G) khoé c6 thé 16n hon 1/2. Bong thai, ¢(G) = 0 khi va
chi khi G 12 khéng lién théng. Tong quat hon, khi ndo thi ¢(G) 1a da nho? Cau tra 1i cho van dé nay do 1a
néu, voi mot tap U < V nao d6, chung ta ¢6 s6 cac U — U canh twong dbi it; nghia 13, néu ching ta c6 mot
“nat thit c6 chai” trong d6 thi. Chinh sy ton tai caa mot nat that ¢ chai nhu vay da 1am cham di qua trinh hoi
tupe - m.

Gia sir cho trudc mot RW X = (X,)2, trén mot do thi G = (V, E) v6i V = [n] nhu trude, ching ta sé ki
higu p{” = P(X, = i). Chung ta dinh nghia X4c sudt viret tai d@inh i tai thoi diém t bsi e;, = p” — 1/n va
ki hiu d,(t) = llp, — 7ll5 = X, eiz,t-

Luu ¥ rang XAc suat vuot thoa man

1
_ . (t+1)
€it+1 = pi - E



1 1 1
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JEN(D)
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JEN(D)
1 1
=geut3g D, o
JEN(D)

1
= ﬁ Z (ei't + ej't). (21)

JEN(D)

Chlng ta d3 sin sang dé trinh bay két qua chinh cua phan nay cua bai viét, két qua nay thiét 1ap mot quan
hé chat ché gitra do dan ctia mot do thi va toc d6 hoi tu cia cac duong di ngdu nhién ludi biéng.

Két qua 9.4.2.

Gia sir G 1a mot d6 thi chinh quy khong khdng tam thuong véi do dan ¢ (G).

Khi d6, moi LRW trén G déu thoa man d,(t + 1) < (1 — %qbz(G)) d,(t).

Chlng ta s& thu dugc Két qua 9.4.2) tir hai két qua phu quan trong sau day:

Két qua 9.4.3.
Gia sir G 1a mot do thi d — chinh quy véi d > 1.

Khi do, véi cac ki hiéu néu o trén, d,(t + 1) < d,(t) — izije,;(ei,t —ej)’.

Chirng minh két qua 9.4.3.
Tir hé thuc (21),
dz(t‘l'l)_ﬁz Z (elt+e]t)
i=1 \JEN(D)

Do [N (i)| = d vé&i moi i nén, bang cach ap dung bat dang thirc Cauchy — Schwarz cho biéu thic

{Zjeniy(es + ej,t)}z, ching ta nhan thay rang

d,(t+1) <4dzz Z (elt+e]t)

i=1 \ JEN(D)

1
= ﬁ z (ei’t + ej’t)z

ijJEE




Két qua phu tha hai s& vat va hon mét chat.

1
~2d Z {Z(eft + e]%t) — (e — ej,t)z}

ijEE

1
=d,(t) — EZijEE(ei,t —€j)°

Két qua 9.4.4.
Gia st G = (V,E) lamot dd thi d — chinh quy véi do dan ¢(G) vagiast x:V = R, i = x; 1a mot anh xa
thoa mén };i*, x; = 0.
Khi d6, ¥jep(x; — %)% = ¢ (G) Xiy x?. (22)
Chitng minh két qua 9.4.4.
Ki hiéu m = [n/2]. Chung ta s& chitng minh rang néu y; > y, > -+ > y,,, V6i y,, = 0, thi
(23)

Z(yl y)? = 2¢ (G)Zyl :

ijEE

Chung ta ciing dé dang nhan thay rang bat dang thirc nay manh hon (22). That vay, khong lam giam tinh

téng quat cua (23), ching ta lubn co thé gia st rang x; > x, > -

dang thuc (23)

boi vi YL, x; =

Ké tiép, dé

Nhu vay, y; =

Do (y;
ra rang

—¥)f =W —w+v -

.+ > x,,. Bang cach dit y; = x; — x,,,, bat

sé c0 dang
n
d
Z(xi_xj)z = z(yi_yj)z 25 z =—¢ (G)E(xl_xm)z
ijeE ijeE i=1
d . nd
— 2 2
>2¢ z S 262,
0.

chitng minh (23), ki hiéu
{yi néui < m,
u; = N .
Onéui >m,

_{Oné'uiSm,
' ly;néui>m.

u; + v; véi moii. Ngodira, néuu; # 0thiu; > 0,i <mvanéuv, #0thiv; <0,i >m

2 2 2 \y&i ; oA ¢ 2 A :
v;)° = (u; —u;)” + (v; — v;)* véi moi canh ij nén ching ta chi can chi

i (24)

t\JIQ~

z (ul 2

ijJEE



n

> - u) 25670 Y v

ijeE i=m
Hon nita, do m > n — m nén ching ta chi can chimg minh (24) 1a du.

Khong 1am giam tinh tng quat caa van dé, trong phép ching minh cua (24), ching ta co thé gia sir rang
u; > 0.

T bat diang thac Cauchy — Schwarz,

2

-y =1 (u—w)(w+ )

ijEE [jEE
2
< z (ui - uj) z (uy + w)?
ijeE kIEE
< Z(ui — uj)z 2 2(ui +u?)
ijeE kICE
- dzukz:(ul | (25)
=1 ijEE

Trong phan ké tiép cua phép chitng minh, cac tong caa chlng ta duoc tinh trén tat ca cac canh ij € E voi
i<j.
RG rang,
Z(u - uz) Z z(ul —ufyq) = Z(uz ufy1) e(Uy, U),
ijEE ijEE l=i
trongdo U, = [l]vaU, =V — U, = [n] — [1].
Dou,, = Upy4q = =u, = 0nén

m-—1
D@ —ud) = ) (wh —ub) ey, 0)
=1

ij€E

> > @ - ub)d )
=1

m—1
= dp(@) ) u?
=1



— dé(6) Z "3 (26)
=1

Bat dang (25) va (26) chi ra rang
n 2 n d m
D (wi-v)' = {dd)(G) u} / {ZdZuf} =262@) ) u?. 0
ijeE i=1 i=1 i=1
Véi hai két qua phu néu ¢ trén, that dé dang dé ching ta c6 thé ching minh Két qua 9.4.2):
Chitng minh két qua 9.4.2.
Tur Két qua 9.4.3),

1

dy(0) = dy(+ 1) 2 5= ) (e = )"

ijJEE

Bang cach ap dung Két qua 9.4.4) véi x; = e;, chliing ta nhan thay rang

0,0~ dy(t +1) > %qﬂ(a)zl e, = 3 0@y 0). :

Khoang cach tir phan phéi p, tai thoi diém t dén phan phéi on dinh 7 thudng dugc do bang [; —chuan
cuia cac chénh léch, khoang cach nay gap doi tong khodng cach ciia cac bién doi: d,(t) = 2dy (p,, ) =
llp; — m|l;. Néu chiing ta muén nhan manh su phu thudc cua d, () vao RW X = (X,)%, thi chlng ta s& viét
d,(X,t) thay cho d, (¢t).

Tir bat dang thirc Cauchy — Schwarz,

n n 1/2 , n 1/2
dqi(t) = Z|ei,t| < (Z ei2,t> (Z 12) = (nd,()">.

Ngoai ra, mot cach tim thuong, d,(0) < 2, v6i moi phan phéi. Nhu vay, Két qua 9.4.2) s& c6 mot hé qua
quan trong nhu sau:

Két qua 9.4.5.
Moi LRW trén mét d6 thi chinh quy G véi bac n va do dan ¢(G) déu thoa man danh gia

t

t/2
d,(t) < (ndz(t))l/z < (2n)1/2 (1 — %qﬁz(G)) < (2n)1/2 (1 — %qﬁz(G)) .

Hon nira, do tron 1an u ciing théa man danh gia

1 1/2 1
— _Ah2 2
u< (1 ¢ (G)) <1-2¢2(6).




Chng ta biét rang néu 1, 1a gia trj riéng 16n thir hai cia SRW trén mot dd thi chinh quy thi gié tri riéng
I6n tha hai cia LRW 14 % (1, + 1). Nhu vy, Két qua 9.4.5) c6 mot hé qua nhu sau:

Két qua 9.4.6.

Gia tri riéng 16n thir hai cia SRW trén mot dd thi chinh quy véi d6 dan ¢ (G) téi da s& 1a 1 — ¢2(G).

Chitng minh két qua 9.4.6.
Vi céc Ki higu néu 6 trén, = (4, + 1) < 1—2¢2(6), nén 1, < 1 — ¢%(G). 0

Két qua 9.4.5) va 9.4.6) ¢ thé duogc sir dung dé chang minh mot sé duong di ngau nhién nhat dinh hoi tu
rat nhanh vé phan phéi 6n dinh. Gia st cho truéc mét diy cac db thi Gy, G, ..., Voi |G;| = n; = o, chlng ta
s& ndi rang cac dudng di ngau nhién ludi biéng trén day nay 1a cdc dwong di ngdu nhién trén Idn nhanh néu
ching ta c6 thé tim duoc mot da thirc £, da thirc nay chi phu thudc vao day (G;), sao chonéu 0 < £ < 1 va
t > f(logn)log(1/e) thi d,(X,, t) < e bat ¢t khi ndo X, 1a mot duong di ngau nhién ludi biéng trén G;.
Nhu vay, néu cac dudng di ngau nhién cia ching ta tron 1an véi nhau nhanh chéng thi chiing ta s& & trong
khoang & ciia phan phdi on dinh sau toi da mot s6 da thirc budc theo logarit ciia bac caa db thil. Diéu nay
thue sy nhanh: chdng ta chi can thuc hién mot sé bude it hon nhiéu so véi bac cua d6 thi.

Nhan thdy rang néu do dan cang Ién thi s& dam bao qua trinh hoi tu cang nhanh nhung, trén thyc té, do
dan kha nho ciing da dé dam bao qua trinh tron 1an nhanh.

That vay, néu G 1a lién théng va c6 bac n > 2, nghia 12 ¢(G) > 0 va
1
t =8¢ 2(G) {log(l/e) + Elog (Zn)}
d6i voi mot chisdé 0 < & < 1 nao do, thi

t/2
d,(t) < (2n)Y/? (1 - i¢)2(6)> < exp {%log(Zn) - %gbz(G)t} <e.

Pic biét, néun >3 vat > 8¢ ~2(G)lognlog(1/¢) thi d,(t) < e. Piéu nay chi ra cho chung ta diéu kién
du sau day cho tinh tron 1an nhanh.

Két qua 9.4.7.
Gia sir (G;)%2, 1a mot day cac do thi chinh quy véi |G;| = n; — oo.

Khi d6, néu c6 mot sé tu nhién k € N sao cho ¢(G;) = (logn;)™* ddi véi moi chi sé i da Ion thi cac
duong di ngau nhién luoi biéng trén (G;)2, 1a tron 13n nhanh.

Chirng minh két qua 9.4.7.
Chung ta nhan thay rang néu t > 8(logn;)***tlog(1/¢) thi d,(t) < &, mién la n; du 16n. O

C6 nhiéu ho d6 thi chinh quy ma ching ta c6 thé dua ra mot can dudi tot cho d6 dan.




Nhu mét vi du tim thuong, ching ta s& chon d6 thi day du K,,. Ngay lap tac, ¢(K,,) > évé’i moi chi s&
n > 2 nén cac duong di ngau nhién luoi biéng trén K, 12 tron 13n nhanh. Tat nhién, diéu nay ciing co thé
duoc suy ra dé dang tir nhitng nguyén 1y dau tién ching ta trinh bay.

Nhu mét vi du it tim thudng hon, ching ta s& chon céc siéu lap phuong (hodc cac hinh lap phuong)
Q4, Q,, ... Nhu vay, Q; = {0,1}¢ chinh 1a hinh lap phuong d chiéu: tap dinh ctua nd la tap gom tat ca 2¢ day
x = (x;)™,, Vi x; = 0 hoic 1, va hai ddy s& dugc néi véi nhau bai mot canh néu ching chi khac nhau & mot
s6 hang nao d6. R rang, Q4 1a d — chinh quy va kha dé dang dé ching ta cé thé chirg minh duoc rang
$(Q4) = 1/d. Cac nit cb chai toi té nhat phat sinh gitra “dinh” va “day” cua Q,,: chang han, U =
{(x)) € Qqixy =1}val = {(x;) € Qu:x; = 0}. ROrang, e(U,U) = |U| = 297", nén ¢, (U) = 1/d.

Do ¢(Qq) = 1/d = 1/logn, trong 46 n = 2% = |Q,|, nén cac dudng di ngu nhién luoi biéng trén
(Q.)%-, latron 1an nhanh.

Hinh lap phuong Q, chinh xac 1a K¢ = K, X ... X K,, nghia 1 tich ctia d dudng di c6 chiéu dai 1. Néu
lay tich caa d chu trinh, mdi chu trinh déu cé chiéu dai I, thi ching ta s& thu dugc hinh xuyén T2. D6 thi nay
c6 14 dinh va n6 la 2d — chinh quy. Ngoai ra, chiing ta ciing c6 thé chi ra rang, véi G = TS, ¢(G) = %. (Luu
y rang T2 chinh 1a hinh lap phuong Q,4.) Nhu vy, véi mot gia tri [ ¢ dinh cho trudc, cac duong di ngiu
nhién luoi biéng trén (T4)S_, 1a tron 1an nhanh.

Chung ta cling c6 thé mé rong Két qua 9.4.2) cho cac dudng di ngiu nhién kha nghich hoic cho cac
duong di ngu nhién don trén cac da dd thi tong quat. Gia st cho truéc mot da do thi G = (V, E), ching ta
dinh nghia thé tich cia moét tap U < V(G) bdi volU = ¥,,c; d(w). Nhu d3 trinh bay tir trudc, trong bac d (u)
cua u, ching ta chi tinh 1 don vi cho mdi canh khuyén tai u thay vi 2 don vi.

Khi d6, @6 dan cua G sé dugc xac dinh boi
e(U,U)
min{volU,volUY}

¢(G) = minycy

trong d6, mot lan nita, U = V \ U.

Véi cach dinh nghia vé do dan nay, that dé dang dé ching ta c6 thé chizng minh dang twong tu cua Két
qua 9.4.2).

Pé két lai phan nay cua bai viét, ching ta nhan xét rang cac duong di ngau nhién tron 1an nhanh ¢é nhiéu
g dung quan trong trong ly thuyét thuat toan. Cu thé, cac duong di ngau nhién tron lan nhanh thudong dugc
str dung dé tao ra cac phan tir xap xi ngau nhién trong céc tap 16n khdng dé mé ta, chang han nhu tap cac cap
ghép hoan hao hoic tap cac cay khung trong mot db thi, hoic tp céc ndt mang trong mot vat thé 16i. Viéc tao
ra cac phan ttr Xap xi ngau nhién nay cho phép ching ta liét ké cac phan tir mot cach tiém can. Mot ang dung
noi bat cua cac duong di ngau nhién tron lan nhanh c6 lién quan dén céc thuat toan thoi gian da thirc ngau
nhién dé woc tinh chinh xac thé tich cua cac vat thé 16i trong R™.



