
Chủ đề 10. Đa thức Tutte 

      Cho đến nay chúng ta đã gặp một số đa thức liên quan đến một đồ thị, bao gồm đa thức sắc số, đa thức 

đặc trưng và đa thức tối tiểu. Mục đích chính của chúng ta trong mục này của bài viết là nghiên cứu một loại 

đa thức đặc biệt cung cấp cho chúng ta nhiều thông tin hơn bất kỳ đa thức nào trước đó về đồ thị của chúng 

ta. 

      Đa thức này, một dạng tổng quát hóa đáng kể của đa thức sắc số, được xây dựng bởi Tutte vào những 

năm 1954 dựa trên một công trình được viết bởi chính ông vào hơn bảy năm trước đó. Mặc dù Tutte đã gọi 

đa thức hai biến 𝑇𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝑇(𝐺; 𝑥, 𝑦) này là đa thức lưỡng sắc của đồ thị 𝑮, nhưng ngày nay nó thường 

được gọi là đa thức Tutte của 𝐺. 

      Tương tự như đa thức sắc số, đa thức Tutte cũng có thể được định nghĩa đệ quy bằng bằng cách phép 

toán cắt và hợp nhất đã được giới thiệu trong mục 5.1. Phép tô màu đỉnh. Ưu điểm lớn nhất của đa thức 

Tutte là, trong quá trình này, các thông tin về đồ thị bị mất ít hơn rất nhiều so với các đa thức sắc số.  

      Phần đầu tiên của mục này sẽ dành để giới thiệu và trình bày các tính chất cơ bản nhất của đa thức Tutte 

và, trong phần thứ hai, chúng ta sẽ chỉ ra một đa thức phổ quát nhất định nào đó có thể dễ dàng thu được từ 

đa thức này. Để minh họa bản chất phổ quát của đa thức Tutte, trong phần thứ ba, chúng ta sẽ giới thiệu một 

số mô hình của các hệ thống mất trật tự thường được sử dụng trong cơ học thống kê và chỉ ra cái gọi là hàm 

phân hoạch của chúng chẳng qua chỉ là các phép biến đổi đơn giản của đa thức Tutte. Trong phần thứ tư, 

chúng ta sẽ chỉ ra rằng các giá trị của đa thức Tutte tại các vị trí khác nhau sẽ liệt kê các cấu trúc tự nhiên 

nhất định liên quan đến đồ thị của chúng ta. Một tính chất cơ bản khác của đa thức Tutte là nó có một khai 

triển dạng cây khung: chúng ta sẽ trình bày điều này trong phần thứ năm. 

      Chúng ta sẽ mất rất ít nỗ lực khi xác định đa thức Tutte trên các cấu trúc tổng quát hơn, cụ thể là các 

matroid, nhưng chúng ta không muốn tạo ra gánh nặng với việc trình bày quá nhiều định nghĩa mới. Bất cứ 

ai thậm chí chỉ quen thuộc một cách mơ hồ với các matroid cũng sẽ thấy rằng tất cả những gì chúng ta đang 

cố trình bày ở đây chỉ là những tính chất rất cơ bản của một matroid. 

      Phần cuối cùng của bài viết này sẽ liên quan đến các đa thức liên kết với (các lớp tương đương của) các 

nút thắt, đặc biệt là các đa thức Jones và Kauffman. Những đa thức này, được định nghĩa từ cái gọi là các sơ 

đồ của các nút thắt, chỉ được phát hiện vào giữa những năm 1980. Điều này khá là ngạc nhiên bởi vì các đa 

thức này rất giống với đa thức Tutte, đã được xây dựng hơn ba mươi năm trước đó: đặc biệt, chúng có thể 

được xác định một cách tương tự bởi các phép toán cắt và hợp nhất. Trên thực tế, sự giống nhau này không 

chỉ nằm ở bề ngoài: với một số loại nút thắt, chúng là những hàm đơn giản của đa thức Tutte. 

      Các đa thức nút liên quan đến các đa thức Tutte giúp chúng ta chứng minh một số kết quả sâu sắc về các 

nút: chúng ta sẽ phác thảo một phép chứng minh cho một trong những định lí này. Không cần phải nói ra, 

chuyến tham quan ngắn của chúng ta về lý thuyết nút đa thức này hầu như chỉ nằm ở bề mặt chứ chưa đi sâu 

vào cốt lõi của vấn đề.  

      Bối cảnh tự nhiên của các đa thức được nghiên cứu trong phần này của bài viết là lớp các đa đồ thị hữu 

hạn; theo đó, tất cả các đồ thị xuất hiện trong phần này của bài viết là các đa đồ thị với các cạnh khuyên. 

 

  



      10.1. Các tính chất cơ bản của đa thức Tutte 

      Đa thức Tutte là thành viên được biết đến nhiều nhất trong một họ nhỏ các đa nào đó tương đương với 

nhau. Có khá nhiều cách tự nhiên để chúng ta có thể giới thiệu các đa thức này: ở đây, chúng ta chọn cách 

bắt đầu với đa thức sinh hạng. 

      Để chuẩn bị, chúng ta sẽ dùng 𝒢 để kí hiệu cho lớp gồm tất cả các đa đồ thị hữu hạn với các cạnh 

khuyên. Nói một cách chính xác, 𝒢 là tập tất cả các lớp đẳng cấu của các đa đồ thị hữu hạn, nhưng sẽ 

thuận tiện hơn nếu chúng ta coi các phần tử của 𝒢 là các đồ thị hơn là các lớp đẳng cấu của các đồ thị. Cụ 

thể, chúng ta sẽ thường gọi các phần tử của 𝒢 là các đồ thị. 

      Để đơn giản, chúng ta sẽ dùng 𝐺 = (𝑉, 𝐸) để kí hiệu cho một đa đồ thị với tập đỉnh 𝑉, trong đó 𝐸 là tập 

các cạnh kép và các cạnh khuyên. Với một chút lạm dụng kí hiệu, chúng ta sẽ gọi 𝐸 = 𝐸(𝑋) là tập các cạnh 

của 𝑮, mặc dù trên thực tế một cạnh của 𝐺 là một phần tử của 𝐸 chứ không phải là một cạnh khuyên.  

      Kế tiếp, chúng ta sẽ xác định các phép toán cắt và hợp nhất (còn được gọi là các phép toán xóa và co) 

cho lớp 𝒢. Phép toán cắt được định nghĩa tương tự như trước: giả sử cho trước một 𝐺 = (𝑉, 𝐸) và một 𝑒 ∈

𝐸, chúng ta sẽ kí hiệu 𝐺 − 𝑒 = (𝑉, 𝐸 − {𝑒}). Do đó, 𝐺 − 𝑒 nhận được từ 𝐺 bằng cách cắt (xóa) cạnh 𝒆. 

Ngoài ra, kí hiệu 𝐺 𝑒⁄  là đa đồ thị thu được từ 𝐺 bằng cách hợp nhất (co) cạnh 𝒆. Như vậy, nếu 𝑒 ∈ 𝐸 liên 

thuộc với 𝑢 và 𝑣 (nếu 𝑢 = 𝑣 thì 𝑒 sẽ là một cạnh khuyên) thì, trong 𝐺 𝑒⁄ , các đỉnh 𝑢 và 𝑣 được thay thế bởi 

một đỉnh 𝑤 = (𝑢𝑣) duy nhất còn mỗi phần tử 𝑓 ∈ 𝐸 − {𝑒} liên thuộc với 𝑢 hoặc 𝑣 sẽ được thay thế bởi một 

cạnh hoặc một cạnh khuyên liên thuộc với 𝑤.   

 

Hình vẽ minh họa đồ thị 𝐺 cùng với 𝐺 − 𝑒 và 𝐺 𝑒⁄  cho một cạnh 𝑒 = 𝑢𝑣. 

      Lưu ý rằng bản thân cạnh 𝑒 không tương ứng với bất kỳ một cạnh nào của 𝐺 𝑒⁄ ; đặc biệt, nếu 𝑙 là một 

cạnh khuyên thì 𝐺 𝑙⁄ = 𝐺 − 𝑙. Điều quan trọng cần lưu ý là cả 𝐺 − 𝑒 và 𝐺 𝑒⁄  đều có ít hơn chính xác một 

cạnh kép và một cạnh khuyên so với 𝐺: mọi phần tử của 𝐸 − {𝑒} đều tương ứng với duy nhất một phần tử 

của 𝐸(𝐺 𝑒⁄ ). 

      Giả sử cho trước một đa đồ thị 𝐺 = (𝑉, 𝐸), chúng ta sẽ dùng 𝑘(𝐺) để kí hiệu cho số các thành phần liên 

thông của 𝐺. Hạng 𝒓(𝑮) và hạt nhân (chỉ số chu trình) 𝒏(𝑮) của 𝐺 được định nghĩa tương tự như với các 

đồ thị: 𝑟(𝐺) = |𝑉| − 𝑘(𝐺) = |𝐺| − 𝑘(𝐺) và 𝑛(𝐺) = |𝐸| − |𝑉| + 𝑘(𝐺). 

      Kế tiếp, chúng ta sẽ chỉ làm việc với các đồ thị con khung của 𝐺. Các đồ thị con này được xác định một 

cách tự nhiên bởi tập các cạnh của chúng: với 𝐹 ⊂ 𝐸, chúng ta sẽ dùng 〈𝐹〉 để kí hiệu cho đồ thị (𝑉, 𝐹) và 



𝑟〈𝐹〉, 𝑛〈𝐹〉, 𝑘〈𝐹〉 để kí hiệu cho hạng, hạt nhân và số thành phần liên thông của đồ thị này. Đặc biệt, 𝑟〈𝐸〉 =

𝑟(𝐺), 𝑛〈𝐸〉 = 𝑛(𝐺) và 𝑘〈𝐸〉 = 𝑘(𝐺). 

      Chúng ta đã sẵn sàng để định nghĩa đa thức sinh hạng 𝑆(𝐺; 𝑥, 𝑦) của một đồ thị 𝐺 = (𝑉, 𝐸):                                                                         

𝑆(𝐺; 𝑥, 𝑦) = ∑ 𝑥𝑟〈𝐸〉−𝑟〈𝐹〉𝑦𝑛〈𝐹〉

𝐹⊂𝐸(𝐺)

= ∑ 𝑥𝑘〈𝐹〉−𝑘〈𝐸〉𝑦𝑛〈𝐹〉

𝐹⊂𝐸(𝐺)

. 

      Ở đây, chúng ta quy ước 𝑆(𝐺) = 𝑆(𝐺; 𝑥, 𝑦) là một đa thức theo các biến 𝑥 và 𝑦, và đa thức này là một 

hàm của 𝐺. Do, với mọi 𝐺, chúng ta đều có các hệ số nguyên nên 𝑆(𝐺; 𝑥, 𝑦) ∈ ℤ[𝑥, 𝑦] với mọi 𝐺 ∈ 𝒢. 

Chúng ta cũng sẽ sử dụng quy ước tương tự cho các đa thức khác cũng phụ thuộc vào đồ thị 𝐺, mặc dù 

chúng ta thường thích xem 𝐺 như là một chỉ số phụ thuộc hơn là một đối số của hàm. 

      Các tính chất cơ bản nhất của đa thức sinh hạng sẽ được đưa ra ngay trong kết quả đầu tiên. Mặc dù phép 

chứng minh là khá đơn giản, chỉ là một chuỗi các thao tác cơ bản, nhưng vì tầm quan trọng đặc biệt của kết 

quả này buộc chúng ta sẽ phải giải thích nó thật chi tiết. 

      Kết quả 10.1.1. 

      Giả sử 𝐺 = (𝑉, 𝐸) là một đồ thị với 𝑒 ∈ 𝐸. 

      Khi đó,  

𝑆(𝐺; 𝑥, 𝑦) = {

(𝑥 + 1)𝑆(𝐺 − 𝑒; 𝑥, 𝑦)          nếu 𝑒 là một cạnh cầu,                                                                

 (𝑦 + 1)𝑆(𝐺 − 𝑒; 𝑥, 𝑦)          nếu 𝑒 là một cạnh khuyên,                                                         

𝑆(𝐺 − 𝑒; 𝑥, 𝑦) + 𝑆(𝐺 𝑒⁄ ; 𝑥, 𝑦) nếu 𝑒 không phải là một cạnh cầu hoặc một cạnh khuyên.  

 

      Hơn nữa, 𝑆(𝐸𝑛; 𝑥, 𝑦) = 1 với mọi đồ thị 𝑛 − rỗng 𝐸𝑛, 𝑛 ≥ 1. 

      Chứng minh kết quả 10.1.1. 

      Kí hiệu 𝐺′ = 𝐺 − 𝑒, 𝐺′′ = 𝐺 𝑒⁄ , 𝑟′ và 𝑛′ là các hàm hạng và hạt nhân đối với 𝐺′, 𝑟′′ và 𝑟′′ là các hàm 

hạng và hạt nhân đối với 𝐺′′. 

      Đầu tiên, chúng ta sẽ giới thiệu một số thuộc tính đơn giản nhất của các hàm này mà chúng ta sẽ sử dụng 

bên dưới đây. Nếu 𝑒 ∈ 𝐸 và 𝐹 ⊂ 𝐸 − 𝑒 thì 𝑟〈𝐹〉 = 𝑟′〈𝐹〉, 𝑛〈𝐹〉 = 𝑛′〈𝐹〉, 𝑟〈𝐸〉 − 𝑟〈𝐹⋃𝑒〉 = 𝑟′′〈𝐸 − 𝑒〉 −

𝑟′′〈𝐹〉 = 𝑟(𝐺′′) − 𝑟′′〈𝐹〉, 

𝑟〈𝐸〉 = {
𝑟′〈𝐸 − 𝑒〉 + 1         nếu 𝑒 là một cạnh cầu,       
 𝑟′〈𝐸 − 𝑒〉              trong trường hợp ngược lại,

 

và  

𝑛〈𝐹⋃𝑒〉 = {
𝑟′′〈𝐹〉 + 1         nếu 𝑒 là một cạnh khuyên,       

 𝑟′′〈𝐹〉              trong trường hợp ngược lại.
 

      Ở đây, cũng như trong tương lai, chúng ta sẽ dùng 𝐹⋃𝑒 và 𝐸 − 𝑒 để viết tắt cho 𝐹⋃{𝑒} và 𝐸 − {𝑒}. 

       

 



      Chúng ta sẽ chia 𝑆(𝐺; 𝑥, 𝑦) thành hai phần như sau: 

𝑆(𝐺; 𝑥, 𝑦) = 𝑆0(𝐺; 𝑥, 𝑦) + 𝑆1(𝐺; 𝑥, 𝑦), 

trong đó                                                              

𝑆0(𝐺; 𝑥, 𝑦) = ∑ 𝑥𝑟〈𝐸〉−𝑟〈𝐹〉𝑦𝑛〈𝐹〉

𝐹⊂𝐸,𝑒∉𝐹

, 

và                                                          

𝑆1(𝐺; 𝑥, 𝑦) = ∑ 𝑥𝑟〈𝐸〉−𝑟〈𝐹〉𝑦𝑛〈𝐹〉

𝐹⊂𝐸,𝑒∈𝐹

. 

      Một cách rất tự nhiên, chúng ta dễ dàng nhận rằng các đẳng thức sau 𝐸 − 𝑒, 𝐸(𝐺′) = 𝐸(𝐺 − 𝑒) và 

𝐸(𝐺′′) = 𝐸(𝐺 𝑒⁄ ).  

      Như vậy, theo các hệ thức nêu ở trên,                                               

𝑆0(𝐺; 𝑥, 𝑦) = ∑ 𝑥𝑟〈𝐸〉−𝑟〈𝐹〉𝑦𝑛〈𝐹〉

𝐹⊂𝐸−𝑒

 

                     =

{
 
 

 
 ∑ 𝑥𝑟

′〈𝐸−𝑒〉+1−𝑟′〈𝐹〉𝑦𝑛
′〈𝐹〉

𝐹⊂𝐸(𝐺′)

 nếu 𝑒 là một cạnh cầu,       

∑ 𝑥𝑟
′〈𝐸−𝑒〉−𝑟′〈𝐹〉𝑦𝑛

′〈𝐹〉

𝐹⊂𝐸(𝐺′)

 trong trường hợp ngược lại,
 

 = {
𝑥𝑆(𝐺 − 𝑒; 𝑥, 𝑦) nếu 𝑒 là một cạnh khuyên,

𝑆(𝐺 − 𝑒; 𝑥, 𝑦) trong trường hợp ngược lại,
      

và                                           

           𝑆1(𝐺; 𝑥, 𝑦) = ∑ 𝑥𝑟〈𝐸〉−𝑟〈𝐹⋃𝑒〉𝑦𝑛〈𝐹⋃𝑒〉

𝐹⊂𝐸−𝑒

  

                              =

{
 
 

 
 ∑ 𝑥𝑟(𝐺

′′)−𝑟′′〈𝐹〉𝑦𝑛
′′〈𝐹〉+1

𝐹⊂𝐸(𝐺′′)

     nếu 𝑒 là một cạnh khuyên,       

∑ 𝑥𝑟(𝐺
′′)−𝑟′′〈𝐹〉𝑦𝑛

′′〈𝐹〉

𝐹⊂𝐸(𝐺′′)

     trong trường hợp ngược lại,       
 

                                              = {
𝑦𝑆(𝐺 𝑒⁄ ; 𝑥, 𝑦) nếu 𝑒 là một cạnh khuyên,

𝑆(𝐺 𝑒⁄ ; 𝑥, 𝑦) trong trường hợp ngược lại.
 

      Kết quả được suy ra ngay lập tức bằng cách cộng các biểu thức của 𝑆0 và 𝑆1 lại với nhau và lưu ý rằng 

nếu 𝑒 là một cạnh cầu hoặc một cạnh khuyên thì 𝑆(𝐺 𝑒⁄ ; 𝑥, 𝑦) = 𝑆(𝐺 − 𝑒; 𝑥, 𝑦). Điều này sẽ là hiển nhiên 

nếu 𝑒 là một cạnh khuyên bởi vì 𝐺 𝑒⁄ ≅ 𝐺 − 𝑒; nếu 𝑒 là một cạnh cầu bởi vì 𝑟′′〈𝐸 − 𝑒〉 − 𝑟′′〈𝐹〉 =

𝑟′〈𝐸 − 𝑒〉 − 𝑟′〈𝐹〉 và 𝑛′′〈𝐹〉 = 𝑛′〈𝐹〉 với mọi 𝐹 ⊂ 𝐸 − 𝑒. 

      Cuối cùng, phần cuối cùng của khẳng định trên là hệ quả trực tiếp từ chính cách định nghĩa của 𝑆.         □ 

       

 



      Đa thức Tutte 𝑻𝑮 = 𝑻(𝑮) = 𝑻(𝑮; 𝒙, 𝒚) = 𝑻𝑮(𝒙, 𝒚) là một hàm đơn giản của đa thức sinh hạng:                                                                  

𝑇𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝑆(𝐺; 𝑥 − 1, 𝑦 − 1) = ∑(𝑥 − 1)𝑟〈𝐸〉−𝑟〈𝐹〉(𝑦 − 1)𝑛〈𝐹〉

𝐹⊂𝐸

. 

      Phần lớn thời gian chúng ta sẽ sử dụng 𝑇𝐺  để kí hiệu cho đa thức Tutte và viết 𝑇𝐺(𝑥, 𝑦) nếu chúng ta 

muốn thu hút sự chú ý đến các đối số; tuy nhiên, cách kí hiệu 𝑇(𝐺) thể hiện tốt hơn thực tế rằng 𝑇 là một 

ánh xạ từ tập (các lớp tương đương của) các đa đồ thị hữu hạn vào ℤ[𝑥, 𝑦]. Bản thân Tutte thì sử dụng 

𝑇(𝐺; 𝑥, 𝑦) để kí hiệu cho các “đa thức lưỡng sắc” của ông.  

      Lưu ý rằng 𝑇𝐸𝑛(𝑥, 𝑦) = 1 và 

𝑇𝐺 = {

𝑥𝑇𝐺−𝑒 nếu 𝑒 là một cạnh cầu,       

𝑦𝑇𝐺−𝑒 nếu 𝑒 là một cạnh khuyên,

𝑇𝐺−𝑒 + 𝑇𝐺 𝑒⁄  nếu 𝑒 không phải là một cạnh cầu cũng như một cạnh khuyên.
 

      Phép đệ quy nêu ở trên có thể được sử dụng lại nhiều lần để chỉ ra rằng rất nhiều hàm của các đồ thị có 

thể thu được bằng cách tính giá trị của đa thức Tutte tại các vị trí nhất định. 

      Khi áp dụng các công thức rút gọn nêu ở trên, chúng ta cần lưu ý rằng nếu 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺) là một cạnh cầu 

hoặc một cạnh khuyên thì 𝑇𝐺−𝑒 = 𝑇𝐺 𝑒⁄ , bởi vì hệ thức tương tự đúng với 𝑆. 

      Các hàm 𝑆 và 𝑇 thường được gọi là các hàm nhân tính theo nghĩa nếu 𝐺 = 𝐺1⋃𝐺2 với các đồ thị 𝐺1 và 

𝐺2 có chung nhiều nhất một đỉnh thì giá trị trên 𝐺 sẽ là tích của các giá trị trên 𝐺1 và 𝐺2. Trên thực tế, các 

hàm này được xác định bởi điều kiện nhân tính này, cùng với các hệ thức cho một cạnh 𝑒 không phải là một 

cạnh khuyên cũng không phải là một cạnh cầu và giá trị của các hàm này trên 𝐾2 và 𝐿, trong đó 𝐿 là “đồ thị 

khuyên”, nghĩa là đồ thị với chỉ một đỉnh và một cạnh khuyên. Từ tính nhân tính, 𝑆(𝐾1) = 𝑇(𝐾1) = 1; đồng 

thời, 𝑆(𝐾2) = 𝑥 + 1, 𝑇(𝐾2) = 𝑥 và 𝑆(𝐿) = 𝑦 + 1, 𝑇(𝐿) = 𝑦. 

      Có rất nhiều dạng biến thể khác nhau của quan sát cuối cùng. Chẳng hạn, 𝑇 cũng là hàm duy nhất xác 

định trên các đồ thị sao cho: 

      (i) nếu 𝐺 có 𝑏 cạnh cầu, 𝑙 cạnh khuyên và không có chứa bất kỳ một cạnh nào khác thì 𝑇𝐺 = 𝑥𝑏𝑦𝑙, 

      (ii) nếu 𝐺 nhận được từ một đồ thị 𝐻 bằng cách bổ sung thêm 𝑏 cạnh cầu và 𝑙 cạnh khuyên thì 𝑇𝐺 =

𝑥𝑏𝑦𝑙𝑇𝐻, 

      (iii) nếu 𝐺 không có chứa bất kỳ một cạnh cầu hoặc cạnh khuyên thì công thức đệ quy thứ ba sẽ đúng 

cho một số cạnh 𝑒, nghĩa là có một cạnh 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺) sao cho 

𝑇𝐺 = 𝑇𝐺−𝑒 + 𝑇𝐺 𝑒⁄ . 

      10.2. Dạng phổ quát của đa thức Tutte  

      Mục đích tiếp theo của chúng ta là chỉ ra rằng đa thức Tutte có thể dễ dàng nâng lên thành một đa thức 

có vẻ như tổng quát hơn. Để thực hiện được nhiệm vụ này, chúng ta sẽ cần xác định các bậc lớn nhất của 𝑥 

và 𝑦 trong 𝑇𝐺(𝑥, 𝑦) từ cách định nghĩa của đa thức Tutte: do 𝑇𝐺(𝑥, 𝑦) = ∑ (𝑥 − 1)𝑟〈𝐸〉−𝑟〈𝐹〉(𝑦 − 1)𝑛〈𝐹〉𝐹⊂𝐸  

nên chúng ta sẽ có  



𝑑𝑒𝑔𝑥𝑇𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑟(𝐺) − 𝑟〈𝐹〉: 𝐹 ⊂ 𝐸(𝐺)} = 𝑟(𝐺), 

và   

𝑑𝑒𝑔𝑥𝑇𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑛〈𝐹〉: 𝐹 ⊂ 𝐸(𝐺)} = 𝑛(𝐺). 

      Khẳng định đơn giản sau đây là một phần mở rộng nhỏ của một kết quả của Oxley và Welsh. 

      Kết quả 10.2.1. (Oxley - Welsh) 

      Chúng ta luôn tìm được duy nhất một ánh xạ 𝑈: 𝒢 → ℤ[𝑥, 𝑦, 𝛼, 𝜎, 𝜏] sao cho 

𝑈(𝐸𝑛) = 𝑈(𝐸𝑛; 𝑥, 𝑦, 𝛼, 𝜎, 𝜏) = 𝛼𝑛 với mọi 𝑛 ≥ 1, 

và, với mọi 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺), chúng ta đều có                           

𝑈(𝐺) = {

𝑥𝑈(𝐺 − 𝑒) nếu 𝑒 là một cạnh cầu,                                                     

𝑦𝑈(𝐺 − 𝑒) nếu 𝑒 là một cạnh khuyên,                                              

𝜎𝑈(𝐺 − 𝑒) + 𝜏𝑈(𝐺 𝑒⁄ ) nếu 𝑒 không phải là một cạnh cầu cũng như một cạnh khuyên.

 

      Hơn nữa, 𝑈(𝐺) = 𝛼𝑘(𝐺)𝜎𝑛(𝐺)𝜏𝑟(𝐺)𝑇𝐺(𝛼𝑥 𝜏⁄ , 𝑦 𝜎⁄ ).                                                                                 (1)                          

      Chứng minh kết quả 10.2.1. 

      Tính duy nhất được suy ra ngay lập tức bởi vì nếu 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺) thì 𝑈(𝐺) sẽ được xác định bởi 𝑈(𝐺 − 𝑒) và 

𝑈(𝐺 𝑒⁄ ). Như vậy, tất cả những gì chúng ta phải làm đó là chỉ ra rằng hàm 𝑈 xác định bởi (1) thỏa mãn các 

tính chất yêu cầu trong bài toán: nghĩa là, 𝑈(𝐺) là một đa thức cho mọi đồ thị 𝐺, các đa thức này sẽ thỏa 

mãn các công thức rút gọn và 𝑈(𝐸𝑛) = 𝛼𝑛 với mọi 𝑛 ≥ 1. 

      Thực tế là 𝑈(𝐺) ∈ ℤ[𝑥, 𝑦, 𝛼, 𝜎, 𝜏], điều này suy ra từ việc 𝑑𝑒𝑔𝑥𝑇𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝑟(𝐺) và 𝑑𝑒𝑔𝑦𝑇𝐺(𝑥, 𝑦) =

𝑛(𝐺). Ngoài ra, do 𝑘(𝐸𝑛) = 𝑛 và 𝑟(𝐸𝑛) = 𝑛(𝐸𝑛) = 0 nên chúng ta sẽ có  

𝑈(𝐸𝑛) = 𝛼
𝑛𝑇𝐸𝑛(𝛼𝑥 𝜏⁄ , 𝑦 𝜎⁄ ) = 𝛼𝑛. 

      Quan trọng nhất, 𝑈 sẽ thỏa mãn các công thức rút gọn bởi vì đa thức Tutte cũng thỏa mãn chúng với 𝜎 =

𝜏 = 1.  

      Nói một cách nôm na, nếu 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺) là một cạnh cầu thì 𝑘(𝐺 − 𝑒) = 𝑘(𝐺) + 1, 𝑛(𝐺 − 𝑒) = 𝑛(𝐺), 

𝑟(𝐺 − 𝑒) = 𝑟(𝐺) − 1, nên 

𝑈(𝐺) = 𝛼𝑘(𝐺)𝜎𝑛(𝐺)𝜏𝑟(𝐺)𝑇𝐺(𝛼𝑥 𝜏⁄ , 𝑦 𝜎⁄ ) 

                                                  = 𝛼𝑘(𝐺−𝑒)−1𝜎𝑛(𝐺−𝑒)𝜏𝑟(𝐺−𝑒)+1(𝛼𝑥 𝜏⁄ )𝑇𝐺−𝑒(𝛼𝑥 𝜏⁄ , 𝑦 𝜎⁄ ) 

= 𝑥𝑈(𝐺 − 𝑒).                         

      Nếu 𝑒 là một cạnh khuyên của 𝐺 thì 𝑘(𝐺 − 𝑒) = 𝑘(𝐺), 𝑛(𝐺 − 𝑒) = 𝑛(𝐺) − 1, 𝑟(𝐺 − 𝑒) = 𝑟(𝐺), nên   

𝑈(𝐺) = 𝛼𝑘(𝐺)𝜎𝑛(𝐺)𝜏𝑟(𝐺)𝑇𝐺(𝛼𝑥 𝜏⁄ , 𝑦 𝜎⁄ ) 

                                                                  = 𝛼𝑘(𝐺−𝑒)𝜎𝑛(𝐺−𝑒)+1𝜏𝑟(𝐺−𝑒)(𝑦 𝜎⁄ )𝑇𝐺−𝑒(𝛼𝑥 𝜏⁄ , 𝑦 𝜎⁄ ) 

                                                                 = 𝑦𝑈(𝐺 − 𝑒). 



      Cuối cùng, nếu 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺) không phải là một cạnh cầu cũng không phải là một cạnh khuyên của 𝐺 thì 

𝑘(𝐺 − 𝑒) = 𝑘(𝐺 𝑒⁄ ) = 𝑘(𝐺), 𝑛(𝐺 − 𝑒) = 𝑛(𝐺) − 1, 𝑛(𝐺 𝑒⁄ ) = 𝑛(𝐺), 𝑟(𝐺 − 𝑒) = 𝑟(𝐺), 𝑟(𝐺 𝑒⁄ ) = 𝑟(𝐺) −

1, nên 

𝑈(𝐺) = 𝛼𝑘(𝐺)𝜎𝑛(𝐺)𝜏𝑟(𝐺)𝑇𝐺(𝛼𝑥 𝜏⁄ , 𝑦 𝜎⁄ )                                                                       

= 𝛼𝑘(𝐺)𝜎𝑛(𝐺)𝜏𝑟(𝐺){𝑇𝐺−𝑒(𝛼𝑥 𝜏⁄ , 𝑦 𝜎⁄ ) + 𝑇𝐺 𝑒⁄ (𝛼𝑥 𝜏⁄ , 𝑦 𝜎⁄ )}               

= 𝛼𝑘(𝐺−𝑒)𝜎𝑛(𝐺−𝑒)𝜏𝑟(𝐺−𝑒)𝑇𝐺−𝑒(𝛼𝑥 𝜏⁄ , 𝑦 𝜎⁄ ) + 𝛼𝑘(𝐺 𝑒⁄ )𝜎𝑛(𝐺 𝑒⁄ )𝜏𝑟(𝐺 𝑒⁄ )+1𝑇𝐺 𝑒⁄ (𝛼𝑥 𝜏⁄ , 𝑦 𝜎⁄ ) 

= 𝜎𝑈(𝐺 − 𝑒) + 𝜏𝑈(𝐺 𝑒⁄ ).                                                                                        

      Điều này hoàn tất phép chứng minh của chúng ta.                                                                                      □  

      Chúng ta sẽ gọi đa thức 𝑈 nêu trong Kết quả 10.2.1) là đa thức phổ quát của các đa thức. Kết quả 

10.2.1) ngụ ý rằng nếu 𝑅 là một vành giao hoán và 𝑥, 𝑦, 𝛼, 𝜎, 𝜏 ∈ 𝑅 thì luôn có duy nhất một ánh xạ 𝒢 → 𝑅 

thỏa mãn các điều kiện của bài toán: ánh xạ đó sẽ thu được bằng cách tính giá trị của đa thức 𝑈 tại những vị 

trí đặc biệt. Đặc biệt, chúng ta luôn có thể tìm một ánh xạ cho 𝑅 = ℤ[𝑥, 𝑦] và với mọi cách lựa chọn 

𝛼, 𝜎, 𝜏 ∈ ℤ. Chẳng hạn, bản thân đa thức Tutte chính là 𝑈 tại 𝛼 = 𝜎 = 𝜏. 

      Đa thức 𝑈 cũng nhân tính, nhưng yếu hơn một chút so với 𝑆 và 𝑇: nếu 𝐺1 và 𝐺2 là các đồ thị phân biệt 

đỉnh thì  

𝑈(𝐺1⋃𝐺2) = 𝑈(𝐺1)𝑈(𝐺2), 

và nếu 𝐺1 và 𝐺2 có chung một đỉnh với nhau thì   

𝑈(𝐺1⋃𝐺2) =
𝑈(𝐺1)𝑈(𝐺2)

𝛼
. 

      (Đặc biệt, với 𝛼 = 1, hàm 𝑈 là nhân tính theo nghĩa mạnh hơn của 𝑆 và 𝑇.) 

      Dễ dàng nhận thấy rằng 𝑈 được xác định bởi tính nhân tính này, cùng với các điều kiện 𝑈(𝐿) = 𝛼𝑦 và 

𝑈(𝐾2) = 𝛼
2𝑥. Một lần nữa, 𝑈(𝐾1) = 𝛼 cũng được suy ra từ tính nhân tính. 

      Như một lời cảnh báo, trừ khi 𝜎 và 𝜏 đều khác 0, chúng ta sẽ phải tính giá của đa thức mở rộng trong (1) 

chứ không phải cho từng yếu tố một. Trên thực tế, một nghiên cứu nhỏ cho thấy rằng nếu 𝜎 = 0 hoặc 𝜏 = 0 

thì 𝑈 sẽ có một dạng hình thức đặc biệt dễ chịu. Bằng cách dùng 𝑙(𝐺) để kí hiệu cho số các cạnh khuyên của 

𝐺, 𝑏(𝐺) cho số các cạnh cầu và, như mọi khi, |𝐺| cho số các đỉnh,  

𝑈(𝐺; 𝑥, 𝑦, 𝛼, 𝜎, 0) = 𝛼|𝐺|𝜎𝑛(𝐺)−𝑙(𝐺)𝑥𝑟(𝐺)𝑦𝑙(𝐺) 

và  

𝑈(𝐺; 𝑥, 𝑦, 𝛼, 0, 𝜏) = 𝛼𝑘(𝐺)+𝑏(𝐺)𝜏𝑟(𝐺)−𝑏(𝐺)𝑥𝑏(𝐺)𝑦𝑛(𝐺). 

      Hơn nữa,  

𝑈(𝐺; 𝑥, 𝑦, 𝛼, 0,0) = {
𝛼|𝐺|𝑥𝑏(𝐺)𝑦𝑙(𝐺) nếu 𝐸(𝐺) chỉ bao gồm các cạnh khuyên và các cạnh kép,

0              trong trường hợp ngược lại.                                          
 



      Trong mục 4.1. Các giá trị đặc biệt của đa thức Tutte, chúng ta sẽ chỉ ra rằng một số giá trị của đa 

thức Tutte có cách giải thích đặc biệt thú vị. 

      Chúng ta sẽ đề cập đến hai phần tử khác nữa của họ các đa thức liên quan đến đa thức Tutte:  

      Đầu tiên, chúng ta sẽ đề cập đến đa thức Whitney – Tutte 𝑸𝑮 = 𝑸𝑮(𝒕, 𝒛) ∈ ℤ[𝒕, 𝒛].  

      Nó được định nghĩa bởi                                                                                 

𝑄𝐺(𝑡, 𝑧) = ∑ 𝑡𝑘〈𝐹〉𝑧𝑛〈𝐹〉

𝐹⊂𝐸(𝐺)

, 

nên 

𝑄𝐺(𝑡, 𝑧) = 𝑡𝑘(𝐺)𝑆(𝐺; 𝑡, 𝑧) 

và  

𝑇𝐺(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 1)−𝑘(𝐺)𝑄𝐺(𝑥 − 1, 𝑦 − 1). 

      Kế tiếp, chúng ta sẽ đề cập đến đa thức lưỡng sắc 𝒁𝑮 = 𝒁𝑮(𝒒, 𝒗) ∈ ℤ[𝒒, 𝒗]. Nó là đa thức duy nhất sao 

cho 𝑍𝐸𝑛 = 𝑞𝑛 với mọi 𝑛 ≥ 1, và 

𝑍𝐺 = 𝑍𝐺−𝑒 + 𝑣𝑍𝐺 𝑒⁄  

với mọi cạnh 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺), cho dù 𝑒 có phải là một cạnh cầu, cạnh kép hay là không. 

      Chúng ta cũng dễ dàng kiểm tra được rằng 𝑍 chính là giá trị của 𝑈 tại 𝛼 = 𝑞, 𝜎 = 1, 𝜏 = 𝑣, 𝑥 =

(𝑞 + 𝑣) 𝑣⁄ , 𝑦 = 1 + 𝑣, nghĩa là  

𝑍𝐺(𝑞, 𝑣) = 𝑞𝑘(𝐺)𝑣𝑟(𝐺)𝑇𝐺((𝑞 + 𝑣) 𝑣⁄ , 1 + 𝑣). 

      Như chúng ta sẽ thấy trong phần tiếp theo, nó chính là hàm phân hoạch 𝑍𝐺  xuất hiện trong vật lý thống 

kê. 

      10.3. Đa thức Tutte trong vật lý thống kê 

      Trong vật lý thống kê, chúng ta thường muốn nghiên cứu các hệ thống ngẫu nhiên mất trật tự, đặc biệt là 

trong vùng lân cận của các chuyển pha của chúng. Trong nhiều trường hợp, ngay cả trước khi bắt đầu khảo 

sát, chúng ta vẫn phải vượt qua một khó khăn hơi bất ngờ đó là mặc dù chúng ta có thể dễ dàng đưa ra một 

độ đo tỉ lệ thuận với độ đo xác suất mà chúng ta muốn, nhưng không dễ để chuẩn hóa nó thành một độ đo 

xác suất. Độ đo tổng của không gian (và do đó, hệ số chuẩn hóa của chúng ta) chính là hàm phân hoạch. 

Như chúng ta sẽ thấy ngay sau đây, trong một số trường hợp quan trọng, các hàm phân hoạch chínhlà các 

biến thể đơn giản của đa thức Tutte. 

      Chúng ta hãy bắt đầu với mô hình 𝑞 − trạng thái của Potts, trong đó 𝑞 ≥ 1 là một số nguyên nào đó. Để 

trình bày mô hình này, giả sử 𝐺 = (𝑉, 𝐸) là một đa đồ thị. Chúng ta sẽ gọi một hàm 𝜔:𝑉 → [𝑞], 𝑎 ↦ 𝜔𝑎, là 

một trạng thái của mô hình sắt từ 𝒒 − trạng thái của Potts trên 𝑮. Giá trị 𝜔𝑎 được gọi là trạng thái của 𝒂 

(hoặc spin tại 𝒂).  



      Để xác định một độ đo trên tập Ω = [𝑞]𝑉của tất cả các trạng thái, chúng ta sẽ cần đến Hamiltonian 

𝑯(𝝎) của một trạng thái 𝝎:                                                                   

𝐻(𝜔) = ∑ (1 − 𝛿(𝜔𝑎, 𝜔𝑏))

𝑎𝑏∈𝐸

. 

      Ở đây và trong phần tiếp theo, chúng ta sẽ coi tập 𝐸 gồm các cạnh là một đa tập, nghĩa là, trong một tổng 

∑ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑥,𝑦∈𝐸 , số bội của 𝑓(𝑥, 𝑦) chính là số các cạnh hoặc cạnh khuyên với các đầu mút là các đỉnh 𝑥 và 𝑦.  

      Độ đo Potts trên Ω = [𝑞]𝑉 được xác định bởi 𝜇𝐺
𝑞,𝛽(𝜔) = 𝑒−𝐻(𝜔) 𝑘𝐵𝑇⁄ = 𝑒−𝛽𝐻(𝜔), trong đó 𝑘𝐵 là hằng số 

Boltzmann (𝑘𝐵 = 1.38 × 10
−23 Joules/Kelvin), 𝑇 là nhiệt độ của hệ thống và 𝛽 là nhiệt độ nghịch đảo. 

      Hàm phân hoạch của mô hình Potts 𝒒 − trạng thái trên 𝑮 là 𝑃𝐺(𝑞, 𝛽) = 𝜇𝐺
𝑞,𝛽(Ω) = ∑ 𝜇𝐺

𝑞,𝛽(ω)𝜔∈Ω  và 

xác suất của một trạng thái 𝝎 là 𝜇𝐺
𝑞,𝛽(ω) 𝑃𝐺(𝑞, 𝛽)⁄ . 

      Lưu ý rằng, ở nhiệt độ cao, tất cả các trạng thái đều có cùng xác suất, trong khi, ở nhiệt độ thấp, một sự 

thay đổi nhỏ trong Hamiltonian sẽ làm thay đổi xác suất rất nhiều. Phần lớn mối quan tâm của chúng ta đối 

với hệ thống là do cấu trúc của một hệ thống “điển hình” thay đổi một cách đột ngột khi nhiệt độ vượt qua 

một giá trị tới hạn nhất định. Hiện tượng chuyển pha này gợi chúng ta nhớ đến hiện tượng chuyển pha trong 

quá trình phát triển của các đồ thị ngẫu nhiên mà chúng ta đã thảo luận trong mục 7.5. Hiện tượng chuyển 

pha.  

      Kết quả 10.3.1. 

      Giả sử 𝐺 = (𝑉, 𝐸) là một đa đồ thị, 𝑞 ≥ 1 là một số nguyên và 𝛽 ∈ ℝ. 

      Khi đó, hàm phân hoạch của mô hình Potts 𝑞 − trạng thái trên 𝐺 với nhiệt độ nghịch đảo 𝛽 là 

𝑃𝐺(𝑞, 𝛽) = 𝑒−𝛽|𝐸|𝑍𝐺(𝑞, 𝑣), 

trong đó 𝑍𝐺  là đa thức lưỡng sắc và 𝑣 = 𝑒𝛽 − 1.  

      Chứng minh kết quả 10.3.1. 

      Kí hiệu 𝑃�̃�(𝑞, 𝛽) = 𝑒𝛽|𝐸|𝑃𝐺(𝑞, 𝛽). Khi đó, để chứng minh tính đúng đắn của khẳng định trên, chúng ta 

chỉ cần chỉ ra rằng 𝑃�̃�(𝑞, 𝛽) = 𝑍𝐺(𝑞, 𝑣). Nếu 𝐺 = 𝐸𝑛 thì 𝐻(𝜔) = 0 với mọi trạng thái 𝜔, nên 𝑃𝐸𝑛
̃ = 𝑃𝐸𝑛 =

𝑞𝑛. Để chứng minh rằng 𝑃�̃�(𝑞, 𝛽) = 𝑍𝐺(𝑞, 𝑣), tất cả những gì chúng ta phải làm đó là chỉ ra rằng 𝑃�̃�(𝑞, 𝛽) 

thỏa mãn công thức rút gọn 𝑍𝐺 = 𝑍𝐺−𝑒 + 𝑣𝑍𝐺 𝑒⁄ . 

      Lưu ý rằng 

𝑃�̃�(𝑞, 𝛽) = 𝑒
𝛽|𝐸| ∑ 𝑒𝛽∑ (𝛿(𝜔𝑎,𝜔𝑏)−1)𝑎𝑏∈𝐸

𝜔∈Ω

 

= ∑ ∏ 𝑒𝛽𝛿(𝜔𝑎,𝜔𝑏)

𝑎𝑏∈𝐸𝜔∈Ω

  

             = ∑ ∏(1 + 𝑣𝛿(𝜔𝑎, 𝜔𝑏))

𝑎𝑏∈𝐸𝜔∈Ω

. 



      Để chứng minh công thức rút gọn, giả sử 𝑒 là một cạnh từ 𝑐 đến 𝑑. Chúng ta hãy chia tổng ở trên thành 

hai phần như sau: tổng thứ nhất tính trên các trạng thái 𝜔 với 𝜔𝑐 ≠ 𝜔𝑑 và tổng thứ hai tính trên các trạng 

thái 𝜔 với 𝜔𝑐 = 𝜔𝑑. 

      Như vậy,  

𝑃�̃�(𝑞, 𝛽) = ∑ ∏ (1 + 𝑣𝛿(𝜔𝑎, 𝜔𝑏))

𝑎𝑏∈𝐸−𝑒𝜔𝑐≠𝜔𝑑

+ (1 + 𝑣) ∑ ∏ (1 + 𝑣𝛿(𝜔𝑎, 𝜔𝑏))

𝑎𝑏∈𝐸−𝑒𝜔𝑐=𝜔𝑑

 

 = ∑ ∏ (1 + 𝑣𝛿(𝜔𝑎, 𝜔𝑏))

𝑎𝑏∈𝐸−𝑒𝜔∈Ω

+ 𝑣 ∑ ∏ (1 + 𝑣𝛿(𝜔𝑎, 𝜔𝑏))

𝑎𝑏∈𝐸−𝑒𝜔𝑐=𝜔𝑑

 

                                 = 𝑃𝐺−�̃�(𝑞, 𝛽) + 𝑣𝑃𝐺 𝑒⁄̃ (𝑞, 𝛽). 

      Như vậy, công thức rút gọn được thỏa mãn và chúng ta hoàn tất phép chứng minh.                                 □ 

      Mô hình Potts là một dạng tổng quát hóa của mô hình Ising, nó đơn giản chỉ là trường hợp 𝑞 = 2. Trên 

thực tế, Fortuin và Kasteleyn đã xây dựng một dạng mở rộng của chính mô hình Potts: mục tiêu kế tiếp của 

chúng ta là giới thiệu dạng mở rộng này, mô hình cụm ngẫu nhiên. Giả sử 𝐺 = (𝑉, 𝐸) là một đa đồ thị và 

0 < 𝑝 < 1 và 𝑞 > 0 là các số thực dương cố định cho trước. Quan trọng nhất, chúng ta sẽ không coi 𝑞 là 

một số nguyên. Mô hình cụm ngẫu nhiên tương ứng với các tham số 𝒒 và 𝒑 trên 𝑮 được định nghĩa là một 

không gian xác suất xác định trên tập tất cả các đồ thị con khung của 𝐺. Như trước đây, một đồ thị con như 

vậy sẽ được xác định bởi tập các cạnh 𝐹 ⊂ 𝐸 của nó.  

      Độ đo của một đồ thị con 〈𝐹〉 là  

𝑣𝐺
𝑞,𝑝(𝐹) = 𝑝|𝐹|(1 − 𝑝)|𝐸|−|𝐹|𝑞𝑘〈𝐹〉 

và  

𝑅𝐺(𝑞, 𝑝) = ∑ 𝑝|𝐹|(1 − 𝑝)|𝐸|−|𝐹|𝑞𝑘〈𝐹〉𝐹⊂𝐸 . 

      Để biến 𝑣𝐺
𝑞,𝑝

 thành một độ đo xác suất, chúng ta phải chia nó cho 𝑅𝐺(𝑞, 𝑝). 

      Mô hình cụm ngẫu nhiên không khác quá nhiều so với mô hình đồ thị ngẫu nhiên tiêu chuẩn 𝒢(𝑛, 𝑝), 

trong đó chúng ta sẽ thu được một đồ thị con ngẫu nhiên của 𝐺 bằng cách chọn ra các cạnh của 𝐺 (và chỉ 

những cạnh đó!) với xác suất 𝑝, độc lập với nhau. (Do đó, 𝒢(𝑛, 𝑝) = 𝒢(𝐾𝑛 , 𝑝).) Để có được một đồ thị ngẫu 

nhiên trong mô hình cụm ngẫu nhiên, chúng ta thường sẽ biểu diễn xác suất tiêu chuẩn để một đồ thị với 𝑘 

thành phần liên thông theo một nhân tử của 𝑞𝑘. Như vậy, nếu 𝑞 = 1 thì chúng ta sẽ nhận được chính 

𝒢(𝐺, 𝑝), nhưng nếu 𝑞 lớn thì chúng ta sẽ ưu tiên các đồ thị có nhiều thành phần liên thông. Tuy nhiên, sự 

tương đồng với mô hình chuẩn 𝒢(𝐺, 𝑝) đôi khi cho phép chúng ta sử dụng các phương pháp và kết quả của 

lý thuyết đồ thị ngẫu nhiên để nghiên cứu các mô hình cụm ngẫu nhiên.    

      Kết quả 10.3.2. 

      Hàm phân hoạch của mô hình cụm ngẫu nhiên là 𝑅𝐺(𝑞, 𝑝) = (1 − 𝑝)|𝐸|𝑍𝐺(𝑞, 𝑣), với 𝑣 = 𝑝 (1 − 𝑝)⁄ .   

       



      Chứng minh kết quả 10.3.2.      

      Kí hiệu 𝑅�̃�(𝑞, 𝑝) = (1 − 𝑝)
−|𝐸|𝑅𝐺(𝑞, 𝑝), nghĩa là  

𝑅�̃�(𝑞, 𝑝) = ∑ 𝑣 |𝐹|𝑞𝑘〈𝐹〉

𝐹⊂𝐸

.                                                                     (2) 

      Khi đó, để chứng minh tính đúng đắn của khẳng định trên, chúng ta chỉ cần chỉ ra rằng 𝑅�̃�(𝑞, 𝑝) =

𝑍𝐺(𝑞, 𝑣). Rõ ràng, 𝑅𝐸𝑛
̃ = 𝑞𝑛, nên tất cả những gì chúng ta phải làm đó là kiểm tra xem công thức rút gọn có 

đúng hay không.  

      Để đạt được mục đích này, giả sử 𝑒 ∈ 𝐸 là một cạnh bất kỳ. Chúng ta hãy phân hoạch các tập con của 𝐸 

thành các cặp,                                                                                                 

{𝐹: 𝐹 ⊂ 𝐸} = ⋃ {𝐹, 𝐹⋃{𝑒}}

𝐹⊂𝐸−𝑒

, 

và chúng ta hãy chia (2) lại cho phù hợp:                                                          

𝑅�̃�(𝑞, 𝑝) = ∑ {𝑣 |𝐹|𝑞𝑘〈𝐹〉 + 𝑣 |𝐹|+1𝑞𝑘〈𝐹⋃𝑒〉}

𝐹⊂𝐸−𝑒

 

                          = ∑ 𝑣 |𝐹|𝑞𝑘〈𝐹〉

𝐹⊂𝐸−𝑒

+ 𝑣 ∑ 𝑣 |𝐹|𝑞𝑘〈𝐹⋃𝑒〉

𝐹⊂𝐸−𝑒

. 

      Tổng đầu tiên chính là 𝑅𝐺−�̃�(𝑞, 𝑝). Do 〈𝐹⋃𝑒〉 có số thành phần liên thông trong 𝐺 như 〈𝐹〉 có trong 𝐺 𝑒⁄  

nên tổng thứ hai chính là 𝑅𝐺 𝑒⁄̃ (𝑞, 𝑝). Điều này hoàn tất phép chứng minh của chúng ta.                                □ 

      Không cần phải nói ra, các hàm phân hoạch này có thể dễ dàng được biểu diễn lại dưới dạng đa thức 

Tutte, nhưng các biểu thức của chúng không quá phù hợp. Tuy nhiên, công thức (2) đưa ra một cách rất đơn 

giản khác để chúng ta xác định đa thức lưỡng sắc 𝑍𝐺 , và cũng để xác định đa thức Tutte. 

      10.4. Các giá trị đặc biệt của đa thức Tutte 

      Như chúng ta đã nhận xét trước đó, đa thức Tutte của một đồ thị mang nhiều thông tin về một đồ thị hơn 

là đa thức sắc số. Đặc biệt, như chúng ta sẽ sớm thấy, đa thức sắc số đơn giản chỉ là đa thức Tuttte với 𝑦 =

0, được chuẩn hóa một cách phù hợp. Nhưng trước tiên chúng ta hãy lưu ý rằng nếu 𝑥, 𝑦 ∈ {1,2} thì 𝑇𝐺(𝑥, 𝑦) 

là số các đồ thị con nhất định nào đó của 𝐺. 

      Kết quả 10.4.1. 

      Giả sử 𝐺 là một đồ thị liên thông. 

      Khi đó, 𝑇𝐺(1,1) là số cây khung của 𝐺, 𝑇𝐺(2,1) là số các rừng trong 𝐺, 𝑇𝐺(2,1) là số các đồ thị con 

khung liên thông trong 𝐺, 𝑇𝐺(2,2) là số các đồ thị con khung của 𝐺.   

      Chứng minh kết quả 10.4.1. 

      Nhận thấy rằng mỗi khẳng định trên ở trên đều có thể suy ra trực tiếp từ cách định nghĩa của 𝑇. 

 



      Thật vậy,                                                                         

𝑇𝐺(1,1) = ∑ 0𝑟(𝐺)−𝑟〈𝐹〉0𝑛〈𝐹〉

𝐹⊂𝐸(𝐺)

 

                                                                           = |{𝐹: 𝐹 ⊂ 𝐸(𝐺), 𝑟〈𝐹〉 = 𝑟(𝐺) và 𝑛〈𝐹〉 = 0}|, 

và 𝐹 ⊂ 𝐸(𝐺) là tập cạnh của một cây khung nếu và chỉ nếu 𝑟〈𝐹〉 = 𝑟(𝐺) và 𝑛〈𝐹〉 = 0. 

      Tương tự,                                                              

𝑇𝐺(2,1) = ∑ 1𝑟(𝐺)−𝑟〈𝐹〉0𝑛〈𝐹〉

𝐹⊂𝐸(𝐺)

 

                                                                           = |{𝐹: 𝐹 ⊂ 𝐸(𝐺), 𝑛〈𝐹〉 = 0}| 

là số các tập cạnh 𝐹 tạo thành các rừng, và                                                 

𝑇𝐺(1,2) = ∑ 0𝑟(𝐺)−𝑟〈𝐹〉1𝑛〈𝐹〉

𝐹⊂𝐸(𝐺)

 

                                                                           = |{𝐹: 𝐹 ⊂ 𝐸(𝐺), 𝑟〈𝐹〉 = 𝑟(𝐺)}| 

là số các đồ thị con khung liên thông của 𝐺. 

      Cuối cùng,  

𝑇𝐺(2,2) = ∑ 1𝑟(𝐺)−𝑟〈𝐹〉1𝑛〈𝐹〉

𝐹⊂𝐸(𝐺)

 

                                                                           = |{𝐹: 𝐹 ⊂ 𝐸(𝐺)}| 

                                                                           = 2|𝐸(𝐺)|, 

như chúng ta đã tuyên bố.                                                                                                                                  □  

      Kế tiếp, chúng ta hãy chuyển sang khảo sát họ các giá trị đặc biệt của đa thức Tutte. Như đã đề cập đến 

trong kết quả tổng quát đầu tiên, chúng ta sẽ chỉ ra rằng đa thức sắc số chỉ đơn giản là đa thức Tutte với 𝑦 =

0, đã được chuẩn hóa một cách phù hợp. 

      Để phù hợp với cách ký hiệu trước đó của chúng ta, giả sử cho trước một đa đồ thị 𝐺 với các cạnh 

khuyên và một số nguyên dương 𝑥, chúng ta sẽ dùng 𝑃𝐺(𝑥) để kí hiệu cho số các cách tô màu đỉnh thực sự 

của 𝐺, nghĩa là số các ánh xạ 𝑐: 𝑉(𝐺) → {1,2, … , 𝑥} sao cho nếu 𝑢 và 𝑣 là các đỉnh liên hợp thì 𝑐(𝑢) ≠ 𝑐(𝑣).  

      Rõ ràng, 𝑃𝐸𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛 và, với mọi cạnh 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺), chúng ta cũng sẽ có  

                                                                    𝑃𝐺(𝑥) = 𝑃𝐺−𝑒(𝑥) − 𝑃𝐺 𝑒⁄ (𝑥). 

      Đặc biệt, 𝑃𝐺(𝑥) là một đa thức theo 𝑥, là đa thức sắc số của 𝐺. Chúng ta hãy lưu ý thêm hai tính chất đơn 

giản sau đây của đa thức sắc số. Đầu tiên, nếu chúng ta tìm được một cạnh khuyên tại một đỉnh thì đỉnh này 

sẽ liên hợp với chính nó, nên 𝑃𝐺(𝑥) = 0 nếu 𝐺 có chứa một cạnh khuyên. Rõ ràng, nếu 𝐻 là đồ thị nhận 

được từ 𝐺 bằng cách thay thế các cạnh bội bởi các cạnh đơn thì 𝑃𝐺(𝑥) = 𝑃𝐻(𝑥). Thứ hai, nhắc lại rằng nếu 𝑒 

là một cạnh cầu của 𝐺 thì 



𝑃𝐺(𝑥) =
𝑥 − 1

𝑥
𝑃𝐺−𝑒(𝑥). 

      Kết quả 10.4.2. 

      Đa thức sắc số 𝑃𝐺(𝑥) của một đồ thị 𝐺 sẽ thỏa mãn hệ thức 𝑃𝐺(𝑥) = (−1)𝑟(𝐺)𝑥𝑘(𝐺)𝑇𝐺(1 − 𝑥, 0). 

      Chứng minh kết quả 10.4.2. 

      Nhận thấy rằng các kết quả này là hệ quả trực tiếp của Kết quả 10.2.1) và các tính chất cơ bản của đa 

thức sắc số nêu ở trên.  

      Thật vậy, 𝑃𝐸𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛 và, với mọi cạnh 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺), 

𝑃𝐺(𝑥) =

{
 

 
𝑥 − 1

𝑥
𝑃𝐺−𝑒(𝑥) nếu 𝑒 là một cạnh cầu,                                                                    

 0           nếu 𝑒 là một cạnh khuyên,                                               

𝑃𝐺−𝑒(𝑥) − 𝑃𝐺 𝑒⁄ (𝑥) nếu 𝑒 không phải là một cạnh cầu cũng như một cạnh khuyên.

 

      Như vậy, từ Kết quả 10.2.1), 𝑃𝐺(𝑥) = 𝑈 (𝐺;
𝑥−1

𝑥
, 0, 𝑥, 1, −1) = 𝑥𝑘(𝐺)(−1)𝑟(𝐺)𝑇𝐺(1 − 𝑥, 0), như chúng 

ta đã tuyên bố.                                                                                                                                                    □ 

      Bằng cách đặt 𝑥 = 0 trong đa thức Tutte, đa thức theo 𝑦 mà chúng ta thu được cũng có một cách giải 

thích tự nhiên như sau: nó còn được gọi là đa thức luồng của đồ thị, nếu được chuẩn hóa một cách phù hợp. 

      Để xác định đa thức luồng, chúng ta sẽ xem xét các luồng trên các đồ thị của chúng ta (đa đồ thị với các 

cạnh khuyên) với các giá trị nằm trong một nhóm Abelian hữu hạn 𝐴 được viết theo lối cộng. Chúng ta sẽ 

gọi một luồng như vậy là một 𝐴 − luồng nếu nó thỏa mãn định luật Kirchhoff về các điện thế tại mỗi đỉnh.  

      Như vậy, một 𝐴 − luồng thực sự chính là một 𝐴 − circulation, nhưng sẽ là sai lầm nếu chúng ta không 

sử dụng đúng thuật ngữ được chấp nhận. 

      Như trong các nghiên cứu của chúng ta về các luồng trong các đồ thị ở Chủ đề 01. Các khái niệm cơ 

bản và Chủ đề 02. Bài toán thiết kế mạch điện, chúng ta có thể chọn ra một định hướng cho các cạnh (tạo 

ra một tập 𝐸 gồm các cạnh và các cạnh khuyên có hướng). Khi đó, một 𝐴 − luồng sẽ là một ánh xạ 𝑓: �⃗� → 𝐴 

sao cho tổng luồng rời khỏi một đỉnh sẽ bằng tổng luồng đi vào đỉnh đó. Tương tự, mỗi cạnh 𝑒 = 𝑥𝑦 đều có 

một luồng 𝑓𝑥𝑦 nhất định chạy trong nó từ 𝑥 đến 𝑦 với quy ước rằng chúng ta cũng sẽ có một luồng −𝑓𝑥𝑦 

chạy trong cùng một cạnh như vậy từ 𝑦 đến 𝑥. 

      Một 𝐴 − luồng được gọi là khác không khắp nơi nếu nó có giá trị khác 0 ở mọi cạnh. Chúng ta sẽ dùng 

𝑃𝐺(𝐴) kí hiệu cho số các 𝐴 − luồng khác không khắp nơi trong 𝐺. Như chúng ta sẽ thấy ngay sau đây, 

𝑃𝐺(𝐴) là một đa thức theo bậc của nhóm 𝐴, nên chúng ta có lý khi gọi nó là đa thức luồng. 

      Đôi khi, 𝑃𝐺(𝐴) được xác định một cách dễ dàng. Chẳng hạn, 𝑃𝐸𝑛(𝐴) = 1 với mọi 𝑛 ≥ 1, bởi vì chúng ta 

chỉ có duy nhất một 𝐴 − luồng trong 𝐸𝑛, ánh xạ duy nhất từ tập rỗng vào 𝐴 và 𝐴 − luồng này rõ ràng là khác 

không khắp nơi. Nếu 𝐺 = 𝐶𝑛 là một 𝑛 − chu trình 𝑥1𝑥2…𝑥𝑛 với 𝑛 ≥ 1 thì 𝑃𝐺(𝐴) = |𝐴| − 1, bởi vì một 𝐴 − 

luồng gán cùng một dòng điện cho mỗi một trong các cạnh 𝑥1𝑥2, 𝑥2𝑥3, … , 𝑥𝑛𝑥1. 



      Một vấn đề được đặt ra ở đây đó là: “Chúng ta có thể nói gì về 𝑃𝐺(𝐴), 𝑃𝐺−𝑒(𝐴), 𝑃𝐺 𝑒⁄ (𝐴) đối với một 

cạnh 𝑒 ∈ 𝐸?”.  

      Đầu tiên, nếu 𝑒 là một cạnh cầu thì 𝑃𝐺(𝐴) = 0. Thật vậy, giả sử 𝑒 là cạnh duy nhất từ 𝑉1 đến 𝑉2 =

𝑉(𝐺) − 𝑉1. Nhận thấy rằng, trong một 𝐴 − luồng, tổng dòng điện từ 𝑉1 đến 𝑉2 là 0. Do đó, chúng ta không 

có dòng điện nào chạy trong cạnh cầu 𝑒. Như vậy, 𝑃𝐺(𝐴) = 0. 

      Thứ hai, nếu 𝑒 là một cạnh khuyên thì mọi 𝐴 − luồng trên 𝐺 đều có thể nhận được từ một 𝐴 − luồng nào 

đó trên 𝐺 − 𝑒 bằng cách cho một dòng điện bất kỳ chạy qua cạnh khuyên 𝑒. Để thu được một 𝐴 − luồng 

khác không khắp nơi trên 𝐺, chúng ta hãy bắt đầu với một 𝐴 − luồng khác không khắp nơi trên 𝐺 − 𝑒 và sau 

đó chọn ra một giá trị nào đó trong số |𝐴| − 1 giá trị khác không cho dòng điện chạy trong cạnh khuyên 𝑒.  

      Như vậy, 𝑃𝐺(𝐴) = (|𝐴| − 1)𝑃𝐺−𝑒(𝐴). 

      Cuối cùng, giả sử 𝑒 không phải là một cạnh khuyên cũng như không phải là một cạnh cầu, và nối 𝑢 với 

𝑣. Xét một 𝐴 − luồng 𝑓 khác không khắp nơi trên 𝐺 𝑒⁄ . Do các tập cạnh 𝐸(𝐺 𝑒⁄ ) và 𝐸(𝐺 − 𝑒) có thể được 

đồng nhất với nhau một cách tự nhiên nên 𝑓 có thể được xem như một luồng 𝑓 ′ trên 𝐺 − 𝑒. Rõ ràng, 𝑓 ′ là 

một 𝐴 − luồng khác không khắp nơi trên 𝐺 − 𝑒 hoặc 𝑓 ′ không tuân theo định luật Kirchhoff về điện thế tại 

𝑢 và 𝑣, và không ở đâu khác. Trong trường hợp thứ hai, chúng ta sẽ có một mở rộng duy nhất của luồng này 

thành một 𝐴 − luồng 𝑓 ′′ khác không khắp nơi trên 𝐺: dòng điện trong 𝑒 phải được chọn để khiến cho định 

luật Kirchhoff về điện thế đúng với 𝑢 (và sau đó nó cũng đúng với 𝑣). Hơn nữa, mọi 𝐴 − luồng 𝑓 ′ khác 

không khắp nơi trên 𝐺 − 𝑒 đều có thể thu được theo cách này và mọi 𝐴 − luồng 𝑓 ′′ khác không khắp nơi 

trên 𝐺 cũng vậy.  

      Như vậy, 𝑃𝐺 𝑒⁄ (𝐴) = 𝑃𝐺−𝑒(𝐴) + 𝑃𝐺(𝐴). 

      Thoạt nhìn, 𝑃𝐺(𝐴) dường như phụ thuộc vào cấu trúc của 𝐴; như kết quả tiếp theo đây ngụ ý, khá ngạc 

nhiên, phán đoán này không đúng: 𝑃𝐺(𝐴) chỉ phụ thuộc vào bậc của 𝐴.    

      Kết quả 10.4.3. 

      Giả sử 𝐴 là một nhóm Abelian hữu hạn và 𝐺 là một đa đồ thị. 

      Khi đó, 𝑃𝐺(𝐴) = (−1)𝑛(𝐺)𝑇𝐺(0,1 − |𝐴|). 

      Chứng minh kết quả 10.4.3. 

      Một lần nữa, kết quả này có thể được suy ra ngay lập tức từ Kết quả 10.2.1) và các tính chất của đa thức 

luồng mà chúng ta đã trình bày ở trên. 

      Thật vậy, chúng ta đã chỉ ra rằng 𝑃𝐸𝑛(𝐴) = 1 với mọi 𝑛 ≥ 1 và nếu 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺) thì 

𝑃𝐺(𝐴) = {

0                 nếu 𝑒 là một cạnh cầu,                                                                          
(|𝐴| − 1)𝑃𝐺−𝑒(𝐴)   nếu 𝑒 là một cạnh khuyên,                                                                                   

−𝑃𝐺−𝑒(𝐴) + 𝑃𝐺 𝑒⁄ (𝐴) nếu 𝑒 không phải là một cạnh cầu cũng không phải là một cạnh khuyên.
 

 

 



      Như vâỵ, từ Kết quả 10.2.1),  

𝑃𝐺(𝐴) = 𝑈(𝐺; 0, |𝐴| − 1,1, −1,1) = (−1)𝑛(𝐺)𝑇𝐺(0,1 − |𝐴|), 

như đa ̃tuyên bố.                                                                                                                                                 □ 

      Như môṭ hê ̣quả trưc̣ tiếp của Kết quả 10.4.3), chúng ta dê ̃dàng nhâṇ thấy rằng 𝑃𝐺(𝐴) chỉ phu ̣thuôc̣ vào 

bâc̣ của 𝐴 chứ không phuc̣ thuôc̣ vào cấu trúc của nó. Theo quan điểm này, chúng ta có thể dùng ký hiêụ 

𝑃𝐺(𝐴) thay cho 𝑃𝐺(|𝐴|). Hơn nữa, hàm 𝑃𝐺(𝑘) này là môṭ đa thức theo 𝑘 ∈ ℕ, nên nó cho chúng ta môṭ đa 

thức 𝑃𝐺(𝑥) ∈ ℤ[𝑥]. Chúng ta se ̃goị 𝑃𝐺(𝑥) là đa thức luồng của 𝐺. Do 𝑃𝐺(𝐴) chỉ phu ̣thuôc̣ vào |𝐴| nên 

chúng ta thường nói về môṭ 𝑘 − luồng, nghiã là môṭ 𝐴 − luồng với |𝐴| = 𝑘 (hoăc̣ đơn giản chỉ là môṭ ℤ𝑘 − 

luồng.). 

      Môṭ cách tư ̣nhiên, chúng ta thường coi đa thức luồng như là đối ngẫu của đa thức sắc số. Cu ̣thể, điṇh lí 

bốn màu se ̃tương đương với thưc̣ tế là moị đồ thi ̣khả phẳng không có caṇh cầu đều có chứa môṭ 4 − luồng 

khác không khắp nơi. Hơn nữa, như môṭ tương ứng với phỏng đoán của Hadwiger liên quan đến các phép tô 

màu, vào năm 1954, Tutte đã phỏng đoán rằng moị đồ thi ̣không có caṇh cầu đều có chứa môṭ 5 − luồng 

khác không khắp nơi. Trên thưc̣ tế, còn khá lâu nữa mới rõ ràng là liêụ luôn có thể đảm bảo có môṭ 𝑘 − 

luồng khác không khắp nơi với môṭ số 𝑘 nào đó. Điều này đa ̃đươc̣ chứng minh bởi Jaeger vào năm 1979 

khi ông đã chỉ ra rằng chúng ta luôn có thể đảm bảo môṭ 8 − luồng khác không khắp nơi. Môṭ ít lâu sau đó, 

Seymour đã chứng minh rằng, trên thưc̣ tế, moị đồ thi ̣không có caṇh cầu đều có chứa môṭ 6 − luồng khác 

không khắp nơi. Kết quả đáng chú ý này vẫn còn cách khá xa so với môṭ phép chứng minh cho phỏng đoán 

5 − luồng của Tutte. 

      Ví du ̣áp chót của chúng ta gần giống với kết quả cuối cùng: như môṭ sản phẩm phu ̣của viêc̣ đánh giá 

giá tri ̣của môṭ hàm, chúng ta se ̃có đươc̣ sư ̣đôc̣ lâp̣ của nó từ môṭ trong các biến của nó. 

      Chúng ta cũng biết rằng số 𝑎(𝐺) các điṇh hướng acyclic của môṭ đồ thi ̣𝐺 se ̃đươc̣ xác điṇh bởi đa thức 

sắc số taị 𝑥 = −1: 𝑎(𝐺) = |𝑃𝐺(−1)| = (−1)
|𝐺|𝑃𝐺(−1). Như vâỵ, từ Kết quả 10.4.2), 𝑎(𝐺) = 𝑇𝐺(2,0).  

      Như chúng ta sắp thấy ngay sau đây, 𝑇𝐺(1,0) đếm số các điṇh hướng acyclic nhất điṇh của các đồ thi ̣

liên thông. 

      Giả sử cho trước môṭ đồ thi ̣liên thông 𝐺 và môṭ đỉnh 𝑢 của 𝐺, chúng ta se ̃dùng 𝑎𝑢(𝐺) để kí hiêụ cho số 

các điṇh hướng acyclic của 𝐺 mà trong đó chỉ có môṭ nguồn duy nhất và nguồn đó chính là 𝑢.   

      Kết quả 10.4.4. 

      Với moị đồ thi ̣liên thông 𝐺 và moị đỉnh 𝑢 ∈ 𝑉(𝐺), chúng ta luôn có 𝑎𝑢(𝐺) = 𝑇𝐺(1,0).  

      Chứng minh kết quả 10.4.4. 

      Chúng ta se ̃suy ra khẳng điṇh nêu ở trên từ bốn tính chất sau đây của hàm 𝑎𝑢(𝐺). 

      (i)  Nếu 𝐺 = 𝐸1 thì 𝑎𝑢(𝐺) = 1.  

      (ii) Nếu 𝐺 có chứa môṭ caṇh khuyên 𝑒 thì 𝐺 se ̃không có bất kỳ điṇh hướng acyclic nào, nên 𝑎𝑢(𝐺) = 0.  

 



      (iii) Giả sử 𝑒 = 𝑢𝑣 là môṭ caṇh cầu của 𝐺 và xét môṭ điṇh hướng acyclic bất kỳ của 𝐺, với 𝑢 là nguồn 

duy nhất. Khi đó, trong thành phần liên thông của 𝐺 − 𝑒 có chứa 𝑣, chúng ta chỉ có môṭ nguồn duy nhất là 

𝑣, nên các điṇh hướng acyclic của 𝐺 với 𝑢 là nguồn duy nhất se ̃tương ứng 1 − 1 với các điṇh hướng acyclic 

của 𝐺 𝑒⁄  với 𝑢 (mà trong 𝐺 𝑒⁄  giống như 𝑣 hoăc̣ (𝑢𝑣)) là nguồn duy nhất. 

      Như vâỵ, 𝑎𝑢(𝐺) = 𝑎𝑢(𝐺 𝑒⁄ ).   

      (iv) Cuối cùng, giả sử 𝑒 = 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺) không phải là môṭ caṇh khuyên cũng như không phải là môṭ caṇh 

cầu. Xét môṭ điṇh hướng acyclic của 𝐺, với 𝑢 là nguồn duy nhất. Môṭ câu hỏi đươc̣ đăṭ ra cho chúng ta đó 

là: “Có phải 𝑢𝑣 là caṇh duy nhất hướng vào 𝑣 hay không?”. Nếu đúng như vâỵ thì điṇh hướng này của 

chúng ta se ̃taọ ra môṭ điṇh hướng acyclic của 𝐺 𝑒⁄  trong đó 𝑢 là nguồn duy nhất; trường hơp̣ ngươc̣ laị, nó 

se ̃taọ ra môṭ điṇh hướng của 𝐺 − 𝑒 trong đó 𝑢 là nguồn duy nhất. Ngoài ra, tất cả các điṇh hướng thích hơp̣ 

khác của 𝐺 𝑒⁄  và 𝐺 − 𝑒 đều có thể taọ ra theo cách này.  

      Như vâỵ, trong trường hơp̣ này, chúng ta se ̃có 𝑎𝑢(𝐺) = 𝑎𝑢(𝐺 − 𝑒) + 𝑎𝑢(𝐺 𝑒⁄ ). 

      Kế tiếp, lưu ý rằng nếu 𝑢 là môṭ đỉnh của môṭ đồ thi ̣liên thông 𝐺 với ‖𝐺‖ > 0 thì chúng ta luôn có thể 

tìm đươc̣ môṭ caṇh 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺) liên thuôc̣ với 𝑢. Nhưng khi đó 𝑎𝑢(𝐺) se ̃đươc̣ xác điṇh bởi “bản chất tư ̣

nhiên” của caṇh này (caṇh khuyên, caṇh cầu hoăc̣ không) và các giá tri ̣𝑎𝑢(𝐺 − 𝑒) và 𝑎𝑢(𝐺 𝑒⁄ ). Như vâỵ, 

chúng ta luôn có thể tìm đươc̣ duy nhất môṭ hàm 𝑎𝑢(𝐺) xác điṇh trên tâp̣ (các lớp tương đương của) các đồ 

thi ̣liên thông 𝐺 với môṭ đỉnh phân biêṭ 𝑢 thỏa mãn các tính chất (i) – (iv). Nhắc laị rằng do 𝑇𝐺−𝑒 = 𝑇𝐺 𝑒⁄  bất 

cứ khi nào 𝑒 là môṭ caṇh cầu hoăc̣ môṭ caṇh khuyên nên chúng ta nhâṇ thấy rằng 𝑇𝐺(1,0) là môṭ hàm như 

vâỵ, nghiã là 𝑎𝑢(𝐺) = 𝑇𝐺(1,0).                                                                                                                         □ 

      Như ví du ̣cuối cùng của chúng ta, chúng ta se ̃chỉ ra rằng đa thức Tutte có thể đươc̣ sử duṇg để xác điṇh 

xác suất của tính liên thông của môṭ đồ thi ̣con ngẫu nhiên của môṭ đồ thi ̣liên thông. Trên thưc̣ tế, môṭ 

khẳng điṇh tổng quát hơn môṭ chút cũng là hê ̣quả trưc̣ tiếp của Kết quả 10.2.1). 

      Giả sử 𝐺 = (𝑉, 𝐸) là môṭ đồ thi ̣và 0 < 𝑝 < 1. Với môṭ chút laṃ duṇg kí hiêụ, chúng ta se ̃dùng 𝐸𝑝 kí 

hiêụ cho môṭ tâp̣ con ngẫu nhiên của 𝐸 thu đươc̣ bằng cách giữ laị các caṇh với xác suất 𝑝, đôc̣ lâp̣ với nhau 

(và do đó xác suất xóa của chúng là 𝑞 = 1 − 𝑝). Như vâỵ, nếu 𝐺 = 𝐾𝑛 thì 〈𝐸𝑝〉 chính là môṭ phần tử của 

𝒢(𝑛, 𝑃(cạnh) = 𝑝) đã nghiên cứu trong Chủ đề 07. Đồ thi ̣ ngẫu nhiên; nói chung, 〈𝐸𝑝〉 là môṭ đồ thi ̣con 

ngâũ nhiên của 𝐺. Chúng ta se ̃dùng 𝑃 để kí hiêụ cho xác suất trên các đồ thi ̣con ngẫu nhiên 〈𝐸𝑝〉 này.    

      Kết quả 10.4.5. 

      Giả sử 𝐺 = (𝑉, 𝐸), 0 < 𝑝 < 1, 𝑞 = 1 − 𝑝 và 𝐸𝑝 như nêu ở trên. 

      Khi đó, 𝑃(𝑟〈𝐸𝑝〉 = 𝑟(𝐺)) = 𝑝𝑟(𝐺)𝑞𝑛(𝐺)𝑇𝐺(1, 1 𝑞⁄ ).   

      Chứng minh kết quả 10.4.5. 

      Từ Kết quả 10.2.1), để chứng minh tính đúng đắn của khẳng điṇh trên, chúng ta chỉ cần kiểm tra xem 

hàm 𝐶(𝐺) = 𝑃(𝑟〈𝐸𝑝〉 = 𝑟(𝐺)) có thỏa mãn các điều kiêṇ của Kết quả 10.2.1) với 𝑥 = 𝑝, 𝑦 = 1, 𝛼 = 1, 𝜎 =

𝑞 và 𝜏 = 𝑝 hay không là đủ. 

                  



      Măc̣ dù điều này rất dê ̃nhâṇ thấy, nhưng chúng ta vâñ se ̃dành ít thời gian để trình bày chi tiết nó. 

      Nếu 𝐺 là đồ thi ̣rỗng 𝐸𝑛 thì 𝑟〈𝐸𝑝〉 = 𝑟(𝐺) = 0, nên 𝐶(𝐸𝑛) = 1. 

      Nếu 𝑒 ∈ 𝐸 là môṭ caṇh cầu của 𝐺 thì 𝑟〈𝐸𝑝〉 = 𝑟〈𝐸〉. Điều này ngu ̣ý rằng 𝑒 ∈ 𝐸𝑝. Như vâỵ, 𝐶(𝐺) =

𝑝𝐶(𝐺 − 𝑒). 

      Nếu 𝑒 ∈ 𝐸 không phải là môṭ caṇh cầu của 𝐺 thì 𝑟(𝐺) = 𝑟(𝐺 − 𝑒), nên 𝐶(𝐺) = 𝑝𝐶(𝐺 𝑒⁄ ) + 𝑞𝐶(𝐺 − 𝑒). 

Ngoài ra, nếu 𝑒 là môṭ caṇh khuyên thì 𝐺 𝑒⁄ = 𝐺 − 𝑒, nên 𝐶(𝐺) = 𝐶(𝐺 − 𝑒), đây là môṭ sư ̣thâṭ hiển nhiên 

có thể suy ra dê ̃dàng từ các nguyên lí đầu tiên của chúng ta.                                                                           □     

      10.5. Công thức khai triển dạng cây khung của đa thức Tutte 

      Trong phần này của bài viết, chúng ta se ̃đưa ra cách điṇh nghiã ban đầu của Tutte cho đa thức của ông 

ấy, và chúng ta cũng se ̃chỉ ra rằng nó hoàn toàn phù hơp̣ với cách điṇh nghiã này của chúng ta. Như chúng 

ta đã biết trước các tính chất cơ bản của đa thức Tutte, nhiêṃ vu ̣của chúng ta se ̃dê ̃dàng hơn nhiều so với 

viêc̣ nếu chúng ta bắt đầu từ những nguyên lí đầu tiên. 

      Măc̣ dù chúng ta thường có xu hướng nói về viêc̣ biểu diêñ laị đa thức Tutte dưới daṇg môṭ tổng tính 

trên tất cả các cây khung, nhưng điều này chỉ có thể thưc̣ hiêṇ đươc̣ nếu đồ thi ̣của chúng ta là liên thông. Do 

đa thức Tutte của môṭ đồ thi ̣là tích của các đa thức Tutte của các thành phần liên thông của nó. Điều này 

dẫn chúng ta đến môṭ daṇg mở rôṇg về các rừng với các thành phần liên thông là các cây khung của các 

thành phần liên thông của đồ thi.̣ Với môṭ chút laṃ duṇg thuâṭ ngữ, chúng ta se ̃goị môṭ rừng như vâỵ là môṭ 

rừng khung. 

      Như vâỵ, môṭ đồ thi ̣𝐹 = ( 𝑉′, 𝐸′) đươc̣ goị là môṭ rừng khung của môṭ đồ thi ̣𝑮 = (𝑽, 𝑬) nếu 𝑉′ = 𝑉, 

𝐸′ = 𝐸, và mỗi thành phần liên thông của 𝐹 đều là môṭ cây khung của môṭ thành phần liên thông nào đó của 

𝐺. Môṭ cách tương đương, 𝑉′ = 𝑉, 𝐸′ ⊂ 𝐸, 𝑟(𝐹) = 𝑟(𝐺) và 𝑛(𝐹) = 0. Nói môṭ cách hơi khác môṭ chút, 

môṭ rừng khung của môṭ đồ thi ̣là môṭ rừng con có cùng số đỉnh và cùng số thành phần liên thông như đồ thi ̣

ban đầu. 

      Giả sử cho trước môṭ đồ thi ̣𝐺 và xét môṭ thứ tư ̣bất kì trên tâp̣ các caṇh của nó: giả sử 𝐸(𝐺) =

{𝑒1, … , 𝑒𝑚}, với 𝑒𝑖 đứng trước 𝑒𝑗  nếu 𝑖 < 𝑗. Ngoài ra, giả sử 𝐹 là môṭ rừng khung của 𝐺. Theo các thuâṭ ngữ 

nêu trong muc̣ 2.2. Không gian vector và ma trâṇ liên kết với môṭ đồ thi ̣, với 𝑒𝑖 ∈ 𝐸(𝐹), chúng ta se ̃goị 

𝑈𝐹(𝑒𝑖) = {𝑒𝑗 ∈ 𝐸(𝐺): (𝐹 − 𝑒𝑖) + 𝑒𝑗  là mo ̣ t rừng khung} là môṭ lát cắt đươc̣ xác điṇh bởi 𝒆𝒊. Hơn nữa, với 

𝑒𝑖 ∈ 𝐸(𝐺) − 𝐸(𝐹), chu trình đươc̣ xác điṇh bởi 𝒆𝒊 là chu trình duy nhất của 𝐹 + 𝑒𝑖; chúng ta se ̃dùng 

𝑍𝐹(𝑒𝑖) để kí hiêụ cho tâp̣ các caṇh của chu trình này. 

      Chúng ta se ̃goị môṭ caṇh 𝑒𝑖 ∈ 𝐸(𝐹) là môṭ caṇh hoaṭ đôṇg trong (của 𝑭, đối với thứ tư ̣các caṇh của 

𝑮) nếu 𝑒𝑖 là caṇh nhỏ nhất của lát cắt mà nó xác điṇh. Như vâỵ, 𝑒𝑖 ∈ 𝐸(𝐹) là hoaṭ đôṇg bên trong nếu 𝑖 ≤ 𝑗 

bất cứ khi nào 𝑒𝑗 ∈ 𝑈𝐹(𝑒𝑖), nghiã là nếu 𝑒𝑖 ∈ 𝑍𝐹(𝑒𝑗) kéo theo 𝑖 ≤ 𝑗. Tương tư,̣ chúng ta se ̃goị môṭ caṇh 𝑒𝑗 ∈

𝐸(𝐺) − 𝐸(𝐹) là hoaṭ đôṇg ngoài nếu 𝑒𝑗  là caṇh nhỏ nhất của chu trình mà nó xác điṇh, nghiã là nếu 𝑖 ≥ 𝑗 

bất cứ khi nào 𝑒𝑖 ∈ 𝑍𝐹(𝑒𝑗). 

 

  



 

Hình ve ̃minh hoạ môṭ cây khung với các caṇh hoaṭ đôṇg trong 𝑒1, 𝑒7, 𝑒9  

và các caṇh hoaṭ đôṇg ngoài 𝑒2, 𝑒3. 

      Chúng ta se ̃nói rằng môṭ rừng khung có 𝒊 hoaṭ đôṇg trong và 𝒋 hoaṭ đôṇg ngoài nếu có chính xác 𝑖 

caṇh hoaṭ đôṇg bên trong và chính xác 𝑗 caṇh hoaṭ đôṇg bên ngoài. Ngoài ra, như môṭ cách viết tắt, chúng ta 

se ̃dùng (𝑖, 𝑗) − rừng khi chúng ta muốn nói đến môṭ rừng khung gồm 𝑖 hoaṭ đôṇg trong và 𝑗 hoaṭ đôṇg 

ngoài (đối với thứ tư ̣cho trước của các caṇh.). Nếu chúng ta biết rằng rừng của chúng ta trên thưc̣ tế là môṭ 

cây khung thì chúng ta se ̃nói (𝑖, 𝑗) − cây. 

      Lưu ý rằng, để duy trì truyền thống cổ xưa của các nhà toán hoc̣ thuần túy, chúng ta se ̃sử duṇg cùng môṭ 

chỉ số chung trong hai ngữ cảnh khác nhau: chúng ta có các caṇh 𝑒𝑖 trên môṭ rừng, các caṇh 𝑒𝑗  không nằm 

trên môṭ rừng và chúng ta cũng có (𝑖, 𝑗) − rừng, nghiã là các rừng khung với 𝑖 caṇh đăc̣ biêṭ của môṭ loaị (kí 

hiêụ bởi 𝑒𝑖) và 𝑗 caṇh đăc̣ biêṭ của môṭ loaị khác (kí hiêụ bởi 𝑒𝑗). Hy voṇg rằng, điều này không dâñ đến bất 

kỳ sư ̣nhầm lẫn nào.   

      Kết quả 10.5.1. 

      Giả sử 𝐺 là môṭ đồ thi ̣với môṭ thứ tư ̣trên các caṇh của nó. Kí hiêụ 𝑡𝑖𝑗  là số các rừng khung với 𝑖 hoaṭ 

đôṇg trong và 𝑗 hoaṭ đôṇg ngoài. 

      Khi đó, ∑ 𝑡𝑖𝑗𝑖,𝑗 𝑥𝑖𝑦𝑗 chính là đa thức Tutte 𝑇𝐺(𝑥, 𝑦) của 𝐺. Đăc̣ biêṭ, 𝑡𝑖𝑗 = 𝑡𝑖𝑗(𝐺) không phu ̣thuôc̣ vào 

thứ tư ̣các caṇh và chỉ phu ̣thuôc̣ vào đồ thi ̣𝐺.  

      Chứng minh thứ nhất của kết quả 10.5.1. 

      Để chứng minh tính đúng đắn của khẳng điṇh nêu ở trên, chúng ta se ̃sử duṇg phương pháp quy nap̣ toán 

hoc̣ theo số các caṇh của 𝐺. Với 𝐺 = 𝐸𝑛, chúng ta se ̃có 𝑡00 = 1 và 𝑡𝑖𝑗 = 0 nếu 𝑖 + 𝑗 > 0, nên 

∑ 𝑡𝑖𝑗𝑖,𝑗 𝑥𝑖𝑦𝑗 = 1 = 𝑇𝐸𝑛(𝑥, 𝑦). 

      Giả sử 𝐺 = (𝑉, 𝐸), 𝐸 = {𝑒1, … , 𝑒𝑚}, 𝑚 ≥ 1, và giả sử khẳng điṇh đúng với moị đồ thi ̣có số caṇh ≤ 𝑚 −

1. Kí hiêụ 𝐺′ = 𝐺 − 𝑒𝑚 và 𝐺′′ = 𝐺 𝑒𝑚⁄  sao cho 𝐸(𝐺′) = 𝐸(𝐺′′) = {𝑒1, … , 𝑒𝑚−1}. Đây là thứ tư ̣mà chúng ta 

se ̃choṇ trên tâp̣ các caṇh của 𝐺′ và 𝐺′′ mà, như thường lê,̣ chúng ta se ̃coi chúng là giống hêṭ nhau. Kí hiêụ 

𝑡𝑖𝑗
′  là số các (𝑖, 𝑗) − rừng trong 𝐺′ và 𝑡𝑖𝑗

′′ là số các (𝑖, 𝑗) − rừng trong 𝐺′′. Từ giả thiết quy nap̣ của bài toán, 

∑ 𝑡𝑖𝑗
′ 𝑥𝑖𝑦𝑗 𝑖,𝑗 = 𝑇𝐺−𝑒𝑚(𝑥, 𝑦) và ∑ 𝑡𝑖𝑗

′′𝑥𝑖𝑦𝑗 𝑖,𝑗 = 𝑇𝐺 𝑒𝑚⁄ (𝑥, 𝑦). Chúng ta se ̃phân biêṭ ba trường hơp̣ thông 



thường sau tùy theo bản chất tư ̣nhiên của 𝑒𝑚. Các lâp̣ luâṇ trong (i), khi 𝑒𝑚 là môṭ caṇh cầu, và (ii), khi 𝑒𝑚 

là môṭ caṇh khuyên, gần như giống nhau về măṭ nguyên văn và các lâp̣ luâṇ trong (iii) cho 𝐺 − 𝑒𝑚 và 𝐺 𝑒𝑚⁄  

cũng vâỵ; tuy nhiên, do tầm quan troṇg đăc̣ biêṭ của kết quả này, chúng ta se ̃trình bày tất cả các chi tiết của 

phép chứng minh tầm thường này. 

      (i)   𝑒𝑚 là môṭ caṇh cầu. Khi đó, 𝑒𝑚 nằm trong moị rừng khung của 𝐺 và môṭ đồ thi ̣con 𝐹 của 𝐺 là môṭ 

rừng khung khi và chỉ khi 𝑒𝑚 ∈ 𝐸(𝐹) và 𝐹 − 𝑒𝑚 là môṭ rừng khung của 𝐺 − 𝑒𝑚. Ngoài ra, 𝑒𝑚 là môṭ caṇh 

hoaṭ đôṇg trong trong moị rừng khung 𝐹 của 𝐺, bởi vì nó không thuôc̣ bất kì môṭ chu trình 𝑍𝐹(𝑒𝑗) nào.  

      Rõ ràng, với 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 1, caṇh 𝑒𝑖 hoaṭ đôṇg bên trong (bên ngoài) trong 𝐺 đối với 𝐹 khi và chỉ khi 

nó hoaṭ đôṇg bên trong ( bên ngoài) trong 𝐺 − 𝑒𝑚 đối với 𝐹 − 𝑒𝑚, bởi vì, khi kiểm tra hoaṭ đôṇg của 𝑒𝑖, 

chúng ta thưc̣ hiêṇ trên chính xác cùng môṭ tâp̣ các caṇh có liên quan trong mỗi trường hơp̣. Do đó, 𝐹 là môṭ 

(𝑖, 𝑗) − rừng của 𝐺 khi và chỉ khi 𝑒𝑚 ∈ 𝐸(𝐹) và 𝐹 − 𝑒𝑚 là môṭ (𝑖 − 1, 𝑗) − rừng của 𝐺 − 𝑒𝑚, nên 𝑡𝑖𝑗 =

𝑡𝑖−1,𝑗
′ .  

      Như vâỵ, từ giả thiết quy nap̣ và môṭ số tính chất cơ bản của đa thức Tutte,                                                                           

∑𝑡𝑖𝑗
𝑖,𝑗

𝑥𝑖𝑦𝑗 =∑𝑡𝑖−1,𝑗
′

𝑖,𝑗

𝑥𝑖𝑦𝑗 = 𝑥∑𝑡𝑖−1,𝑗
′

𝑖,𝑗

𝑥𝑖−1𝑦𝑗 

                                       = 𝑥∑𝑡𝑖,𝑗
′

𝑖,𝑗

𝑥𝑖−1𝑦𝑗 = 𝑥𝑇𝐺−𝑒𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝑇𝐺(𝑥, 𝑦), 

như đa ̃tuyên bố. 

      (ii)  𝑒𝑚 là môṭ caṇh khuyên. Khi đó, 𝑒𝑚 không nằm trong bất kỳ môṭ rừng khung nào của 𝐺 và môṭ đồ 

thi ̣con 𝐹 của 𝐺 là môṭ rừng khung của 𝐺 khi và chỉ khi nó là môṭ rừng khung của 𝐺 − 𝑒𝑚. Hơn nữa, 𝑒𝑚 là 

hoaṭ đôṇg ngoài trong moị rừng khung 𝐹 của 𝐺, bởi vì nó là caṇh duy nhất của 𝑍𝐹(𝑒𝑚). Ngoài ra, với 1 ≤

𝑖 ≤ 𝑚 − 1, caṇh 𝑒𝑖 là hoaṭ đôṇg trong (ngoài) trong 𝐺 đối với 𝐹 khi và chỉ khi nó là hoaṭ đôṇg trong (ngoài) 

trong 𝐺 − 𝑒𝑚 đối với cùng môṭ rừng khung 𝐹. Do đó, 𝐹 là môṭ (𝑖, 𝑗) − rừng của 𝐺 khi và chỉ khi nó là môṭ 

(𝑖, 𝑗 − 1) − rừng của 𝐺 − 𝑒𝑚.  

      Như vâỵ, 𝑡𝑖𝑗 = 𝑡𝑖,𝑗−1
′ , nên                                                       

∑𝑡𝑖𝑗
𝑖,𝑗

𝑥𝑖𝑦𝑗 =∑𝑡𝑖,𝑗−1
′

𝑖,𝑗

𝑥𝑖𝑦𝑗 = 𝑦∑𝑡𝑖,𝑗−1
′

𝑖,𝑗

𝑥𝑖𝑦𝑗−1 

    = 𝑦𝑇𝐺−𝑒𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝑇𝐺(𝑥, 𝑦). 

      (iii) 𝑒𝑚 không phải là môṭ caṇh cầu cũng như không phải là môṭ caṇh khuyên. Nói môṭ cách tầm thường, 

𝐹 là môṭ rừng khung của 𝐺 − 𝑒𝑚 khi và chỉ khi nó là môṭ rừng khung của 𝐺 và 𝑒𝑚 ∉ 𝐸(𝐹). Ngoài ra, nếu 𝐹 

là môṭ (𝑖, 𝑗) − rừng của 𝐺 − 𝑒𝑚 thì nó se ̃là môṭ (𝑖, 𝑗) − rừng của 𝐺, bởi vì moị caṇh khác đều đứng trước 

𝑒𝑚 và do 𝑒𝑚 không phải là môṭ caṇh khuyên nên 𝑍𝐹(𝑒𝑚) có chứa các caṇh khác ngoài 𝑒𝑚. 

      Tương tư,̣ 𝐹 là môṭ rừng khung của 𝐺 𝑒𝑚⁄  khi và chỉ khi 𝑒𝑚 ∉ 𝐸(𝐹) và 𝐹 + 𝑒𝑚 là môṭ rừng khung của 

𝐺. Ngoài ra, nếu 𝐹 là môṭ (𝑖, 𝑗) − rừng của 𝐺 𝑒𝑚⁄  thì 𝐹 + 𝑒𝑚 là môṭ (𝑖, 𝑗) − rừng của 𝐺, bởi vì moị caṇh 

khác đều đứng trước 𝑒𝑚 và do 𝑒𝑚 không phải là môṭ caṇh cầu nên 𝑈𝐹+𝑒𝑚(𝑒𝑚) có chứa các caṇh khác ngoài 

𝑒𝑚.  



      Từ các phân tích nêu ở trên, chúng ta dê ̃dàng suy ra rằng 𝑡𝑖𝑗 = 𝑡𝑖𝑗
′ + 𝑡𝑖𝑗

′′ nên, từ giả thiết quy nap̣ và môṭ 

số tính chất cơ bản của đa thức Tutte,          

𝑇𝐺(𝑥, 𝑦) =∑𝑡𝑖𝑗
𝑖,𝑗

𝑥𝑖𝑦𝑗  

                                            = ∑𝑡𝑖,𝑗
′

𝑖,𝑗

𝑥𝑖𝑦𝑗 +∑𝑡𝑖,𝑗
′′

𝑖,𝑗

𝑥𝑖𝑦𝑗 

                                  = 𝑇𝐺−𝑒𝑚(𝑥, 𝑦) + 𝑇𝐺 𝑒𝑚⁄ , 

như đa ̃tuyên bố. 

      Điều này hoàn tất phép chứng minh của bước quy nap̣.                                                                              □ 

      Điṇh lí trên có thể coi là môṭ cách điṇh nghiã khác của đa thức Tutte. Như chúng ta đa ̃đề câp̣, đây chính 

xác là cách điṇh nghiã ban đầu của Tutte: đối với môṭ đồ thi ̣liên thông 𝐺 với môṭ thứ tư ̣bất kì nào đó trên 

các caṇh, 

𝑇𝐺(𝑥, 𝑦) = ∑𝑡𝑖𝑗
𝑖,𝑗

𝑥𝑖𝑦𝑗, 

trong đó 𝑡𝑖𝑗 = 𝑡𝑖𝑗(𝐺) là số các cây khung 𝐺 có 𝑖 hoaṭ đôṇg trong và 𝑗 hoaṭ đôṇg ngoài.  

      Rõ ràng là, với moị thứ tư ̣≺ xác điṇh trên các caṇh, chúng ta đều có môṭ đa thức 𝑇≺, nhưng điều đáng 

lưu ý ở đây đó là đa thức 𝑇≺ này không phu ̣thuôc̣ vào thứ tư ̣xác điṇh trên tâp̣ các caṇh mà chúng ta choṇ. 

Khi chứng minh Kết quả 10.5.1), chúng ta đã đươc̣ hỗ trơ ̣rất nhiều bởi điṇh nghiã trước đó của đa thức 

Tutte, nghiã là chúng ta đã biết trước rằng có môṭ đa thức với các tính chất phù hơp̣. 

      Để hiểu rõ bản chất của các hoaṭ đôṇg trong và các hoaṭ đôṇg ngoài, chúng ta hãy xem Kết quả 10.5.1) 

có thể đươc̣ chứng minh như thế nào từ các nguyên lý đầu tiên mà không cần viêṇ dẫn bất kỳ kết quả nào 

trước đó.     

      Chứng minh thứ hai của kết quả 10.5.1. 

      Chúng ta hãy bắt đầu với tính đôc̣ lâp̣ của 𝑇≺ với thứ tư ̣≺ xác điṇh trên tâp̣ các caṇh. Để đơn giản hóa 

cách ký hiêụ, chúng ta hãy giả sử rằng đồ thi ̣của chúng ta là liên thông, bởi vì phần mở rôṇg cho trường hơp̣ 

tổng quát là tầm thường. 

      Giả sử ≺ là thứ tư ̣𝑒1 ≺ 𝑒2 ≺ ⋯𝑒𝑚, trong đó 𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑚}, và giả sử ≺′ là thứ tư ̣nhâṇ đươc̣ từ 

≺ bằng cách đổi chỗ 𝑒ℎ và 𝑒ℎ+1.  

      Như vâỵ, trong thứ tư ̣≺′, chúng ta se ̃có  

𝑒1 ≺
′ 𝑒2 ≺

′∙∙∙≺′ 𝑒ℎ−1 ≺
′ 𝑒ℎ+1 ≺

′ 𝑒ℎ ≺
′ 𝑒ℎ+2 ≺

′∙∙≺′ 𝑒𝑚−1 ≺
′ 𝑒𝑚 . 

 

 



      Kế tiếp, chúng ta hãy xác điṇh các troṇg lươṇg 𝑤 và 𝑤 ′ trên tâp̣ 𝒯 gồm các cây khung của 𝐺: với 𝑇 ∈ 𝒯, 

kí hiêụ 𝑤(𝑇) = 𝑥𝑖𝑦𝑗 nếu 𝑇 là môṭ (𝑖, 𝑗) − cây đối với ≺ và 𝑤 ′(𝑇) = 𝑥𝑖𝑦𝑗  nếu 𝑇 là môṭ (𝑖, 𝑗) − cây đối với 

≺′. Khi đó, 𝑇≺(𝐺) và 𝑇≺′(𝐺) là tổng của các 𝑤 − troṇg lươṇg và các 𝑤 ′ − troṇg lươṇg: 𝑇≺(𝐺) = ∑ 𝑤(𝑇)𝒯  

và 𝑇≺′(𝐺) = ∑ 𝑤 ′(𝑇)𝒯 . Chúng ta hãy phân hoac̣h 𝒯 thành các tâp̣ nhỏ hơn (thành các tâp̣ có kích thuoc71 

môṭ và hai) và chỉ ra rằng, với mỗi tâp̣, tổng các 𝑤 − troṇg lươṇg của môṭ tâp̣ chính là tổng các 𝑤 ′ − troṇg 

lươṇg của nó. Khi đó, 𝑇≺(𝐺) = 𝑇≺′(𝐺). 

      Các tâp̣ nhỏ đươc̣ đề câp̣ đến ở trên chính là các quỹ đaọ của môṭ phép nghic̣h biến 𝒯 → 𝒯′, 𝑇 ↦ 𝑇′ 

đươc̣ xác điṇh như sau. Với 𝑇 ∈ 𝒯, nếu có môṭ trong 𝑒ℎ hoăc̣ 𝑒ℎ+1 nằm trong tâp̣ chu trình của cái kia (nghiã 

là 𝑒ℎ ∈ 𝑍𝑇(𝑒ℎ+1) hoăc̣ 𝑒ℎ+1 ∈ 𝑍𝑇(𝑒ℎ)) thì kí hiêụ 𝑇′ là cây nhâṇ đươc̣ từ 𝑇 bằng cách hoán đổi 𝑒ℎ và 𝑒ℎ+1; 

trường hơp̣ ngươc̣ laị, kí hiêụ 𝑇′ = 𝑇. Rõ ràng là ánh xa ̣𝒯 → 𝒯′ xác điṇh bởi 𝑇 ↦ 𝑇′ thưc̣ sư ̣là môṭ phép 

nghic̣h biến, nghiã là (𝑇′)′ = 𝑇. 

      Nhâṇ thấy rằng do moị caṇh 𝑒 khác với 𝑒ℎ và 𝑒ℎ+1 đều có cùng hoaṭ đôṇg đối với 𝑇 trong ≺ như trong 

≺′ nên 𝑤(𝑇) = 𝑤 ′(𝑇) trừ khi ít nhất môṭ trong 𝑒ℎ và 𝑒ℎ+1 có các hoaṭ đôṇg khác đối với 𝑇 trong ≺ và ≺′, 

điều này chỉ có thể xảy ra nếu 𝑇 ≠ 𝑇′.  

      Như vâỵ, để chứng minh 𝑇≺(𝐺) = 𝑇≺′(𝐺), chúng ta chỉ cần chỉ ra rằng 

𝑤(𝑇) + 𝑤(𝑇′) = 𝑤 ′(𝑇) + 𝑤 ′(𝑇′), 

bất cứ khi nào 𝑇 ∈ 𝒯, 𝑇 ≠ 𝑇′. 

      Giả sử moị caṇh 𝑒 ≠ 𝑒ℎ, 𝑒ℎ+1 có cùng hoaṭ đôṇg đối với 𝑇 cũng như đối với 𝑇′. Lưu ý rằng nó không 

liên quan đến viêc̣ chúng ta choṇ ≺ hoăc̣ ≺′, bởi vì 𝑒 ≺ 𝑓 khi và chỉ khi 𝑒 ≺′ 𝑓. Do các lát cắt và các chu 

trình là giống nhau nên các hoaṭ đôṇg của 𝑒ℎ đối với 𝑇 và 𝑇′ trong ≺ cũng giống như các hoaṭ đôṇg của 

𝑒ℎ+1 đối với 𝑇 và 𝑇′ trong ≺′. Do đó, trong trường hơp̣ này, 𝑤(𝑇) = 𝑤 ′(𝑇′) và 𝑤(𝑇′) = 𝑤 ′(𝑇). Như vâỵ, 

chúng ta có thể giả sử rằng có môṭ số caṇh 𝑒 ≠ 𝑒ℎ , 𝑒ℎ+1 hoaṭ đôṇg đối với 𝑇 và không hoaṭ đôṇg đối với 𝑇′. 

Bằng cách hoán đổi nhãn của 𝑒ℎ và 𝑒ℎ+1, và đổi chỗ ≺ với ≺′, chúng ta cũng có thể giả sử rằng 𝑒ℎ ∈ 𝐸(𝑇), 

𝑒ℎ+1 ∈ 𝐸(𝑇
′). 

      Giả sử 𝑒 ∈ 𝐸(𝑇), 𝑒 ≠ 𝑒ℎ, hoaṭ đôṇg đối với 𝑇 nhưng không hoaṭ đôṇg đối với 𝑇′. Do đó, 𝑒 là phần tử tối 

tiểu của 𝑈𝑇(𝑒), nhưng phần tử tối tiểu 𝑓 của 𝑈𝑇′(𝑒) laị nhỏ hơn 𝑒. Khi đó, 𝑈𝑇(𝑒) ≠ 𝑈𝑇′(𝑒), nên 𝑒ℎ+1 ∈

𝑈𝑇(𝑒) và do 𝑒 hoaṭ đôṇg đối với 𝑇 nên 𝑒 ≺ 𝑒ℎ+1. Kế tiếp, do 𝑓 thuôc̣ môṭ trong 𝑈𝑇(𝑒), 𝑈𝑇′(𝑒) nhưng không 

thuôc̣ cái còn laị nên 𝑓 ∈ 𝑈𝑇(𝑒ℎ) = 𝑈𝑇′(𝑒ℎ+1), trong khi 𝑒ℎ+1 ∈ 𝑈𝑇(𝑒) tương đương với viêc̣ 𝑒 ∈

𝑍𝑇(𝑒ℎ+1) = 𝑍𝑇′(𝑒ℎ). Nhưng khi đó 𝑒ℎ , 𝑒ℎ+1 se ̃không hoaṭ đôṇg đối với 𝑇, 𝑇′ theo môṭ trong hai thứ tư ̣(bởi 

vì 𝑒, 𝑓 đứng trước 𝑒ℎ , 𝑒ℎ+1 trong cả hai thứ tư)̣, 𝑒 nằm trong các chu trình liên quan và 𝑓 cũng nằm trong các 

lát cắt liên quan. Như vâỵ, 𝑤(𝑇) = 𝑤 ′(𝑇) và 𝑤(𝑇′) = 𝑤 ′(𝑇′). 

      Cuối cùng, giả sử 𝑒 ∉ 𝐸(𝑇), 𝑒 ≠ 𝑒ℎ+1, hoaṭ đôṇg đối với 𝑇 nhưng không hoaṭ đôṇg đối với 𝑇′. Do đó, 𝑒 

là phần tử tối tiểu của 𝑍𝑇(𝑒), nhưng phần tử tối tiểu 𝑓 của 𝑍𝑇′(𝑒) laị nhỏ hơn 𝑒. Khi đó, 𝑒ℎ ∈ 𝑍𝑇(𝑒), nghiã 

là 𝑒 ∈ 𝑈𝑇(𝑒ℎ) = 𝑈𝑇′(𝑒ℎ+1), và 𝑓 ∈ 𝑍𝑇(𝑒ℎ+1) = 𝑍𝑇′(𝑒ℎ). Như vâỵ, như trước đây, 𝑒ℎ, 𝑒ℎ+1 không hoaṭ 

đôṇg trong cả hai trường hơp̣, nên 𝑤(𝑇) = 𝑤 ′(𝑇) và 𝑤(𝑇′) = 𝑤 ′(𝑇′). 

      Điều này hoàn tất phần chứng minh 𝑇≺(𝐺) = 𝑇≺′(𝐺) của chúng ta. 

 



      Để chứng minh tính đôc̣ lâp̣ của 𝑡𝑖𝑗  với thư tư ̣(nghiã là 𝑡𝑖𝑗 = 𝑡𝑖𝑗(𝐺) đơn giản chỉ là môṭ hàm của đồ thi ̣

𝐺), chúng ta nhâṇ thấy rằng đa thức đồ thi ̣�̃�(𝐺) = ∑ 𝑡𝑖𝑗𝑖,𝑗 (𝐺)𝑥𝑖𝑦𝑗  thỏa mãn công thức truy hồi và điều kiêṇ 

biên, nên �̃�(𝐺) chính là đa thức Tutte 𝑇𝐺 . 

      Do 𝑡00(𝐸𝑛) = 1 và 𝑡𝑖𝑗(𝐸𝑛) = 0 nếu 𝑖 + 𝑗 > 0 nên chúng ta dê ̃dàng nhâṇ thấy rằng �̃�(𝐸𝑛) = 1. 

      Kế tiếp, chúng ta hãy chuyển sang kiểm tra các quan hê ̣truy hồi. Choṇ ra môṭ phần tử của 𝐸(𝐺) và phân 

biêṭ ba trường hơp̣ sau đây tùy theo tính chất của phần tử này. Chúng ta đươc̣ lơị rất nhiều từ tính đôc̣ lâp̣ với 

thứ tư ̣của 𝑡𝑖𝑗(𝐺): giả sử cho trước môṭ caṇh 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺), chúng ta có thể và se ̃giả điṇh rằng 𝑒 là phần tử cuối 

cùng trong thứ tư ̣này, nghiã là 𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑚} và caṇh mà chúng ta quan tâm chính là 𝑒 = 𝑒𝑚. 

      (i)   Giả sử 𝑒𝑚 là môṭ caṇh cầu. Khi đó, 𝑒𝑚 nằm trong moị rừng khung của 𝐺 và nó là môṭ caṇh hoaṭ 

đôṇg trong moị rừng khung. Như vâỵ, các rừng khung của 𝐺 − 𝑒𝑚 se ̃tương ứng 1 − 1 với các rừng khung 

của 𝐺 với môṭ (𝑖, 𝑗) − rừng của 𝐺 − 𝑒𝑚 tương ứng 1 − 1 với môṭ (𝑖 + 1, 𝑗) − rừng nào đó của 𝐺.  

      Nhưng khi đó                                               

�̃�(𝐺) =∑𝑡𝑖+1,𝑗(𝐺)𝑥
𝑖+1𝑦𝑗 = 𝑥∑𝑡𝑖𝑗(𝐺 − 𝑒𝑚)𝑥

𝑖𝑦𝑗 = 𝑥�̃�(𝐺 − 𝑒𝑚). 

      (ii)  Giả sử 𝑒𝑚 là môṭ caṇh khuyên. Khi đó, 𝑒𝑚 là môṭ caṇh hoaṭ đôṇg ngoài đối với moị rừng khung của 

𝐺, nên các rừng khung của 𝐺 − 𝑒𝑚 se ̃tương ứng 1 − 1 với các rừng khung của 𝐺 với môṭ (𝑖, 𝑗) − rừng của 

𝐺 − 𝑒𝑚 tương ứng 1 − 1 với môṭ (𝑖, 𝑗 + 1) − rừng nào đó của 𝐺. 

      Nhưng khi đó                                   

�̃�(𝐺) = ∑𝑡𝑖,𝑗+1(𝐺)𝑥
𝑖𝑦𝑗+1 = 𝑦∑𝑡𝑖𝑗(𝐺 − 𝑒𝑚)𝑥

𝑖𝑦𝑗 = 𝑦�̃�(𝐺 − 𝑒𝑚). 

      (iii) Giả sử 𝑒𝑚 không phải là môṭ caṇh cầu cũng như không phải là môṭ caṇh khuyên. Phân hoac̣h tâp̣ 

ℱ𝑖𝑗 các (𝑖, 𝑗) − rừng thành ℱ𝑖𝑗
′ ⋃ℱ𝑖𝑗

′′ với ℱ𝑖𝑗
′ = {𝐹 ∈ ℱ𝑖𝑗: 𝑒𝑚 ∈ 𝐸(𝐹)}. Khi đó, {𝐹 − 𝑒𝑚: 𝐹 ∈ ℱ𝑖𝑗

′ } se ̃tương 

ứng với tâp̣ các (𝑖, 𝑗) − rừng của 𝐺 𝑒𝑚⁄ , bởi vì 𝑒𝑚 không hoaṭ đôṇg trong đối với bất kỳ môṭ rừng 𝐹 ∈ ℱ𝑖𝑗
′  

nào. Ngoài ra, do 𝑒𝑚 không hoaṭ đôṇg ngoài đối với bất kỳ môṭ rừng 𝐹 ∈ ℱ𝑖𝑗
′′ nào, nên ℱ𝑖𝑗

′′ se ̃tương ứng với 

tâp̣ các (𝑖, 𝑗) − rừng của 𝐺 − 𝑒𝑚. 

      Như vâỵ, 

�̃�(𝐺) = �̃�(𝐺 − 𝑒𝑚) + �̃�(𝐺 𝑒𝑚⁄ ), 

như chúng ta đã tuyên bố.                                                                                                                                  □ 

      Cách điṇh nghiã mới, khai triển theo các cây khung, này có môṭ số lơị thế nhất điṇh so với cách điṇh 

nghiã cũ, cu ̣thể là, 

𝑇𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝑆(𝐺; 𝑥 − 1, 𝑦 − 1) = ∑(𝑥 − 1)𝑟〈𝐸〉−𝑟〈𝐹〉(𝑦 − 1)𝑛〈𝐹〉

𝐹⊂𝐸

. 

 

 



      Thứ nhất, tổng mới này (thường) có ít số haṇg hơn so với tổng cũ. Thứ hai, quan troṇg hơn, trong khai 

triển mới này, hê ̣số của 𝑥𝑖𝑦𝑗  chứ không phải hê ̣số của (𝑥 − 1)𝑖(𝑦 − 1)𝑗  đươc̣ xác điṇh môṭ cách rõ ràng và 

hóa ra là nó không âm. (Chúng ta có thể nhâṇ đươc̣ điều này từ điṇh nghiã đê ̣quy, nhưng điều đó không 

cung cấp cho chúng ta bất kỳ môṭ biểu thức rõ ràng nào cho các hê ̣số.) Thứ ba, môṭ cách lưạ choṇ sáng suốt 

thứ tư ̣trên các caṇh thường se ̃có lơị hơn trong viêc̣ chứng minh các kết quả về các hê ̣số 𝑡𝑖𝑗 = 𝑡𝑖𝑗(𝐺). 

      Như môṭ ứng duṇg đơn giản của Kết quả 10.5.1), hãy xem chúng ta có thể nói đươc̣ những gì về các hê ̣

số của các số haṇg nhỏ nhất, cu ̣thể là 𝑡00, 𝑡10, 𝑡01. Đầu tiên, do 𝑇𝐸𝑛(𝑥, 𝑦) = 1, giả sử rằng 𝐸(𝐺) =

{𝑒1, … , 𝑒𝑚}, với 𝑚 ≥ 1, đây cũng chính là kích thước của 𝐺. Lưu ý rằng, bất kể rừng khung 𝐹 của chúng ta 

là gì, 𝑒1 chắc chắn là môṭ caṇh hoaṭ đôṇg: hoaṭ đôṇg trong nếu 𝑒1 ∈ 𝐸(𝐹) và hoaṭ đôṇg ngoài trong trường 

hơp̣ ngươc̣ laị. Đăc̣ biêṭ, 𝑡00 = 0. Rõ ràng, do 𝑡10(𝐾2) = 1 và 𝑡01(𝐾2) = 0 nên chúng ta có thể giả sử rằng 

𝑚 ≥ 2. Nếu 𝐺 có ít nhất hai khối sao cho mỗi khối có chứa ít nhất môṭ caṇh thì chúng ta luôn có thể choṇ ra 

môṭ thứ tư ̣trên 𝐸(𝐺) sao cho 𝑒1 và 𝑒2 nằm trong các khối phân biêṭ của 𝐺. Khi đó, cả 𝑒1 và 𝑒2 đều hoaṭ 

đôṇg đối với moị rừng khung, nên 𝑡10 = 𝑡01 = 0. 

      Kế tiếp, giả sử 𝐺 gồm môṭ đồ thi ̣2 − liên thông và các đỉnh cô lâp̣. Do viêc̣ bổ sung thêm các đỉnh cô 

lâp̣ không làm thay đổi đa thức Tutte nên, trong các nghiên cứu của chúng ta về 𝑡10 và 𝑡01, chúng ta luôn có 

thể giả điṇh rằng bản thân 𝐺 là môṭ đồ thi ̣2 − liên thông. Điều này về măṭ thưc̣ tế chỉ để chúng ta có thể goị 

môṭ quân bích là môṭ quân bích: 𝑡𝑖𝑗  là số các (𝑖, 𝑗) − cây của 𝐺 chứ không phải là số các (𝑖, 𝑗) − rừng. Tuy 

nhiên, về măṭ tranh luâṇ, điều này gần như hoàn toàn là không liên quan. 

      Như đã lưu ý từ trước đó, 𝑒1 là hoaṭ đôṇg đối với moị cây khung. Hơn nữa, caṇh 𝑒2 cũng hoaṭ đôṇg trừ 

khi lát cắt hoăc̣ chu trình của nó (tùy theo trường hơp̣ nào phù hơp̣) có chứa 𝑒1. Như vâỵ, nếu 𝑇 là môṭ 

(1,0) − cây thì 𝑒1 ∈ 𝐸(𝐹) và 𝑒2 ∈ 𝑈𝑇(𝑒1). Kí hiêụ 𝑇∗ là cây thu đươc̣ từ 𝑇 bằng cách hoán đổi 𝑒1 và 𝑒2: do 

𝑒2 ∈ 𝑈𝑇(𝑒1) (nghiã là 𝑒1 ∈ 𝑍𝑇(𝑒2)) nên 𝑇∗ cũng là môṭ cây khung. Rõ ràng, 𝑇∗ là môṭ (0,1) − cây: caṇh 

hoaṭ đôṇg duy nhất của nó là 𝑒1 và nó là môṭ caṇh hoaṭ đôṇg ngoài. 

      Ngay lâp̣ tức, chúng ta dê ̃dàng nhâṇ thấy rằng quá trình trên hoàn toàn có thể đươc̣ đảo ngươc̣: môṭ 

(0,1) − cây 𝑇 không chứa 𝑒1 nhưng chứa 𝑒2 và, bằng cách hoán đổi 𝑒1 và 𝑒2, chúng ta se ̃thu đươc̣ môṭ 

(1,0) − cây 𝑇∗. Như vâỵ, ánh xa ̣𝑇 ⟼ 𝑇∗ chỉ ra cho chúng ta môṭ phép tương ứng 1 − 1 giữa tâp̣ các 

(1,0) − cây và tâp̣ các (0,1) − cây. Đăc̣ biêṭ, điều này cung cấp cho chúng ta kết quả sau đây:       

      Kết quả 10.5.2. 

      Giả sử ∑ 𝑡𝑖𝑗𝑥
𝑖

𝑖,𝑗 𝑦𝑗 là đa thức Tutte của môṭ đồ thi ̣𝐺 với ít nhất hai caṇh. 

      Khi đó, 𝑡10 = 𝑡01. 

      Đẳng thức 𝑡10 = 𝑡01 là môṭ trong số môṭ ho ̣vô haṇ các đẳng thức đúng cho các hê ̣số 𝑡𝑖𝑗  của đa thức 

Tutte.  

      Brylawski đã chứng minh đươc̣ rằng nếu ‖𝐺‖ > ℎ thì 

∑∑(−1)𝑗 (
ℎ − 𝑖

𝑗
) 𝑡𝑖𝑗

ℎ−𝑖

𝑗=0

ℎ

𝑖=0

= 0. 



      Như vâỵ, nếu ‖𝐺‖ > 0 thì 𝑡00 = 0; nếu ‖𝐺‖ > 1 thì 𝑡10 = 𝑡01; nếu ‖𝐺‖ > 2 thì 𝑡20 − 𝑡11 + 𝑡02 = 𝑡10; 

v.v… 

      Trên thưc̣ tế, 𝑡10 = 𝑡10(𝐺) là môṭ bất biến đồ thi ̣quan troṇg theo đúng nghiã của nó: nó thường đươc̣ goị 

là bất biến sắc số của 𝑮 và đươc̣ kí hiêụ laị bởi 𝜃(𝐺). Thuâṭ ngữ này có thể đươc̣ giải thích bằng điṇh lí đơn 

giản sau đây. Phần đầu tiên chỉ ra mối liên hê ̣giữa bất biến sắc số với đa thức sắc số và phần thứ hai chỉ ra 𝜃 

là bất biến của các ước con của các đồ thi ̣có ít nhất hai caṇh. 

      Kết quả 10.5.3. 

      (i)  Với moị đồ thi ̣𝐺, đaọ hàm 𝑃𝐺
′ (1) của đa thức sắc số 𝑃𝐺(𝑥) se ̃thỏa mãn 

𝑃𝐺
′ (1) = (−1)𝑟(𝐺)+1𝜃(𝐺). 

      (ii) Giả sử 𝐺 và 𝐻 là các đồ thi ̣đồng daṇg, mỗi đồ thi ̣đều có ít nhất hai caṇh. 

      Khi đó, 𝜃(𝐺) = 𝜃(𝐻). 

      Chứng minh kết quả 10.5.3. 

      (i)  Tính đúng đắn của khẳng điṇh trên đươc̣ suy ra ngay lâp̣ tức từ viêc̣ 

𝑃𝐺(𝑥) = (−1)𝑟(𝐺)𝑥𝑘(𝐺)𝑇𝐺(1 − 𝑥, 0) = (−1)
𝑟(𝐺)𝑥𝑘(𝐺)∑𝑡𝑖0(1 − 𝑥)

𝑖

𝑛−1

𝑖=0

. 

      (ii) Chúng ta biết rằng 𝐺 và 𝐻 se ̃có các ước con đồng daṇg. Như vâỵ, để chứng minh tính đúng đắn của 

khẳng điṇh trên, chúng ta chỉ cần chỉ ra rằng nếu 𝐻 thu đươc̣ từ 𝐺 bằng cách chia nhỏ môṭ caṇh 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺) 

thành hai caṇh, taṃ giả sử là 𝑒1 và 𝑒2, thì 𝜃(𝐻) = 𝜃(𝐺). 

      Nếu 𝑒 là môṭ caṇh cầu của 𝐺 thì 𝜃(𝐺) = 𝜃(𝐻) = 0, bởi vì bất biến sắc số của môṭ đồ thi ̣có ít nhất hai 

khối không tầm thường là 0. Nếu 𝑒 không phải là môṭ caṇh cầu của 𝐻 thì 𝑒1 cũng không phải là môṭ caṇh 

cầu cũng như không phải là môṭ caṇh khuyên của 𝐻.  

      Như vâỵ, từ công thức truy hồi của đa thức Tutte, 

𝜃(𝐻) = 𝜃(𝐻 − 𝑒1) + 𝜃(𝐻 𝑒1⁄ ). 

      Rõ ràng, 𝑒2 là môṭ khối của 𝐻 − 𝑒1, nên đồ thi ̣này có ít nhất hai khối không tầm thường. Điều này ngu ̣ý 

với chúng ta rằng 𝜃(𝐻 − 𝑒1) = 0. Ngoài ra, 𝐻 𝑒1⁄ ≅ 𝐺, nên 𝜃(𝐺) = 𝜃(𝐻).                                                   □ 

      Viêc̣ khai triển theo các cây khung cũng cung cấp cho chúng ta môṭ số thông tin quan troṇg về đô ̣lớn 

của các hê ̣số của đa thức sắc số. 

      Kết quả 10.5.4. 

      Giả sử 𝐺 là môṭ đồ thi ̣liên thông bâc̣ 𝑛 với đa thức sắc số 𝑃𝐺(𝑥) = ∑ (−1)𝑗𝑛−1
𝑗=0 𝑎𝑗𝑥

𝑛−𝑗. 

      Khi đó, 𝑎0 = 1 ≤ 𝑎1 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑙, với 𝑙 = ⌊𝑛 2⁄ ⌋.    

       



      Chứng minh kết quả 10.5.4.   

      Chúng ta biết rằng 

𝑃𝐺(𝑥) = (−1)
𝑛−1𝑥∑𝑡𝑖0(−𝑥 + 1)

𝑖

𝑛−1

𝑖=0

, 

nên 

(−1)𝑗𝑎𝑗 = (−1)
𝑛−1 ∑ (−1)𝑛−𝑗−1𝑡𝑖0 (

𝑖

𝑛 − 𝑗 − 1
)

𝑛−1

𝑖=𝑛−𝑗−1

, 

nghiã là 

𝑎𝑗 = ∑ 𝑡𝑖0 (
𝑖

𝑛 − 𝑗 − 1
)

𝑛−1

𝑖=𝑛−𝑗−1

. 

      Như vâỵ, nếu 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 2⁄  thì 

𝑎𝑗 − 𝑎𝑗−1 = 𝑡𝑛−𝑗−1,0 + ∑ 𝑡𝑖0 {(
𝑖

𝑛 − 𝑗 − 1
) − (

𝑖

𝑛 − 𝑗
)}

𝑛−1

𝑖=𝑛−𝑗

≥ 𝑡𝑛−𝑗−1,0, 

bởi vì 𝑛 − 𝑗 − 1 ≥ 𝑛 2⁄ − 1 ≥ (𝑖 − 1) 2⁄  với moị 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 nên ( 𝑖
𝑛−𝑗−1

) ≥ ( 𝑖
𝑛−𝑗
).                                       □ 

      Các quan hê ̣𝑑𝑒𝑔𝑥𝑇𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝑟(𝐺) và 𝑑𝑒𝑔𝑦𝑇𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝑛(𝐺) mà chúng ta đã găp̣ trước đó se ̃đươc̣ suy ra 

ngay từ thưc̣ tế 𝑡𝑖𝑗(𝐺) là số các cây khung với 𝑖 hoaṭ đôṇg trong và 𝑗 hoaṭ đôṇg ngoài. Hơn nữa, nếu 𝐺 

không có chứa caṇh khuyên nào và 𝐹 là môṭ rừng khung của 𝐺 thì, với môṭ thứ tư ̣mà trong đó moị caṇh của 

𝐹 đều đứng trước moị caṇh khác, 𝐹 se ̃có 𝑟(𝐺) hoaṭ đôṇg trong và 0 hoaṭ đôṇg ngoài. Tương tư,̣ nếu 𝐺 

không có chứa caṇh cầu nào và 𝐹 là môṭ rừng khung của 𝐺 thì, với môṭ thứ tư ̣mà trong đó moị caṇh của 𝐹 

đều đứng trước moị caṇh khác, 𝐹 se ̃có 0 hoaṭ đôṇg trong và 𝑛(𝐺) hoaṭ đôṇg ngoài. Đăc̣ biêṭ, 𝑡𝑟(𝐺),0 ≥ 1 và 

𝑡0,𝑛(𝐺) ≥ 1. Như vâỵ, 𝑚𝑎𝑥{𝑖 − 𝑗: 𝑡𝑖𝑗(𝐺) ≠ 0} = 𝑟(𝐺) và 𝑚𝑎𝑥{𝑗 − 𝑖: 𝑡𝑖𝑗(𝐺) ≠ 0} = 𝑛(𝐺). Bằng cách xem 

xét các thứ tư ̣ít rõ ràng hơn trên tâp̣ các caṇh, chúng ta có thể chỉ ra thêm rằng môṭ số hê ̣số khác cũng khác 

không. Chúng ta se ̃đưa ra hai ví du ̣kinh điển cho điều này. 

      Kết quả 10.5.5. 

      Giả sử 𝐺 là môṭ đồ thi ̣2 − liên thông không có chứa caṇh khuyên với 𝑛 đỉnh và 𝑚 caṇh, và 𝑇𝐺(𝑥, 𝑦) =

∑ 𝑡𝑖𝑗𝑖𝑗 𝑥𝑖𝑦𝑗. 

      Khi đó, 𝑡𝑖0 > 0 với moị 𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 và 𝑡0𝑗 > 0 với moị 𝑗, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 𝑛 + 1.  

       

 

 



      Chứng minh kết quả 10.5.5. 

      Giả sử cho trước môṭ cây khung 𝑇, với 𝐸0 ⊂ 𝐸(𝐺), kí hiêụ 𝛾𝑇(𝐸0) là hơp̣ của tâp̣ các dây cung với các 

chu trình tương ứng có giao với 𝐸0 cùng với tâp̣ các caṇh cây với lát cắt tương ứng có giao với 𝐸0: 

𝛾𝑇(𝐸0) = {𝑒 ∈ 𝐸(𝐺): 𝑍𝑇(𝑒)⋂𝐸0 ≠ ∅}⋃{𝑒 ∈ 𝐸(𝐺): 𝑈𝑇(𝑒)⋂𝐸0 ≠ ∅}. 

      Lưu ý rằng 𝛾𝑇(𝐸0) ⊃ 𝐸0. Kí hiêụ 𝛾𝑇̅̅ ̅(𝐸0) là bao đóng của 𝐸0 đối với 𝛾 − toán tử này: 

𝛾𝑇̅̅ ̅(𝐸0) = 𝐸0⋃𝐸1⋃ ∙∙∙, 

trong đó 𝐸𝑘+1 = 𝛾𝑇(𝐸𝑘).  

      Do 𝐺 là môṭ đồ thi ̣2 − liên thông nên 𝛾𝑇̅̅ ̅(𝐸0) = 𝐸(𝐺) bất cứ khi nào 𝐸0 là môṭ tâp̣ không rỗng các caṇh.  

      Như vâỵ, 𝐸0 ⊂ 𝐸1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝐸𝑙 = 𝐸(𝐺) đối với môṭ chỉ số 𝑙 nào đó. 

      (i)  Với 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1, kí hiêụ 𝐸0  là môṭ tâp̣ gồm 𝑖 caṇh của 𝑇, 𝐸1 = 𝛾𝑇(𝐸0), 𝐸2 = 𝛾𝑇(𝐸1), v.v… 

Chúng ta biết rằng 𝐸𝑙 = 𝐸(𝐺) đối với môṭ chỉ số 𝑙 nào đó. Giả sử ≺ là môṭ thứ tư ̣tương thích với dãy 𝐸0 ⊂

𝐸1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝐸𝑙 = 𝐸(𝐺), nghiã là môṭ thứ tư ̣mà các caṇh của 𝐸0 xuất hiêṇ đầu tiên, tiếp theo là các caṇh của 

𝐸1 ∖ 𝐸0, các caṇh của 𝐸2 ∖ 𝐸1, v.v…, kết thúc bởi các caṇh của 𝐸𝑙 ∖ 𝐸𝑙−1. Khi đó, mỗi caṇh của 𝐸0 đều hoaṭ 

đôṇg và không có caṇh nào khác hoaṭ đôṇg. Như vâỵ, 𝑇 là môṭ (𝑖, 0) − cây theo thứ tư ̣≺, nên 𝑡𝑖0 > 0.  

      (ii) Với 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 𝑛 + 1, chúng ta hãy bắt đầu với môṭ tâp̣ 𝐸0 gồm 𝑗 dây cung của 𝑇, nghiã là môṭ tâp̣ 

𝐸0 ⊂ 𝐸(𝐺) ∖ 𝐸(𝑇), và tiến hành tiếp tuc̣ như trong (i). Môṭ lần nữa, các caṇh hoaṭ đôṇg chính là các caṇh 

của 𝐸0. Như vâỵ, 𝑇 là môṭ (0, 𝑗) − cây, nên 𝑡0𝑗 > 0. 

      Để hoàn tất phép chứng minh, nhắc laị rằng 𝑑𝑒𝑔𝑥𝑇𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝑟(𝐺) = 𝑛 − 1 và 𝑑𝑒𝑔𝑦𝑇𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝑛(𝐺) =

𝑚 − 𝑛 + 1.                                                                                                                                                         □ 

      Còn hê ̣số 𝑡11 thì sao? Nhâṇ thấy rằng, với môṭ chu trình 𝐶𝑛, chúng ta se ̃có 𝑇𝐶𝑛 = 𝑦 + 𝑥 + 𝑥
2 +⋯+

𝑥𝑛−1, nên 𝑡11(𝐶𝑛) = 0. Ngoài ra, với môṭ caṇh dày 𝐼𝑘 gồm hai đỉnh đươc̣ nối với nhau bởi 𝑘 ≥ 2 caṇh, 

chúng ta se ̃có 𝑇𝐼𝑘 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑦
2 +⋯+ 𝑦𝑘−1, nên 𝑡11(𝐼𝑘) = 0. Như chúng ta se ̃chỉ ra ngay sau đây, với 

moị đồ thi ̣2 − liên thông không có chứa caṇh khuyên khác, chúng ta đều có 𝑡11 ≥ 1. 

      Kết quả 10.5.6. 

      Giả sử 𝐺 là môṭ đồ thi ̣2 − liên thông không có chứa caṇh khuyên không phải là môṭ chu trình cũng 

không phải là môṭ caṇh dày. 

      Khi đó, 𝑡11(𝐺) > 0. 

      Chứng minh kết quả 10.5.6. 

      Dê ̃dàng nhâṇ thấy rằng 𝐺 se ̃có chứa môṭ chu trình 𝐶 và môṭ caṇh 𝑒1 nối môṭ đỉnh của 𝐶 với môṭ đỉnh 

không thuôc̣ 𝐶. Giả sử 𝑇 là môṭ cây khung chứa 𝑒1 và tất cả các caṇh của 𝐶 ngoaị trừ môṭ caṇh 𝑒 nào đó, kí 

hiêụ 𝐸0 = {𝑒1, 𝑒2}. Giả sử 𝐸0 ⊂ 𝐸1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝐸𝑙 = 𝐸(𝐺) như trong phép chứng minh của Kết quả 10.5.5), với 

𝐸𝑘+1 = 𝛾𝑇(𝐸𝑘), và ≺ là môṭ thứ tư ̣tương thích với daỹ lồng nhau này. Rõ ràng, đối với thứ tư ̣này, 𝑇 có 

chính xác môṭ caṇh hoaṭ đôṇg trong, cu ̣thể là 𝑒1, và chính xác môṭ caṇh hoaṭ đôṇg ngoài, cu ̣thể là 𝑒2.  



      Như vâỵ, 𝑡11(𝐺) > 0, như đa ̃tuyên bố.                                                                                                       □ 

      Năm 1968, Ronald Read đã phỏng đoán rằng dãy các mô đun của các hê ̣số của đa thức sắc số là 

unimodal, nghiã là, với cách ký hiêụ như trong Kết quả 10.5.4), 𝑎0 ≤ 𝑎1 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑚 ≥ 𝑎𝑚+1 ≥ ⋯ ≥ 𝑎𝑛−1 

với môṭ chỉ số 𝑚 nào đó. Năm 1974, Hoggar đã thắt chăṭ điều này với viêc̣ phỏng đoán rằng các hê ̣số này 

phải lõm logarit maṇh. Phỏng đoán của Hoggar còn đươc̣ goị là phỏng đoán Read – Hoggar. Giả thuyết 

Read – Hoggar đã không đươc̣ giải quyết trong hơn 40 năm trước khi June Huh chứng minh nó vào năm 

2009, trong quá trình hoc̣ tiến si ̃của ông, bằng cách sử duṇg các phương pháp đến từ hình hoc̣ đaị số. Môṭ 

phỏng đoán có liên quan của Tutte khẳng điṇh rằng 𝑡𝑖𝑗  taọ thành các dãy unimodal theo 𝑖 và 𝑗 môṭ cách 

riêng biêṭ và môṭ phỏng đoán tương tư ̣của Seymour và Welsh cho các matroid đã bi ̣Schwärzker bác bỏ vào 

năm 1993.   

      10.6. Đa thức của các nút thắt và các mắt xích 

      Các nút thắt và các mắt xích dưới daṇg các đối tươṇg toán hoc̣ đươc̣ Listing giới thiêụ vào năm 1847 và 

môṭ cách đôc̣ lâp̣ bởi Thomson vào năm 1869. Trong môṭ bài báo của ông về các chuyển đôṇg xoáy, 

Thomson gơị ý rằng, để có thể hiểu đúng về không gian, chúng ta phải nghiên cứu các nút thắt và các mắt 

xích. Các thách thức đã đươc̣ đưa ra bởi môṭ côṇg tác viên của Thomson, Tait, trong môṭ bài giảng vào năm 

1876 và trong môṭ loaṭ bài báo tiếp theo của ông. Vào những năm 1880, Tait, Kirkman, Little đa ̃cố gắng 

thống kê các nút thắt với tối đa không quá mười giao điểm.  

 

Hình ve ̃minh hoạ các nút thắt và các mắt xích nêu trong bài báo vào năm 1869 của Thomson; nút đầu tiên là 

nút thắt hình tam giác (thuâṇ tay phải), hai mắt xích là các mắt xích Hopf và các vòng Borromean.  

      Tuy nhiên, lý thuyết nút thắt chỉ thưc̣ sư ̣đươc̣ bắt đầu vào những năm 1920 bởi các công trình nghiên 

cứu của Dehn, Alexander, Reidemeister, những người này đã giới thiêụ nhiều loaị bất biến nút thắt khác 

nhau. Những bất biến nút biến này cũng đã cho phép Alexander và Briggs hoàn thành viêc̣ phân loaị nghiêm 

ngăṭ các nút thắt với tối đa không quá chín giao điểm. Thâṭ kỳ la,̣ môṭ sai lầm trong bảng phân loaị của Little 

đã đươc̣ Perko, môṭ nhà toán hoc̣ nghiêp̣ dư, sửa chữa laị vào năm 1974, khi ông chỉ ra rằng hai nút thắt với 

mười giao điểm đươc̣ Little cho là khác nhau, trên thưc̣ tế, laị tương đương nhau. Hầu hết các ký hiêụ đươc̣ 

sử duṇg phổ biến nhất cho các nút thắt chính là các ký hiêụ đa ̃đươc̣ giới thiêụ bởi Alexander và Briggs. 



      Tất cả những điều vừa trình bày ở trên đều thuôc̣ về thời kỳ cổ điển của lý thuyết nút thắt và chúng ta se ̃

nói rất ít về chúng. Mối quan tâm của chúng ta đối với lý thuyết nút chỉ mới bắt đầu từ môṭ thưc̣ tế là vào 

những năm 1980 khi Jones đã bắt đầu môṭ cuôc̣ cách maṇg trong lý thuyết nút bằng cách đưa ra môṭ đa thức 

bất biến mới, mà sau này đươc̣ chứng minh là có liên quan chăṭ che ̃với đa thức Tutte. Muc̣ đích của chúng 

ta trong phần này của bài viết là giới thiêụ đa thức này cùng với môṭ số đa thức liên quan và chỉ ra mối liên 

hê ̣của chúng với đa thức Tutte. 

      Măc̣ dù trong muc̣ 8.1. Các đồ thi ̣ Cayley và Schreier, chúng ta đa ̃đề câp̣ sơ qua về các nút thắt, khi 

chúng ta thảo luâṇ về các nhóm cơ bản của chúng, nhưng đối với phần này, chúng ta se ̃phải thiết lâp̣ bối 

cảnh cẩn thâṇ hơn môṭ chút. Môṭ mắt xích 𝑳 với 𝒏 thành phần đươc̣ điṇh nghiã là môṭ tâp̣ con của ℝ3 ⊂

ℝ3⋃{∞} = 𝑆3 gồm 𝑛 đường gấp khúc đơn khép kín phân biêṭ. Môṭ nút thắt đươc̣ điṇh nghiã là môṭ mắt 

xích liên thông. Măṭ cầu 3 − chiều 𝑆3 luôn đươc̣ điṇh hướng trước; đôi khi các thành phần của 𝐿 cũng đươc̣ 

điṇh hướng, trong trường hơp̣ đó chúng ta có môṭ mắt xích điṇh hướng. Chúng ta luôn giả điṇh rằng các 

mắt xích của chúng ta chỉ là các đường gấp khúc để tránh viêc̣ phải khảo sát các chuỗi xoắn vô haṇ; se ̃tốt 

không kém nếu giả điṇh rằng các mắt xích của chúng ta là các đa tap̣ con trơn của 𝑆3 − trên thưc̣ tế, trong 

các bản ve ̃của chúng ta, chúng ta se ̃luôn tuân theo quy ước này. Hai mắt xích 𝐿1 và 𝐿2 đươc̣ goị là tương 

đương nếu tồn taị môṭ đồng cấu bảo toàn hướng ℎ: ℝ3 → ℝ3 sao cho ℎ(𝐿1) = 𝐿2. Nếu 𝐿1 và 𝐿2 đều đươc̣ 

điṇh hướng thì ℎ(𝐿1) phải đươc̣ điṇh hướng giống như 𝐿2.  

 

Hình ve ̃minh hoạ hai nút tương đương 𝐿1 và 𝐿2. 

      Tính tương đương cũng có thể đươc̣ điṇh nghiã theo thuâṭ ngữ đồng luân: hai mắt xích đươc̣ goị là đồng 

vi ̣xung quanh (hoăc̣ tương đương) nếu chúng có thể đươc̣ biến daṇg vào nhau. Chẳng haṇ, nếu 𝐿1 và 𝐿2 là 

các nút cho trước đươc̣ xác điṇh bởi các ánh xa ̣tuyến tính từng phần ℎ𝑖: [0,1] → ℝ3, với ℎ𝑖(0) = ℎ𝑖(1), 𝑖 =

0,1, thì 𝐿1 và 𝐿2 đươc̣ goị là tương đương nếu có môṭ ánh xa ̣tuyến tính từng phần ℎ: [0,1]2 → ℝ3 sao cho 

ℎ0(𝑥) = ℎ(0, 𝑥), ℎ1(𝑥) = ℎ(1, 𝑥) và ℎ𝑡(𝑥) = ℎ(𝑡, 𝑥) xác điṇh môṭ nút thắt với moị 𝑡, nghiã là, ℎ(𝑡, 0) =

ℎ(𝑡, 1) với moị 𝑡.  

      Trên thưc̣ tế, chúng ta không cần quá nhiều đến sư ̣tinh vi của lý thuyết topo trong viêc̣ khảo sát các bài 

toán của lý thuyết nút thắt, bởi vì rất dê ̃để xem các mắt xích như các đối tươṇg tổ hơp̣ thuần túy. Những gì 

chúng ta phải làm đó là xem xét các sơ đồ mắt xích: các hình chiếu của các mắt xích trên ℝ2. Chúng ta luôn 

có thể giả điṇh rằng hình chiếu là môṭ đa đồ thi ̣phẳng 4 − chính quy với các caṇh khuyên, trong đó môṭ 

caṇh khuyên se ̃đóng góp thêm 2 đơn vi ̣vào bâc̣ của đỉnh tương ứng với nó. Hơn nữa, taị mỗi đỉnh, các caṇh  



taọ thành các góc dương thưc̣ sư ̣sao cho các hình chiếu của hai phần của mắt xích se ̃“giao nhau hoàn toàn”, 

thay vì chaṃ vào nhau. Như vâỵ, môṭ sơ đồ mắt xích là môṭ đồ thi ̣phẳng 4 − chính quy (hữu haṇ) với môṭ 

số cấu trúc bổ sung, cu ̣thể là taị mỗi đỉnh, hai căp̣ caṇh se ̃giao nhau theo môṭ trong hai cách: môṭ cái nằm 

bên dưới hoăc̣ bên trên cái kia. Lưu ý rằng môṭ đồ thi ̣phẳng 4 − chính quy với bâc̣ 𝑛 se ̃taọ ra 2𝑛 sơ đồ mắt 

xích; đồ thi ̣4 − chính quy này đươc̣ goị là universe của các sơ đồ mắt xích phát sinh từ nó. 

 

Hình ve ̃minh hoạ các sơ đồ phát sinh từ universe 𝑈 của môṭ tam giác với các caṇh kép; có bốn sơ đồ nữa từ 

hai cái cuối cùng bằng cách thưc̣ hiêṇ phép quay. Cái đầu tiên là sơ đồ tiêu chuẩn của nút thắt hoa ba lá 

thuâṇ tay phải và cái thứ hai là sơ đồ tiêu chuẩn của nút thắt hoa ba lá thuâṇ tay trái. 

      Trong suốt quá trình nghiên cứu về các sơ đồ mắt xích, chúng ta thường không quan tâm đến viêc̣ phân 

biêṭ giữa các sơ đồ mắt xích phẳng đồng vi.̣ Như vâỵ, hai sơ đồ mắt xích đươc̣ coi là giống nhau nếu chúng 

đều xuất phát từ các đồ thi ̣ phẳng đẳng cấu với cùng cấu trúc phu.̣ Để thuâṇ tiêṇ, cùng môṭ chữ cái se ̃đươc̣ 

sử duṇg cho cả mắt xích và sơ đồ của nó. 

     Reidemeister đã chứng minh, vào những năm 1920, rằng hai mắt xích là đồng vi ̣xung quanh khi và chỉ 

khi các sơ đồ của chúng có thể chuyển hóa lâñ nhau bởi các phép đồng vi ̣khả phẳng và ba phép di chuyển 

Reidemeister. Các phép di chuyển của Reidemeister cũng đươc̣ sử duṇg để điṇh nghiã môṭ cách tốt hơn sư ̣

tương đương của các sơ đồ mắt xích: hai sơ đồ mắt xích đươc̣ goị là đồng vi ̣chính quy nếu chúng có thể 

chuyển hóa lâñ nhau bởi các phép đồng vi ̣khả phẳng và các phép di chuyển loaị II) và III). 

 



Hình ve ̃minh hoạ ba phép di chuyển của Reidemeister: môṭ phép di chuyển loaị I là môṭ phép bổ sung hoăc̣ 

loaị bỏ môṭ đường cong, môṭ phép di chuyển loaị II là môṭ phép bổ sung hoăc̣ loaị bỏ hai đường cắt ngang 

nhau hoăc̣ chaỵ ngầm nhau, môṭ phép di chuyển loaị III, môṭ phép di chuyển tam giác, là môṭ phép thay đổi 

vị trí của hai đường cắt ngang nhau hoăc̣ chaỵ ngầm nhau. 

     Lý tưởng nhất là chúng ta muốn tìm môṭ bảng phân loaị đơn giản và đầy đủ về các nút thắt và các mắt 

xích. Về măṭ lý thuyết, các nút thắt đã đươc̣ phân loaị bởi Haken vào năm 1962, nhưng sự phân loaị đó laị 

dưạ trên môṭ thuâṭ toán rất phức tap̣, quá khó để có thể sử duṇg trong thưc̣ tế.  

      Bằng cách ha ̣tầm nhìn của chúng ta xuống môṭ chút, thay vì cố gắng đưa ra môṭ bảng phân loaị hoàn 

chỉnh đơn giản, chúng ta có thể cố gắng giới thiêụ các bất biến khá đơn giản để tính toán nhưng vẫn đủ tốt 

để phân biêṭ đươc̣ “nhiều” nút và mắt xích. Đây cũng chính là cách tiếp câṇ mà chúng ta se ̃áp duṇg ở đây. 

Đăc̣ biêṭ, chúng ta mong muốn những bất biến này có thể giúp chúng ta trả lời các câu hỏi cơ bản sau đây: 

“Liêụ môṭ mắt xích với môṭ số thành phần có thưc̣ sư ̣đươc̣ liên kết hay nó chỉ là môṭ mắt xích với môṭ sơ đồ 

có ít nhất hai thành phần? Liêụ môṭ nút thắt có thưc̣ sư ̣đươc̣ thắt nút hay nó chỉ là môṭ nút thắt không, nút 

thắt tầm thường mà sơ đồ của nó không có giao điểm nào? Tổng quát hơn, liêụ môṭ mắt xích có môṭ sơ đồ 

không có giao điểm nào hay không? Liêụ môṭ mắt xích có tương đương với hình ảnh phản chiếu của nó hay 

không?” 

      Môṭ bất biến tầm thường của các mắt xích là số các thành phần của nó: nó có thể dê ̃dàng đươc̣ đoc̣ ra từ 

sơ đồ của môṭ mắt xích. Các bất biến không tầm thường mà chúng ta se ̃tìm thấy đươc̣ điṇh nghiã là các bất 

biến của các sơ đồ mắt xích và tất cả chúng đều dưạ trên viêc̣ kiểm tra trưc̣ quan và có thể thay đổi môṭ giao 

điểm trong môṭ sơ đồ mắt xích, trong khi vẫn giữ nguyên sơ đồ bên ngoài môṭ vùng lân câṇ nhỏ của giao 

điểm này.   

      Môṭ số bất biến tổ hơp̣ đep̣ mắt của các mắt xích đươc̣ xây dưṇg dưạ trên viêc̣ tô màu các “sơị” của 

chúng, các cung từ đường chaỵ ngầm này sang đường chaỵ ngầm khác. Măc̣ dù cách tiếp câṇ này nằm ngoài 

muc̣ đích chính của phần này nhưng chúng ta vẫn hãy mô tả môṭ cách ngắn goṇ nhất có thể những bất biến 

đơn giản nhất trong số chúng. Chúng ta se ̃goị môṭ phép 3 − tô màu của các dải của sơ đồ là thưc̣ sư ̣nếu 

không có giao điểm nào mà chúng ta tìm thấy đươc̣ tô bởi chính xác hai màu. Môṭ phép 3 − tô màu đươc̣ 

goị là không tầm thường nếu có ít nhất hai màu đươc̣ sử duṇg. Kế tiếp, chúng ta cũng dê ̃dàng nhâṇ thấy 

rằng nếu môṭ phép di chuyển Reidemeister biến môṭ sơ đồ 𝐿 thành môṭ sơ đồ 𝐿′ và 𝐿 có môṭ phép 3 − tô 

màu không tầm thường thưc̣ sư ̣thì 𝐿′ cũng vâỵ. Do đó, sư ̣tồn taị của môṭ phép 3 − tô màu không tầm 

thường thưc̣ sư ̣là môṭ bất biến đồng vi ̣xung quanh. Nút thắt không không có bất kỳ môṭ phép 3 − tô màu 

không tầm thường thưc̣ sư ̣nào. Như vâỵ, môṭ nút thắt mà sơ đồ có môṭ phép 3 − tô màu không tầm thường 

thưc̣ sư ̣se ̃không thể tương đương với nút thắt không.  



 

Hình ve ̃minh hoạ môṭ phép 3 − tô màu không tầm thường thưc̣ sư ̣của môṭ sơ đồ nút thắt  

(cu ̣thể là môṭ sơ đồ của nút thắt 815 viết theo lối ký hiêụ Alexander – Briggs)  

      Tuy nhiên, chúng ta hãy quay trở laị chủ đề chính của phần này: 

      Nhắc laị rằng đa thức Tutte có thể đươc̣ xác điṇh bằng cách “giải quyết” môṭ caṇh theo hai cách khác 

nhau: xóa nó và thu goṇ nó. Ngoài ra, chúng ta cũng có hai cách để giải quyết môṭ giao điểm trong môṭ sơ 

đồ nút thắt (không điṇh hướng), như chúng ta se ̃thấy ngay sau đây. Mỗi giao điểm không điṇh hướng đều 

phân biêṭ hai trong số bốn miền liên thuôc̣ taị đỉnh của nó. Quay cung cắt ngang ngươc̣ chiều kim đồng hồ 

cho đến khi đaṭ đến cung chaỵ ngầm. Khi đó, hai miền bi ̣quét ra đươc̣ goị là các miền 𝑨 và hai miền còn laị 

đươc̣ goị là các miền 𝑩. Đôi khi thay cho các miền, chúng ta se ̃goị chúng là các kênh. 

 

Hình ve ̃minh hoạ các miền 𝐴 và 𝐵 trong môṭ sơ đồ của nút thắt 819. 

      Hai cách để giải quyết môṭ giao điểm là gì? Chúng ta có thể cắt nó ra ở các miền 𝐴, để hai miền 𝐴 hơp̣ 

nhất, hoăc̣ chúng ta có thể cắt nó ra ở các miền 𝐵, để hai miền 𝐵 hơp̣ nhất. Tóm laị, taị mỗi giao điểm, 

chúng ta có thể có môṭ 𝐴 − lát cắt hoăc̣ môṭ 𝐵 − lát cắt. 



     Như môṭ cách tốc kí nhanh, chúng ta se ̃dùng  để kí hiêụ cho môṭ sơ đồ nút thắt, với viêc̣ nhấn maṇh 

vào môṭ giao điểm cu ̣thể trong đó. Sau khi thưc̣ hiêṇ môṭ 𝐴 − lát cắt, chúng ta se ̃nhâṇ đươc̣ ; sau khi 

thưc̣ hiêṇ môṭ 𝐵 − lát cắt, chúng ta se ̃nhâṇ đươc̣ . Nếu chúng ta muốn chăṭ che ̃hơn môṭ chút (và cũng 

để tránh những khó khăn se ̃găp̣ phải trong viêc̣ đánh máy) thì, giả sử cho trước môṭ sơ đồ nút thắt 𝐿 với môṭ 

giao điểm taị 𝑣, chúng ta se ̃dùng 𝐿𝑣
𝐴 để kí hiêụ cho sơ đồ nút thắt thu đươc̣ từ 𝐿 bởi môṭ 𝐴 − lát cắt taị 𝑣, và 

𝐿𝑣
𝐵 để kí hiêụ cho sơ đồ nút thắt thu đươc̣ từ 𝐿 bởi môṭ 𝐵 −lát cắt taị 𝑣.  

 

Hình ve ̃minh hoạ môṭ sơ đồ 𝐿 (của nút thắt 63) với môṭ giao điểm taị 𝑣, các sơ đồ 𝐿𝑣
𝐴 và 𝐿𝑣

𝐵. 

      Bằng cách bắt chước đa thức Tutte và các biến thể của nó, chúng ta se ̃xác điṇh môṭ đa thức, ngoăc̣ 

Kauffman, có giá tri ̣trên môṭ sơ đồ nút thắt 𝐿 là môṭ tổ hơp̣ tuyến tính cố điṇh của các giá tri ̣của nó trên 𝐿𝑣
𝐴 

và 𝐿𝑣
𝐵. Đa thức này đươc̣ xác điṇh môṭ cách duy nhất bởi điều này và môṭ số điều kiêṇ biên tư ̣nhiên nhưng, 

giống như đa thức Tutte, nó cũng có thể đươc̣ xác điṇh môṭ cách rõ ràng. Để đưa ra biểu thức rõ ràng này, 

chúng ta cần thêm môṭ số điṇh nghiã khác.  

      Môṭ traṇg thái 𝑺 của môṭ sơ đồ nút thắt là môṭ sư ̣lưạ choṇ cho các lát cắt cho mỗi giao điểm của sơ đồ. 

Do đó, môṭ sơ đồ với 𝑛 giao điểm se ̃có 2𝑛 traṇg thái. Môṭ 𝑺 − phân tách của môṭ sơ đồ nút thắt 𝑳 là kết 

quả của viêc̣ cắt tất cả các giao điểm theo traṇg thái 𝑆; rõ ràng môṭ sư ̣phân tách là môṭ tâp̣ các nút thắt tầm 

thường không liên kết với nhau, đó là môṭ mắt xích không có bất kỳ giao điểm nào. Bằng cách dùng 𝑉 để kí 

hiêụ cho tâp̣ các giao điểm, chúng ta nhâṇ thấy rằng môṭ traṇg thái 𝑆 thâṭ ra là môṭ hàm 𝑆: 𝑉 → {𝐴, 𝐵}, trong 

đó 𝑆(𝑣) = 𝐴 khi, taị 𝑣, chúng ta có môṭ 𝐴 − lát cắt. Như vâỵ, tâp̣ tất cả các traṇg thái là {𝐴, 𝐵}𝑉. 

      Giả sử cho trước môṭ sơ đồ nút thắt 𝐿 và môṭ traṇg thái 𝑆 của 𝐿, kí hiêụ 𝑎𝐿(𝑆) là số các 𝐴 − lát cắt, 

𝑏𝐿(𝑆) là số các 𝐵 − lát cắt trong  lát cắt trong 𝑆. Ngoài ra, kí hiêụ 𝑐𝐿(𝑆) là số các thành phần liên thông của 

𝑆 − phân tách của 𝐿. 

      Sau tất cả những sư ̣chuẩn bi ̣nêu ở trên, ngoăc̣ vuông Kauffman [𝑳] của môṭ sơ đồ nút thắt 𝑳, với các 

giá tri ̣trong ℤ[𝑨,𝑩, 𝒅], đươc̣ xác điṇh bởi công thức: 

[𝐿] = ∑𝐴𝑎𝐿(𝑆)

𝑆

𝐵𝑏𝐿(𝑆)𝑑𝑐𝐿(𝑆)−1, 

trong đó tổng đươc̣ tính trên tất cả các traṇg thái của sơ đồ 𝐿. 



      Các tính chất cơ bản của ngoăc̣ vuông Kauffman đươc̣ đưa ra trong kết quả bên dưới, kết quả này làm 

chúng ta gơị nhớ đến Kết quả 10.2.1). Chúng ta se ̃dùng  để kí hiêụ cho môṭ sơ đồ nút thắt liên thông 

không có bất kỳ môṭ giao điểm nào và 𝐿1⋃𝐿2 cho sơ đồ là hơp̣ phân biêṭ của 𝐿1 và 𝐿2. Kí hiêụ ℒ là tâp̣ các 

sơ đồ nút thắt. 

      Kết quả 10.6.1. 

      Chúng ta luôn tìm đươc̣ duy nhất môṭ ánh xa ̣𝜑: ℒ → ℤ[𝐴, 𝐵, 𝑑] sao cho 

      (i)   nếu 𝐿 và 𝐿′ là các sơ đồ nút thắt khả phẳng đẳng cấu thì 𝜑(𝐿) = 𝜑(𝐿′), 

      (ii) ,  

      (iii) , với moị sơ đồ nút thắt 𝐿,  

      (iv)  𝜑(𝐿) = 𝐴𝜑(𝐿𝑣
𝐴) + 𝐵𝜑(𝐿𝑣

𝐵) với moị sơ đồ nút thắt 𝐿 có môṭ giao điểm taị 𝑣. Hơn nữa, 𝜑(𝐿) = [𝐿].   

      Chứng minh kết quả 10.6.1. 

      Rõ ràng là các điều kiêṇ (i) – (iv) xác điṇh duy nhất môṭ ánh xa,̣ nếu có môṭ ánh xa ̣như vâỵ. Như vâỵ, 

tất cả những gì phải làm đó là kiểm tra ngoăc̣ vuông Kauffman [∙] thỏa mañ các điều kiêṇ (i) – (iv). Ba cái 

đầu tiên có thể đươc̣ suy ra ngay lâp̣ tức từ điṇh nghiã. 

      Tính chất (iv) cũng gần như đươc̣ suy ra ngay lâp̣ tức. Thật vâỵ, giả sử 𝑣 là môṭ giao điểm của 𝐿. Khi đó, 

bằng cách kí hiêụ 𝐿′ = 𝐿𝑣
𝐴 và 𝐿′′ = 𝐿𝑣

𝐵, 

[𝐿] = ∑𝐴𝑎𝐿(𝑆)

𝑆

𝐵𝑏𝐿(𝑆)𝑑𝑐𝐿(𝑆)−1                                                                        

= ∑ 𝐴𝑎𝐿(𝑆)

𝑆,𝑆(𝑣)=𝐴

𝐵𝑏𝐿(𝑆)𝑑𝑐𝐿(𝑆)−1 + ∑ 𝐴𝑎𝐿(𝑆)

𝑆,𝑆(𝑣)=𝐵

𝐵𝑏𝐿(𝑆)𝑑𝑐𝐿(𝑆)−1 

              = 𝐴∑𝐴𝑎𝐿′(𝑆
′)𝐵𝑏𝐿′(𝑆

′)𝑑𝑐𝐿′(𝑆
′)−1

′

𝑆′

+ 𝐵∑𝐴𝑎𝐿′′(𝑆
′′)𝐵𝑏𝐿′′(𝑆

′′)𝑑𝑐𝐿′′(𝑆
′′)−1

′′

𝑆′′

 

                                     = 𝐴[𝐿𝑣
𝐴] + 𝐵[𝐿𝑣

𝐵], 

trong đó Σ𝑆′
′  kí hiêụ cho tổng tính trên tất cả các traṇg thái 𝑆′′ của 𝐿′′ và Σ𝑆′′

′′  kí hiêụ cho tổng tính trên tất cả 

các traṇg thái 𝑆′′ của 𝐿′′.                                                                                                                                    □ 

     Môṭ cách tương đương, Kết quả 10.6.1) chỉ ra rằng nếu 𝑅 là môṭ vành giao hoán và 𝐴, 𝐵, 𝑑 ∈ 𝑅 thì ngoăc̣ 

vuông Kauffman, với các tham số 𝐴, 𝐵, 𝑑, se ̃thỏa mañ các điều kiêṇ (i) – (iv). Nói chung, ngoăc̣ vuông 

không phải là môṭ bất biến đối với đồng vi ̣xung quanh hoăc̣ thâṃ chí là đồng vi ̣chính quy, nhưng nếu 

𝐴, 𝐵, 𝑑 thỏa mãn môṭ số điều kiêṇ nhất điṇh nào đó thì nó se ̃là môṭ bất biến đồng vi ̣chính quy.  

 



      Để chính xác hơn, chúng ta se ̃điṇh nghiã ngoăc̣ góc Kauffman (hoăc̣ ngoăc̣ Kauffman) 〈𝑳〉 ∈

ℤ[𝑨, 𝑨−𝟏] của môṭ nút thắt 𝑳 bởi hê ̣thức 

〈𝐿〉(𝐴) = [𝐿](𝐴, 𝐴−1, −𝐴2 − 𝐴−2). 

      Như vâỵ, 〈𝐿〉 là môṭ đa thức Laurent theo 𝐴 và nó đơn giản chỉ là giá tri ̣của [𝐿] taị 𝐴, 𝐵, 𝑑 thỏa mãn các 

điều kiêṇ 𝐴𝐵 = 1 và 𝑑 = −𝐴2 − 𝐴−2. 

      Kết quả 10.6.2. 

      Ngoăc̣ Kauffman bất biến đối với đồng vi ̣chính quy. 

      Chứng minh kết quả 10.6.2.   

      Giả sử cho trước các 𝐴, 𝐵, 𝑑 như trên, nghiã là 𝐴𝐵 = 1 và 𝑑 = −𝐴2 − 𝐴−2, và, với các điều kiêṇ này, 

〈𝐿〉(𝐴) = [𝐿](𝐴, 𝐵, 𝑑).  

      Đầu tiên, chúng ta hãy đánh giá tác đôṇg của môṭ phép di chuyển loaị II lên ngoăc̣ góc bằng cách giải 

quyết các giao điểm bởi (iv) và áp duṇg (iii):  

 

      Do 𝐴𝐵 = 1 và 𝐴2 + 𝐴𝐵𝑑 + 𝐵2 = 0 nên vế phải của biểu thức trên là , nên ngoăc̣ Kauffman là bất 

biến đối với phép di chuyển Reidemeister loaị II. 

      Để hoàn tất phép chứng minh, chúng ta se ̃chỉ ra rằng bất biến loaị II se ̃kéo theo bất biến loaị III.  

      Thâṭ vâỵ, từ (iv), 

 

và  

 

và hai vế phải của các biểu thức trên đều bằng bất biến loaị II. Tính bất biến của phép di chuyển 

Reidemeister loaị III cũng đươc̣ kiểm tra tương tư.̣                                                                                           □ 



      Khi điều đó xảy ra, chúng ta có thể dê ̃dàng thay đổi môṭ chút ngoăc̣ (góc) Kauffman 〈𝐿〉 để biến nó 

thành môṭ bất biến đồng vi ̣xung quanh của các nút thắt. Để làm điều này, chúng ta se ̃sử duṇg môṭ bất biến 

đơn giản của các sơ đồ nút thắt điṇh hướng. Các giao điểm điṇh hướng có thể đươc̣ gán nhãn bởi các giá tri ̣

±1, thường đươc̣ goị là các dấu, theo các quy tắc nêu trong hình ve ̃bên dưới đây. Tổng của các dấu của tất 

cả  các giao điểm trong môṭ sơ đồ nút thắt điṇh hướng 𝐿 đươc̣ goị là số xoắn (hoăc̣ chỉ số xoắn) 𝒘(𝑳) của 

𝑳. Chỉ số xoắn không phải là môṭ bất biến đồng vi ̣xung quanh, nhưng nó là môṭ bất biến đồng vi ̣chính quy, 

như chúng ta có thể thấy ngay lâp̣ tức bằng cách kiểm tra tác đôṇg của các phép di chuyển Reidemeister 

thuôc̣ loaị II và III.   

 

Hình ảnh minh hoạ quy ước của các dấu và chỉ số xoắn của môṭ sơ đồ (của nút thắt 61). 

      Trên thưc̣ tế, do chúng ta chủ yếu quan tâm đến các nút thắt không điṇh hướng hơn là các nút thắt điṇh 

hướng, nên chúng ta se ̃sử duṇg thuâṭ ngữ chỉ số tư ̣xoắn hơn là chỉ số xoắn. Giả sử cho trước môṭ sơ đồ nút 

thắt điṇh hướng 𝐿 với các thành phần 𝐿1, … , 𝐿𝑘, chỉ số tư ̣xoắn 𝒔(𝑳) của 𝑳 đươc̣ điṇh nghiã là 𝑠(𝐿) =

𝑤(𝐿1) + ⋯+ 𝑤(𝐿𝑘). Do dấu của môṭ giao điểm se ̃không thay đổi nếu chúng ta thay đổi hướng của cả hai 

cung taị giao điểm nên chỉ số tư ̣xoắn không phu ̣thuôc̣ vào cách điṇh hướng. Như vâỵ, chúng ta có thể điṇh 

nghiã chỉ số tư ̣xoắn 𝑠(𝐿) của sơ đồ nút thắt không điṇh hướng như là chỉ số tư ̣xoắn theo bất kỳ hướng nào 

của 𝐿. Như kết quả tiếp theo đây cho thấy, nếu chúng ta nhân 〈𝐿〉 với môṭ hàm đơn giản của chỉ số tư ̣xoắn 

thì chúng ta se ̃thu đươc̣ môṭ bất biến đồng vi ̣xung quanh. 

      Kết quả 10.6.3. 

      Đa thức Laurent 𝑓[𝐿] = (−𝐴)−3𝑠(𝐿)〈𝐿〉 ∈ ℤ[𝐴, 𝐴−1] là môṭ bất biến đồng vi ̣xung quanh đối với các nút 

thắt không điṇh hướng. 

      Chứng minh kết quả 10.6.3.     

      Do 𝑠(𝐿) và 〈𝐿〉 là các bất biến đối với phép đồng vi ̣chính quy nên 𝑓[𝐿] cũng vâỵ. Như vâỵ, tất cả những 

gì chúng phải làm đó là chỉ ra rằng 𝑓[𝐿] là môṭ bất biến đối với phép di chuyển Reidemeister loaị I. 

      Đầu tiên, lưu ý rằng 

 



      Lâp̣ luâṇ tương tư,̣ chúng ta cũng thu đươc̣ daṇg khai triển tương tư ̣sau đây 

 

      Do  và , đôc̣ lâp̣ với cách điṇh hướng, nên đa thức 

Laurent 𝑓[𝐿] cũng bất biến đối với phép di chuyển Reidemeister loaị I: 

 

và, tương tư,̣ 

                                                                     □    

      Các hàm tương tư ̣cũng có thể đươc̣ điṇh nghiã cho các nút thắt điṇh hướng. Như vâỵ, ngoăc̣ Kauffman 

〈𝐿〉 của môṭ nút thắt điṇh hướng 𝐿 đơn giản chỉ là ngoăc̣ Kauffman của nút thắt không điṇh hướng của nó. 

Đây cũng laị là môṭ bất biến đồng vi ̣chính quy của các nút thắt điṇh hướng: để biến nó thành môṭ bất biến 

đồng vi ̣xung quanh 𝑓[𝐿], chúng ta thường nhân nó với (−𝐴)−3𝑤(𝐿) chứ không phải với (−𝐴)−3𝑠(𝐿). 

      Đa thức Laurent 𝑓[𝐿], mà chúng ta se ̃goị là đa thức Kauffman môṭ biến của môṭ nút thắt hoăc̣ môṭ nút 

thắt điṇh hướng, có le ̃là đa thức đep̣ nhất trong số các đa thức nút thắt có liên quan chăṭ che ̃với nhau. 

Thành viên đầu tiên của ho ̣này, đa thức Jones 𝑽𝑳(𝒕), đươc̣ đề xuất bởi Vaughn Jones vào năm 1985, là môṭ 

bất biến đồng vi ̣xung quanh của các nút thắt điṇh hướng đươc̣ xác điṇh bởi các hê ̣thức  và 

                 

      Dê ̃dàng nhâṇ thấy rằng chúng ta chỉ có tối đa môṭ đa thức Laurent 𝑉𝐿 ∈ ℤ[𝑡
1 2⁄ , 𝑡−1 2⁄ ] thỏa mãn các hê ̣

thức nêu ở trên: vấn đề ở đây đó là chứng minh tồn taị môṭ đa thức như vâỵ. Trên thưc̣ tế, đây là môṭ phép 

biến đổi đơn giản biến 𝑓[𝐿] thành đa thức Jones.  

      Kết quả 10.6.4. 

      Đa thức Jones 𝑉𝐿(𝑡) của môṭ nút thắt điṇh hướng 𝐿 đươc̣ xác điṇh bởi hê ̣thức 𝑉𝐿(𝑡) = 𝑓[𝐿](𝑡−1 4⁄ ), 

trong đó 𝑓[𝐿] = (−𝐴)−3𝑤(𝐿)〈𝐿〉(𝐴).  

      Chứng minh kết quả 10.6.4. 

      Do  nên tất cả những gì chúng ta phải làm đó là chỉ ra rằng 𝑓[𝐿](𝑡−1 4⁄ ) thỏa mãn các hê ̣ 



thức điều kiêṇ.  

      Từ tính chất (iv) của đa thức ngoăc̣, do 𝐵 = 𝐴−1 nên chúng ta se ̃có 

 

và  

 

      Như vâỵ, 

 

nên  

 

                                                   

      Bằng cách thay thế 𝐴 = 𝑡−1 4⁄ , chúng ta nhâṇ thấy rằng 

 

như chúng ta đã tuyên bố.                                                                                                                                  □ 

      Đa thức Jones, đăc̣ biêṭ ở daṇg đa thức Kauffman môṭ biến, có thể đươc̣ sử duṇg để chỉ ra sư ̣không 

tương đương của nhiều nút thắt và mắt xích. Chẳng haṇ, ngoăc̣ của nút thắt hình tam giác thuâṇ tay phải là 

𝐴−7 − 𝐴−3 − 𝐴5 và, do chỉ số xoắn của nó là +3, đa thức Kauffman của nó là −𝐴−16 + 𝐴−12 + 𝐴−4. Đăc̣ 

biêṭ, nút thắt hình tam giác thuâṇ tay phải không tương đương với nút thắt không (nút thắt tầm thường): nó 

đươc̣ thắt nút. Khi nó xảy ra, khẳng điṇh cu ̣thể này se ̃đươc̣ chứng minh dê ̃dàng hơn bằng các phương pháp 

khác, chẳng haṇ, bằng lâp̣ luâṇ tô màu đã đươc̣ đề câp̣ đến ở trên. Tuy nhiên, như chúng ta se ̃thấy trong giây 

lát nữa, đa thức Kauffman của nút thắt hình tam giác thuâṇ tay phải cũng có thể đươc̣ sử duṇg để chỉ ra rằng 

nút thắt hình tam giác thuâṇ tay phải là bất đối xứng: nó không tương đương với ảnh phản chiếu của nó – 

nút thắt hình tam giác thuâṇ tay trái.  

      Giả sử cho trước môṭ sơ đồ nút thắt 𝐿, chúng ta se ̃dùng 𝐿∗ cho ảnh phản chiếu của nó thu đươc̣ bằng 

cách đảo ngươc̣ tất cả các giao điểm (và giữ nguyên hướng nếu 𝐿 đươc̣ điṇh hướng).    



      Kết quả 10.6.5. 

      Ngoăc̣ và đa thức Kauffman môṭ biến của ảnh phản chiếu 𝐿∗ của môṭ sơ đồ nút thắt 𝐿 lần lươṭ là 

〈𝐿∗〉(𝐴) = 〈𝐿〉(𝐴∗) 

và  

𝑓𝐿∗[𝐴] = 𝑓𝐿[𝐴
−1]. 

      Ngoài ra, các hê ̣thức tương tư ̣cũng đúng đối với các sơ đồ nút thắt điṇh hướng. 

      Chứng minh kết quả 10.6.5.     

      Nhâṇ thấy rằng viêc̣ đảo ngươc̣ tất cả các giao điểm se ̃dẫn đến viêc̣ hoán đổi 𝐴 và 𝐵, nghiã là 𝐴 và 𝐴−1, 

trong daṇg khai triển của ngoăc̣. Như vâỵ, 〈𝐿∗〉(𝐴) = 〈𝐿〉(𝐴−1). Ngoài ra, 𝑠(𝐿∗) = −𝑠(𝐿) và 𝑤(𝐿∗) =

−𝑤(𝐿), nên khẳng điṇh thứ hai đươc̣ suy ra ngay lâp̣ tức.                                                                                □ 

      Do đa thức Kauffman môṭ biến của nút thắt hình tam giác là không bất biến nếu 𝐴 đươc̣ thay thế bởi 𝐴−1 

nên nút thắt hình tam giác se ̃không đối xứng, như chúng ta đã khẳng điṇh. (Nó cũng chính là lý do khiến 

chúng ta phải phân biêṭ nút thắt hình tam giác thuâṇ tay phải với nút thắt hình tam giác thuâṇ tay trái.) 

      Sư ̣giống nhau rõ rêṭ giữa viêc̣ “giải quyết” môṭ caṇh của môṭ đồ thi ̣trong viêc̣ xác điṇh đa thức Tutte và 

“giải quyết” môṭ giao điểm của môṭ sơ đồ nút thắt trong viêc̣ xác điṇh ngoăc̣ Kauffman khác xa với vẻ bề 

ngoài: các đa thức nút thắt đươc̣ mô tả ở trên có thể dê ̃dàng thu đươc̣ từ các đa thức Tutte của các đồ thi ̣

đươc̣ tô màu nhất điṇh liên kết với các sơ đồ. Như chúng ta se ̃thấy, mối liên hê ̣này đăc̣ biêṭ nổi bâṭ trong 

các sơ đồ nút thắt thay phiên, nên chúng ta chỉ cần quan tâm đến các đa thức Tutte của các đồ thi ̣không 

đươc̣ tô màu. 

      Để kết thúc laị chủ đề này, chúng ta se ̃thảo luâṇ về sư ̣tương ứng giữa các sơ đồ nút thắt và các đồ thi ̣

phẳng đươc̣ gán dấu, giới thiêụ các sơ đồ thay phiên và chỉ ra rằng, với môṭ sơ đồ thay phiên, ngoăc̣ 

Kauffman có thể dê ̃dàng đươc̣ biểu thi ̣dưới daṇg đa thức Tutte của đồ thi ̣liên kết.  

      Nhắc laị rằng bản ve ̃của universe của môṭ nút thắt là 2 − colourable. Chúng ta thường choṇ hai màu đen 

và trắng để tô màu cho các măṭ và goị phép tô màu này là môṭ phép tô bóng. Môṭ sơ đồ nút thắt đươc̣ tô 

bóng là môṭ sơ đồ nút thắt có môṭ phép 2 − tô màu thưc̣ sư,̣ nghiã là các miền có thể đươc̣ tô bóng thay 

phiên nhau. Lưu ý rằng moị sơ đồ phẳng đều có chính xác hai phép tô bóng. Ngoài ra, trong lân câṇ của mỗi 

giao điểm, chúng ta luôn có hai miền đươc̣ tô bóng và hai miền không đươc̣ tô bóng, măc̣ dù các miền này 

không nhất thiết phải khác nhau. Với mỗi sơ đồ phẳng đươc̣ tô bóng liên thông 𝐷, chúng ta se ̃liên kết nó với 

môṭ đa đồ thi ̣tô màu caṇh 𝐺(𝐷) như sau. Với mỗi măṭ đươc̣ tô bóng 𝐹, choṇ ra môṭ đỉnh 𝑣𝐹  trong 𝐹 và, với 

mỗi giao điểm mà taị đó 𝐹1 và 𝐹2 giao nhau, choṇ ra môṭ caṇh 𝑣𝐹1𝑣𝐹2. Như vâỵ, nếu 𝐹1 = 𝐹2 = 𝐹 thì giao 

điểm se ̃đóng góp môṭ caṇh khuyên taị 𝑣𝐹 . Hơn nữa, chúng ta cũng se ̃tô màu cho mỗi caṇh bởi + hoăc̣ – tùy 

theo loaị đường giao nhau. Chúng ta se ̃goị đồ thi ̣thu đươc̣ như trên là môṭ đồ thi ̣phẳng đươc̣ gán dấu.     

 

 

 



 

Hình ve ̃minh hoạ môṭ phép tô bóng của môṭ sơ đồ nút thắt, hai loaị giao điểm và đồ thi ̣đươc̣ gán dấu liên 

kết với sơ đồ nút thắt. 

      Ngươc̣ laị, moị sơ đồ phẳng đươc̣ tô bóng đều có thể đươc̣ xây dưṇg laị từ 𝐺(𝐷). Để nhâṇ thấy điều này, 

chúng ta chỉ cần xây dưṇg môṭ đồ thi ̣trung gian của 𝐺(𝐷) và gán thông tin về các giao điểm cho nó tùy theo 

cách tô màu của 𝐺(𝐷). Đồ thi ̣ trung gian đăc̣ biêṭ dễ xác điṇh đối với môṭ đồ thi ̣phẳng trong đó moị măṭ đều 

là môṭ đa giác với ít nhất ba caṇh. Với môṭ đồ thi ̣phẳng 𝐺 như vâỵ, đồ thi ̣trung gian 𝑴(𝑮) của 𝑮 có thể 

thu đươc̣ bằng cách chèn thêm môṭ đỉnh trên mỗi caṇh của 𝐺 và nối hai đỉnh mới đươc̣ bổ sung thêm với 

nhau bởi môṭ caṇh nằm trong môṭ măṭ nào đó của 𝐺 nếu các đỉnh nằm trên các caṇh liên hơp̣ của măṭ đó. 

Như vâỵ, 𝑀(𝐺) là môṭ đồ thi ̣phẳng 4 − chính quy với các măṭ thay phiên nhau chứa các đỉnh của 𝐺. Phép 

xây dưṇg 𝑀(𝐺) cho các đa đồ thi ̣phẳng cũng đươc̣ thưc̣ hiêṇ tương tư.̣   

 

Hình ve ̃minh hoạ môṭ đa đồ thi ̣và đồ thi ̣trung gian của nó. 

      Kế tiếp, giả sử cho trước môṭ đồ thi ̣phẳng đươc̣ gán dấu 𝐺 với đồ thi ̣trung gian 𝑀(𝐺), chúng ta se ̃tô 

bóng các măṭ của 𝑀(𝐺) có chứa các đỉnh của 𝐺. Để biến 𝑀(𝐺) thành sơ đồ nút thắt 𝐷 = 𝐷(𝐺), chúng ta chỉ 

cần xác điṇh các giao điểm trên hoăc̣ dưới tùy theo màu của caṇh taị giao điểm đó. Với các sơ đồ không liên 

thông, phép tương ứng phức tap̣ hơn môṭ chút và chúng ta se ̃không đi sâu vào nó. 



 

Hình ve ̃minh hoạ môṭ đồ thi ̣phẳng đươc̣ gán dấu và sơ đồ nút thắt của nó (môṭ sơ đồ của nút thắt 820). 

      Chúng ta se ̃goị hai đồ thi ̣phẳng đươc̣ gán dấu là tương đương nếu chúng là các đồ thi ̣đươc̣ gán dấu của 

các sơ đồ nút thắt tương đương với nhau. Từ Điṇh lý Reidemeister, hai đồ thi ̣phẳng đươc̣ gán dấu là tương 

đương nếu chúng có thể thu đươc̣ từ nhau thông qua môṭ daỹ các phép biển đổi tương ứng với các phép di 

chuyển Reidemeister; do đồ thi ̣của chúng ta đươc̣ gán dấu nên, trên thưc̣ tế, se ̃có sáu đồ thi ̣Reidemeister. 

      Để chuyển các nghiên cứu về (các lớp tương đương của) các sơ đồ nút thắt thành các nghiên cứu về (các 

lớp tương đương của) các đồ thi ̣phẳng đươc̣ gán dấu, chúng ta thường chỉ quan tâm đến các bất biến của các 

đồ thi ̣phẳng đươc̣ gán dấu là hằng trên các lớp tương đương. Cách đơn giản nhất để gán dấu cho các caṇh 

của môṭ đồ thi ̣phẳng là làm cho tất cả chúng đều là + hoăc̣ làm cho tất cả chúng đều là −. Các sơ đồ tương 

ứng với cách gán dấu này đươc̣ goị là các sơ đồ thay phiên. Tương tư,̣ môṭ sơ đồ nút thắt đươc̣ goị là thay 

phiên nếu các giao điểm của nó thay đổi môṭ cách luân phiên khi chúng ta đi doc̣ theo các cung của nút thắt: 

trên, dưới, trên, dưới, … 

      Dê ̃dàng nhâṇ thấy rằng moị đa đồ thi ̣phẳng 4 − chính quy đều là universe của môṭ sơ đồ nút thắt thay 

phiên. Ngoài ra, nếu 𝐿 là môṭ sơ đồ gồm 𝑘 nút thắt thành phần thì universe của 𝐿 se ̃là universe của tối thiểu 

2 và tối đa 2𝑘 sơ đồ thay phiên. 

      Rõ ràng, môṭ sơ đồ nút thắt liên thông là thay phiên khi và chỉ khi mỗi miền của nó chỉ gồm các 𝐴 − 

kênh hoăc̣ các 𝐵 − kênh. Chúng ta se ̃goị môṭ miền là môṭ 𝑨 − miền nếu tất cả các kênh của nó là các 𝐴 − 

kênh và là môṭ 𝑩 − miền nếu tất cả các kênh của nó là các 𝐵 − kênh. Có hai cách để chúng ta có thể tô bóng 

cho môṭ sơ đồ nút thắt liên thông thay phiên 𝐿: chúng ta có thể tô bóng tất cả các 𝐴 − miền hoăc̣ chúng ta có 

thể tô bóng tất cả các 𝐵 − miền. Chúng ta se ̃dùng 𝐺+(𝐿) để kí hiêụ cho đồ thi ̣nhâṇ đươc̣ từ phép tô bóng 

thứ nhất và 𝐺−(𝐿) để kí hiêụ cho đồ thi ̣nhâṇ đươc̣ từ phép tô bóng thứ hai. Do là môṭ đồ thi ̣đươc̣ gán dấu 

nên 𝐺+(𝐿) se ̃đươc̣ choṇ với dấu + và 𝐺−(𝐿) se ̃đươc̣ choṇ với dấu −.  

      Ngươc̣ laị, giả sử cho trước môṭ đồ thi ̣phẳng liên thông 𝐺, kí hiêụ 𝐷+(𝐺) là sơ đồ nút thắt thay phiên 

thu đươc̣ từ 𝐺 bằng cách choṇ dấu + cho mỗi caṇh và 𝐷−(𝐺) là sơ đồ nút thắt thay phiên thu đươc̣ từ 𝐺 

bằng cách choṇ dấu – cho mỗi caṇh. Từ cách xây dưṇg, với moị sơ đồ nút thắt liên thông thay phiên 𝐿, 

chúng ta se ̃có 𝐷+(𝐺+(𝐿)) = 𝐷−(𝐺−(𝐿)) = 𝐿. 

 



      Bằng cách kiểm tra cẩn thâṇ ảnh hưởng của viêc̣ giải quyết môṭ giao điểm trên đồ thi ̣đươc̣ gán dấu liên 

kết, từ Kết quả 10.6.1), chúng ta có thể chỉ ra rằng, với môṭ sơ đồ thay phiên, đa thức Kauffman và đa thức 

Jones đều có thể đươc̣ xác điṇh bởi đa thức Tutte của đồ thi ̣liên kết. Cu ̣thể, chúng ta có thể chứng minh 

đươc̣ kết quả sau.  

      Kết quả 10.6.6. 

      Giả sử 𝐿 là môṭ sơ đồ nút thắt liên thông thay phiên điṇh hướng với 𝑎 𝐴 − miền, 𝑏 𝐵 − miền và chỉ số 

xoắn 𝑤.  

      Khi đó, đa thức Jones của 𝐿 đươc̣ xác điṇh bởi đa thức Tutte của 𝐺+(𝐿): 

𝑉𝐿(𝑡) = (−1)
𝑤𝑡(𝑏−𝑎+3𝑤) 4⁄ 𝑇𝐺+(𝐿)(−𝑡, − 1 𝑡⁄ ). 

      Môṭ giao điểm đươc̣ goị là môṭ giao điểm vô điṇh nếu hai trong số các miền cuc̣ bô ̣xuất hiêṇ taị giao 

điểm là các phần của cùng môṭ miền trong toàn bô ̣sơ đồ.  

 

Hình ảnh minh hoạ môṭ sơ đồ với môṭ giao điểm vô điṇh taị 𝑣. 

      Môṭ giao điểm vô điṇh có thể xuất hiêṇ dưới daṇg môṭ caṇh khuyên hoăc̣ môṭ cầu trong 𝐺+(𝐿) và 

𝐺−(𝐿); chẳng haṇ, như trong hình ve ̃minh hoạ nêu ở trên, giao điểm vô điṇh taị 𝑣 taọ ra môṭ caṇh cầu trong 

𝐺+(𝐿) và môṭ caṇh khuyên trong 𝐺−(𝐿). Do các giao điểm vô điṇh không đóng góp gì vào “sư ̣thắt nút” 

nên, tốt hơn hết, chúng ta nên nghiên cứu các sơ đồ không có chứa bất kỳ môṭ giao điểm vô điṇh nào trong 

số này. Kết quả sau đây đươc̣ phỏng đoán bởi Tait và đươc̣ chứng minh môṭ cách đôc̣ lâp̣ bởi Murasugi và 

Thistlethwaite khoảng môṭ trăm năm sau đó.        

      Kết quả 10.6.7. 

      Số các giao điểm của môṭ sơ đồ nút thắt liên thông thay phiên mà không có chứa bất kì môṭ giao điểm vô 

điṇh nào se ̃là môṭ bất biến đồng vi ̣xung quanh.  

      Chứng minh kết quả 10.6.7. 

      Giả sử 𝐿 là môṭ sơ đồ nút thắt liên thông thay phiên với 𝑚 giao điểm và không có giao điểm nào trong số 

đó là môṭ giao điểm vô điṇh. Chúng ta se ̃chỉ ra rằng 𝑚 chính là bề rôṇg của đa thức Laurent 𝑽𝑳(𝒕), nghiã 

là hiêụ giữa bâc̣ lớn nhất và bâc̣ nhỏ nhất của 𝑉𝐿(𝑡). Do đa thức Jones là môṭ bất biến đồng vi ̣xung quanh 

nên, trên thưc̣ tế, điều này còn nhiều hơn những gì điṇh lý của chúng ta khẳng điṇh.     

     Để chứng minh tính đúng đắn của tuyên bố của chúng ta, kí hiêụ 𝑎 = 𝑎(𝐿) là số các 𝐴 − miền. Khi đó, 

𝐺 = 𝐺+(𝐿) se ̃có 𝑎 đỉnh và 𝑚 caṇh; hơn nữa, 𝐺 không có chứa bất kỳ môṭ caṇh khuyên hoăc̣ caṇh cầu nào, 

bởi vì 𝐿 không có chứa bất kỳ môṭ giao điểm vô điṇh nào. 



      Từ Kết quả 10.6.6), bề rôṇg của 𝑉𝐿(𝑡) đươc̣ xác điṇh bởi 

bề ro ̣̣ ng của 𝑉𝐿(𝑡) = 𝑚𝑎𝑥 𝑑𝑒𝑔 𝑉𝐿(𝑡) − 𝑚𝑖𝑛 𝑑𝑒𝑔 𝑉𝐿(𝑡) 

                                                        = 𝑚𝑎𝑥{𝑖 − 𝑗: 𝑡𝑖𝑗(𝐺) ≠ 0} −𝑚𝑖𝑛{𝑖 − 𝑗: 𝑡𝑖𝑗(𝐺) ≠ 0} 

                  = (𝑎 − 1) − (−𝑚 + 𝑎 − 1) 

= 𝑚,                      

trong đó hê ̣thức áp chót đươc̣ suy ra từ Kết quả 10.5.5).                                                                                  □ 

      Rõ ràng, từ phép chứng minh nêu ở trên, chúng ta dê ̃dàng nhâṇ thấy rằng nếu môṭ sơ đồ liên thông thay 

phiên 𝐿 có 𝑚 giao điểm, trong đó 𝑚′ giao điểm là vô điṇh, thì 𝑚 −𝑚′ chính là bề rôṇg của đa thức Jones, 

nên 𝑚−𝑚′ là môṭ bất biến đồng vi ̣xung quanh. 

      Trên thưc̣ tế, bằng cách sử duṇg các phương pháp lâp̣ luâṇ tương tư,̣ Murasugi và Thistlethwaite đã 

chứng minh đươc̣ môṭ phỏng đoán cổ điển khác của Tait: “Moị nút thắt thay phiên đều có môṭ sơ đồ nút thắt 

thay phiên với số nhỏ nhất có thể có các giao điểm.” 

      Để kết thúc laị phần này của bài viết, chúng ta nhâṇ thấy rằng, trong hơn môṭ thế kỷ qua, lý thuyết nút 

thắt đã đươc̣ phát triển môṭ cách khá đầy đủ. Nó đươc̣ bắt đầu với hy ̣voṇg của Thomson về viêc̣ áp duṇg nó 

vào các nghiên cứu về các tính chất của không gian. Hiêṇ taị, nó có tầm quan troṇg lớn trong viêc̣ nghiên 

cứu các nút thắt đươc̣ hình thành bởi các phân tử DNA trong quá trình tổng hơp̣ các phần tử bi ̣thắt nút khác 

nhau và, thông qua các đa thức Tutte, trong cơ hoc̣ thống kê và lý thuyết trường lươṇg tử topo.   
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