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1. Khai niém vé cac s6 va cac ham sb

Khi chiing ta hoc chir viét ciia mot ngdn ngir, ching han nhu ngdn ngi tiéng Anh, chung ta bét dau vai
cac chir cai cua bang chit cai 4, B, C, ...; khi chung ta hoc 4m nhac, ching han nhu Am nhac ¢ dién phuong
Tay, ching ta bat dau vdi cac ndt Do, Ré, Mi, ... Tuong t, khi chiing ta hoc toan, ching ta sé bat dau voi
1,2,3, ...; ching dwoc goi 1a cdc sé nguyén dwong hoic cdc sé tw nhién. Ching ta cting ki hiéu tap cac sb
nguyén duong nay boi N. Nhu vy,

N=1{123,..}.

Nhirng con s0 nay da dugc biét dén tu thoi co dai. Qua nhiéu nam, s6 0 dugc hinh thanh va sau do la cac
s6 nguyén am. Cung v4i nhau, ching ta s& tao thanh tap cac s6 nguyén Z. Nhu vay,

Z={.,—3-2-10123,..}.
Thuong cua cac sb nguyén duoc goi 1a cde sé hitu ti. Chung ta s& ki hiéu tap tit ca cac sb hiru ti boi Q.
Nhu vay,
m
Q= {—:m,n EZn + 0}.
n
Vé mat hinh hoc, cac s6 nguyén co thé dugc biéu dién boi cac diém nam trén mot duong thang bang

cach cb dinh mot diém gbe (biéu thi sb 0) va mot khoang cach don vi. Mot duong thang nhu vy duoc goi
1a mot truc s6 va nd c6 thé duge biéu dién nhu trong hinh v& bén dudi day.

Hinh vé minh hoa truc so.

Bang cach chia nho doan nbi gitra 0 va 1 mot cach hop 1y, ching ta cling ¢ thé biéu dién cac s hiru ti
nhu %, trong d6 n € N, va diéu nay ciing c6 thé duoc sir dung dé biéu dién bat ky nao boi mot diém duy
nhét trén truc sd. Chang ta cé thé nhan thiy ring cac sé hitu ti dugc trai kha day dic trén truc sb. Tuy nhién,
mot s6 khoang tréng van con. Ching han, sé v/2 c¢6 thé dugc biéu didn boi mot diém duy nhit ndm gitra 1
va 2 trén truc s bang cach sir dung cac ciu tric hinh hoc don gian nhung nhu chung ta cé thé thdy ngay
rang day khong phai 1a mot sb hiru ti. Nhu vay, chiing ta budc phai tinh dén cai goi 1a ede s6 v ty, chinh
xac 1a cac “s6” can thiét dé 14p diy cac khoang trong con lai trén truc sd sau khi da danh ddu tat ca cac s6
hiru ti. Cac s hitu ti va cac sb vo ty cling nhau sé tao thanh tip R, dwoc goi 1a tdp cdc sé thue. Biéu dién
hinh hoc cua cac sb thuc dudi dang cac diém trén truc s6 ngu y rang c6 mot thir ti tu nhién gitra cac sb
thyc. Cu thé, nhitng s6 thuc 16n hon 0, nghia la cac diém nam bén phai cta 0, dugc goi 1a cdc sé dwong.



1.1. Tinh chét cia cac sb thue

Pé chéc chén, chiing ta chua dinh nghia chinh xac s6 thyc 1a gi va y nghia cta viéc ching la s6 duong.
Dbi voi van dé nay, chung ta thim chi con chua dinh nghia cac s6 nguyén duong 1,2,3, ... hodc cac sd hitu
ti. (P61 voi mot nguoi theo chu nghia thuan tiy, diéu nay c6 ve khong dugc thoa dang. Mot nguoi néu moi
bét dau tan tAm trong nghién ctru giai tich cling c6 thé cam thiy kho chiu vao mét sb thoi diém khi cac khai
niém co ban vé s (thuc) chua xac dinh 16 rang.) Nhung it nhat chung ta cling da quen thudc véi cai sau.
Chiing ta cling da lam quen v&i phép cong va phép nhén cac s6 hiru ti. Déi voi cac sb thuc, khong dé xac
dinh, tot hon hét 1a it nhat ching ta hdy xac dinh cac thudc tinh ma chung ta s& coi la dwong nhién. Ching
ta sé luu y rdng trong qua trinh phat trién tiép theo, chung ta s& chi sir dung cac thudc tinh nay hodc cac hé
qua bat ngudn tir chung. Bang cach nay, cudi cung ching ta sé khong can phai chip nhan qua nhiéu thir dya
trén niém tin.

Chiing ta gia st rang ton tai mot tdp R (g0m cac phan tir duoc goi 1a cac s6 thuc) cd chira tip Q gom tat
ca cac sb hiru ti (va dac biét 1a cac s6 0 va 1) sao cho thoa man ba loai tinh chét sau.

Tinh chét dai s6

Chung ta c6 cac phép toan cong (ki hiéu boi +) va phép nhéan (ki hiéu boi - hodc dat chung canh nhau)
trén R, ching 1a dang mo rong cua cac phép toan cong va phép nhan thong thudng cuia cac s hiru ti va thoa
man cac tinh chét sau:

Al a+ (b +c)=(a+b)+cvaalbc) = (ab)c voimoi a,b,c € R.
A2 a+b=b+avaab =bavéoimoia,b €R.
A3 a+0=avaa.1=avéimoiac€R.

A4 Véimoia € R, ton tai mot a’ € R sao cho a + a’ = 0. Hon nira, néu a # 0 thi sé ton tai mot a* €
R sao cho aa™ = 1.

A5 a(b+c)=ab+ acvoimoia,b,c €R.

That tha vi khi luu y rang mot s tinh chat don gian cua cac s6 thuc ma chiing ta mudn coi 1a duong
nhién lai c6 thé dugc suy ra nhu mot hé qua cua cac tinh chat trén. Chang han, chiing ta hdy ching minh
rang a.0 = 0 vdi moi a € R. Pau tién, tir A3, chingtasé c6 0 + 0 = 0. Do do, tir AS, a.0 = a(0 + 0) =
a.0 + a.0. By gio, tr A4, ching ta s€ co mot b’ € Rsao cho a.0 + b’ = 0. Nhu vay,

0=a.0+b'=(a0+a.0)+b"=a.0+(a.0+b')=a.0+0=a.0,

trong d6 déng thirc thir ba dugc suy ra tir Al va dang thirc cudi cung duoc suy ra tir A3. Diéu nay hoan tat
phép chirg minh! Dic biét, diéu nay cling ching to0 rang, véi moi a € R, ¢6 duy nhat mét phan tir a’ € R
sao cho a + a’ = 0; phan tir nay duoc goi 1a sé déi cra a va duoc ki hiéu boi - a. Tuong tw, néu a € R va
a # 0 thi cling sé ton tai duy nhat mot phan tr a* € R sao cho aa* = 1; phan tr nay duoc goi 1a nghich
dao cua a va dugc ki hiéu boi a! hoidc 1/a

Mot khi tat ca cac thu tuc nay da duoc hiéu, chung ta co thé tu do thay thé cac biéu thirc nhu



a(1/b),a + a,aa,(a + b) + ¢, (ab)c,a + (—b),
bdi cac biéu thire don gian hon tuwong ng, cu thé 1a,
a/b,2a,a% a+ b+ c,abc,a — b.

O day, ching han, viéc viét a + b + ¢ 1a c6 y nghia va rd rang, didu nay c6 duoc la nho ¢6 Al. Tong
quat hon, gia st cho trudc mot s6 hitu han cac sb thuc ay, ..., a,, tong a; + - + a,, cling c6 mot y nghia rd
rang. Dé biéu thi nhitng tong nhu vay, “ki hiéu sigma” c6 thé kha hiru ich. Nhu vay, a, + -+ + a,, thuong
dugc ki higu boi Y™ ; a; hodc dbi khi don gian chi 1a ¥; a; hodc Y, a;. Chung ta nhan xét rang, theo quy
woc, tong rong dugc dinh nghia bang khong, trong khi tich réng dugc dinh nghia bing mot. Nhu vay, néu
n=0thi X, a; =0, trong khi [[; a; = 1.

Tinh chét thir tw
Tap R c6 chira mot tap con R*, dugc goi 1a tap tat ca cac sb thuc duong, thoa man céc tinh chat sau:
Ol Véimoia € R, co ding mot trong cac ménh dé sau 1a ding:
a€Rt:a=0;—ae€R".
02 Néua,b € R* thia + b € R* vaab € R*.
Vi su ton tai cia R*, chiing ta c6 thé dinh nghia mot quan hé thi tu trén R nhu sau:

Véi a, b € R, ching ta sé ndi @ nho hon b va viét a < b néu b — a € R*. Doi khi, ching ta sé viét b >
a thay cho a < b va ndi rang b 16n hon a. Cach dinh nghia nay duogc suy ra tir cac tinh chat dai s6 va viéc
R* = {x € R:x > 0}. Ngoai ra, cac tinh chit sau ddy la hé qua truc tiép cia A1 — A5 va Ol — O2:

(i) Véimoia, b € R, co ding mdt trong cac ménh dé sau 1a ding:
a<b;a=b;b<a.
(i) Néua,b,c e Rvédia<bvab <cthia<c.

(iii) Néu a, b,c € R, vdia < b, thi a + ¢ < b + c. Hon nira, néu ¢ > 0 thi ac < bc, trudng hop nguoc
lai néu ¢ < 0 thi ac > bc.

Luu y rang, nhu mot hé qua cua cac tinh chét trén, 1 > 0. That vay, tir (i), chung ta s& c6 1 > 0 hoic
1 < 0. Néu chiing ta c6 1 < 0 thi ching ta phai ¢c6 —1 > 0. Do d6, tir (iii), 1 = (—1)(=1) > 0, miu thuan.
Nhu vay, 1 > 0. Lap luan twong ty cho thdy rang a®> > 0 véi moi a € R, a # 0.

Céch ki hidu a < b cling thuong duoc dung dé chi a < b hoic a = b. Tuong ty, a > b c6 nghiala a >
b hoiac a = b.

Gia str S 1a mot tap con ctia R. Chuing ta sé ndi rang S 1a bi chén trén néu ton tai mot s6 thuc a € R sao
cho x < a v6i moi x € S. Mot s6 thuc a nhu vay duoc goi 1a mot cdn trén cua S. Ching ta s& noi rang S bi
chin dudi néu ton tai mot s6 thuc B nhu vay duoc goi 1a mot cdn dwoi ciia S. Mot tap S duoc goi 1a bi



chdn néu no bi chan trén va bi chan duodi; mat khac, S duoc goi la khdong bi chgn. Luu y rang néu S = @,
nghia Ia, néu S la tip rong thi moi s6 thuc déu la can trén cling nhu can dudi cua S.

Gia st S 1a mot tap con cua R. Mot phan tt M € R duoc goi 1a supremum hoic cin trén nho nhit cia
mot tap S néu

(i) M la mot cin trén cua S, nghialax < M voi moi x € S,
(i) M < a v6i moi cin trén a cua S.

D@ dang nhan thdy tir dinh nghia rang néu S c6 mot supremum thi n6 phai la duy nhat; chiing ta ki hi¢u
n6 boi supS. Luu y rang @ khong c6 bat ky mot supremum nao.

Mot phan tr m € R duoc goi 13 infimum hoic cdn dwoi lon nhdt coa mot tap S néu
(i) m la mdt can dudi cua S, nghialam < x véi moi x € S,
(ii) B < m v&i moi can dudi B cua S.

Mot 1an nira, dé dang nhan thiy rang tir dinh nghia rang néu S c6 mot infimum thi né phai 1a duy nhét;
chiing ta ki hiéu nd boi infS. Luu y rang @ khong c6 bat ky mot infimum nao.

Néu supremum cua tip S 1a mot phan tir ciia S thi n6 dugc goi 13 cwe dai cia S va duoc ki hiéu 1a maxsS;
tuong tu, néu phan tir infimum cua tap S 1a mot phan tir cua S thi nd dugc goi 1a cue tiéu cua S va duoc ki
hiéu la minS.

Tinh chét cudi cing va c6 18 1a quan trong nhat ciia R ma chiing ta sé trinh bay bén dudi day:
Tinh chét diy du
Moi tap con khac réng bi chin trén cia R déu co6 mét supremum.

Y nghia ctia Tinh chét day du sé tro nén 16 rang hon tir cac két qua duge chirg minh trong muc nay
cling nhu cac myc tiép theo.

Két qua 1.1.1.
Gia sur S 1a mot tap con khac rong bi chin dudi cua R.

Khi do, S s€ c6 mdt infimum.

Chirng minh két qua 1.1.1.

Kihiéu T = {f € R: 8 < avédimoi a € S}. Do S bi chin dudi nén T khac rdng, va do S khac rong nén
T bi chan trén. Nhu vay, T ¢6 mot supremum. D& dang nhan thiy rang supT la infimum cta S. O

Két qua 1.1.2.

Véi moi x € R, ton tai mot s6 tu nhién n € N sao cho n > x. Hon ntra, voi moi x € R, ton tai mot so tu
nhién m € N sao cho -m < x.




Chirng minh két qua 1.1.2.
Gia su phan chirng. Khi d6, x 1a mét can trén cua N. Do d6, N s€ ¢o mot supremum. Ki hiéu M = supN.

DoM —1 < M nén M — 1 s€ khong thé 1a mot can trén cua N. Nhu vy, tdntain € Nsaocho M — 1 < n.
Nhung khidén 4+ 1 € Nva M < n + 1, diéu nay mau thuln véi viéec M 1a mot can trén cua N. Khang dinh
thir hai vé su ton tai cua m € N sao cho - m < x dugc suy ra bang cach ap dung khang dinh dau tién cho
—x. O

Khang dinh ddu tién trong ménh dé trén doi khi duoc goi 1a Tinh chdt Archimedean cia R. Quan sat
rang, voi moi s6 thuc duong € > 0, bang cach ap dung Két qua 1.1.2) cho x = 1/¢, chiing ta sé tim dugc
mot sb tu nhién n € N sao cho (1/n) < €. Luu y rang, tir Két qua 1.1.2), voi moi x € R, tdn tai cac sd tu
nhién m, n € N sao cho -m < x < n. S6 10n nhét trong s6 tat ca cac s6 nguyén k thbaman —m < k <n
va k < x duoc goi 1a phan nguyén cua x va duoc ki hiéu bdi [x]. Luu y ring phan nguyén cua x ¢ thé
dugc dac trung boi cac tinh chét sau:

[x] EZva[x] < x <[x]+ 1.

Poi khi, phan nguyén cta x dugc goi 1a san cua x va dugc ki hiéu boi |x]. Tuong tu, sb nguyén nho
nhit > x dugc goi la trdn cia x va dugc ki hidu boi [x]. Chang han, EJ = |1] = 1, trong khi E] =[2] =
2.

Véimoi a € Rvan € N, chung ta dinh nghia lidy thuwa bdc n cua a latich a ... a cua a véi chinh né n
lan. Hon nira, chiing ta ciing dinh nghia a® = 1 va a™ = (a~1)" véi diéu kién a # 0. Theo cach nay, liiy

thira nguyén cho tat ca cac s6 thuc khac khong sé xac dinh. Céc tinh chét co ban sau day 1a hé qua truc tiép
cua cac tinh chat dai sb va cac tinh chat thir tu cua R.

i a,a,)" = ala? véimoin € Z va a,, a, € R (voi a;a, # 0 néun < 0).

) 14z 1 Az 1@
(i) (@™ =a™vaa™" =a™a" véimoim,n € Zvaa € R(voia # 0néum < 0 hodcn < 0).
(iii) Néun € N va by, b, € Rvéi 0 < by < b, thi b} < b}.

Hai tinh chét du tién & trén d6i khi con duoc goi 1a dinh luit s6 mii hodc dinh lut chi sé (ddi véi cac
luy thua nguyén)

Két qua 1.1.3.

Véimoin € Nvaa € Rvdia > 0, tdn tai duy nhat mot sé thuc b € R sao cho b > 0 va b™ = a.

Chirng minh két qua 1.1.3.

Tinh duy nhét 1a hién nhién boi vi by, b, € R v6i 0 < b, < b, ngu y rang b < b}. Bé ching minh sy
ton tai cia mot s6 thyc b € R vdi b = 0 va b™ = a, luu y rang trudng hop a = 0 1a tim thudng va, hon
nira, truong hop 0 < a < 1 ¢o thé dugc suy ra tir trudng hop a > 1 bang cach 13y cac nghich dao. Nhu vy,
khong giam tinh quat ctia van dé, chung ta gia s rang a > 1.




Ki hiéu
S, ={xeR:x™ < a}.

Khi do, S, 1a mét tdp con khong rong cta R (boi vi 1 € S,) va bi chin trén (ching han, boi a). Ki hiéu
b = supS,. Luu y rang do 1 € S, nén chiing ta sé c6 b > 1 > 0. Chung ta sé chi ra rang b™ = a bang cach
chi ra ring mdi bat dang thirc b™ < a va b > a déu dan dén mau thun.

Luu y rang, tir Pinh 1i hé s6 nhi thirc, vdi moi 8 € R, ching ta sé c6
n n
n_ pn n-1 n-2s2 4 ... n
(b+8)"=h +(1)b 6+(2)b 52 4 e+ 8™,
Bay gio, gia su b™ < a.
Chung ta dinh nghia

e=a—b" M= max{(Z) bk =1, ...,n},(S = min{l,%}.

Khido,M >1va0< 8k <6dvéik=12,..,n.
Do do,
(b+&)"<b"+M5+M6*+ -+ MS"<b"+nMSE <b"+ ¢ =a.
Nhu vay, b + § € S,. Nhung diéu nay lai mau thun voi viéc b 1a mot can trén cua S,,.
Ké tiép, gia sir b™ > a. Lan nay, chung ta s& chon € = b™ — a va dinh nghia M va & nhu trudc.
Lap luan twong ty cling chi ra rang
(b—8)"=b"—nMs =b" —¢=a.

Nhung do b — § < b nén b — § khong thé 1a mot cn trén cua S,. Piéu nay c6 nghia Ia s& ton tai mot s6
thuc x € S, saocho b — 8 < x. Do dd, (b — 6)" < x™ < a, mau thuan. Nhu vy, b" = a. O

T Két qua 1.1.3), voi moi n € N va a € R vdi chiing ta c6 thé dinh nghia cin bdc n cia a la s6 thyc b
duy nhét sao cho b > 0 va b™ = a; ching ta biéu dién s thuc nay boi Va hodc a/™. Trong truong hop
n = 2, chung ta chi can viét v/a thay vi 3/a. Tur tinh duy nhat clia cin bac n, cac tinh chat twong ty nhu cac
tinh chat (i), (ii), (iii) ¢ néu ngay trudc khi trinh bay Két qua 1.1.3) déu c6 thé dugc chirg minh dé dang
cho cin béc n thay vi lily thira bac n. Téng quat hon, v&i moi voi moi r € Q, chung ta viét r = m/n, trong
d6 m,n € Z vdi n > 0 va dinh nghia a” = (a™)V™ véi moi a € R véi a > 0. Luu y rang néu r = p/q voi
cac sb p,q € Z nao d6 voi g > 0 thi, véi moi a € R véi a > 0, ching ta s& ¢6 (™)™ = (aP)'/9. Chang
han, diéu nay c6 thé nhan duogc bing cach ning ca hai vé 1én [y thira bac ng, st dung dinh luat sé mi cho
Iily thira va tinh duy nhat ctia nghiém. Nhu vay, ity thira hitu ti cua cac s thuc duong dudng nhu dugc
dinh nghia mot cach 1o rang. Noi chung, ddi vai cac s6 thuc am, cac lily thira hitu ti khéng nguyén khong
xac dinh trong R. Chang han, (—1)/2 khong thé bang bét ky s thuc b € R nao, boi vi b2 > 0. Tuy nhién,
trong mot trudng hop dic biét, ching ta cd thé dinh nghia ity thira hitu ti cia cac s6 thyc 4m. Chinh



xac hon, néu n € N 1a mot sd ¢ va a € R 1a mot sb thuc duong thi ching ta s& dinh nghia
(_a)l/n — _(al/n).

Dé dang nhén thay rang diéu nay xac dinh mot cach ro rang va két qua I3, voi moi x € R, x # 0, lily
thira bac r x7 xac dinh bt cir khi nao r € Q c6 mau la mot s6 1¢, nghialakhir = m/nvéim € Zvan €
N vdi n 1a mot sb 16. Cudi cung, néu r 1a mot s6 hiru ti dwong bat ky thi chung ta dit 0" = 0. Dbi vai cac
lity thira hiru ti, bat ké khi nao ching xac dinh, cac dang tuong tu cua cac tinh chét (i), (ii), (iii) 3 néu ngay
trude khi trinh bay Két qua 1.1.3) van dung. Cac dang tuong tu nay ciling c6 thé dugc ching minh d& dang
bang cach nang ca hai vé cla dang thirc hodc bat dang thirc mong mudn 1én Iily thira bic du cao dé lam
giam cac tinh chat twong tmg cua cac Iy thira nguyén va st dung tinh duy nhat nghiém.

Cac sb thue khong phai 1a cac s6 hitu ti s& duge goi 1a cac sd vo ti. Kha nang iy cin bac n ciing cung
cp mot phuong phap hitu ich dé ching ta c6 thé xay dung mot sé vi du vé cac s6 vo ti. Chiang han, ching
ta s& chimg minh dudi day mot két qua c6 dién: v2 1a mot s6 vo ti. Phép chimg minh ma chang ta trinh bay
o day hoan toan co thé duoc diéu chinh dé ching minh mot s6 sO nhu vay, chéng han, V3, 32, Y16, cung
déu 1a cac s6 vo ti. Pau tién, ching ta hay nhéc lai khai niém quen thudc vé tinh chia hét trong tap cac sd
nguyén Z. Gia st cho trude cac sd nguyén m, n € Z, ching ta sé ndi rang m chia hét n hoic m la mét thura
sé ciia n néu n = Im v6i mot sé nguyén [ € Z nao d6 va ki hiéu m|n. Poi khi, ching ta s& ki hiéu m t n
néu m khéng chia hét cho n. Hai s6 nguyén m va n dugc goi la nguyén t6 cung nhau néu cac sé nguyén
duy nhét chia hét ca m va n 1a 1 va —1. Chiing ta c6 thé chi ra ring néu m,n,n’ € Z sao cho m, n nguyén
t6 cung nhau va m|nn’ thi m|n’. Chang ta ciing c6 thé chi ra rang bit ky s hiru ti nao ciing c6 thé duoc
viét dudi dang

r= g, trong d6 p, q € Z,q > 0, p, g nguyén tb cung nhau.

Biéu dién néu trén cta r dugc goi 1a dang thu gon cua r. T s6 (cu thé 1a p) va mau sb (cu thé 1a q)
trong biéu dién thu gon xac dinh mot cach duy nhat boi 7.

Két qua 1.1.4.

Khong c6 s6 hitu ti nao cé binh phurong bang 2. No6i cach khac, V2 1a mot s6 vo ti.

Chirng minh két qua 1.1.4.

Gia str V2 1a mot s6 hiru ti. Biéu dién v2 & dang thu gon p/q, trong 6 p,q € Z, g > 0, p, q nguyén td
cung nhau. Khi d6, p? = 2g2. Do dd, q chia hét p?. Piéu nay ngu y rang q chia hét p, nén p/q 1a mot s6
nguyén. Nhung khong c6 bat ky mot sé nguyén nao c6 binh phuong bang 2 boi vi (+1)? = 1 va binh
phuong cua bat ky sé nguyén nao khac 1 hodc —1 déu > 4. Nhu vay, V2 khong thé 1a mot s6 hitu ti. m

Két qua sau day chi ra rang cac s6 hiru ti cling nhu cac s6 vo ti dugc trai kha day dac trén truc so.

Két qua 1.1.5.

Voi moi a, b € R voi a < b, ludn ton tai mot s6 hiru ti cing nhu mot s6 vo ti nam gitra a va b.




Chirng minh két qua 1.1.5.

Tur Két qua 1.1.2), ching ta ludn c6 thé tim duoc mot sé tu nhién n € N sao chon > 1/(b — a). Ki hiéu
m = [na] + 1. Khi d0, m — 1 < na < m, nén
m na+1

a<<—<
n n

1
=a+;<a+(b—a)=b.

Nhu vdy, ching ta da tim duoc mot sé hitu ti (cu thé 1a m/n) nim gitra a va b. Cudi cung, a + V2 <
b + /2 va néu r 1a mot s6 hitu ti nAm gitra @ + V2 va b + V2 thi r — v/2 s& 1a mot s6 hitu ti nam gilta a va
b. O

Bay gio, chung ta sé gidi thiéu mot s6 thuat nglr co ban hitu ich trong viée xtr 1i cac sb thuc. Gia st cho
trudc cac sb thuc a, b € R, chung ta dinh nghia khodng mo tw a dén b 1a tap

(a,b) ={x e Ria < x < b}
va khodng dong tw a dén b 13 tap
[a,p] = {x € Ria < x < b}.
Cac nita khodng mo (hoic nita khodng dong) tw a dén b dugc dinh nghia 1a tap
(a,p] ={x eRia<x<b}vala,b) ={x €R:ia < x < b}.

Noi cach khac, (a, b] = [a,b] \ {a} va [a,b) = [a, b] \ {b}. Luu y rang néu a > b thi mdi khoang nay
déu rong, trong khi néu a = b thi [a, b] = {a} trong khi cac khoang tir a dén b khac déu 1a rong. Néu I 1a
mot tip con cua R cb dang [a, b], (a, b), [a, b) hoac (a, b], trong d6 a,b € R véi a < b, thi a duge goi la
ddu muit trdi cua I trong khi b duoc goi 1a ddu mut phdi cua I. N6i chung, a va b sé duoc goi 1a cdc diu
mut cua I.

S€ rat htru ich khi xem xét cac ki hiéu oo (dugc goi la dwong vé cuce hoac vé cuc) va —oo (dugce goi la
dm vé curc), chung co thé dugc coi la cac dau mut hu cau (trai va phai) cua truc s6. Nhu vy,

—o0 < a < o0 voimoia € R.

Téap R cung vai cac ki hiéu bo sung oo va —oo d6i khi con dugc goi la tdp cac sé thuc mo réng. Chung
ta cling s€ sur dung cac ki hiéu oo va —oo d¢, vai moi a € R, dinh nghia cac nwa khoang vé han sau:

(—w,a)={xeRix<a},(—o,a] ={x e Rix < a}
va
(a,0) ={x €eR:x >a},[a, o) ={x €Rix = a}.

Tap R ciing c6 thé dugc coi 1a khoang vo han kép (—oo, 00) va nhu vay doi khi chung ta ciing co thé st
dung ki hiéu khoang nay cho tap tat ca cac so thuyc.



Luu y rang mdi loai khoang & trén déu c6 mot tinh chét co ban chung. Chung ta sé phat biéu diéu nay
thong qua dinh nghia dudi day.

Gia st cho trudc mot tap con I € R. Chiing ta s& ndi rang I 1a mot khodng néu
a,b€lvaa<b=][ab]cl

No6i cach khac, doan thang ndi hai diém bat ki cta I ludn ndm trong /. Didu nay doi khi con dugc thé
hién bang cach néi rang mot khoang 1a mot “tap lién théng”.

Két qua 1.1.6.

Néu I € R 1a mot khoang thi I 1a mot khoang mo hodc mot khoang dong hodc mot nira khoang mo hodc
mot nra khoang dong hoic khoang vo han kép.

Chirng minh két qua 1.1.6.
Nhan thiy rang néu I = @ thi I = (a,a) véi moi a € R. Giasu I # 0.
Dinh nghia

supl néu I bi chan trén,

a4 = {inf] néu I bi chin dwéi,
oo trwong hop nguoc lai.

. _vab= {
—oo trrong hop nguorc lai,

Luu y rang, tir Tinh chat day du va Két qua 1.1.1), ca a va b déu xac dinh mot cach rd rang va a < b.
Do I 1a mot khoang nén chiing ta dé dang suy ra rang
(i) I = (a,b), hoac (ii) I = [a, b], hodc (iii) I = [a, b), hoac (iv) I = (a, b],

tuy thudc vao viéc i)a € I vab & I, hoac (il)a €  vab € I, hoac (iii)a € I vab & I, hoac (iv)a € I va
b € I. Biéu nay hoan tat phép chirng minh ciia ménh dé trén. O

Trong phép chirng minh cia ménh dé trén, ching ta da xem xét ca cac khoang c6 thé dwgc rat gon thanh
tap rong hodc thanh mét tap chi chira mot diém. Tuy nhién, dé tranh nhing diéu qua tim thuong, ching ta
thuong sé khong lam nhu vay trong phan tiép theo. Ttr nay tro di, khi chung ta viét [a, b], (a, b), [a, b)
hodc (a, b], ching ta s& ludén ngam gia dinh a va b 1a cac sb thuc va a < b.

V&i moi sé thuc a, gid tri tuyét déi hoic médun cua a (duoc ki hiéu lai boi |a|) duoc dinh nghia la

lal ={ anéua >0,
—anéua < 0.
Luu y rang |a| = 0, |a| = |—a| va |ab| = |a||b| véi moi a, b € R. Khai niém gia tri tuyét d6i doi khi co
thé kha hiru ich trong viéc md ta cac khoang nhét dinh déi xirng qua mot diém. Chang han, néua € Rva ¢

1a mot s6 thuc duong bat ky thi

(a—ga+e)={xeR:i|x—al <e}




1.2. Cac bat ding thirc

Trong muyc nay cua bai viét, chiing ta s& mé ta va chimg minh mot sé bat dang thirc hitu ich cho ching ta
trong cac phan tiép theo.

Két qua 1.2.1. (Cac bét ding thirc co ban lién quan dén gia tri tuyét déi)
Voi moi a, b € R, chung ta s€ co:
(i) la+b| < l|al+ |bl,

(i) [lal = |bl| < la - b].

Chirng minh két qua 1.2.1.

Roranglaa < |a| vab < |b|. Nhu vay, a + b < |a| + |b|. Tuong ty, —(a + b) < |a| + |b|. Diéu nay
ngy y tinh ding din cua khang dinh (i). Pé ching minh tinh ding din cua khang dinh (ii), luu y rdng tir
khang dinh (i), ching ta s& ¢6 |a — b| = [(a — b) + b| — |b| = |a| — |b| cing nhu |a — b| = |b — a| >
|b| — |al. O

Bét ddng thirc thir nhit trong ménh dé trén d6i khi con duoc goi 1a bét ding thirc tam gidc. Mot hé qua
tryc tiép cua diéu nay d6 1a néu ay, ..., a,, 1a cac s thuc bat ky thi

la, + a,+..+a,| < |a.| + |la,| + -+ |a,|.

Két qua 1.2.2. (Cac bit ding thirc co ban lién quan dén liiy thira va ciin)
Voi moi a, b € Rvan € N, chiung ta sé co:
(i) la™ —b"| < nM™ 1|a — b|, trong 46 M = max{|al, |b|}.

(i) |[a'/™ — b¥/"| < |a — b|¥/™, véi diéukiéna = 0 vab > 0.

Chirng minh két qua 1.2.2.
(1) Xét hing dang thirc
a®—b"=(a—b)(@" b+ a*?h*+ -+ a*b""? + ab™ ).

Lay gia tri tuyét d6i ca hai vé va str dung Két qua 1.2.1). Gia tri tuyét dbi cta thira sé thir hai bén phai bi
chin trén boi nM™ 1. Piéu nay ngu y tinh dung dén cla bat dang thirc néu trong khang dinh (i).

ii) Khong giam tinh tong quat cua van dé, ching ta c6 thé gia st rang a = b. Ki hiéu ¢ = a/" vad =
(i1) g8 gq g g g :
b'/™ Khi d6, c — d > 0 va, tir Binh 1i hé s6 nhi thic,

c"=[(c-d)+d]"=(Cc-d)"+--+d"=(c—d)"+d™
Nhu vy, @ —b = " — d" > (c — )" = [aV/" — b1,

Diéu nay ngu y tinh dung dan cta bat dang thirc néu trong khang dinh (ii). O




Chung ta nhan thiy ring bat dang thirc co ban d6i vdi cac lily thira nguyén néu trong khang dinh (i) cua
Két qua 1.2.2) van dung trong truong hop tong quat hon, ddi véi cac Ly thura hiru ti. D6i véi khang dinh
(ii), bt dang thic s& yéu hon mot chit néu, thay vi xét cac cian bic n, ching ta hiy xét cac can hiru ti.

Két qua 1.2.3. (Cac bt diing thirc nhi thirc)
V&i moi s6 thue a € R sao cho 1+ a > 0, ching ta sé co
(1+a)*=1+navoimoin € N.

Tong quat hon, voi moi so thuc a4, ..., a, € R va moi so0 tu nhién n € N sao cho 1 + a; = 0 voi moi
i=1,..,nvaay,..,a, cocung dau, chung ta s¢ co

14+a)A+ay)..1+ay) =14+ (a;+ -+ a,).

Chirng minh két qua 1.2.3.

R rang, bit dang thic thir nhit c6 thé duogc suy ra tryc tiép tir bat dang thirc thir hai bang cach dit a; =
.- = a, = a. Pé ching minh tinh dung d4n cta bat dang thirc thir hai, chiing ta s& sir dung phuong phap
quy nap toan hoc theo chi sb n. Truong hop n = 1, tinh ding din 1a hién nhién. Néu n > 1 va khang dinh
da dugc chirng minh 1a dung cho n — 1 thi

1+a)(A+ay)..(1+a)=0+b,)A+ay,),
trongdo b, = a; + -+ ay_4.
Ké tiép, do b, va a,, c6 cung dau, nén
1+b,)1+a,) =1+b,+a,+bya,=1+b,+a,.
Piéunay chirarang (1 + a,)(1 + ay) ... (1 +a,) =1+ (a; + -+ a,). O

Luu ¥ rdng bat dang thic thir nhat trong ménh dé trén 1a hé qua truc tiép ctia Dinh 1i hé sb nhi thic khi
a = 0, mic du ching ta d3 ching minh né trong truong hop tong quat hon khi @ > —1. Chiing ta sé goi bat
dang thirc thi nhét trong Két qua 1.2.3) 1a Bt ding thirc nhi thirc. Mit khac, ching ta ciing s& goi bét
dang thice hai trong Két qua 1.2.3) 1a BAt déng thirc nhi thirc suy rong. Chung ta cling nhéan thiy ring bat
dang thirc nhi thirc cling dung trong truong hop tong quat hon, ddi véi cac 1y thira hitu ti.

Két qua 1.2.4. (Bat ding thirc AM - GM)
Giasun € Nvaa,, ..., a, 1a cac s6 thyc khdng am.

Khi d6, trung binh cong cua ay, ..., a,, s& 16n hon hodc bang trung binh nhan cia chiing, nghia 1a

> Ya, ..a,.

Hon ntra, dang thirc s€ xay ra khi va chi khi a; = -+ = a,,.

a1 +"'+an
n




Chirng minh két qua 1.2.4.
Nhan thiy ring néu c6 mot sé a; = 0 thi tinh ding dén cta khang dinh trén 1a hién nhién.

Khong giam tinh tong quat cuia van dé, chiing ta c6 thé gia st rang a; > 0 v6i moi i = 1, ..., n. Ki hiéu

=(ay..a,)""vab;, = a;/g véimoii = 1,...,n. Khi 46, by, ..., b, déu la cac s6 dwong va b, ...b,, = 1.
Chiing ta s& chi ra bang phuong phap quy nap toan hoc theo chi s6 n rang b; + --- + b,, = n. Piéu nay sé& la
hién nhién néu n = 1 hodc néu mdi by, ..., b, déu bang 1. Gia s n > 1 va khong phai b; nao cling bang 1.
Khi d6, hé thirc b, ... b,, = 1 ngu y rang trong sb cac sd by, ..., b, phai cé mot sé < 1 cling nhur mot sé > 1.
Bang cach gan nhén lai by, ..., b, néu cén thiét, ching ta c6 thé gia st rang b, < 1 va b, > 1. Kihiéu ¢, =
bb,. Khi do, c;b, ...b,_, = 1. Nhu vay, tir gia thiét quy nap ¢; + b,+..+b,,_; = n — 1, chling ta nhan
thay rang

by +--+b,=(,+b,+..+b,,_1) + by + b, — ¢,
>Mm—1)+by + b, — byb,
=n+ (1 —-by)(b,—1)
> n,
trong d6 bat dang thirc cudi cung xay ra boi vi b, < 1va b, > 1.

Piéu nay chi rarang b; + --- + b, = n va, hon nira, bat dang thic ludén nghlem ngat triw khi by = -+ =
b, = 1. Bang cach thay b; = a;/g, ching ta s& thu dugc két qua mong mubn. O

Két qua 1.2.5. (Bét ding thirc Cauchy - Schwarz)
Giasun €N, ay, ..., a, va by, ..., by, 1a cac s6 thuc bat ki.
Khi do,

Sens(8) (84)

i= 4

Hon ntra, dang thirc s€ xay ra khi va chi khi hai day aq, ..., a, va by, ..., b, ti 1€ voi nhau, nghia la néu

aibj = ajbi VOl m01 l,] = 1, e, n

Chirng minh két qua 1.2.5.
Nhan thdy rang

(Zn: aibi)z - zn:zn: abiab; = z a2b? + 2 z (asb;)(a;b).

i=1j=1 i=1 1<i<jsn



Ké tiép, voi moi a, B € R, chiing ta c6 2af < a? + B2 va dang thirc sé xay ra khi va chi khi a = B.
(Diéu nay duoc suy ra bang cach xét biéu thirc (a — £)2.) Néu chung ta ap dung diéu nay cho ting sé hang
trong tong thtr hai néu ¢ trén thi chung ta s& nhan dugc

(iaibi) sz atb?+ ) (aib} +ab}) = (iﬁ) ibjz ,

i=1 1<i<jsn i=1

va, hon nira, dang thirc s€ xay ra khi va chi khi a;b; = a;b; v6i moi i,j = 1, ..., n. Diéu nay ching minh

tinh dung dan cua két qua ma chung ta mong muon. O

Bang cach phan tich cac 14p ludn néu trong phép chirng minh cua Bit dang thirc Cauchy — Schwarz,
chang ta s& thu duoc déng thirc sau, trén thuce té no cling c6 thé duge kiém ching truc tiép mot cach dé
dang:

(iﬁ) Zn:b]? —(Zn: ) > (ab—ab)”

i=1 j=1 i=1 1<i<jsn
Ping thire nay thuong duoc goi 1a Hang ding thirc Lagrange.
1.3. Ham sb va cac tinh chét hinh hoc ctia n6

Khai niém ham c6 mdt tam quan trong dic biét trong ca 1y thuyét tinh toan va ly thuyét giai tich thyc.
Trong muyc nay cua bai viét, chiing ta s& bat diu voi mot mo ta khong chinh thirc vé khai niém nay va, sau
d6, 1a mot dinh nghia chinh xéac. Tiép theo, chung ta sé phac thao mot s6 thuat ngit co ban lién quan dén cac
ham s6. Sau d6, chiing ta sé dua ra cac vi du co ban vé cac ham, bao gdm cac ham da thirc, cac ham phéan
thirc va cac ham dai s6. Cudi cung, chiing ta s& thao ludn mot s tinh chét hinh hoc ctia cac ham va néu ra
mot s6 két qua co ban lién quan dén chiing.

Thong thudng, mot ham thudng duoc mé ta voi su trg gitip ciia mot biéu thirc theo mot tham sé duy
nhét (gia str 1a x), thay doi trén mot tip cho trudc nao d6; tap nay duoc goi 1a tdp xdc dinh ciia ham do.

Chéng han, mdi mét trong cac biéu thirc
() f(x) =2x+1,x ER, (i) f(x) = x%,x € R,
(i) f(x) =1/x,x e Rx # 0, (iv) f(x) =x3,x € R,

déu xac dinh mot ham f. Trong (i), (ii), (iv), tdp xac dinh 1a tdp R gdm tat ca cac s thuc trong khi, trong
(iii), tap xac dinh 1a tap R \ {0} gdbm tit ca cac sb thuc khac khong. Luu y rang méi mot ham trong (i) — (iv)
déu nhan “gia tri” cta no trong tp R; dé nhin manh diéu nay, chung ta s& néi rang R 1a tdp xdc dinh
chung cua cac ham nay hodc chung la cac ham gia tri thuc.

Gia str cho trudc mot ham gia tri thuc f voi tap xac dinh 1a mot tip con D cua R, thuong sé rat hiru ich
khi xem xét do thi cua f, tip con c6 dang {(x, f(x)): x € D} ciia mit phang R2. N6i cach khac, day 1a tap
cac diém trén duong cong xac dinh boi y = f(x), x € D, trong mit phing xy.
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Hinh vé minh hoa dd thi cac ham f(x) = 1/x va f(x) = x3.

No6i chung, ching ta ludn c6 thé néi vé mot ham tir bat ki mot tp D nao dén bat ki mét tdp E nao va
diéu nay sé& lién két mdi diém cua D véi duy nhat mot phan tir cua E. Mot dinh nghia chinh thirc cho mot
ham sd s& duoc dwa ra dudi ddy. Ching ta cling c6 thé nhan thiy rang, vé mat ban chét, diéu nay sé dong
nhat mot ham s v&i dd thi cua no!



Pinh nghia va cac thuit ngir

Gia str cho trude cac tap bat ki D va E. Chung ta s& dung D x E dé ki hiéu cho tap tit ca cac cap sip thi
tu (x,y) trong d6 x thay d6i trén tap cac phin tir ciia D va y thay déi trén tap cac phan ti cia E. Mot ham
tw D dén E duoc dinh nghia la mot tap con f cua D X E thoa mén tinh chat: véi mdi x € D, c6 duy nhét
mot y € E sao cho (x,y) € f. Tap D duoc goi 1a tdp xdc dinh (hoic tdp nguon) cua f va tap E dugc goi la
tdp xac dinh chung (hoic tdp dich) cua f.

Thong thuong, ching ta sé viét f: D — E dé chi ra ring f 1a mot ham tr D dén E. Ngoai ra, thay vi
(x,v) € f, chung ta sé thuong viét y = f(x) va goi f(x) 1a gid tri cua f tai x. Diéu nay ciing c6 thé duoc
biéu thi bing cach viét x +— f(x) va néi ring f anh xa x toi f(x). Cac ham f: D — E va g: D — E duoc
0i 1a bdng nhau va ching ta s& viét f = g néu f(x) = g(x) véimoi x € D.

Néu f: D — E 1a mot ham thi tip con f(D) = {f(x): x € D} cua E duoc goi 1a tdp gid tri cua f. Ching
ta s& noi rang f 1a toan anh néu f(D) = E.

Mit khac, néu f anh xa cac diém phan biét nay thanh cac diém phan biét khac, nghia la néu
xl,xZ € D,f(xl) == f(xz) = xl == xz,

thi f duoc goi 1a mot phép 1 — 1 hodc mot don anh. Néu f vira la don anh vira Ia toan anh thi né sé dugc
goi la mot phep twong wng 1 — 1 hoac mot song anh.

Khai niém vé mot ham song anh nay ciing ¢ thé duoc sir dung dé dinh nghia mot sé thuat ngit co ban
lién quan dén cac tap nhu sau. Gia st cho trudc mot sé nguyén khdng 4m n nao do, xét tap {1, ...,n} gdmn
s6 nguyén duong dau tién. Luu y rang néu n = 0 thi {1, ..., n} 1a tap rdng. Mot tap D duoc goi 1a hiru han
néu ton tai mot song anh tir {1, ..., n} 1én D, vdi n 1a mot s6 nguyén khong 4m nao d6. Trong trudng hop
nay, s6 nguyén khong 4m n 1a duy nhat va nd duoc goi 1a liwe Iwong (hodc sé phén ti) ciia D. Mot tap
khong htru han s€ dugc goi la vo han.

CAc vi du don gian nhét vé cac ham xac dinh trén cac tap tily y 1a cAc ham dong nhat va ham hang. Véi
moi tap D cho trudc, ham dong nhdt trén D 1a ham id: D — D xac dinh béi id,(x) = x v6i moi x € D.
Véi moi tap D va E cho trude, mot ham f: D — E xac dinh boi f(x) = ¢ véi moi x € D, trong d6 ¢ la mot
phan tir cd dinh nao d6 cua E, duoc goi 1a mot ham hang. Luu ¥ rang id;, ludn 1a mot song anh, trong khi
ham hang khong phai 1a mot don anh (trir khi D 1a mot tap don!) cling nhu 1a mot toan anh (trir khi E 1a mot
tap don!). Bang cach xem xét cac vi du & trén mot cach cu thé hon, chiing ta nhan thay rang cac ham
f:R - R xac dinh bai (i) hodc (iv) ¢ trén la cac song anh, trong khi ham f: R — [0, o) xac dinh bai (ii) 1a
toan anh nhung khong phai 1 — 1 va ham f: R \ {0} —» R xac dinh boi (iii) la 1 — 1 nhung khéng phai toan
anh.

Néu f:D — E va g: D' — E' 1a cac ham sao cho f(D) € D’ thi ham h: D — E’ x4c dinh boi h(x) =
9(f(x)),x € D, dugc goi 1a ham hop cia g véi f va duge ki higula g o f.
Luu y rang bat ki ham f: D — E nao cling c6 thé dugc st dung dé tao ra mot toan anh bang cach thay

thé tap xac dinh chung E bdi tap gia tri £(D); néi mot cach chinh xac hon, diéu nay co thé dugc thuc hién
bang cach xét ham f: D — f(D) xac dinh boi f(x) = f(x),x € D. Pac biét, néu f: D — E 1a mot don anh



thi, v6i moi y € f(D), ton tai duy nhat mot phan tr x € D sao cho f(x) = y. Trong truong hop nay, chung
ta s& viét x = f~1(y). Nhu vdy, chiing ta s& thu duoc mot ham f~1: f(D) » D sao cho f ' o f = id}, va
fof~" =idspy. Ching ta sé goi f~* 1a ham ngwoc cua f.

Chang han, ham nguoc ciia ham f: R — R xac dinh boi (i) ¢ trén 1a ham f~*: R - R xac dinh bi
f1(y) = (y—1)/2 voimoi y € R, trong khi ham nguoc cua ham nguoc cua ham f: R \ {0} - R xac
dinh boi (iii) o trén laham f~%: R \ {0} » R\ {0} xac dinh boi f~1(y) = 1/y voimoi y € R \ {0}.

No6i chung, néu mot ham f: D — E khong don anh thi ching ta s& khong thé ndi vé ham nguoc cua né.
Tuy nhién, d6i khi chung ta ciing c6 thé han ché tap xac dinh cia mot ham vé thanh mot tip nho hon va mot
“phép thu hep” cua f co thé trd thanh mot don anh. Vi moi tap con C cua D, phép thu hep cuia f trén C
duoc dinh nghia la ham fj;: € - E xac dinh boi fic(x) = f(x) voi moi x € C. Chéng han, néu f: R - R 1a
ham x4c dinh boi (ii) thi f s& khong thé 1a 1 — 1 nhung phép thu hep fijg,c0) ciand lai la 1 — 1 va ham
nguoc g = (fijo,0)) " cuia n6 xac dinh boi g(y) = \/; voi moi y € [0, ).

Gia st D € R 1a mét tdp déi xung qua géc toa dé, nghia 1a ching ta s& c6 - x € D bat cir khi nao x €
D. Chang han, D c6 thé 1a toan bo duong thiang thuc R hodc mot khoang c6 dang (- a, @) hodc duong thing
thue bi thung R \ {0}. Mot ham f: D — R duoc goi 1a mot ham chdin néu f(—x) = f(x) véi moi x € D,
trong khi ham f s& dugc goi 1a mot ham lé néu f(—x) = —f(x) voi moi x € D. Chang han, ham f: R - R
xac dinh boi f(x) = x? 1a mot ham chén, trong khi ham f: R \ {0} - R xéc dinh boi f(x) = 1/x vdi moi
x € Rvaham f:R - R xac dinh boi f(x) = x3 déu 1a cac ham I¢. Mat khac, ham f: R — R xac dinh boi
f(x) = 2x + 1 1a khong chin cling nhur khong le.

V& mit hinh hoc, gia str cho trudc mot tdp D S R va mot ham f: D — R, trén thyc té, f 1a mot ham
twong mg vai tinh chat, vdi moi x, € D, duong thang dimg x = x, trong mat phing xy cat do thi cua f tai
dang mot diém. Ngoai ra, tinh chét f 1a 1 — 1 s& twong ng véi diéu kién bo sung, vi moi y, € R, duong
thing ndm ngang y = y, cét d thi ca f tai nhiéu nhat mot diém. Mat khac, tinh chit mot diém y, € R
nam trong tap gia tri f(D) cua f s& trong tng voi diéu kién bd sung, duong thing ndm ngang y = y, cit
dd thi cua f tai it nhdt mot diém. Trong truong hop ham nguoce £~ f(D) — R tdn tai, dd thi cua no sé& thu
duoc tir d6 thi cua f bang cach lay d6i ximg d6 thi doc theo dudng chéo y = x. Gia sir cho trudc mot tap
dbi xtng qua gbc toa dd D, chiing ta nhan thay rang viéc ndi rang f 1a mot ham chin sé twong tng vdi viée
noi rang do thi cua f dbi xing qua truc y, trong khi viéc noi rang f 1a mot ham I¢ sé twong tng vdi viéc nodi
rang d6 thi cta f ddi ximg qua gbc toa d6. Luu y rang néu £ 1é va 1 — 1 thi tap gia tri £(D) cua nd sé d6i
xung va f~t: f(D) - R la mot ham Ié.

Gia str cho trude cac ham gia tri thyc f, g: D — R, ching ta co thé dinh nghia cac ham méi f + g: D —
R va fg: D — R, dugc goi tuong tmg 1a tong va tich cua f va g, 1an lugt dwoc dinh nghia theo tirng thanh
phan, nghia 1a
(f +9)(x) = f(x) + g(x) va (fg)(x) = f(x)g(x) voi moi x € D.

Trong trwong hop f 1a ham hang xac dinh boi f(x) = ¢ v6i moi x € D, ham fg thuong duogc ki hiéu 1a
cg va duoc goi 1a bdi (theo c) cua g. Ching ta sé thuong viét f — g thay cho f + (—1)g. Trong truong
hop g(x) # 0 voi moi x € D, thwong f/g sé xac dinh va n6 cling 1a mot ham tir D dén R xac dinh boi



(f/g9)(x) = f(x) / g(x) voi moi x € D. Poi khi, ching ta s& viét f < g khi f(x) < g(x) v6i moi x € D.
Cac vi du co ban vé cac ham

Trong s0 cac ham co ban, cac ham co ban nhat la nhirng ham thu dugc tir cac da thirc. Trudce tién, chung
ta hay xem lai mot so su kién dai so co lién quan dén cac da thuec.

Mot da thire (theo mot bién x) véi cac hé s6 thuc duoc dinh nghia la mét biéu thirc c6 dang
CpX™ + Cpo XL+ o+ o x + ¢,
trong d6 n 1a mot sé nguyén khoéng am va cy, ¢y, ..., ¢, 12 cac sb thuc.

Chung ta s& goi ¢y, €y, ..., Cp, 12 cac hé sé cua da thirc ¢ trén va, cu thé hon, ¢; 1a hé sé cua x* véi i =
0,1, ..., n. Trong truong hop ¢, # 0, da thirc dugc goi la 6 bdc n va c,, dugc goi 1a hé sé bdc cao nhit cia
n6. Mot da thirc (theo x) voi hé s bac cao nhat bang 1 dugc goi 1a monic (theo x). Hai da thic dugc goi la
bang nhau néu cac hé sb tuong tng cua chiung bang nhau. Pic biét, c,x™ + --- + ¢, x + ¢, 1a da thirc khong
khi va chi khi ¢, = ¢; = -+ = ¢, = 0. Béac cua da thirc khong xac dinh. Néu p(x) 1a mot da thirc khac 0 thi
bac cua no6 sé dugc ki hidu 1a degp (x). Cac da thic bac 1, 2, 3 1an lugt duoc goi 1a cac da thire tuyén tinh,
da thirc bac hai va bac ba. Cac da thirc bac 0 ciing nhu da thirc khong déu dugc goi 1a cdc da thire héng.
Tép tat ca cac da thirc theo x voi cac hé so thuc duoc ki hiéu 1a R[x]. Phép cong va phép nhan da thirc ciing
duoc dinh nghia theo cach tuong tu.

Chang han,
(x2+2x+3)+(x3+2x>+5) =x3+3x2+2x+8
va
(x2 +2x+3)(x3+2x?+5) = x> + 4x* + 7x3 + 11x? + 10x + 15.

N6i chung, vi moi p(x), g(x) € R[x], tong p(x) + q(x) va tich p(x)q(x) déu la cac da thirc trong
R[x]. Hon nita, néu p(x) va q(x) déu khac khong thi p(x)q(x) cling khac khong va deg(p(x)q(x)) =
degp(x) + degq(x), trong khi p(x) + q(x) la da thirc khong hodc deg(p(x) + q(x)) < max{degp(x),

degq(x)}. Ching ta sé ndi rang q(x) chia hét p(x) va viét q(x)|p(x) néu p(x) = q(x)r(x) voi mot
r(x) € R[x] nao d6. Chiing ta cling c6 thé viét g(x) t p(x) néu q(x) khong chia hét p(x).

Néu p(x) = c,x™ + -+ c;x + ¢, € R[x] va a € R thi ching ta s& dung p(a) dé ki hiéu cho sb thuc
cpa™ + -+ ¢y + ¢y va goi nd 1a gia tri cua p(x) tai a. Trong trudng hop p(a) = 0, ching ta s& noi rang
a 1a mot nghiém (thuc) cua p(x). Ton tai cac da thirc khong c6 nghiém thyc. Chang han, da thirc bac hai
x2 + 1 khong c6 nghiém thyc nao boi vi a? + 1 = 1 > 0 véi moi a € R. Tong quat hon, néu q(x) =
ax? + bx + ¢ (a # 0) 1a bat ki mot da thire bac hai nao thi ching ta s& c6

4aq(x) = (2ax + b)? — (b? — 4ac).

Nhu vay, q(x) sé c6 mot nghiém thuc khi va chi khi b> — 4ac > 0; that vay, néu b? — 4ac > 0 thi
(—b £ Vb? — 4ac)/2a la cac nghiém cua q(x).



Chung ta s€ goi b? — 4ac la biét thurc cua da thirc bac hai g(x) = ax? + bx + c.

Céc thuong cua cac da thirc, nghia 1a cac biéu thirc c6 dang p(x)/q(x), trong d6 p(x) 1a mot da thirc
voi cac hé sb thue va g(x) 1a mot da thirc voi cac hé sé khac khong, duoc goi 1a cac phdn thiee thue (hoic
phan thirc). Hai phan thic p;(x)/q41(x) va p,(x)/q,(x) duoc goi 1a bang nhau néu, khi nhan chéo, cac da
thirc twong Umg bang nhau, nghia 1a néu p; (x)q,(x) = p,(x)g; (x). Tong va tich cta cac phan thirc cling
duogc dinh nghia theo cach tuong tu.

Cac sy kién co ban vé cac da thirc va cac phan thire gom:

(i) Néu mot da thirc khac khong c6 bac n thi nd sé ¢ nhiéu nhat n nghiém. Nhu vay, néu p(x) 1a mot
da thirc v6i cac hé sb thuc sao cho p(a) = 0 véi moi a nam trong mot tap con vd han D cua R thi p(x) sé
1a da thirc hang.

(ii) (Pinh li co' ban cia dai sé thwe) Moi da thirc khac khong véi cac hé sb thuc déu c6 thé duge phan
tich nhan tir thanh tich ciia mot s6 hiru han cla cac da thirc tuyén tinh va cac da thic bac hai vdi biét thirc
am.

(iii) (Dinh li phan tich cta cac ham phén thire thwe) Moi phan thirc thuce déu co thé phan tich thanh
tong ciia mot da thirc va mot sé hitu han cac phan thirc c6 dang

A hos Bx +C
(x — a)t odac (x%2 + Bx +y)”’

trong 46 A, B, C va a, 8,y 1a cac s thyc va i, j 1a cac sd nguyén duong.

Trén thuc té, phép phan tich thira s6 trong (ii) 1a duy nhat cho dén khi sap xép lai cac thira s6. Trong
(iii), chung ta co thé chon (x — @)’ va (x% + Bx + ¥)/ nam trong sd cac thira sé ciia mau sd cuia phan thirc
da cho va, trong truong hop do, phép phan tich thanh cac phén thirc ciing 1a duy nhét cho dén khi sap xép
lai cac s6 hang. Mot vi du don gian va hitu ich vé phép phén tich thanh cac phan thic thu dugc bang cach
chon ra cac s thuc phan biét a, § bat ki va luu y rang

! —A1+A2t d'A—1 ‘A—1
x—a)x—B) x—a x-—p’ rone a0 s =g Ve 2T B—a

Téng quat hon, néu p(x), g(x) 1a cac da thirc véi degp(x) < degq(x) va q(x) = (x — ay) ... (x — a),

trong d6 @, ..., @ 1a cac sé thuc phan biét, thi

X A A a;
() _ L bt 2 trong d6 A; = P(a.)

= voii=1,..,r.
qx) x—a X —ay Hjii(ai — aj) T

Khi do, day chinh la phép phan tich thanh cac phén thirc cua p(x)/q(x). Noi chung, phép phan tich
thanh cac phan thirc ciia mot phan thirc ¢6 thé sé phire tap hon. Mot vi du dién hinh nhu sau:

x> —4x* +8x3 —13x> +3x— 7 2 3 2x + 1
=x-1)+ — + :
x*—=3x3+x%24+4 x—2 (x—2)2 x?+x+1




Bay gio, chiing ta hay quay tro lai voi cac ham. Bang cach tinh gia tri cua cac da thirc tai cac sd thyc,
chung ta sé thu duoc cac ham duoc goi 1a cac ham da thirc. Nhu vdy, néu D S R thi mot ham da thirc xac
dinh trén D dugc dinh nghia la mot ham f: D — R xac dinh boi

f(x) = cpx™ + o x™ 1 + -+ ¢yx + ¢y véimoi x € D,
trong do n la mot s6 nguyén khong 4m va ¢y, ¢, ..., ¢, 1a cac so thuc.

Ngoai ra, chiing ta cling c6 thé xem cac ham da thirc xac dinh trén D 1a 16p cac ham nhan dugc tir ham
ddng nhat xac dinh trén D va cac ham hing tr D dén R bang cach xy dung tong va tich cua cac ham nay.
Néu D 1a mét tap v6 han thi, tir khing dinh (i) néu ¢ trén, mot ham da thirc xac dinh trén D va da thirc
tuong tng s& xac dinh duy nhét 13n nhau. Trong truong hop nay, ching ta c¢6 thé ddng nhit chung véi nhau
va cho phép cac ham da thic nay ké thira mot s6 thuat ngir da dwoc xay dung cho cac da thirc. Ching han,
mot ham da thire dugc goi 1a c6 bac n néu da thirc twong tmg c6 bac n.

Cac ham phan thirc lam phat sinh cac ham gia trj thuc xac dinh trén cac tap con D cua R véi diéu kién
mau sb cua chung khong triét tiéu tai bt ki diém nao cua D. Nhu vdy, mot ham phdn thire xac dinh trén D
la mot ham f: D — R sao cho f(x) = p(x)/q(x) voi moi x € D, trong d6 p va q la cac ham da thirc xac
dinh trén D sao cho q(x) # 0 voi moi x € D.

Cac ham da thuc va cac ham phan thirc (xac dinh trén D € R) la cac truong hop dac biét cua cac ham
dai s6 (xac dinh trén D € R) dugc dinh nghia sau ddy. Mot ham f: D — R duoc goi 1a mot ham dai s6 néu
y = f(x) thoa man mot phuong trinh véi cac hé s 1a cac da thic, nghia la

Pn (Y™ + P (Y™ + -+ p1 ()Y + po(x) = 0 v6i moi x € D,
trong d6 n € N va py(x), p1(x), ..., p,(x) la cac da thirc sao cho p, (x) la mét da thirc khac khong.

Chéng han, ham f: [0, ) = R xac dinh bdi f(x) = ¥/x la mot ham dai s6 boi vi y = f(x) thoa man
phuong trinh y™ — x = 0 v6i moi x € [0, o).

Chung ta ciing c6 thé chirmg minh ring cac tong, tich, thwong cua cac ham dai sb cling la cac ham dai s6.
Sau ddy, chung ta sé trinh bay mét vi du minh hoa don gian giai thich tai sao mét tinh chat nhu vy 1a ding.
Xét tong y = vx + vx + 1 clia cac ham rd rang 1a dai s6. Dé chi ra rang téng nay la dai sd, viét y — Vx =
Vx + 1, binh phuong ca hai vé va rit gon thanh y? — 1 = 2y+/x; tiép theo, binh phuong hai vé mét lan
nira, chung ta sé thu duoc phuong trinh y* — 2(1 + 2x)y? + 1 = 0, dpcm. Cac ham dai s6 ciing c6 tinh
chét 1a can cua ching ciing 1a dai s6. N6i mot cach chinh xac hon, néu f: D — R 1a dai s6 va f(x) = 0 véi
moi x € D thi moi cin cua f cling 1a dai s6, nghia 13, voi moi d € N, ham g: D — R xac dinh boi g(x) =
4/f(x) 1a ham dai s6. Diéu nay c6 thé dugc suy ra bang cach thay thé y bdi y? trong phuong trinh dai s6
dugc thoa man boi y = f(x) va, luu y rang, phuong trinh két qua sé dugc thoa man boi y = g(x). Nhu
vdy, ching ta c6 thé nhan thiy ring cac ham dai sd s& tao thanh mot 10p ham kha 16n dong kin dudi cac
phép toan co ban cua dai s6. Lop nay c6 thé dugc xem nhu mot kho duy trit co ban cia cac ham ma tir d6 c6
thé rat ra nhiéu vi du khac nhau. Mot ham gia tri thuc khong phai 1a ham dai s6 s& duoc goi 1a mot ham
siéu viét.



Ngoai cac phép toan dai s§, mot cach hiéu qua khac dé xay dung cac ham moéi 1a ghép cac ham da biét
lai v6i nhau. Chang han, xét ham f: R — R xac dinh boi mot trong hai diéu sau ddy:

) _ _ xnéux >0, . _ x+2néux$1,
D f) =l = {—x néux <0, (i f (=) {(x2 —9)/8 néux > 1.
Y Yy
~ 1.
a A
2 i i
y = |z|
{
; : : : : — T :
&9 18 1 8 8 /

x+2néux£1,

Hinh vé minh hoa do thi cua cac ham f(x) = |x| va f(x) = .
' ‘ fO = Ixlva f(x) {(x2—9)/8 néux > 1.

Bang cach lay phan nguyén (hoic san) cua mot s6 thuc, ching ta s& tao ra mot ham f: R — R xac dinh
boi f(x) = [x], ma ching ta s& goi 1a ham phéan nguyén hoic ham san. Tuong tuy, ham g: R — R xac dinh
boi g(x) = [x] s& duoc goi la ham tran. Hai ham nay cling c6 thé dugc xem nhu cac vi du vé cac ham thu
duogc bang cach ghép cac ham di biét lai voi nhau va d6 thi ciia chiing dugc thé hién trong hinh vé bén dudi

day.
u
A u
! 4]
i LS 8 e
3 i — 3 4 —8
2| - y = [z] B,
1 L R I L—a il'= |—v! -l
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Hinh v& minh hoa db thi cia ham phan nguyén y = [x] va ham tran y = [x].



Nhu di thy trong hinh vé, thudng xay ra trudng hop do thi cua cac ham xac dinh bang cach ghép cac
ham khac nhau lai voi nhau tréng nhu bj gay hodc co cac canh gidng nhu cai mo. Ngoai ra, ndi chung, cac
ham nhu vay khong phai Ia dai s6. Tuy nhién, cac ham nhu vy c6 thé kha hitu ich trong viéc xdy dung cac
vi du vé cac “hanh vi hoang di” nhét dinh.

Nhan xét. Cac da thic (theo mot bién) twong ty nhu cac sé nguyén. Tuong tu, cac ham phan thirc trong
tu nhu cac s6 hitu ti. Cac ham dai s6 va cac ham siéu viét ciing co cac diém tuwong tu trong 1y thuyét sé hoc,
dugc dinh nghia nhu sau. Mot sb thuc a duogc g0i la mot s dai s6 néu no thoa man mot phuong trinh da
thirc khac khong véi cac hé s6 nguyén nao do. Cac sé khong phai 1a s6 dai sé duoc goi 1a cac sé sidu viét.
Chéng han, ching ta c6 thé nhan thiy ring v2,+/3, ¥/7,v2 + V3 1a cac s6 dai s6. Ngoai ra, moi s6 hiru ti
déu 1a mot sb dai s6. Mt khac, khong d& dé chiing ta c6 thé dua ra cac vi du cu thé vé cac sd siéu viét.

Tiép theo, chiing ta s& thao luan mot s tinh chat hinh hoc cta cac ham gia tri thuc xac dinh trén cac tap
con nhat dinh cua R.

Cac ham bj chin

Khai niém vé mot tap bi chin c6 mot sy twong tu trong truong hop cac ham. Trén thyc té, ching ta s& su
dung cac thuat ngit vé ham cho tap gia tri cia chiing. Noi mot cach chinh xac hon, ching ta sé dua ra cac
dinh nghia nhu sau.

Giasu D € Rva f: D — R 1a mot ham sé.

1. f duoc goi 1a bi chén trén trén D néu ton tai mot s6 thuc @ € R sao cho f(x) < a vdi moi x € D. Bat
ki mot s6 thuc a nao nhu vay déu duoc goi 1a mot chdn trén cia f.

2. f duoc goi 1a bi chén dwdi trén D néu ton tai mot s6 thuc B € R sao cho f(x) = B vdi moi x € D.
Bat ki mot s6 thuc 8 nao nhu vay déu duoc goi 1a mot chén dwdi cua f.

3. f duoc goi 1a bi chén trén D néu nd bi chan trén D ciing nhu bj chin dudi trén D.

Luu y rang f bi chin trén D khi va chi khi ton tai mot s6 thuc ¥ € R sao cho |f(x)| < ¥ voi moi x € D.
Bét ki mot sd thuc y nao nhu vay déu dugc goi 1a mot chin cho gida tri tuyét doi cua f. V& mit hinh hoc, f
bi chan trén co nghia 1a d thi cia f nam dudi mot duong thang nim ngang nao do, trong khi f bi chan
dudi cé nghia 1a db thi ciia n6 nam trén mot duong thing nam ngang nao do.

Chéng han, ham f: R - R xac dinh boi f(x) = —x2 bj chin trén trén R, trong khi ham f: R — R xac
dinh boi f(x) = x? bi chin dudi trén R. Tuy nhién, ca hai ham nay déu khong bi chin trén R. Mat khac,
ham f: R = R xac dinh boi f(x) = x2/(x? + 1) dua ra mot vi du vé mot ham bi chin trén R. Dbi véi ham
nay, ching ta dé dang nhan thy ring 0 < f(x) < 1 vi moi x € R. Trén thyc té, cic chian 0 va 1 1a ti uu
theo nghia

inf{f(x):x € R} = 0vasup{f(x):x € R} = 1.

Trong s6 cac dang thic nay, ding thirc thir nhit 1a hién nhién bdi vi f(x) = 0 véi moi x € R va £(0) =
0. Bé nhan duoc dang thic tha hai, ki hiéu a 1a mot chin trén sao cho a < 1.



Khi d6, 1 — @ > 0, nén ching ta c6 thé tim dugc mot sb tw nhién n € N sao cho

n—1 1
=1—-=>a,
n

%<1—avéf(\/n—1)=

mau thuan.

Diéu nay ching to rang sup{f (x): x € R} = 1. Nhu vay, ching ta c6 mot sy khac biét vé chat giira
infimum cua (tap gia trj cua) f dat dugc va supremum khong dat duoc. Diéu nay goi y dinh nghia tong quat
sau day.

Giasu D € Rva f: D — R 1a mot ham s6. Chiing ta s& no6i rang

1. f dat dwgc chdn trén cia nd trén D néu tdn tai mot s6 thuc ¢ € D sao cho
sup{f(x):x € D} = f(c),

2. f dat dwoc chén dwoi cia né trén D néu ton tai mot so thuc d € D sao cho
inf{f(x):x € D} = f(d),

3. f dat dwoc cac chdn cua no trén D néu no dat duge cin trén cua nd trén D cung nhu dat duoc can
dudi cua no trén D.

Trong truong hop f dat duoc chin trén, ching ta c6 thé viét max{f (x): x € D} thay cho sup{f(x): x €
D}. Tuong tu, néu f dat dwgc chin dudi cua né thi “inf” ¢6 thé dugc thay thé boi “min”.

Tinh don di¢u, tinh 16i, tinh 16m
Tinh don diéu 1a mot tinh chat hinh hoc cia mot ham gia tri thuc xac dinh trén mot tap con cua R tuong

{rng voi d6 thi cua né dang ting hoic dang giam.

Y Y

Hinh vé minh hoa db thj dic trung ctia cac ham ting va cac ham giam xac dinh trén I = [a, b].



Mot dinh nghia hinh thirc dugc néu ra nhu sau. Gia st D € R sao cho D ¢6 chira mdt khoang I nao do
va f:D - R 1a mot ham sd. Chung ta sé ndi rang

1. f ting (don diéu) trén I néu
X1,%, €E1,x; < x, = fxy) < fxy),
2. f giam (don di¢u) trén I néu
x1,%; € L xy <x = fxy) = fx2),
3. f don diéu trén I néu f don diéu ting trén I hodc f don diéu giam trén 1.

K¢é tiép, chung ta s& thao ludn vé cac tinh chat phirc tao hon ctia mot ham, duoc goi 1a tinh 16i va tinh
16m. V& mat hinh hoc, nhitng khai niém nay duoc mo ta mot cach dé dang. Mot ham duoc goi 1a 16i néu
doan thing ni hai diém bét ki trén dd thi ctia né ludn ndm trén d6 thi. Mot ham duoc goi 1a 16m néu bat ki
doan thing nao nhu vay s& ludn nam dudi dd thi.

=
2

0 7 S 9 b 0 a I ra b

Hinh vé minh hoa db thi déc trung ctia cac ham 19i va cac ham 16m xac dinh trén I = [a, b].

Pé xay dung dinh nghia mot cach chinh xac hon, trude hét chung ta can luu y ring tinh 16i hodc tinh
16m déu co thé dugc xac dinh tuong tmg véi mot khoang I nao d6 chira trong tap xac dinh ciia mot ham f
va, voi bat ki x4, x, € I nao véi x; < x,, phuong trinh cua duong thang ndi giira cac diém (xy, £ (x;)) va
(x, f (x;)) twong Ung trén d6 thi cua f xac dinh boi

f(xz) — f(x1)

y — f(x;) = m(x — x;),trong @6 m =
Xy — Xq

Nhu vay, mot 1an nira, gia st D € R sao cho D c6 chira mot khoang I nao d6 va f: D — R 1a mot ham
s6. Chiing ta sé noi rang

1. f 16i trén I néu

X1, X, X ELx; <x<x, = fx) — fxy) < f&a) = FO0) (x — xq),
X, — Xq



2. f lom trén I néu

X, %, X ELx; <x<x,= fx)— f(x,) =

o9t

X2

Mot cach khac dé chung ta c6 thé hinh thanh cac dinh nghia vé tinh 18i va tinh 16m nhu sau. DAu tién,
luu y ring, voi moi x4, x, € R véi x; < x5, cac diém x nim gitra x, va x, c6 dang (1 — t)x; + tx, voi mot
s6 t € (0,1); trén thyc té, t va x xac dinh duy nht 1an nhau, boi vi

X —X
x=1—-x, +tx, &t =—"+.
X2 — X1

Bang cach thay diéu nay vao dinh nghia néu trén, ching ta sé nhan thay rang f 16i trén I néu (va chi
néu), v&i moi x;, x, € I vi x; < x, va véi moi t € (0,1), ching ta sé ¢6 f((1 — t)x; + tx,) <
(1 —t)f(xy) + tf(x,). Tt nhién, vai tro cia t va 1 — t c6 thé d& dang duoc dao nguoc cho nhau va, voi
quan diém nay, chung ta s& khong can phai gia sir x; < x,. Nhu vy, f 16i trén I néu (va chi néu)

fltx; + (1 —t)xy) <tf(x) + (A —t)f(x,) véimoixy,x, €Ivat € (0,1).
Tuong tu, f 16m trén I néu (va chi néu)
fltx; + (1 —t)xy) = tf (x) + (1 —t)f(xp) véimoixy, x, € 1vat € (0,1).

Trong mdi dinh nghia trén, trén thuc té, ching ta cd thé thu dugc mot két ludn manh hon murc can thiét
dé thoa man cac dinh nghia vé cac ham ting/giam va 16i/16m. Cu thé, thay vi cac bat ddng thirc “<” va “>”,
chang ta s& thu duogc cac bat dang thirc nghiém ngit “<” va “>” twong tng. Néu chiing ta mudn nhdn manh
thi thuat ngit ting nghiém ngdt, giam nghiém ngit, 16i nghiém ngit, lom nghiém ngdt s& duoc st dung.
Céc dinh nghia cua cac khai niém nay déu co thé nhan dugc bing cach thay dbi bit ding thirc “<” va “>”
tuong tng. Ngoai ra, chung ta cling sé noi rang mot ham 1a don diéu nghiém ngat néu né ting hoic giam
nghi€ém ngat.

Cac diém cuec tri dia phwong va cac diém uon

Nhirng diém ma tai d6 d thi cia mot ham sb c6 cuc dai hodc cuc tiéu, hodc tai do tinh 16i chuyén thanh
tinh 16m (hodc nguoc lai), rat duoc quan tim trong giai tich va cac (mg dung cta nd. Bay gio, ching ta sé
chinh thirc gidi thiéu thuat ngilt s& dugc st dung dé mo ta loai hanh vi nay.

Giasat D € R vac € D sao cho D c6 chira mot khoang (¢ — 7, ¢ + 1) v6i mot sé r > 0 nao do. Gia sur
f:D — R, chiing ta sé noi rang

1. f c6 mot cuwe dai dia phwong tai ¢ néu ton tai mot sd thuc § > 0 voi § < r sao cho f(x) < f(c) voi
moi x € (c — 8,¢c + 6),

2. f c6 mot cuc tiéu dia phwong tai c néu ton tai mot s6 thuc § > 0 vdi § < 7 sao cho f(x) = f(c) voi
moi x € (c —8,c+6),

3. f co moét cue tri dia phwong tai ¢ néu f ¢6 mot cuc dai dia phuong tai ¢ hodc mot cuc tiéu dja
phuong tai c.



4. ¢ dugc goi 1a mot diém uén cia f néu ton tai mot s thuc § > 0 voi § < r sao cho f 10i trén (¢ —
8, ¢) trong khi £ 16m trén (c, ¢ + §) hodc nguoc lai, nghia 1 f 16m trén (c — &, ¢) trong khi f 15i trén
(c,c +9).

Cén luu y rang cac thuat ngir cuc dai dia phwong, cuc tiéu dia phuwong va cuc trj thuong duge st dung
duéi dang sb nhiéu l1a cac cuc dai dja phuong, cuc tiéu dia phuong va cuc trj dia phuong twong tng.

Chang han,

(i) Ham f:R — R xac dinh boi f(x) = —x? c6 mdt cuc dai dia phuong tai goc toa do, nghia 1a tai 0.
(ii) Ham f: R = R xac dinh boi f(x) = |x| c6 mot cuc tiéu dia phuong tai gbc toa do, nghia 1a tai 0.
(iii) Ham f: R = R xac dinh boi f(x) = x3 c6 mot diém udn tai gbc toa do, nghia 1a tai 0.

Nhu di dugc dé cap trude ddy, ham c6 thé thoa man tinh chit theo nghia manh hon. Chang han, vdi ham
f:R - R duogc xac dinh boi (i), ching ta khong chi ¢6 f(x) < f(0) trong mot khoang nao do xung quanh
0 va, trén thyc té, f(x) < £(0) v6i moi diém x ndm trong khoang xung quanh diém 0, ngoai trir diém 0.
Dé nhan manh diéu nay, thuat ngu cwe dai dia phwong nghiém ngt, cuc tiéu dia phwong nghiém ngt,
cuc tri dia phwong nghiém ngdt s¢ duoc s dung. Hai khai niém dau tién cua cac khai niém nay duoc xac
dinh bang cach thay d6i trong 1) va 2) cic bat dang thirc “<” va “>” boi cac bat dang thirc nghiém ngat
“<” ya “>” va didu kién “x € (¢ — 8, ¢ + 8)” boi diéu kién “x € (c — 8,¢ + 8),x # ¢”. Chiing ta s& ndi
rang f c¢6 mdt cyc tri dia phuong nghiém ngit tai ¢ khi n6 c6 mot cuc dai dia phuong nghiém ngit hoic
mot cuc tiéu dia phuong nghiém ngat tai c. Cubi cung, khai niém vé& mot diém ubn nghiém ngat s¢ dugc
xac dinh bang cach bo sung thém tir “nghiém ngit” ngay sau tir “15i” va “16m” trong dinh nghia vé diém
ubn néu o trén.

Chung ta ciing dé dang nhan thiy rang néu D € R c6 chita mot khoang mo c6 dang (¢ — r, ¢ + 1) véi
mot s6 r > 0 nao d6 va f: D — R 1a mot ham sao cho f giam trén (¢ — 8, ¢] va tang trén [c, ¢ + &) vi mot
s6 0 < & < rthi f s phai c6 cyc tiéu dja phuong tai c. Nhung diéu nguoc lai khong nhat thiét phai ding.

Chang han, xét ham [—1,1] = R thu duoc bang cach ghép vo s cac duong zigzag lai voi nhau nhu sau.
Trén [1/(n 4 1),1/n], ching ta dinh nghia f sao cho d6 thi cia n6 dugc tao thanh boi cac doan thing PM
va MQ, trong d6 P, Q 1a cac diém nam trén duong thiang y = x c6 toa do x 1an lwgtla 1/(n + 1) va 1/n,
trong khi M 1a diém ndm trén duong thang y = 2x c¢6 hoanh do x 1a trung diém cua hoanh d6 x cua P va Q.

No6i mét cach chinh xac, voi moi n € N, chung ta dinh nghia

(2(n+1)x—2n+1néu ! stzn—-l_l

F) = n+1 n+1 2n(n+1)
—2nx+2n+1néuﬂ<x 1
n 2n(n+1) " "~ n

Ngoai ra, ki hiéu f(0) = 0 va f(x) = f(—x) voi moi x € [—1,0).

R rang 1a f ¢6 mot cyc tiéu dia phuong tai 0. Tuy nhién, khong ¢ bt ki mét sb thuc § > 0 nao sao
cho f giam trén (—§, 0] va f ting trén [0, §).
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Hinh vé minh hoa db thi ciia ham zigzag tuyén tinh ting phan f (x).

Nhan xét tuong ti ciing dung d6i voi khai niém cuc dai dia phuong.

Trong cac vi du néu ¢ trén, cac vi du minh hoa cac hién tugng hinh hoc cua cac tinh chat ting/giam,
16i/16m, cyc dai/cyc tiéu dja phuong, cac diém udn, viéc kiém tra cac tinh chét twong ing kha d& dang. Trén
thuc té, chiing ta ¢a xem xét nhitng ham don gian nhét trong s6 nhitng ham nguyén mau cua cac hién tuong
néu ¢ trén. Nhung ngay ca nhu vay, viéc chirng minh tinh 16i hodc 16m trong trudng hop cac ham x? va x3
cling doi hoi mot s6 nd luc nhét dinh. Khi xem xét cac ham phirc tap hon, viéc xac minh tit ca cac tinh chat
hinh hoc nay cé thé ngay cang trd nén khé khin hon. Trong bai viét “Phép tinh vi phan ham mot bién
(2)”, ching ta s& mo ta mot s6 két qua co ban tir 1i thuyét giai tich ¢6 thé lam cho viéc xac minh nhu vy tro
nén don gian hon rat nhiéu dbi voi mot 16p 16n cac ham. Tuy nhién, that hitu ich khi nhé rang cach dinh
nghia cling nhu y tuong tryc quan dang sau cac tinh chat nay 1a hinh hoc va, nhu vy, n6 doc 1ap vdi cac
khai niém vé giai tich ma ching ta s& gip trong cac phan tiép theo ctia bai viét.



Tinh chét gia tri trung binh

Bay gio, ching ta hdy xem xét mét tinh chat hinh hoc tryc quan twong (mg cia mot ham véi y tuong cho
rang do thi cia mot ham khong c6 “diém gian doan” hodc “tinh khong lién tuc”. Chang han, néu f: R —» R
xac dinh boi f(x) = 2x + 1 hodc boi f(x) = x? hodc boi f(x) = |x| thi dd thi cua f duong nhu khong co
“diém gian doan” nao. Nhung néu f: R — R xac dinh boi

x+2 néuxSl,

fx) = {(x2 —9)/8 néux > 1,

thi dd thi cua f dudng nhu c6 mot “diém gian doan”.

Diéu kién tryc quan trén dd thi ndy cua mot ham gia tri thuc f c6 thé dugc cong thirc hoa bing cach phat
biéu ring moi gia tri trung gian cua f déu co thé dat duoc boi f. N6i mot cach chinh xac hon, chiing ta s&
dua ra dinh nghia sau.

Gia st I 1a mot khoang va f:I — R 1a mot ham s6. Chiing ta s& ndi rang f co tinh chdt gid tri trung
gian trén I néu, véimoia,b €[ vdia < bvar € R,

r nam gitra f(a) va f(b) = r = f(x) véi mot sé x € [a, b] nao do.

Luu y rang néu f:1 — R c6 tinh chét gia trj trung gian trén I va J 1a mot khoang con nao d6 cua I thi f
cling s& co tinh chat gia tri trung gian trén J.

Két qua 1.3.1.
Gia str I 1a mot khoang nao do va f: 1 — R 1a mot ham bat ki.
Khi d6,

f c6 tinh chét gia trj trung gian trén I = f(I) 1a mot khoang.

Chirng minh két qua 1.3.1.

Giastrc,d € f(I) voic < d.Khido, c = f(a) vad = f(b) voi cac s6 a,b € I nao d6. Nhan thiy rang
néu r € (c, d) thi, tir tinh chat gia tri trung gian cua f trén I, ton tai mot s6 thyc x € I nam gitra a va b sao
cho f(x) = r. Nhu vay, r € f(I). Piéu nay chi ra rang f(I) 1a mot khoang. O

Nhan xét.

Nhan thy rang chiéu nguoc lai cua két qua trén cling ding véi cac ham don diéu. Dé nhan thiy diéu
nay, gia st I la mot khoang va f: I — R la mdt ham don diéu sao cho f(I) 1a mot khoang. Gia su x4, x, € [
sao cho x; < x, va r 1a mot s6 thuc nao d6 nam gitra £ (x,) va f(x,). Do f(I) 1a mot khoang nén ton tai
mot s thuc x € I sao cho r = f(x). Ké tiép, do f don diéu ting trén I nén ching ta s& phai co f(x;) <
f(x,); do @6, f(x1) < f(x) < f(x,). Nhu vay, x; < x < x,. Tuong tu, néu f don diéu giam trén I thi
ching ta sé phai co f(x;) = f(x) = f(x,); do d0, x; < x < x,. Diéu nay chi ra ring f c6 tinh chét gia tri
trung gian trén .




Tuy nhién, n6i chung, chiéu nguoc lai cta két qua néu trong Két qua 1.3.1) 1a khong ding. Chéng han,
néu I = [0,2] va f:1 - R xac dinh boi

x nfu0<x<1
xX) = -
) {S—xnéu1st2,

thi £(I) = I 1a mot khoang nhung I khong c6 tinh chét gia tri trung gian trén /. Chang han, z nam gitra 1 =
f( Vé% =f (S), nhung 2 # f(x) voi moi x € [1, S] Chung ta cling c6 thé luu ¥ trong vi du nay ring f la
mot don anh nhung khong don diéu trén I. Ngoai ra, f (E , %D = E, 1] U E, 2], nén rd rang no khong thé

la mot khoang.

Két qua 1.3.2.
Gia st I 1a mot khoang va f:1 — R 1a mot ham bat ki.
Khi do,

f co tinh chat gia tri trung gian trén I < véi moi khoang con J cua I, f(J) 1a mot khoang.

Chirng minh két qua 1.3.2.

Tinh dung dan cua chiéu = duoc suy ra tir viée ap dung Két qua 1.3.1) cho cac phép thu hep cua f trén
cac khoang con J cua I. Nguoc lai, gia st £(J) 1a mot khoang nao d6 vai moi khoang con J cua I. Gia su
a,b € 1véia < bvar € Rnam gitra f(a) va f(b). Xét ] = [a, b]. Khi d0, J 1a mot khoang con cta I, nén
£ () s&1a mot khoang c6 chira ca f(a) va f(b). Do dd, r = f(x) voi mdt sé x € ] nao d6. Nhu vay, f sé
c6 tinh chat gi trj trung gian trén . O

Moi quan hé gifra tinh don diéu (nghiém ngit) va tinh chat gia tri trung gian sé dugc 1am ro hon trong
két qua sau day.

Két qua 1.3.3.
Gia str I 1a mot khoang va f:1 — R 1a mot ham so.

Khi d6, f 1a don anh va c6 tinh chat gié tri trung gian trén I khi va chi khi f don diéu nghiém ngit va
f(I) 1a mot khoang. Trong trudng hop nay, f~1: f(I) - R ciing 1a don diéu nghiém ngat va c6 tinh chat
gia tri trung gian trén f(I).

Chirng minh két qua 1.3.3.

Gia st f 1a don anh va c6 tinh chat gia tri trung gian trén I. T Két qua 1.3.1), f(I) 1a mot khoang. Gia
st f khong don diéu nghiém ngit trén I. Khi do, ton tai cac s x4, x, € I va cac sb y;,y, € I sao cho

x; < x, nhung f(x;) = f(x;) vay; <y, nhung f(y;) < f(y2).

Ki hiéu a = min{x,,y,} va b = max{x,,y,}. Luu y rang a < b. Ké tiép, gia st f(a) < f(b). Khi do,
ching ta s& phai co f(x;) < f(b) boi vi, néu khong, f(x;) > f(b) = f(a) va, tir tinh chat gi tri trung




gian cua f trén I, ton tai mot s6 z; € [a, x4] sao cho f(z;) = f(b). Nhung do z; < x; < x, < b nén diéu
nay s& mau thuin voi gia thiét £ 1a mot don anh. Nhu vay, ching ta s& ¢ f(x,) < f(x;) < f(b). Mot 1an
nira, tir tinh cht gia tri trung gian cua f trén I, ton tai mot sé wy € [x,, b] sao cho f(w;) = f(x;). Nhung
do x; < x, < w, nén diéu nay sé mau thudn voi gia thit £ 1a mot don anh. Ké tiép, gia su f(b) < f(a). O
day, ching ta sé phai ¢6 f(v,) < f(a) baoi vi, néu khong, f(y,) > f(a) > f(b) va, tir tinh chét gia tri
trung gian cua f trén I, ton tai mot sb z, € [y,, b] sao cho f(z,) = f(a). Nhung do a < y; < y, < z, nén
diéu nay s€ mau thuin voi gia thiét £ 1a mot don anh. Nhu vay, ching ta sé co f(y;) < f(y,) < f(a). Mot
14n nira, tir tinh chat gia tri trung gian cua f trén I, ton tai mot sé w, € [a, y;] sao cho f(w,) = f(y,).
Nhung do w, < y; < y, nén diéu nay sé mau thuan voi gia thiét £ 1a mot don anh. Diéu nay chi ra rang f
la don diéu nghiém ngat trén I.

Dé chirg minh chiéu nguoc lai, gia st f don diéu nghiém ngit trén I va £(I) 1a mot khoang. Khi do,
chung ta nhan thiy rang f sé co tinh chét gia tri trung gian trén I. Ngoai ra, tinh don diéu nghiém ngit o
rang ngu y voi chiing ta rang £ 1a mot don anh.

Cudi cung, gia str f 1a mot don anh va cé tinh chat gia tri trung gian trén I. Khi d6, nhu da thay o trén, f
1a don diéu nghiém ngat trén I. Piéu nay ngu y rang £~ don diéu nghiém ngit trén £(I). Ngoai ra, f(I) 1a
mot khoang va I = f~1(f(I)). Nhu vay, tir su twong duong da dugc ching minh 6 trén, £~ ¢4 tinh chat
gia tri trung gian trén f(I). O

2. Khai niém vé cac day so

Y nghia cta tir “day” gan nhu 1a ty né giai thich cho chinh né. N6 dé cap dén mot su ké thira cua cac ddi
tuong nhat dinh. D6i voi chung ta, nhitng d6i tuong nay sé 1a cac s6 thuc. Mot day s thyuc trong giéng nhu
mdt chudi lién tiép vO tan chéng han nhu

ay, Ay, a3, Ay, As, ...
trong do a,, la cac so thuc.

Chang han, 1,-, , ... 1a mot day s6 thyc. Néu ching ta nhin vao mot diy thi ty nhién sé hoi nd sé
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dan dén dau. Ching han, day 1,%,;, .. 6 trén dudng nhu tién t4i 0. Chung ta sé 1am cho y tuong nay tro nén

chinh xac hon bang cach dinh nghia khai niém vé sy hoi tu cua cac day.

Trong myc 2.1. Tinh hi tu cta cac day sé dudi ddy, chiing ta s& bat dau véi mot dinh nghia chinh thirc
cua mot ddy va tiép tuc thao luan vé mdt sb khai niém va két qua co ban lién quan. Pong thoi, ching ta
cling s& xem xét mot s6 vi du vé cac day s va xem liéu chiing co tién dén mot sé c¢d dinh nao hay khong.
Ké tiép, trong muc 2.2. Cac diy con va cac day Cauchy, ching ta sé xét khai niém day con cia mot day
da cho va day cling 1a mot 16p dic biét cua cac day duoc goi 1a cac day Cauchy. Chung ta s& chi ra rang bat
ki mot chudi nao trong R thoa man mot diéu kién nhe 1a “bi chidn” déu c6 chira mot diy con hoi tu. Ngoai
ra, chiing ta ciing sé chi ra rang mot day trong R 1a hoi ty khi va chi khi n6 1a mét ddy Cauchy.



2.1. Tinh hdi tu cua cac day sb

Mot ddy (trong R) duoc dinh nghia 1a mot ham gia tri thuc c6 tdp xac dinh 1a tip N cac s6 tu nhién.
Thong thuong, chiing ta sé biéu thi cac day béi (ay,), (by,),v.v... hodc d6i khi boi (4,), (By,), v.v... Gia tri
cua ddy (a,) tai n € N dugc xac dinh boi a,, va nd dugc goi 1a s6 hang thir n cua diy do. Mot s6 vi du don
gian duoc liét ké ra sau day: voi moi n € N, xét

() a, = 1, (ii) a, = (-D", (iii) a,, = %, (iv) a, =n,(v) a, = (—1)"n.

Chung ta s€ su dung cac thuat nglt “bi chdn”, “khong bi chan”, “bi chin trén”, “bi chin dudi” cho mot
day cling giéng nhu cach chiing ta stir dung chiing cho bat ki mot ham nao khac. Nhu véy, cac day xac dinh
trong (i), (ii), (iii) la bi chan, nhung cac day xac dinh trong (iv), (v) la khong bi chan. Day xac dinh trong
(iv) 1a bi chan dudi (boi 1) nhung khong bi chan trén, con day xac dinh trong (v) khong bi chan trén cling
nhu khong bi chan duoi.

Chung ta s€ noi rang (a,,) la hdi tu néu ton tai mot s6 a € R thoa man dicu kién sau: vi moi € > 0, ton
tai mot sO ny € N sao cho

la, —al < & véi moi n > n,.

Trong truong hop nay, chung ta sé néi rang (a,,) hdi tu téi a hodc a 1a mot gisi han cia (a,) va viét
a, — a (khi n —» o). Mot day khong hoi tu dwoc goi la phdn ky.

Chang han,
(i) Néu a, =1 voi moi n € N thi hién nhién a,, - 1.

(ii) Néu a,, = (—1)" v6i moi n € N thi (a,,) 1a phan ky. Diéu nay c6 thé dugc suy ra nhu sau. Gia sir
a € R. Néu |a| # 1 thi ching ta sé ki hiéu € = min{|a — 1], |a + 1|}. Khi d6, € > 0. Nhén thay rang
la,, — a| = £ véi moi n € N. Néu |a| = 1 thi chiing ta sé ki hiéu & = 2 va nhan xét rang |a,, — 1| > € voi
moi s 1é n va |a,, — (—1)| = € v6i moi s chin n.

(iii) Néu a,, = 1/n v&i moi n € N thi a,, = 0. That vdy, voi moi € > 0 cho trudc, chiing ta c6 thé chon
ny = [1/€] + 1 vakhi dd |a,, — 0| < € v6i moi n = n,.

(iv) Néu a,, = n véi moi n € N thi (a,,) 1a phan ky. That vay, vdi moi € > 0 cho trudc, ching ta sé co
la,, — a| = 1 véi moi n > [|al] + 1. Twong ty, néu a,, = (—1)™n vdi moi n € N thi (a,,) 1a phan ky.

Trudc khi bat dau thao luan vé cac day hoi tu, chung ta s& thuc hién hai quan sat sau.

Déu tién, tinh hoi tu cua ddy (a,,) s& khong bi thay d6i néu c6 mot sé hiru han cac a,, duoc thay thé boi
mot 8O b, khac. Nhu vay, néu chung ta thay thé a,, 1 s Oy, tuOng Ung boi by, , ..., by, thi day bi thay dbi s&
hoi tu khi va chi khi diy ban dau hoi tu. V&i quan diém nay, d6i khi chiing ta ciing c6 thé coi (1/a,,) 1a mot
day néu ching ta biét tat ca ngoai trir mot s6 hiru han céc a,, 1a khac khong.



Ké tiép, néu a,, — a thi bat dang thirc
||an| - |Cl|| < |an - aI,n e N,

cho thdy rang |a,| = |a|. Diéu nguoc lai 1a khong dung nhu ching ta c6 thé thdy khi xét a,, = (—1)" véi
moi n € N. Tuy nhién, néu |a,| — 0 thi ro rang 1a a,, — 0.

Két qua 2.1.1.
(i) Moi day hoi tu déu chi c6 duy nhat mot gidi han.

(ii) Moi ddy hoi tu déu bi chan.

Chirng minh két qua 2.1.1.

(i) Gia su a, — a cung nhu a,, = b. Néu b # a thi ching ta s€ ki hiéu € = |a — b|. Do a,, = a nén ton
tai mot s6 n,; € N sao cho |a, — a| < €/2 voi moi n = n, vado a,, = b nén ton tai mdt sé6 n, € N sao cho
la, — b| < &/2 vbéi moi n = n,. Ki hiéu ny = max{n,,n,}. Khi do,
£

2=|a—b|.

€
|a—b|§|a—an0|+|an0—b|<§+

Dbiéu mau thuan nay ching to rang a = b.

(i) Gia st a,, = a. Khi d9, ton tai mot s6 ny, € N sao cho |a, — a| < 1 voimoin > n,. Néu a =

max{lall, . |an0|, la| + 1} thi |a,| < a véi moi n € N. Nhu vay, (a,,) 1a bi chan. O
Gia st a,, — a. Xét khang dinh (i) cuia Két qua 2.1.1), chung ta s& ndi rang a 1a gidi han cua (a,,) va viét
lim,_.a, = a.

BAy gio, chiing ta sé chirng minh mot s6 két qua rat hitu ich trong viéc chirng minh tinh héi tu va phan
ky cua mot loat day khac nhau.

Pau tién, chiing ta xem xét xem cac phép toan dai s6 trén R s& co lién quan nhu thé nao vdi khai niém
vé tinh hoi tu cia mot diy sd thue cho trude. Két qua sau day duoc goi 1a Quy tac tinh gioi han cho cac
day.

Két qua 2.1.2.

Giasra, > avab, - b.
Khi do,

(i a,+b, —a+b,

(i) ra, — ra voi moir € R,

(i) a, b, — ab,




(iv) néu a # 0 thi ton tai mot sO m € N sao cho a,, # 0 voi moin > m, va

1 1
— % —.
a, a

Chirng minh két qua 2.1.2.
Gia str cho trudc mot s6 thuc duong € > 0. Khi do, ton tai cac s ty nhién ny,n, € N sao cho
la, —al < € voi moi n = n, va |b, — b| < &€ voi moi n > n,.
(i) Kihiéu ny = max{n,, n,}. Khi do, véi moi n = n,,
la, + b, — (a+b)| <l|a,—al+|b,—b| <e+e=2¢.
(ii) Ki hiéu ny, = n,. Khi do, véi moi n = n,,
|ra, —ra| = |r|la,, —a| < |r|e.

(iii) Tt khang dinh (ii) cua Két qua 2.1.1), ton tai mot sé a € R sao cho |a,| < a véi moi n € N. Ki
hiéu n, = max{n,, n,}. Khi do, véi moi n = n,,

lanby, — abl = |a, (b, — b) + (a, — a)ab|
< lan|lby, — bl + la, — al|b
< ac+ £|b|
= (a + |b|)e.

(iv) Do |a| > 0 nén s& ton tai mot sé m € N sao cho |a,, — a| < |a|/2 véi moi n = m. Nhung khi d6
la,| = |la| — |la — a,| > |a|/2 voi moi n = m. Ki hiéu ny = max{n,, m}. Khi do, véi moi n > n,, chung

tas€coa, # 0, va

1 11 la,—a|l 2¢
Lyl 2
ap al lapllal lal
Do & > 0 1a tly y nén cac két luan mong mudn dugc suy ra mot cach dé dang. O

Vi cac ki hiéu va gia thiét nhu trong ménh dé trén, bang cach ap dung két hop cac khang dinh (i) va (ii)
cuia Két qua 2.1.2), ching ta dé dang nhan thiy rang a,, — b, = a — b. Tuong tu, bang cach ap dung két
hop cac khing dinh (iii) va (iv) ciia Két qua 2.1.2), chung ta d& dang nhén thiy rang néu b # 0 thi a,,/b,, =
a/b. Hon nita, véi moi m € Z cho trude, bang cach ap dung lién tiép khang dinh (iii) hodc (iv) cua Két qua
2.1.2), chiing ta cling dé dang nhan thay rang al* — a™, véi diéu kién a # 0 trong trudng hop m < 0.

K¢é tiép, chung ta s& chi ra cach ma tinh hoi tu dugc bao toan dudi tac dung cta quan hé thi ty trén R va

phép toan iy cin bac k.




Két qua 2.1.3.
Gia st (a,,) va (b,) 1a cac diy s6 va a, b 1a cac s6 thyc sao cho a,, = a va b, = b.

(i) Néu ton tai mot s6 ny € N sao cho a,, < b,, véi moi n > n, thi a < b. Nguoc lai, néu a < b thi tén
tai mot sé m, € N sao cho a,, < b, v6i moi n > m,.

/k

(i) Néu a, = 0 véimoin € N thia = 0 va a.’* - a/* véi moi k € N.

Chirng minh két qua 2.1.3.

(i) Giast b < a.Kihiéu € = (a — b)/2. Do b,, = b nén ton tai mot s n; € N sao cho ny; = n, va
b, <b+evdimoin =n,.Nhungdob+e=(a+b)/2=a—enénchungtasécdoa, <b,<a-—c¢
v6i moi n > n,. Piéu nay mau thuin voéi viéc a,, » a. Nhu vay, a < b.

Nguoc lai, gia st a < b. Ki hidu € = (b — a)/2. Khi d0, ton tai mot s6 m; € N sao cho a,, < a + € voi
moi n > m, va ton tai mot sé m, € N sao cho b, > b — € voi moi n = m,. Ki hiéu m, = max{m,, m,}.
Dob—¢=(a+b)/2=a+¢enénchingtasécoa, < (a+b)/2 < b, voi moin = m,.

(ii) Khang dinh (i) ngu y rang a > 0. Gia st cho trudc k € N va € > 0. Do €% > 0 nén ton tai mot s6
n, € N sao cho |a, — a| < ¥ véi moi n > n,. Nhu vay, trr cac bat ding thirc co ban lién quan dén cac cin
(khang dinh (ii) cua Két qua 1.2.2), ching ta thu duoc

|a/* — aV/¥| < |a, — al*/* < & véi moin = n,.

/k k

<A N ’ M 1
Diéu nay chi rarang a,/ " - a'/¥. O

Chung ta ciing can luu y rang c6 thé xay ra viéc a, = a, b, = b, a, < b, voi moi n € N nhung a = b.
Chang han, xét a,, = 0 va b, = 1/n v4i moin € N va nhan xétringa = b = 0.

Vi cac ki hiéu va gia thiét nhu trong ménh dé trén, bang cach két hop khang dinh (iii) cua Két qua
2.1.2) va khing dinh (ii) cua Két qua 2.1.3), chiing ta d& dang nhén thiy ring néu a,, > 0 v6i moi n € N thi
al, = a”, trong d6 r 1a mot sb hiru ti dwong bat ki, boi vi chiing ta 6 thé viét r = m/k, trong d6 m, k € N.
Diéu nay, cung voi khang dinh (iv) cua Két qua 2.1.2), cling cho thiy rang néu a > 0 thi a’, - a”, trong d6
r 1a mot s6 hitu ti 4m bat ki.

Két qua 2.1.4. (Dinh li kep)

Gia st (a,), (b,), (c,) la cac day va ¢ € R sao cho a,, < ¢, < b, véi moi n € N va a,, - ¢ cing nhu

b, — c.

Khi do, ¢,, — c.

Chirng minh két qua 2.1.4.

Gia su cho trudc mot 86 thue duwong € > 0. Do a,, = ¢ nén ton tai mét s n; € Nsaochoa,, —c > —¢
voi moi n = ny vado b, = ¢ nén ton tai mot s0 n, € N sao cho b,, — ¢ < € voi moi n = n,. Ki hiéu n, =
max{n,,n,}.




Khi do,
—e<a,—c<c,—c<b,—c<eg voimoin = n,.
biéu nay chi rarang c, — c. O

Bay gio, chung ta s€ sur dung cac két qua trén dé chi ra rang supremum va infimum cua mot tip con cua
R déu la gioi han cua cac day nao do trong tip con nay.

Két qua 2.1.5.
Gia sur E 1a mot tap con khac rong nao d6 cua R.

(i) Néu E 1a mot tap bi chin trén va a = supE thi ton tai mot day (a,,) sao cho a,, € E véi moi n € N
vaa, — da.

(ii) Néu E 1a mot tap bi chin dudi va b = infE thi ton tai mot day (b,,) sao cho b, € E voi moin € N
va b, - b.

Chirng minh két qua 2.1.5.

Pé chirg minh khang dinh (i), gia sit E 1a mot tap bi chin trén. Ki hiéu a = supE. Khi do, voi moi n €
N, ton tai mot a,, € E sao cho a,, > a — (1/n). Do a,, < a nén ching ta nhan thdy rang 0 < a — a,, <
(1/n) voi moi n € N. Nhu vay, tu Dinh i kep, a,, — a.

Tinh ddng dén cua khing dinh (ii) dugc chimg minh twong tu. m
Chang han,
(i) Giasua € Rvoi |al < 1.
Khi do,
lim,_,a™ =
Néu a = 0 thi diéu nay 1a hién nhién. Gia str @ # 0. Ki hiéu 1/|a|] = 1 + h.

Khi d6, h > 0 va do d6, tr bat dang thirc nhi thirc néu trong Két qua 1.2.3), ching ta s& co

1
W: 1+hA)"*>1+nh>nhvéimoin € N.

Nhu vay, 0 < |a|® < 1/nh. Tt khang dinh (ii) cta 2.1.2) va vi du minh hoa thi (iii), 1/nh = 0. Do do,
tr Dinh li kep, |a|™® = 0, nén do d6 a™ — 0. Nhu mot hé qua, chung ta ciing 6 thé tim duoc gidi han cia
day (4,),trongdo A, =14+a+--+a”véoimoin € N.Do A4, = (1 —a"*')/(1 —a) voimoin € N
nén chiing ta dé dang suy ra rang

1
1—a

lim,,,(1+a+--+a") =




(ii) Giastra € R.
Khi d6,
n

. a
llmn_mo F = (.

Chon ra mot s6 tu nhién m € N sao cho |a| < m.
Khi do, voi moi n > m, chung ta s€ co

Ialm IaI Ialm la\"™ _m™ (la]\"™
[ el () e
m m! \m

j=m+1

n

0<|—

Do m 1a mot hang sb va (Ja|/m)™ — 0 nén, tx Dinh li kep, chiing ta nhan thy rang |a™/n!| - 0, nghia
laa™/n! - 0.

(iii) Gia st a € Rva a > 0.
Khi do,
lim,_,a'/™ = 1.
Diéu nay 1a hién nhiénnéu a = 1. Giastra > 1va s, = a’/" — 1 véimoin € N.
Tu Dinh 1i hé s6 nhj thuc,

a=0+6)"=1+nb,+ -+ 6} >nb,,

0<6,<a/nvéimoin € N.

Do a/n — 0 nén, tir Pinh 1i kep, chiing ta d& dang suy ra §,, — 0, nghialaa/™ - 1.Néu0<a <1
thi, bang cach ki hiéu b = 1/a, chiing ta nhan thiy rang 1/a"™ = b¥/™ — 1, bdi vi b > 1. Nhu viy, tir
khang dinh (iv) cua Két qua 2.1.2), a/™® — 1/1 = 1.

(iv) Voi moi n € N, ki hiéu

+ +oet .
nz+1 n2+2 n+n
Khi do, C,, — 1.

bé chirng minh diéu nay, ki hiéu




n
B z n n* e N
= = volrmoln .
n k_1n2+1 n?+1 :

Khi @6, A,, < C, < B, voi moi n € N va, tir Két qua 2.1.2),

1
A, =— 1,
"1+ /)
B ! 1
= — .
14 (1/n?)

Nhu vay, tu Dinh 1i kep, C,, — 1.

Chung ta da thiy trong khang dinh (ii) ctia Két qua 2.1.2) 1a moi day hoi tu déu bi chan. Mt khac,
khong phai moi ddy bi chan déu hoi tu, nhu duoc chi ra trong vi du a,, = (—1)™ v6i moi n € N. By gio,
chung ta s¢ xem xét mot 16p cac day ma sy hdi tu la twrong duong voi tinh bi chan.

Mot day (a,,) duoc goi la (don di¢u) ting néu ham tuong tmg n + a,, 1a (don diéu) ting, nghia la néu
a, < a,., voi moi n € N. Tuong tu, n6 sé duoc goi la (don di¢u) giam néu ham tuong Gmg 1a (don diéu)
giam, nghia 1a néu a,, > a,,,, voi moi n € N. Mot day duoc goi 1a don di¢u n6 1a don diéu ting hodc don
diéu giam.

Két qua 2.1.6.

(i) Mot ddy don diéu tang sé hoi tu khi va chi khi n6 bi chin trén. Hon nita, néu mét day (a,,) don diéu
tang va bi chan trén thi

lim,_,,a, = sup{a,:n € N}.

(ii) Mot day don diéu giam s& hoi tu khi va chi khi n6 bi chan duéi. Hon nira, néu mét day (a,,) don
diéu giam va bi chan dudi thi

lim,_,a, = inf{a,:n € N}.

Chirng minh két qua 2.1.6.

(i) Gia st (a,) la mdt day don diéu ting. Gia sur no6 bi chan trén. Khi d9, tap {a,: n € N} c6 mdt
supremum. Ki hiéu a = sup{a,:n € N}. Gia st cho trudc mot s6 thyc duong € > 0, t6n tai mot s6 ny € N
sao cho a — £ < a,,. Nhung do (a,) 1a don diéu tang nén ching ta sé c6 a,, < a,, voi moi n = n,. Do do,

a—e<a, <a<a+evoimoin > n,.

Nhu vay, a, = a. Nguoc lai, néu (a,,) hoi tu thi nd s& bi chin trén boi khiang dinh (i) cua Két qua
2.12).

(ii) Phép chirng minh cho khang dinh nay ciing dwoc thuc hién twong tu nhur trén. Ngoai ra, chiing ta
cling c6 thé quan sat thdy rang néu (a,,) 1a don diéu giam va néu ching ta dat b,, = —a,, thi (b,,) la don
diéu tang. Hon ntra, (a,,) s€ bi chan dudi khi va chi khi (b,,) bi chan trén va, trong truong hop nay,




inf{a,:n € N} = —sup{b,: n € N}. Hon nira, tir khang dinh (ii) caa Két qua 2.1.2), a,, — a khi va chi khi
—a, = —a. Nhu vay, tinh dung dén cia két qua mong mudén duoc suy ra tr khang dinh (i) néu & trén. O

Két qua 2.1.7.

Mot day don diéu s€ hoi tu khi va chi khi no bi chan.

Chirng minh két qua 2.1.7.
Tinh dung dén cua khing dinh néu trén dugc suy ra tr cac khang dinh (i) va (i) cua Két qua 2.1.6). o
Chéng han,
(i) Xétday (4,,) xac dinh boi
n
ol 11 1
A"_RZ;)E 1+1|+2|+ +— voimoin € N.

RO rang, (4,) la mdt day don diéu tang. Ngoai ra, voi moi n € N,

1 1
AnSTH14o+ st

1
=1 2(1——)<3
* 2"

Nhu vay, (4,,) bi chin trén. Tt khing dinh (i) cua Két qua 2.1.6), (a,,) s& hoi tu.

(il) Xét day (B,) xac dinh boi

n

1
B, = <1 +E) ,v&éi moin € N.

Chiing ta sé chi ra rang (B,,) 1a hoi tu va gidi han cua n6 sé bang voi gidi han cua diy (4,,) xét trong (i)
o trén. Tt Pinh 1i hé s6 nhi thirc, chiing ta s& c6

nin—1).. (n—k+1) 1 _i1(1_%)...(1—k;1)%.

k=0 k=0

M=
3
w

bicu nay chi rarang B,, < A,, voi moi n € N.

Pé tim ra mot chan dudi cho B,, theo A,,, chiing ta sé st dung bét dang thirc nhi thirc tong quat dugc dua
ra trong Két qua 1.2.3) va nhan thay rang, voi k = 1,...n

(1—0)(1—%)...(1—";1)21—(0+%+---+k;1).

By gi0,do 0+ 1+ 2 + -+ (k — 1) = (k — 1)k/2 nén ching ta nhan thiy rang

(k—l)k<n(n—1)...(n—k+1)
- 2n T nk

,voik =0,1,..,n




Bang cach chia ca hai vé cho k! va ldy tong tir k = 0 dén k = n, chung ta nhén thiy ring

Hon ntra, tu (i) néu o trén,

A, —% < B, <A, védimoin € N.
Nhu vay, tir Pinh li kep, (B,,) hoi tu va gidi han cua n6 bang vai gidi han cia (4,,).
Ngoai ra, ching ta cling co thé 1ap luan nhu sau.
Gia st cho trude mot sd thuc duong € > 0 va 4, — A.
Khi d6, ton tai mot sb tu nhién n, € N sao cho A — (¢/2) < a,, véi moi n = n,. Pic biét, A —§ < Ap,.

Voi moi n € N, ki hiéu

Khi do, C,, < B,, voi moi n = n,,.

Tur cac khang dinh (i) va (iii) cua Két qua 2.1.2),

no
1
C, — ZF = A,, khin — oo,
k=0
Nhu vay, ton tai mot s6 tu nhién n; € N sao cho

An

€
0—E<Cnvmm_01n2n1.

Bay gi0, voi moi n > max{ny, n,}, ching ta nhan thiy rang
€
A—£<An0—§<CnSBnSAnSA<A+s.

Diéu nay chi rarang B,, — A. Gia tri gioi han chung nay cua cac diy (4,) va (B,) 1a mot sd thuc quan
trong. S6 thuc nay thuong duoc ki hiéu 1a e.



(iii) Xét day (A4,,) xac dinh boi
A, =1+ ! + . + -+ L v6i mo EN
n= >3 véi moin :

RO rang, (4,) la mot day don diéu tang. Ngoai ra, voi moi n € N, chung ta s€ co

A —1+1+(1+1)+ +( 1 + +1)
2" = 4 2n-1 41 2n

2 \3
S14+o424 +2n_1
— 274 2n
=142
=14z

Do d6, khong ton tai bat ki mot sd thuc @ € R nao sao cho 4,, < a véi moi n € N, nghia 1a (4,,) khong

bi chan trén. Nhu vay, (4,,) khong hoi tu.
Chung ta hiy stra d6i lai day (4,,) bang cach ddi ddu cac tong thay thé cta cac sb hang cta né va dinh

nghia
1 1 1 .
Bp=1—=+-—-+4(—1)"1—,vé6imoin € N.
3 n

Chiing ta sé chi ra rang (B,,) hdi tu. Pau tién, luu y rﬁng% < B, <1.Kihiéu C,, = B,,,_; vaD,, = By,
voi moi n € N.

Khi do, voi moi n € N, chung ta s€ ¢o

1 1

1 1
bnir=Cn =50y =9, S 0VaDni = Dn =5 =5 20

Nhu vay, (C,) la mét day don diéu giam bi chan dudi boi % va (D,,) la mot day don diéu tang bi chan
trén boi 1. Tir Két qua 2.1.6), ca (C,,) va (D,,) déu hoi tu. Gia st C, — C va D, — D. Bay gio, do D,, —
C, = ﬁ — 0 nén chung ta s& phai co D = C. Piéu nay chi ra rang (B,,) hoi tuva B, — C.

(iv) Xét day (4,,) xac dinh boi
1 1

1
An=1+§+3_2+”.+ﬁ

,v&éi moin € N.

RO rang, (4,) la mot day don diéu tang. Ngoai ra, voi moi n € N,
Ay <1 e e e
n= 1.2 23 (n—1n

“ta (-0 -2 e (D




< 2.
Do d6, (4,,) bi chan trén. Nhu vay, tr khang dinh (i) cua Két qua 2.1.6), (4,,) hoi tu.
(v) Gia st p 1a mot s6 hitu ti va xét diy (4,,) xac dinh boi

1 1 _ _
A, = 1+2—p+---+ﬁ,v0'1m_01nEN.

RO rang, (4,,) 1a mot day don diéu ting. Chung ta di thiy trong (iii) va (iv) ¢ trén néu p = 1 thi day
(A,)) 1a phan ky, nguoc lai néu p = 2 thi né 1a hoi tu. Piéu nay ngu y rang (4,,) phdn ky néup < 1vandla
hoi tu néu p > 2, boi vi véi mdi n € N,

1 1 1 1
O<£SﬁnéupS1,trongkh10<ﬁsﬁnéup22.

Bay gio, chung ta sé dua ra mot 1ap luan thay thé ching to rang (4,,) hoi tu néup > 1. Giasu p > 1.

Voi moi n € N, ching ta sé co

A —1+(1+1+ + ! )+(1+1+ + . )
antl 2P 4P (2n)P 3p 5P (2n + 1)P

<1+2<1+1+ + 1)
2p T 4p (2n)P

_ 2 1 1
_1+2_p(1 +2—p+"'+ﬁ)

=1+21"P4,
<1+427PAy,,.

Do 2'7P < 1 nén ching ta nhan thiy rang A,,,; < 1/(1 — 2P~') vi moi n € N. Ngoai ra, do 4,,, <
Aypyq vOi moin € N nén (4,,) sé bi chin trén. Nhu vay, tir khing dinh (i) cua Két qua 2.1.6), chiing ta thdy
rang (4,,) 1a hoi tu.

(vi) Xét mot day sd duge xac dinh boi mot hé thic truy hoi tuyén tinh, nghia 1a gia str a, 8,y € R va

(a,) dugc xac dinh boi
a, =avaa,,, =pfa,+yvoimoin € N.
Gia st a, B, y 1a cac s thuc khong 4m va B < 1.
Khi d6, mdi a,, déu khong am va

a,—a;=fa;+y—a;,=y—1A-PRa,



trong khi, voin > 1,

Any1 — An = Pay +y — (ﬁan—l + )’) = ﬁ(an - an—l)-

Nhu mot hé qua, voi moin > 1,

An+1 — Ap = :Bn_l(az - al) = .Bn_l[y - (1 - .B)a]

Nhu vay, néu y < (1 — B)a thi ching ta (a,) 1a mot diy don diéu giam bi chin dudi boi 0. Bay gio, gia
strang y > (1 — B)a. Khi do, (a,) 1a mét diy don diéu ting. Hon nita, a; = a < y/(1 — B) va, véin >
1,

14 By 14
anﬁmﬁa,ﬁl =ﬁan+ysm+y=m.
Nhan thay rang, trong trudng hop nay, (a,,) 1a bi chin trén boi y/(1 — £). Nhu vay, trong moi truong
hop, Két qua 2.1.6) ching to rang (a,,) hoi tu. Gia st a,, — a. Khi do, a,,, = avado a,., = fa, +y —
Ba + y nén ching ta dé dang suy rarang a = fa + y, nghialaa = y/(1 — p).

Nhin xét 1.
Chung ta s& gioi thiéu mot sb ki hiéu dé so sanh bac do 16n cua hai day (a,,) va (b,,).

Néu ton tai mot sb thuc K > 0 va mot sd ty nhién n, € N sao cho |a,| < K|b,| vdi moi n > n, thi
ching ta s& viét a,, = O(b,,) va chang ta sé néi rang (a,,) la mét dai lwong vé cung lon cua (b,). Pic
biét, néu b,, = 1 v6i moi n 16n thi a,, = 0(1) va diéu nay c6 nghia la diy (a,,) bi chan. N6i rong ra, a,, =
0(b,,) néu bac d6 16n cua (a,,) t6i da khong vuot qua bac d6 16n cua (b,). Trong truong hop (a,,) va (b,)
1a cac ddy don diéu ting va a,, = 0(b,,), ching ta s& ndi rang téc do ting trwong cia (a,) téi da khong
vieot qud toc dé ting truwong cua (b,).

Chang han,

(=D™10n+ 100 = 0(n) va (—1)"E + 19 =0 (1)
n  nvn n
Néu, vdi moi s6 thuc duong € > 0, tdn tai mot s6 tu nhién n, € N sao cho |a,| < €|b,| véi moi n = n,
thi chiing ta sé viét a,, = o(b,,) va ching ta s& néi rang (a,,) la mét dai lwong vé cung bé cua (b,,). Néu
b,, # 0 v4i moi n 16n thi a,, = o(b,,) c6 nghia la lim,,_,.(a,/b,) ton tai va bang khong. Pac biét, néu
b, = 1 vi moi n 16n thi a,, = 0(1) va diéu nay c6 nghia la a,, = 0. N6i rong ra, a,, = o(b,,) néu bac dd
10n cua (a,,) nho hon bac do 16n cua (b,,). Trong truong hop (a,,) va (b,,) la cac day don diéu tang va
a,, = o(b,), ching ta sé ndi rang téc dé ting truwong cua (a,) nho hon téc dp ting trwong cia (b,,).

Chang han,

10 100
10n + 100 = o(nvn) va (-1 "—+—=0<—).
(nvn) va (=1)" — o~



Gia str ton tai mot sd thuc khac khong [ € R thoa man diéu kién sau: Voi moi s6 thuc duong € > 0, ton
tai mot sb tu nhién n,y € N sao cho |a, — lb,| < & v&i moi n > n,. Trong trudong hop nay, ching ta sé viét
a,~b, va chiing ta sé ndi rang (a,,) la tiém cin véi (b,). N6i rong ra, a,,~b, néu (a,,) c6 cung do 16n véi
(b,)). Chiing ta c6 thé d& dang nhan thiy ring ~ la mot quan hé twong duwong trén tap tat ca cac diy sé thuc.
Néu b,, # 0 v6i moi n 16n thi a,,~b,, c6 nghia la lim,,_,,(a,/b,) ton tai va khac khong. Néu (a,,) va (b,)
1a cac day don diéu ting va a,~b,, thi ching ta cling sé néi rang (a,) va (b,) c6 cung toc do ting truong.

Chang han,

.10 100 1000 1
10n? 4+ 100n + 1000~n? va —t—+t— >
n n n n

~ —

Cac ki hiéu dugc gioi thiéu o trén rat hiru ich trong viéc tim hiéu hanh vi tiém can twong doi cua hai day.
Nhiin xét 2.

Trude khi két thuc phén nay cua bai viét, chung ta s& md ta cach thirc dé trong mét sb truong hop ching
ta c6 thé coi oo hodc —oo 1a “gidi han” cia mot day (a,,). Chung ta sé ndi rang (a,,) co xu hwong tién toi
oo hodc hdi tu téi oo néu, véi moi a € R, ton tai mot so ty nhién ny € N sao cho a,, > a vdi moi n > n,.
Khi d6, chung ta sé viét a,, — c. Chang ta sé viét a,, » o néu (a,) khdng c6 xu hudng tién ti co. Twong
tir, chung ta ciing s& néi rang (a,,) c6 xu hwong tién téi —oo hoic héi tu téi —oo néu, voi moi B € R, ton
tai mot s6 tu nhién n, € N sao cho a,, < B v6i moi n > n,. Khi d6, chung ta sé viét a,, - —oo. Ching ta s&
viét a,, » —oo néu (a,,) khong c6 xu hudng tién toi —oo.

Néu a,, » o va b, — [, trong d6 | € R, thi ching ta dé dang nhan thay rang a,, + b,, = ©, a, b, — o
véi diéu kién [ > 0, a,b, — —oo v4i didu kién I < 0, trong khi néu I = 0 thi ching ta khong thé néi gi vé
su hoi tu cua (a,b,), chang han nhu cac vidu (i) a, = nvab, =0, (ii) a, = nvab, = 1/n, (iii) a,, = n
vab, =1/Vn,(iv)a, =nvab, = —1/vn,(v)a, = nvab, = (—1)"/n. Hon nita, néu a,, - oo va
b, — oo thi a,, + b,, = o va a,b, — . Cac két luan tuong ty ciing diing néu a,, - —oo va b, - —oo. Mit
khac, néu a,, = o va b,, » —oo thi ching ta khong thé néi gi vé sy hdi tu cua a,, + b, chang han nhu cac
vidu(i)a, =nvab, =—n, (ii)a, =nvab,=-n+1,(ii)a,=nvab,=—Vn,({v)a,=nvab, =
-n%, (v)a, =nvab, =—-n+ (-1

Néu a,, > 0 voi moi n € N thi rd rang a,, — oo khi va chi khi 1/a,, — 0. Ngoai ra, néu (a,,) la don diéu
tang thi dé dang nhan thiy rang a,, — oo khi va chi khi (a,,) khong bi chin trén. Tuong ty, néu a,, < 0 voi
moi n € N thi a,, » —oo khi va chi khi 1/a,, — 0. Ngoai ra, néu (a,,) 1a don diéu giam thi a,, » —oo khi
va chi khi (a,) khong bi chan dudi.

Chang han,

(i) Gia st p 1a mot s6 hiru ti dwong va a,, = nP véi moi n € N.

Khi 46, a,, = . That vdy, vdi moi s6 thuc a € R, ching ta s& ¢ a,, > a néun > [Iall/p].
(i) Giasua, = Yr_1(1/k).

Khi d0, a,, - oo, bai vi (a,) la don diéu ting va (a, ) khong bi chan trén.



(iii) Gia st a € R sao cho |a| > 1 vakihiéu a, = a" vdimoin € N.Néua > 1thi1/a, = (1/a)" -
0, nén a,, —» . Néu a < —1 thi, bang cach xét b,, = a,,,_1, ¢, = Ay, vOi moin € N va luu y rang b,, =
(a®)"/a » —, ¢, = (a*)™ > o, nén a,, » ©, a, » —o.

2.2. Cac day con va cac day Cauchy

Gia su (a,) la mot day so. Néu ny, n,, ... 1a cac sé6 nguyén duong sao cho n;, < n,,, voi moi k € N thi
day (ank), voi cac so hang la a, , a,,, ..., dugc goi 1a mot day con cua (a,). Luu y rang ny < n, < ---ngu

y rang n;, — oo khi k — co.

Dé dang nhan thay rang mot ddy (a,,) hoi tu téi a khi va chi khi moi day con cia (a,,) déu hdi tu tdi a.
Diéu nay suy ra ngay sau khi quan sat thay rang ban than (a,) 1a mot diy con cua (a,) (néu ching ta chon
ny, = k voi moi k € N). Mit khac, néu (ank) 1a mot day con cua (a,,) thi, voi moi n, € N, ton tai mot sé tur

nhién k, € N sao cho n; = ny voi moi k > k.

Twong ty, chung ta ¢ thé thiy ring mot day (a,,) s& c6 xu hudng tién tdi oo khi va chi khi moi ddy con
cua (a,) déu co xu hudng tién tdi oo cling nhu (a,,) s& c6 xu hudng tién tdi —oo khi va chi khi moi day con
cua (a,) déu co xu hudng tién tdi —co.

Bay gio, chung ta sé chimg minh mot sy that dang chu y vé cac diy con don diéu.

Két qua 2.2.1.

Moi ddy trong R déu c6 chira mot diy con don diéu.

Chirng minh két qua 2.2.1.

Gia st (a,,) 1a mot day trong R. Xét cac “dinh” trong (a,,), nghia 1a nhitng s6 hang 16n hon tit ca nhiing
s6 hang ké tiép. Ki hiéu E 1a tap tat ca cac sd nguyén duong n ma a,, 1a mot “dinh”, nghia Ia

E={n€N:a, > a, véimoim > n}.

Pau tién, gia sir E 1a mot tap hiru han. Khi d6, ton tai mot s6 ty nhién n, € N sao cho n; > n véi moi
n € E.Don; € E nén ton tai mot sb ty nhién n, € N sao cho n, > n,; va ap, < ap,. MOt lan nira, do n, €
E nén ton tai mot s tw nhién n3 € N sao cho ng > n, va a,, < ay,,. Gia st da chon dugc ny cho k € N
theo cach nay, chiing ta luu y rang ny, € E va do do sé ton tai mot sd tu nhién ny,, € N sao cho ny,q > ny
va ap, < a . .Nhuvay, chung ta s¢ thu dugc mot day con don di¢u ting (ank) cua (a,).

Ké tiép, gia str E 1a mot tap vo han. Néu chung ta liét ké E 1a ny, ny, ..., trong d6 n, < n, < - thi do
ny € E voi moi k € N nén chung ta sé co a,, > a,, voi moi m > n,. Dic biét, bang cach chon m = ny,q,
ching ta s€ nhan duoc a,, > a,,, v6i moi k € N. Nhu vay, ching ta sé thu dugc mot day con don digu

giam (ank) cua (a,).

Trong moi truong hop, ching ta dd chimg minh duoc rang (a,,) ludn cé chira mot diy con don diéu. o




Chung ta sé st dung két qua trén dé chirng minh hai két qua quan trong trong giai tich, dugc goi la Pinh
1i Bolzano — Weierstrass va Diéu kién Cauchy. Dé hiéu rd két qua thtr nhat, luu y ring moi day hoi tu trong
R déu bi chan (khang dinh (i) cua Két qua 2.1.6), nhung mot diy bi chin khong nht thiét phai hoi tu.

Két qua 2.2.2. (Bolzano — Weierstrass)

Moi day bj chin trong R déu c6 chira mot day con hoi tu.

Chirng minh két qua 2.2.2.

Gia st (a,,) 1a mot day bj chin trong R. Tir Két qua 2.2.1), (a,,) c6 chira mot day con don diéu (ank)
nao do. Do (a,,) bi chdn nén day con (ank) cua no cling vay. Nhu vay, tir Két qua 2.1.7), (ank) s€ la mot
day hoi tuy. o

Két qua sau day c6 thé dugc xem nhu mot phién ban phirc tap hon cta Pinh 1i Bolzano — Weierstrass.

Két qua 2.2.3.
Gia st (a,,) 1a mdt day nao do trong R.

Khi do, néu (a,,) bi chan trén va a,, - —oo hodc (a,,) bi chan duéi va a,, +» oo thi (a,) s€ c6 chira mot
day con hai tu.

Chirng minh két qua 2.2.3.

Dau tién, gia str (a,,) bi chin trén va a,, » —oo. Khing dinh a,, » —oo ¢ nghia la ton tai mot sb thuc
£ € R sao cho, véi mdi n, € N, ton tai mot s6 ty nhién n € N voi n > n, va a,, = . Do do, chiing ta sé co
cac s6 ty nhién n; < n, < -+ trong N sao cho Ay, = P voi mdi k € N. Diy con (ank) trong R vi vay sé bi
chéan trén ctng nhu bi chan dudi. Nhu vay, tu Dinh 1i Bolzano — Weierstrass, (ank) s€ O chira mot day con

hoi ty nao do. Cudi cung, chiing ta can luu y rang mdt day con cua (ank) cung s€ la mdt day con cua chinh

(an).
Néu (a,,) bi chin dudi va a,, » oo thi phép ching minh ciing dugc thyc hién theo cach tuong tu. O

Nhu mot hé qua cua Dinh 1i Bolzano — Weierstrass, chiing ta sé thu duoc mot dic trung rat hitu ich cta
cac day hoi tu nhu sau.

Két qua 2.2.4.

Mot day trong R 1a hoi tu khi va chi khi nd bi chin va moi ddy con hdi tu ciia né déu c6 cung mot gidi
han.

Chirng minh két qua 2.2.4.

Néu mot day (a,,) hoi tu dén a thi no sé bi chin (diéu nay suy ra tir khang dinh (i) coa Két qua 2.1.5) va
1o rang moi day con hoi tu cua (a,,) déu hoi tu dén a.




Nguoc lai, gia st (a,,) 1a mot diy bi chin va tdn tai mot sé thuc a € R sao cho moi diy con hdi tu cla
(a,,) déu hoi tu dén a. Chung ta sé chi ra rang a,, — a. Mit khac, ton tai mot sé thuc duong € > 0 va céc s6
nguyén duong n; < n, < -+ sao cho |ank - a| > ¢ voi moi k € N. Tu DPinh 1li Bolzano — Weierstrass, day
bi chan (ank) s& c6 chira mot diy con hoi tu, khong thé hoi tu vé a. Pay la mot diéu mau thuin. O

Noi chung, viéc chirng minh sy hdi tu cua mot day (a,,) kha la kho bai vi trude do chung ta phai du
doan dung gidi han cua (a,,) trude. Co mot cach kha don gian dé chung ta c6 thé tranh viéc phong doan
nay, ma chung ta s€ trinh bay ngay sau day.

Mot day (a,,) trong R dugc goi 1a mot day Cauchy néu, voi moi € > 0, ton tai mot so ty nhién ny € N
sao cho

la, — a,,| < & voi moin,m = n,.

R rang 1a néu (a,,) 1a mot diy Cauchy trong R thi (a,,.,1 — a,,) = 0 khi n — oo. Tuy nhién, diéu

nguoc lai lai khong xay ra. Chéng han, néu a, = vn véi moin € N thi

1
_—
Vn+1++n

nhung (a,) khong phai la mot day Cauchy, boi vi, voi moi s6 tu nhién n, € N, ching ta c6

Ayan, — An, =,/4n0—\/n_=\/n_02 1.

Két qua sau day dua ra mot didu kién du hiru ich && mot diy la Cauchy.

i1 — 0y =Vn+1—+n= 0,

Két qua 2.2.5.
Gia st (a,,) 1a mot day cac so thuc va a 1a mot sé thuc sao cho a < 1 va
la,+1 — ay| < ala, —a,,_;| voimoin € Nvoin > 2.

Khi do, (a,,) 1a mot day Cauchy.

Chirng minh két qua 2.2.5.
Nhan thdy rang, véi moi n € N, ching ta sé c6
|ans1 — an| < ala, —ap_1| < @?lay_y — ay_z| < - < a Ha, — ayl.
Nhu vay, voi moi m,n € N voi m > n, chiing ta s€ co
|am - anl < |am - am—ll + |am—1 - am—zl + -t |an+1 —Qn

<la, —aql(@™ 2 +a™ 3+ +a™t)




n—-1 1

< la; —ala 1-a

Nhan thdy rang néu a, = a, thi rd rang 1a a,, = a, v6i moi n € N va (a,,) 1a mot day Cauchy. Gia st
a, # a, va gia st cho trudc mot sb € > 0. Do a < 1 nén chiing ta c6 thé d& dang nhén thiy ring a™ — 0.

Nhu vay, tdn tai mot sb tu nhién ny € N sao cho

t(1—-a)

|a2 _a1|

n-1 véimoin € Nvdin = n,.

Piéu nay suy ra rang |a,, — a,| < € v6i moi m,n € N véi m,n = n,. Nhu vay, (a,) 1a mot diy
Cauchy. |

Chung ta ciing c6 thé luu y rang diéu kién

|1 — anl < ala, — a,_;| voi mot sé a < 1 nao d6

trong ménh d& trén khong thé suy yéu thanh |a,,, — a,| < la, — a,_4|.

Chéng han, néu a,, = vn véi moi n € N thi

laps—ayl =Vn+1—-vVn<vn—vn—1=|a, —a,_4l,

nhung, nhu chiing ta vira thiy, day (a,,) khong phai 1a mot diy Cauchy.

Bay gio, ching ta da sin sang dé tuyén bd va chimg minh Diéu kién Cauchy, diéu nay da duoc am chi
trudc d6. Tom lai, nd ndi rang, trong R, cac khai niém vé diy hoi tu va diy Cauchy la tuong duong véi
nhau.

Két qua 2.2.6. (Piéu kién Cauchy cho gi¢i han cua cac day)

Mot day (a,,) trong R 1a hoi tu khi va chi khi no 1a mét day Cauchy.

Chirng minh két qua 2.2.6.

Gia st (a,,) 1a mot day hoi tu va a,, — a. Vi moi s6 thuc duong € > 0 cho trudc, ton tai mot sb tu
nhién n, € N sao cho |a, — a| < €/2 voi moi n = n,. Do do,

£ €
la, — ay| < l|a, —al + |a — a,] <E+E=své'im_oin,m2n0.

Nhu vay, (a,) la mot day Cauchy.

Nguoc lai, gia str (a,) 1a mot diy Cauchy. Pau tién, chiing ta s& ching minh rang (a,) 1a mot day bi
chan. Do (a,,) 1a Cauchy nén ton tai mot s6 ty nhién n; € N sao cho

la, — a,,| <1voimoin,m=n,.




Nhu vay,
la,| < |an — an1| + |an1| <1+ |an1| voi moi n = n,.

Néu ching ta dit & = {|lay|, ..., |an,—1], 1 + |an,|} thi ching ta s& ¢6 |a,| < a v6i moi n € N. Nhur vay,
(a,) la mét day bi chan.

K¢é tiép, tir Pinh 1i Bolzano — Weierstrass, (a,,) s& ¢ chira mot day con hdi tu (ank). Giasu a,, — a.
Chiing ta s& chi ra rang, trén thuc té, a,, — a. Gia str cho trudc mét sé thuc duong € > 0. Do (a,,) 1a
Cauchy nén tdn tai mot sb tu nhién ny € N sao cho

€
la, — a,| < - Véimoin,m > ny.
Ngoai ra, do a,, — a nén ton tai mot so ty nhién ky € N sao cho
g /= .
|ank — a| < 5 voimoi k > k.
Hon nira, do n; < n, < --- nén ton tai mot so ty nhién j € N sao cho j = ky van; = n,.
Bay gio,
£ €

la, —al < |an—anj|+|anj—a| <E+E=€V(rim_oin2n0.

Nhu vay, (a,) la mot day hoi tu. O
Vi du sau ddy cho ching ta thdy str dung Diéu kién Cauchy dé chimg minh sy hdi tu cia mot diy.
Chéng han, xét day (a,,) xac dinh boi
a, =1vaa,,, = 1+a_ véimoin € N.
n

Pau tién, chiing ta sé chimg minh rang (a,,) 1a mot diy Cauchy. RS rang 1a a,, = 1 vdi moi n € N va do
do

anan_1=(1+ )an_1=an_1+1ZZVéimpinENv(rinzZ.

An-1

Do

1 1 1 1 a,_1—a
= (14 1) (14 L) = Lo L e
n

nén ching ta nhan thiy rang

1
a1 — a,| < Ela" — a,_1| véimoin € N véi moin > 2.



Do d9, tir Két qua 2.2.5), (a,,) 1a mot diy Cauchy va, tir Két qua 2.2.6, n6 1a mot day hoi tu. Gia st
a, — a.Khido, a,,; > avadoa,,; =1+ (1/a,) nénchingtasé coa =1+ (1/a). Ngoaira, a, =1
v6i moi n € N ngu y rang a > 1. Nhu vay, a = (1 ++/5)/2.

Chung ta c6 thé luu y ring (a,) khong phai la mot diy don diéu. Trén thuc té, véi moi n € N voin > 2,
ching ta s& ¢6 a,, < a,,,, khi va chi khi a,_; = a,,. Nhu vy, ching ta s& khong thé dung Két qua 2.1.7) dé
suy ra su hoi tu cua (a,,).

Chiing ta nhan xét rang Tinh day du cua R duoc st dung chu yéu (théng qua Két qua 2.1.7 va Dinh Ii
Bolzano — Weierstrass) dé chirng minh moi diy Cauchy trong trong R déu hoi tu. Nguoc lai, gia sir moi
day Cauchy trong R déu hoi tu, chung ta ciing c6 thé thiét 1ap duoc Tinh diy du cua R. Theo quan diém
nay, Két qua trong Két qua 2.2.6) d6i khi con duoc goi 1a Tinh diy da Cauchy cuaa R.

3. Tinh lién tuc cua ham mdt bién

Trong muyc trudc cua bai viét chiing ta d nghién clru cac day thuc, nghia 1a cac ham gia tri thuc xac
dinh trén tap con N cua R. Trong muyc nay cua bai viét, ching ta s& xét cic ham gia tri thuc co tap xac dinh
1a cac tap con tuy y cua R. C4u hoi co ban ma chiing ta phai giai quyét 1a: “Gia st cho truéc D € R, ¢ € R
va f:D — R1a mot ham s6. Néu mot s thuc x trong D & gan c thi liéu c6 phai ludn ton tai mot sb thuc
sao cho f(x) & gin 1?”. Dé tra 10i cho cAu hoi nay va cac cAu hoi lién quan, ching ta sé can phat trién cac
khai niém vé tinh lién tuc ctia mot ham sé va giéi han ciia mot ham so.

Trong muc 3.1. Tinh lién tuc cta cac ham sé dudi dy, ching ta sé gioi thiéu khai niém vé tinh lién
tuc va rat ra mot sd két qua co ban c6 lién quan. Ké tiép, trong myc 3.2. Tinh chét co ban ciia cac ham
lién tuc, chung ta sé xem xét khai niém nay trong mbi quan hé vdi cac tinh chat khac nhau cua cac ham da
duoc gidi thiéu trong muyc 1.3. Ham s6 va cac tinh chit hinh hoc ciia né. Mot s6 tinh chat quan trong clia
cac ham lién tuc gia tri thyc xac dinh trén mot tap con dong va bi chin cua R hodc trén mot khoang bat ki
s& c6 mot tAm quan trong co ban trong su phat trién tiép theo cta chung ta vé tinh toan va giai tich. Khai
niém co ban vé gidi han cua cac ham sb sé dugc thao luan trong muc 3.3. Giéi han ciia cac ham thwe mot
bién. Cac xur 1y cta tat ca nhitng diéu nay déu dya trén khai niém vé su hoi ty cua cac ddy va cac két qua da
duoc ching minh trong muc 2. Khai niém vé cac day so.

3.1. Tinh lién tuc cta cac ham sb
Gia st D € R. Xét mot ham f: D — R va mot diém ¢ € D. Chung ta s& ndi rang f 1a lién tuc tai ¢ néu
(x,,) 1a mot day bat ki nao d6 trong D va x,, = ¢ = f(x,) — f(c).

Néu f khong lién tuc tai c thi chiing ta s& néi rang f 1a gian doan tai c. Trong truong hop f lién tuc tai
moi diém ¢ € D, chiing ta s& ndi rang f 1a lién tuc trén D.

Chang han,

(i) Giasira va b la cac s6 thyc va f: R — R xac dinh boi f(x) = ax + b v6i moi x € R. Khi do, f
lién tyc trén R. Dé nhan thay didu nay, chiing ta hiy dit ¢ € R va (x,,) 1a bat ki mot ddy nao trong R sao
cho x,, = c. Tur cac khang dinh (i) va (ii) cua Két qua 2.1.2), ax,, + b — ac + b, nghiala f(x,,) — f(c).



Nhu vay, f lién tuc trén R.

(i) Gia str f(x) = |x| véi moi x € R. Mot 1an nira, f lién tuc trén R. Piéu nay sé duoc suy ra ngay khi
chiing ta luu y rang bt cir khi nao ¢ € R va x,, — c, chang ta sé ludn c6 |x,,| — |c|, boi vi ||xn| — |x|| <

|x,, — c| v&i moi n € N theo khing dinh (ii) cua Két qua 1.2.1).

(iii) Gia str f(x) = [x] v6i moi x € R. Néu ¢ € N thi f sé khéng lién tuc tai ¢, boi vi f(c) = c, ¢ —
(1/n) > cvaf(c—(1/n)) =c—1véimoin € Nnén f(c — (1/n)) » f(c). Mit khic, néu c € R\ N
thi f sé lién tuc tai ¢. Dé nhan thiy diéu nay, ching ta hay dit € = min{c — [c], [c] + 1 — c}. Khi d¢, € >
0 va do x,, — ¢ nén sé ton tai mot sb ty nhién ny € N sao cho |x, — c| < &, nghialac —e < x, < c + ¢,
vado do [c] < x, < [c] + 1 vdi moi n = ng. Do d0, f(x,) = [x,] = [c] véi moi n = n,.

Nhu vay, f(x,) = f(c).
(iv) Gia st f: R - R xac dinh boi

1 néu x la mo6t s6 hivu 4,

(x) = - -
! 0 néu x la mot so vo ti,

Khi d6, f khong lién tuc tai moi diém ¢ € R. Dé nhén thiy diéu nay, ching ta luu ¥ rdng néu c 1a mot
sdhirutivax, =c + (\/E/n) v6i moi n € N thi mdi x,, déu 1a mot s6 vo ti va do d6 f(x,,) = 0 voi moi
n € N, trong khi f(c) = 1. Mit khac, néu c 1a mot s6 vo ti va x,, = ([nc] + 1)/n véimoin € N thi ¢ <
x, < c+ (1/n), mdi x,, déu 1a mot s6 hiru ti va do d6 f(x,) = 1 vdi moi n € N, trong khi f(c) = 0.

Nhu vay, trong ca hai truong hop, x,, — ¢, nhung f(x,,) + f(c). Ham s6 nay dugc goi 1a ham
Dirichlet.

Pau tién, chung ta sé chung minh mét két qua htru ich lién quan dén dau cua cac gia tri cua mot ham so6
lién tuc tai mot di€ém.

Két qua 3.1.1.
Giasu D C R, c € Dva f:D — R la mot ham lién tuc tai c.

Khi d6, néu f(c) > 0 thi ton tai mot s6 thuc 8§ > 0 sao cho f(x) > 0 bat cir khi nao x € D va |x —
c| < 8. Tuong tu, néu f(c) < 0 thi ton tai mot s thuc § > 0 sao cho f(x) > 0 bat ctr khi nao x € D va
|x —c| < 6.

Chirng minh két qua 3.1.1.

Gia st f(c) > 0. Gia s, voi moi § > 0, ton tai mot x € D sao cho |x — c| < § va f(x) < 0. Bang
cach cho é nhan cac gia tri 1,%,;, ..., chung ta s€ thu dugc cac ¢, € D saocho |¢c,, —c| < 1/nva f(c,) <
0 véimoin € N. Do ¢, — ¢ va f lién tuc tai ¢ nén chung ta s& c¢6 f(c,) = f(c). Tu khang dinh (i) cua Két
qua 2.1.3), ching ta s& c6 f(c) < 0. Nhung diéu nay sé mau thuin véi gia dinh cua ching ta cho rang
f(c) > 0. Nhu vay, ton tai mot s6 thuc § > 0 sao cho f(x) > 0 bat clr khi nao x € D va |[x — c| < 6.

Phép chung minh cho truong hop f(c) < 0 cling dugc thyuc hién twong tu nhu trén. m




Két qua 3.1.2.

Giasu D S R,c € Dvaf,g:D — Rlacac ham lién tuc tai c.
Khi do,

(i) f + g lién tyc tai c,

(ii) rf lién tuc tai ¢ voimoi r € R,

(iii) f g lién tuc tai c,

(iv) néu f(c) # 0 thi sé ton tai mot s6 thuc & > 0 sao cho f(x) # 0 bat cr khinao x € D va |x — ¢| <
&; honntta, ham 1/f:DN(c — 6,¢c + §) — R lién tuc tai c,

(v) néu ton tai mot s6 thuc & > 0 sao cho f(x) = 0 bat cir khi nao x € D va |x — c| < & thi, voi moi
k € N, ham fY*:DN(c — &,c + 8) - R lién tuc tai c.

Chirng minh két qua 3.1.2.
Gia st (x,,) 1a mot ddy bat ki trong D sao cho x,, — ¢. Khi d6, f(x,)) — f(c) va g(x,) — g(c).
Ttr cac khang dinh (i), (ii), (iii) cuia Két qua 2.1.2), chung ta d& dang suy ra ring
(f +9)(xn) = f(xn) + 9(x) — f(0) + g(c) = (f + 9)(0),
(rf)(x,) =7rf(x,) = rf(c) = (rf)(c) véimoir € R,
(F9)(xn) = f(xn)g(xn) = f()g(c) = (fg)(©).
Diéu nay ching to tinh dung dén cua cac khang dinh (i), (ii), (iii).

Ké tiép, gia su rang f(c) # 0. Khi d0, f(c) > 0 hodc f(c) < 0. Tix Két qua 3.1.2), ton tai mot s6 thuc
8 > 0 sao cho f(x) # 0 bét clr khi nao x € D va |x — c| < &. Bay gid, do x,, = ¢ nén ton tai mot sd tur
nhién n, € N sao cho |x,, — ¢| < § voi moi n = n, va nhu vy f(x,) # 0.

Tu khing dinh (iv) cia Két qua 2.1.2), chung ta d& dang suy ra ring

R e R o O]

Diéu nay chimg to tinh dung dén cua khing dinh (iv).

Cubi cung, néu f(x) = 0 bat cir khi nao x € D va |x — c| < & thi, tir khing dinh (i) cua Két qua 2.1.3),
v6i moi k € N, ching ta dé dang suy ra rang

(P9 Gea) = (F G = (F()Y* = (F/) (0.

Diéu nay ching to tinh dung din cua khing dinh (v). O




Vi cac ki hiéu va cac gia thiét nhu trong ménh dé trén, bang cach két hop cac khang dinh (i) va (ii) cta
no, chung ta d& dang nhén thiy riang hiéu f — g lién tuc tai c. Tuong tu, bang cach két hop cac khing dinh
(iii) va (iv), chung ta ciing nhan thay rang néu g(c) # 0 thi thuong f/g lién tyc tai c. Hon nira, do mdi s6
hiru ti dwong r dudi dang n/k, trong 6 n, k € N, bang cach két hop cac khing dinh (iii) va (v), chung ta
c6 thé nhan thiy rang néu tdn tai mot sé thue & > 0 sao cho f(x) = 0batcirkhinaox ED va|x —c| < &
thi ham f7 sé lién tyc tai ¢ v6i moi s6 hitu ti duong r. Tuong tu, bang cach két hop cac khang dinh (iii),
(iv), (v), chung ta co thé nhan thiy rang néu f(c) > 0 thi ham f™ lién tuc tai ¢ voi moi s6 hiru ti Am 7.

KEé tiép, chung ta sé€ chi ra rang hop cua cac ham lién tuc cling la mdt ham lién tyc.

Két qua 3.1.3.

Giast D,E S Rvaf:D — R, g: E - R1a cac ham sao cho f(D) € E. Gia st cho trudc mot sd ¢ € D.
Gia su f lién tuc tai ¢ va g lién tuc tai f(c).

Khi do, g o f: D — R lién tuc tai c.

Chirng minh két qua 3.1.3.

Gia st (x,,) 1a mot day bat ki trong D sao cho x,, = ¢. Khi d6, f(x,,) — f(c), boi vi f lién tyc tai c.
Bay gio, (f(x,)) la mdt day trong E va g lién tyc tai f(c). Nhu vay,

(g° ) = g(f(xn) = g(f(©) = (g o HO.
Diéu nay chirarang g o f lién tuc tai c. m

Chung ta cing co thé ghép cac ham lién tuc lai voi nhau dé xay dung mot ham lién tuc, nhu két qua sau
day cho thay.

Két qua 3.1.4.

GiasuD S RvaceD.GiasuD; ={xe€D:x<c}vaD,={x €D:c <x}. Giasu f;:D; > Rva
f2: D, —» R a cac ham sao cho f;(c) = f,(c).

Khi d6, ham f: D — R xac dinh boi

f.(x) néux € D;,
f,(x) néux € D,,

f(x)={

lién tuc trén D néu f; lién tuc trén D, va f, lién tuc trén D,.

Chirng minh két qua 3.1.4.

Nhan thiy rang néu c¢; € D va ¢; < c thi tinh lién tuc cua f; tai ¢; sé ngu y tinh lién tuc cua f tai c,.
Tuong tu, néu ¢, € D va ¢ < c, thi tinh lién tuc cla f, tai ¢, cling s& ngy y tinh lién tuc cia f tai c,. Do do,
ching ta chi can ching minh rang f lién tyc tai ¢ 1a d0. Gia st (x,,) 1a mot diy bat ki trong D sao cho x,, —
c. Néu ton tai mot s6 ty nhién n, € N sao cho x,, < ¢ vdi moi n = n, thi f(x,) = f;(x,,) voi moi n > n,
va tinh lién tyc cua f; tai ¢ ngu y rang f; (x,) = f.(c) = f(c). Tuong tu, néu ton tai mot sd ty nhién n, €




N sao cho x < x,, v6i moi n = n, thi f(x,) = f,(x,) véi moi n = n, va tinh lién tuc cua f, tai ¢ ngu y
rang f(x,) = f,(c) = f(c). Trong truong hop con lai, chung ta sé tim duoc cac sé nguyén duong l; <

l, <--vam; <my <--saochox;, <c<Xp voimoik € NvaN={[:k=12, .. U{my:k=
1,2,..}.Rorang x;, — ¢ va x,,, — c khi k — oo. Hon nira, f(xlk) = fl(xlk) va f(xmk) =f, (xmk) voi
moi k € N. Tt tinh lién tuc cua f; tai ¢, chung ta s€ co f (xlk) — f,(c) = f(c) va, tir tinh lién tuc cua f, tai
¢, chung ta cling s€ co f(xmk) - f,(c) = f(c). Piéu nay chirarang f(x,) - f(c). Do d6, f lién tyc tai c.
Nhu vay, ching ta ¢ thé két luan rang f lién tuc trén D. O

Chung ta s€ két thiic phan nay cua bai viét bang cach dua ra mot diéu kién veé tinh lién tuc cua mot ham
tai mot diém ma khong lién quan gi dén sy hdi tu cua cac day so.

Két qua 3.1.5.
Giasu D € R, c € D va f: D — R 1a mot ham s6.
Khi @6, f lién tuc tai c khi va chi khi f thoa man diéu kién & — & nhu sau:

“Voimoi e > 0, ton tai mot s6 8 > 0saochox ED valx —c| <6 = |f(x) — f(c)| < &

Chirng minh két qua 3.1.5.

Gia st f lién tuc tai c. Gia sir trong mot khoang khac nao d6 diéu kién € — & 1a khong diing. Piéu nay
6 nghia 1a ton tai mot s6 € > 0 sao cho, voi moi § > 0, tén tai mot x € D sao cho

|x — c| < &, nhung |[f(x) — f(c)| = .

Khi @6, ton tai mot day (x,,) trong D sao cho |x,, — c| < 1/n, nhung |f(x,,) — f(c)| = € vdi moin €
N. Nhung khi d6 x,, = ¢ va f(x,) » f(c). Piéu nay mau thuan véi tinh lién tyc cua f tai c.

Nguoc lai, gia st diéu kién € — & 1a ding. Gia st (x,,) 1a mot day bat ki trong D sao cho x,, — ¢. Gia sur
cho trude mot s6 € > 0. Khi do, tdn tai mét sb thuc § > 0 sao cho

x€EDvalx—c|<d=|f(x)—f(o)l <e.

Do x,, — ¢ nén ton tai mot sd ty nhién ny € N sao cho |x, — c| < & vdi moi n = n,. Do 46, |f(x,,) —
f(c)| < & véi moi n = ny. Nhu vay, f(x,) = f(c). Diéu nay ching to rang f lién tuc tai c. O
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Hinh vé& minh hoa diéu kién &€ — & cua tinh lién tuc.
3.2. Tinh chat co ban cua cac ham lién tuc

Trong muc nay cua bai viét, chung ta sé xem xét mdi quan hé gitra tinh lién tuc ciia mot ham va cac tinh
chét hinh hoc khac nhau ciia mot ham da dugce xem xét trude d6 trong muc 1.3. Ham s va cac tinh chét
hinh hoc ctia n6. Ngoai ra, chiing ta ciing s& gioi thiéu khai niém vé mot ham lién tuc déu va thao luan vé
mdi quan hé clia nd véi tinh lién tuc.

Tinh lién tuc va tinh bi chan

Mot ham bi chin khong nhat thiét phai lién tuc. Chang han, ham Dirichlet. Ngoai ra, mot ham s lién
tuc cling khong can thiét phai bi chin. Chang han, f;(x) = x v&i moi x € D, trong d6 D, = [0, ©) va
£, (x) = 1/x voi moi x € D, trong d6 D, = (0, 1]. Mét 1y do 6 rang dé giai thich cho viéc tai sao ham lién
tuc f, khong bi chin 1a mién D, cua nd khéng bi chin. Dé xac dinh rd 1y do tai sao ham lién tuc f, khong bi
chan trén mién D, cla nd, ching ta sé dua ra khai niém sau day.

Gia st D € R. Chung ta s& n6i rang D 1a mot tdp dong néu

(x,,) 1a mot day bat ki nao d6 trong D va x,, » x = x € D.
Luu y rang khoang (0, 1] khong phai 1a mot tap dong, boi vi (1/n) € (0,1] véi moi n € N va (1/n) -

0 nhung 0 ¢ (0, 1]. Twong ty, ching ta ciing co thé nhan thiy rang cac khoang sau ddy ciing khong phai la
cac tap dong:

(al b]! [a) b)) (a) b)) (a! OO); (—OO’ b)9 trong dé a, b € R.
Mit khac, cac khoang sau day la cac tap dong:
[a, b], [a, ), (—o0, b], (=0, ), trong d6 a, b € R.

Dé chirng minh ring [a, b] 1a mét tap dong, xét mot diy (x,,) bat ki trong [a, b] sao cho x,, = x. Do
a < x, < b va x,, — x nén, tir khang dinh (i) cua Két qua 2.1.3), chiing ta nhan thay ring a < x < b, nghia
la x € [a, b]. Ching ta cling c6 thé sir dung phép chimg minh twong ty dé chi ra rang [a, ) va (—oo, b] 1a
cac tap dong. RO rang R = (—o0, 0) cting la mot tdp dong.

Bay gio, chung ta s€ chi ra rang néu mot ham xac dinh trén mot tdp dong va bi chan la lién tuc thi no
nhat thiét phai bi chan. Trén thyc t€, chung ta s€ chi ra rang mot ham nhu vay s€ ludén dat dugc cac chin cua
no trén mién xac dinh cua no.

Két qua 3.2.1.
Gia st D la mot tip con dong va bi chdn cua R va f: D - R la mot ham lién tuc.
Khi do,

(i) f la mot ham bi chén,




(ii) f dat dugc cac chdn cua no trén D, nghia la ton tai cac so thuc r va s trong D sao cho

f(r) =inf{f(x):x € D} va f(s) = sup{f(x):x € D}.

Chirng minh két qua 3.2.1.

(i) Gia str f khong bi chin trén D. Khi do, vdi moi n € N, ton tai mot sb x,, € D sao cho |f(x,,)| > n.
Do D la mét tap bi chan nén day (x,,) s€ bi chan. Tu Pinh 1i Bolzano — Weierstrass, (x,,) s€ co chira mot
day con hoi tu (xnk). Néu Xpn, = X thi x € D, boi vi D 1a mét tap dong. Ngoai ra, do f lién tyc tai x nén
chung ta sé co f(x,,) — f(x). Tt tinh hoi tu cua day (f (x,,)), day (f (x,,)) s€ bi chan boi khang dinh (ii)
cua Két qua 2.1.1). Nhung |f(xnk)| > n,, voi moi k € N va n, — oo khi k — oco. Diéu méu thuin nay
ching t0 rang f 1a mot ham bi chan trén D.

(i) Do ham s f bi chin trén D nén chung ta sé tim duoc cac s6 thuc m, M € R sao cho

m = inf{f(x):x € D} vaM = sup{f(x):x € D}.

Tur Két qua 2.1.5), ton tai cac day (r;,) va (s,,) trong D sao cho f(r,) = m va f(s,) = M. Do D 1a mot
tap bi chin nén cac day (r,,) va (s,,) déu bi chan. Tt Dinh li Bolzano — Weierstrass, (7;,) sé c6 chira mot
day con hoi tu, tam gia su la (rnk), va (s,) cling s€ c6 chira mot day con hoi tu, tam gia su la (smj). Néu

Ty, = T Va Sm; = Sthir va s déu thudc D, boi vi D 1a mot tip dong. Ngoai ra, do f lién tuc tai r va s nén

ching ta s& 6 f(1,) > £() Va f (5m;) = £(5).

Do do,
f(r)= limk_)oof(rnk) = lim, o f (1) = m,
f(s) = limj o f (Smj) = lim, 0 f (s,) = M.
Nhu vay, f dat dugc cac chan cua né trén D. O

Tinh lién tuc va tinh don diéu

Dé dang nhan thay rang mot ham s6 don diéu xac dinh trén mot khoang sé khong nhat thiét phai lién
tuc. Chang han, néu f(x) = [x] voi moi x € R thi f don diéu trén R, nhung né khong lién tuc tai moi diém
¢ € Z. Tuong tu, mot ham lién tuc xac dinh trén mot khoang nao d6 sé khong nhat thiét phai don diéu & do,
chang han nhu f(x) = |x| v&i moi x € R. Tuy nhién, bay gio chung ta sé chirng minh mot két qua dic biét
chi ra rang néu mot ham don diéu nghiém ngat trén mot khoang thi ham nguoc cua né (xac dinh trén tap gia
tri cia ham da cho) 1a lién tuc, khdng phu thudc vao tinh lién tuc cia ham di cho. Luu y rang tp gia trj cua
ham da cho, nghia Ia tip xac dinh ciia ham nguoc, khong nhat thiét phai 1a mot khoang.

Két qua 3.2.2.
Gia su I 1a mot khoang va f: 1 —» R 1a mot ham don diéu nghiém ngét trén [.

Khi do, f~1: f(I) » R la mdt ham lién tyc.




Chirng minh két qua 3.2.2.

Do f don diéu nghiém ngat trén I nén ching ta co thé nhan thiy ring f 1a mot don anh va ham nguoc
£~ () - R cing dugc xac dinh mot cach ro rang. Xét mot s d € £(I). Khi do, ton tai duy nhat mot sd
c € Isaocho f(c) =d.

Dau tién, gia str f taing nghiém ngat trén I. Gia str cho trudc mot sb thuc € > 0. Gia stir ¢ khong phai
dau mut bén trai cling nhu khong phai ddu mat ban phai cua khoang 1.

Khi do, ton tai cac s6 ¢y, ¢, € I sao cho
c—e<<<c<c<c+te.

Kihiéu d; = f(c;) vad, = f(c,). Do f ting nghiém ngat trén I nén chung ta s€ co d; < d < d, va do
f~1 cling ting nghiém ngit trén f(I) nén ching ta sé co

yeEfD,di<y<d;=c;,=f"1d)<f ) <f'(d,) =cy,
nén f71(d)—e< f1(y) < f71(d) + .

Do d6, néu chung ta dat § = min{d — d,,d, — d} thi chiing ta s& nhan thay rang § > 0 va

yefDly—dl<s=Ifty)-f 1Dl <e.

Nhu vay, £~ lién tyc tai d.

L) c4+ e T

fl'rg —————————————

o ¢
d 4

1
I
I
|
1
I
1
1
1
1
1
———————'————————

——————+—————

e e e ——— = —

e ————————

— > i

2 ¢ () {|'r| d

I

1

|

|

|

|

1

I

|

1

|
—
|

I

1

|

|

I

|

I

1

|
=
=
i

71 g o Lt e o

(] ©—

ﬁ
B

Hinh vé minh hoa.

Néu ¢ = f~1(d) 1a dau mut bén trai cuia khoang I thi do f va =1 1an luot 1a cic ham ting nghiém ngat
trén I va f(I) nén chung ta s€ co



yef(h=d<yvaf ' (d) < f (),
va do d6 phép 1ap luan trudc 6 van hoat dong néu chung ta dat § = d, — d.

Néu ¢ = f~1(d) la dau mut bén phai cta khoang I thi, bang cung cach 1ap luan tuong tu, ching ta
cling s€ co

yef(D=>y<dvaf i(y)<f(d),
va do d6 phép 1ap luan trude d6 van hoat dong néu ching ta dit § = d — d;.

Nhu vay, trong tit ca cac truong hop, Két qua 3.1.5) cho thiy rang £~ lién tyc tai d. Do d 1a mot diém
tuy y cta f(I) nén ching ta nhan thay rang f~: f(I) = R la mot ham lién tuc. Luu y rang f(I) khong nhét
thiét phai 1a mot khoang.

Néu f giam nghiém ngat trén I thi - f sé ting nghiém ngit trén I va, bang tat ca nhing gi ching ta da
ching minh o trén, (—f)~1: (=f)(I) » R 1a mot ham lién tuc. Do f1(y) = (=f)"*(—y) vé6imoi y €
£ (D) nén, tr Két qua 3.1.3), £~ 1a mot ham lién tuc. O

Chang han, xét ham f: R — R xac dinh boi f(x) = x + [x]. Néu x,,x, € Rva x; < x, thi
f) =%+ [x1] <xp + D] < x4 [x2] = f(x2)
Do d6, f 1a mot ham ting nghiém ngit trén R. Néu m € Z thi ching ta sé c6
f(x) =x+mvéimoix € [m,m+ 1).

Nhu vay, f(R) la hop cua cac nira khoang mo ¢6 dang [2m,2m + 1), m € Z, nghiala f(R) =
{y € R|[y] la m6t s6 chdn}, nén néu m € Z thi chiing ta s& c6

f1(y) =y —mvéimoiy € [2m,2m + 1).
Noi cach khac,
1 yl .. .
) = y == véimoiy € f(R).

Quan sat théy ré‘mg f~1 lién tuc tai moi diém cua f(R) mac du f khong lién tuc tai moi diém m € Z.



Hinh v& minh hoa db thi cia ham f(x) = x + [x] va ham nguoc f~*(y) = y — [y]/2 cua né.

Két qua 3.2.3.
Gia su I 1a mot khoang va f: 1 — R 1a mot ham don diéu nghiém ngat sao cho f(I) la mot khoang.

Khi do, f l1a don anh va lién tuc.

Chirng minh két qua 3.2.3.

Do f ting nghiém ngit trén I nén rd rang f la don anh va ham nguge f~*: f(I) = R cua no cling duoc
xac dinh mot cach ro rang. Ki hiéu / = f(I) va g = f~!. Khi d0, g ting nghiém ngit trén khoang ] va, ti
Két qua 3.2.2), g~*: g(J) = R 1a mot ham lién tuc, nghia 1a f: 1 — R ciing la mot ham lién tuc. m

Chung ta s& chimg minh trong Két qua 3.2.5) ring diéu nguoc lai cua khang dinh trén ciing dung. Sau
nay chiing ta s& chirng minh mot phién ban manh hon cua khang dinh trén (trong d6 tinh don diéu nghiém
ngit s& dugc thay thé boi tinh don diéu) trong Két qua 3.3.11).

Tinh lién tuc va tinh 16i

Dé dang nhan thay rang mot ham lién tuc xac dinh trén mot khoang khong nhat thiét phai 161 hodc 16m
trén khoang d6. Ching han, néu f(x) = x3 v&i moi x € R thi f lién tyc trén R, nhung n6 sé khong 16i cling
nhu khong 16m trén R. Mit khac, néu mot ham 15i hodc 16m trén mot khoang thi né s& lién tuc tai moi diém
cua khoang d6 ngoai trir cac ddu mut ctia nd. Tai cac ddu mut cua mot khoang, mot ham 16i (hodc 16m) co

thé khong lién tyc.
Chang han, gia str cho truéc mot khoang I = [—1,1] va mot ham f:I — R xac dinh boi

|x| néu |x] < 1,
2néux = —1 hoic 1.

o=

Chung ta ciing c6 thé d& dang nhan thiy ring f 1i trén I, nhung f khong lién tuc tai 1 cling nhu tai —1.




Tinh lién tuc va tinh chit gia tri trung gian

Két qua quan trong sau day cho thay rang mot ham lién tuc trén mot khoang bét ki ludn c6 Tinh chét gia
tri trung gian.

Két qua 3.2.4. (Pinh li gia tri trung gian)
Gia su I la mot khoang va f: I — R la mdt ham lién tuc.

Khi @6, f sé co tinh chét gia tri trung gian trén 1. Dic biét, £(I) s& 1a mot khoang.

Chirng minh két qua 3.2.4.

Gia st a, b 1a cac s trong I voi a < b. Khi d6, [a, b] € I. Gia st r 1a mot gia trj trung gian nam gitra a
vi b, nghia 1a 7 € (f(a), £ (b)) hoic r € (f(b), f(@)).

Dau tién, gia st f(a) < f(b) sao cho r € (f(a), f(b)).
Kihiéu S = {x € [a,b]: f(x) <1}

Ké tiép, a € S, boi vi f(a) < r.Do do, S # @. Hon nita, tip S bi chin trén boi b. Néu ¢ = supS thi, tur
khang dinh (i) cua Két qua 2.1.5), sé ton tai mot day (x,,) trong S sao cho ¢, = ¢. Do ¢ € [a,b] € I nén f
s& lién tyc tai c. Nhu vay, f(c,) = f(c). Ngoai ra, f(c,) < r, boi vi ¢,, € S. Ttr khang dinh (i) cua Két qua
2.1.3), chung ta két luan rang f(c) < r. Ching ta luu y rang ¢ # b, boi vir < f(b).

Ki hiéu

bn=c+TE [a, b] v&i moin € N.

RG rang, b, — c. Tinh lién tyc cua f tai ¢ ngu y rang f(b,) — f(c). Nhung do b,, > ¢ va ¢ = supS
nén chiing ta sé c6 b, ¢ S, nghia la f(b,)) = r voi moi n € N. Nhu da n6i dén ¢ phan trudc cua bai viét,
khang dinh (i) cua Két qua 2.1.3) chi ra rang f(c) = r. Dic biét, ¢ # a. Nhu vay, ¢ € (a,b) va f(c) =r.

Phép chirng minh cho trudng hop r € (f(b), f(a)) cling c6 thé dugc thuc hién theo cach twong ty. O

Két qua trén (cung voi Két qua 1.3.3) va 3.2.2) ¢ mot hé qua rat ndi bat sau day.

Két qua 3.2.5. (Pinh li nghich dao lién tuc)
Gia su I 1a mot khoang va f: I — R la mot don anh lién tuc.

Khi d6, ham ngugc f~1: f(I) » R 1a lién tuc. Hon nira, f la don diéu nghiém ngat trén I va f(I) la mot
khoang.

Chirng minh két qua 3.2.5.

Tu Dinh 1i gia tri trung gian (Két qua 3.2.4), ham don anh f s& c6 Tinh chat gia tri trung gian trén I. Do
do, tir Két qua 1.3.3), f 1a don diéu nghiém ngat va f(I) 1a mot khoang. Nhu vay, tir Két qua 3.2.2), =1 1a
lién tuc. 0




Két qua trén cho thay rang diéu nguoc lai cia Két qua 3.2.3) cling dung. Tuy nhién, diéu nguoc lai cua
Dinh 1i gié tri trung gian ndi chung 1a khong dung, nghia 1a mot ham khong lién tuc van c6 thé co Tinh chit
gia tri trung gian trén mot khoang I. Chung ta sé minh hoa diéu nay bang vi du sau day.

Chang han,

Gia st D = [0,1] va xét mot ham “zigzag” xac dinh trén D v6i @6 thi 1a cac doan thang nbi gitra (1,1)

va (% —1), G —1) va G 1), (g 1) va G —1), V...

Hinh vé minh hoa d6 thi ciia ham zigzag.
Noi mot cach chinh xac, ham f: D - R dugc dinh nghia nhu sau: £(0) = 0 va, voi moi x € (0,1],
1
2k(k + 1)x — 2k — 1 néu

fG) = ok
—2k(k + Dx + 2k + 1 néu k

< x < 1
+17 Tk
Ching ta can luu y rang |f(x)| < 1 véi moi x € [0,1]. Ngoai ra, voi moi k € N, ham f nhan moi gia tri
ttr —1 dén 1 trén khoang [1/(k + 1),1/k]. Ki hiéu I, = [1/(k + 1), 1/k] va, voi moi x € I, voi k =
1,2, ..., ching ta dat f, (x) = f(x). Khi d9, f lién tuc trén I, va f;,(1/(k + 1)) = fir41(1/(k + 1)) v&i moi
k € N. Do (0,1] = U5, I, nén, tir Két qua 3.1.4), chiing ta nhan thay rang f lién tuc trén (0, 1].

Mt khac, f khong lién tuc tai 0. D& nhan thiy diéu nay, ki hiéu x,, = 1/(2n — 1) va y, = 1/2n véi
moi n € N. Khi do, x,, » 0 vay,, = 0, nhung f(x,) = 1, trong khi f(y,) = —1 voi moi n € N, sao cho
f(x,) +» f(0) va f(3,) » f(0). Lap luan nay trén thuc té chi ra rang f khong thé lién tuc tai 0 bang cach
xac dinh lai gia tri cua no tai 0.

Ké tiép, chiing ta sé chirng minh rang f c6 Tinh chat gia tri trung gian trén khoang [0,1]. Gia st [a, b]
1a mot khoang con bét ki ctia [0,1]. Néu a > 0 thi f lién tuc trén [a, b] va do d6 f nhan moi gia tri nam
gitra f(a) va f(b) theo Pinh 1i gia tri trung gian (Két qua 3.2.4). Ngoai ra, néu a = 0 va b > 0 thi s& ton
tai mot s6 nguyén duong k sao cho 1/k < b. Bay gio, a < 1/(k + 1) < 1/k < b va f nhan moi gia tri
trong khoang tir —1 dén 1 trén khoang [1/(k + 1), 1/k]. Diéu nay cho thay rang f c6 Tinh chat gia tri
trung gian trén [0,1] mac du né khong lién tuc trén [0,1].



Nhan thay rang mét phan chiéu nguoc lai ctia Pinh 1i gia trj trung gian van dung, nghia 1a néu mot ham
don anh xac dinh trén mot khoang c6 Tinh chat gi tri trung gian thi nd phai lién tuc. Chung ta c6 thé thiy
diéu nay bang cach luu y rang mot ham nhu vay 1a don diéu nghiém ngit va tap gia tri cua nd 1a mot
khoang (Két qua 1.3.3), va sau do6 ap dung Két qua 3.2.3). Hon nira, Két qua 3.3.11) ciing chi ra rang moi
ham don diéu c6 Tinh chat gia trj trung gian trén mot khoang déu lién tyc.

Tinh lién tuc déu

Chung ta sé gioi thiéu mot khai niém noi chung manh hon nhiéu khai niém mdi trinh bay vé tinh lién
tuc cua mot ham so0. No s€ rat htru ich khi chung ta xem xét cac ham “kha tich”.

Giasat D € Rva f: D — R 1a mot ham s. Chung ta sé noi rang f lién tuc déu trén D néu
(x,)), (7, 1a cac diy bat ki nao d6 trong D vax,, — y, = 0 = f(x,) — f(y,) = 0.

Két qua sau day thiét 1ap mot mbi lién hé giira tinh lién tuc va tinh lién tyc déu ciia mot ham so.

Két qua 3.2.6.
Gia su cho trudc mot tip D € R.

Khi d6, moi ham s lién tuc déu trén D déu lién tuc trén D. Hon nita, néu D 1a mot tap dong va bi chin
thi moi ham lién tuc trén D déu lién tuc déu trén D.

Chirng minh két qua 3.2.6.

Gia sur cho trudc mot ham f: D — R. Dau tién, gia su f lién tuc déu trén D. Néu ¢ € D va (x,,) 1a mot
day bat ki trong D sao cho x,, — ¢ thi chung ta dit y,, = ¢ véi moi n € N. Do x,, — y,, = 0 nén chiing ta s&
co f(x,) — f(c) = f(x,) — f(y,) = 0, nghiala f(x,) — f(c). Nhu vay, f lién tuc tai c. Do diéu nay
dung voi moi ¢ € D nén f lién tyc trén D.

Bay gio, gia sir D 1a mot tap dong va bi chan, va f lién tyc trén D. Gia st f khong lién tuc déu trén D.
Khi @6, ton tai cac day (x,) va (y,) trong D sao cho x,, — ¥,, = 0, nhung f(x,) — f(3,) - 0. Nhu vay,
ton tai mot sd thuc € > 0 va cac s6 nguyén duong n; < n, < -+ sao cho |f(xnk) — f(ynk)l > & vOi moi

k € N. Do D la mot tap bi chan nén day (xnk) la bi chan. Tu Pinh 1i Bolzano — Weierstrass, chung ta nhan
thdy rang no s& ¢ chira mot diy con hi ty, tam gia str 1a (xnk ) Chung ta hay ki hiéu cac day (xnk ) va
] ]

(ynk,) bai (55“]) va ()7]) cho don gian. Gia su X; — c. Khi do, ¢ € D boi vi D 1a mét tap dong. Do x,, —

]
Yo — 0 nén chung ta sé€ c6 X, — 3, —» 0 va do do ¥, — 0 cling vay. Do f lién tuc tai ¢ nén chung ta sé co
f(%) = f©vaf(y) - fo.

Nhu vay,

f®)=f(5) = fl© = flo)=0.

Nhung day lai 1a mot diéu mau thudn, boi vi |f (%) — £(9,)| = € v6i moi j € N. Nhu vay, f lién tuc

déu trén D. O




Chiing ta nhan xét rang tinh lién tuc ciia mot ham sb trén mot tap D 1a mot khai niém cuc bd, nghia la
mot ham s6 12 lién tuc trén D néu nd lién tuc tai moi diém ¢ € D. Mt khac, tinh lién tuc déu cia mot ham
trén tap D c6 xét dén hanh vi cuia ham trén toan tap D. Theo nghia nay, tinh lién tuc déu 1a mot khai niém
toan cuc.

Cuoi cung, chung ta s€ dua ra mot dieu kién vé tinh lién tuc déu cua mot ham ma khong can quan tim
dén sy hoi tu cua cac day. Két qua sau day co thé dugc so sanh vai diéu kién € — § cho tinh lién tuc duoc
dua ra trong Két qua 3.1.5).

Két qua 3.2.7.
Giast D € Rva f: D - R 1a mot ham sd.
Khi d0, f 1a lién tuc déu trén D khi va chi khi f thoa man diéu kién & — § sau:

“Voimoi e > 0, ton tai mot s6 § > 0saochox,y EDvalx —y| <8 = |f(x) — fF(y)| < e

Chirng minh két qua 3.2.7.

Gia st f lién tuc déu trén D. Gia st ton tai mot sd € > 0 sao cho, voi moi 6 > 0 cho trude, ton tai cac
s6 x va y trong D sao cho |x — y| < &8, nhung |f(x) — f(¥)| = . Xét § = 1/n v6i moi n € N, ching ta s&
thu duoc cac day (x,,) va (y,) trong D sao cho |x, — y,,| < 1/n, nhung |f(x,) — f(y,)| = € vOi moin €
N. Khi 46, x,, — y, — 0, nhung f(x,)) — f(y,,) » 0. Diéu nay mau thuan véi gia thiét f lién tuc déu trén D.

Nguoc lai, gia st diéu kién € — & 1a ding. Gia su (x,,) va (y,,) la cac day bat ki trong D sao cho x,, —
y, = 0. Gia str cho trudc mot s6 € > 0. Khi do, ton tai mot sd thuc § > 0 sao cho |f(x) — f(¥)| < €, bat
ctr khi nao x,y € D va |x — y| < 8. Do x,, — ¥,, = 0 nén chiing ta c6 thé tim dugc mét sb ty nhién ny € N
sao cho |x, — y,| < § v6i moi n = ny. Nhung khi do |f (x,) — f(y,)] < € voi moi n = n,. Do do,
f(x,) — f(y,) — 0. Nhu vay, f lién tuc déu trén D. O

3.3. Gi6i han cta cac ham thwe mét bién

Trong muc 3.2. Khai niém vé cac diy s6, chung ta da thiy gidi han cua mot diy c6 nghia 1a gi. Nhu
ching ta da biét, ddy s6 1a mot ham s6 c6 tap xac dinh 1a tap cac sb ty nhién N. Bay gio, chiing ta sé dinh
nghia khai niém giéi han ctia mot ham s6 tai mot diém thudce R voi diéu kién mién xac dinh cua ham s6
phai thoa man mot sé diéu kién nao d6. Bé dinh nghia khai niém nay cting nhu dé chirg minh mét sb tinh
chét co ban, chiing ta sé can str dung dén khai niém day va cac tinh chét co ban cta chung.

Giast D € R vac € Rsao cho D c6 chita (c — 7, ¢) va (c,c + r) voi mot s r > 0 nao do, nghia la D
c6 chira mot khoang md bao quanh ¢ ¢6 thé ngoai trir chinh ban than diém c. Xét mot ham f: D — R,
Chung ta s& ndi rang c6 mot gidi han cua f khi x tién dén ¢ néu ton tai mot sé thuc I sao cho

(x,,) 1a mot day bat ki trong D \ {c} va x,, = ¢ = f(x,) — L
Khi d0, chung ta sé viét

f(x) — lkhi x — ¢ hodc lim,_,.f(x) = L.




Luu y rang ludn ton tai mot day trong D \ {c} hoi tu dén c.

Chang han,

X, =C—
n n+1

nam trong D \ {c} v6i moin € N va x,, - c.

Dic biét, trr khang dinh (i) cua Két qua 2.1.1), ching ta d& dang suy ra rang lim,_.f(x) 1a duy nhit bat
ctr khi nao no ton tai.

Chang han,

(i) Xét ham s6 c6 do thi nhu trong hinh vé.

1 néux< 0,
Hinh v€ minh hoa d6 thi cuaham s6 f(x) =4 2 néux =0,
x + 1néux > 0.

No6i mot cach chinh xac hon, giasu D = R, ¢ = 0 va f: D — R xac dinh boi

1 néux <0,
f(x) =1 2 néux=0,
x + 1 néux > 0.
Khi do, lim,_f(x) = 1. Dé nhan thiy diéu nay, ki hiéu (x,,) 1a mot diy bt ki trong D \ {0} sao cho

x, = 0.Néux, <0voéimoin € Nthi f(x,)—1=1—1=0,vanéux, >0véimoin €N thi f(x,) —

1= (x, +1) — 1 = x,,. Biéu nay chi rang f(x,,) —» 1. Nhu vy, | = 1 1a gidi han cia f khi x tién dén 0.
Luu y rang £(0) = 2.

(ii) Giasu D = R\ {0}, c = 0va f: D — R xac dinh boi
1 néux > 0.

Néu x,, = (=1)™/n v6i moi n € N thi (x,,) 1a mét day trong D va x,, = 0, nhung do f(x,) = (=1)"
v6i moi n € N nén diy (f(x,,)) 1a phan ky. Nhu vay, giéi han cta f khi x tién dén 0 Ia khong hién hiru.



Diéu nay cling c6 thé thiy dugc bing cach ddt y, = 1/n, z, = —1/n v6i moi n € N va quan sét thiy rang
Yp = 0,2, = 0, trong khi f(y,) = 1, f(z,) = —1.

(iii) Gia st f: R - R xéc dinh boi

1 néu x 13 mot sé hivu
fx) = { '

0 néu x la mot so vo ti.
Khi d6, v6i moi ¢ € R, khong ton tai gioi han cua f(x) khi x c6 xu hudng tién dén c.
D¢ nhan thay di€u nay, ki hiéu ¢ € R va xét

[nc] +1 [nc] +2
Xy = VA Yy = .

Khi d6, véimdin € N,c < x, < c+ (1/n) va vaic <y, <c+ (V2/n),nénx, - cvay, - c. Do
mdi x,, déu 1a mot sb hiru ti nén f(x,,) = 1 va do mdi y,, déu l1a mot s6 vo ti nén f(y,) = 0. Do do,
f(x,) = 1, trong khi f(y,) = 0. Nhu vy, khdng ton tai gidi han cua f(x) khi x c6 xu huéng tién dén c.

Bay gio, chung ta sé€ lién hé cac khai niém vé tinh lién tyc va gidi han.

Két qua 3.3.1.
GiastD S Rvac € Rsaocho (c —7,¢+7) € D voi mot s6 r > 0 nao d6. Xét mot ham f: D — R.

Khi d6, f lién tuc tai c khi va chi lim,_,.f(x) ton tai va bang f(c).

Chirng minh két qua 3.3.1.

Gia st f lién tuc tai c. Gia stir (x ,,) 1a mot day bat ki trong D sao cho x,, — c. Ti tinh lién tuc cua f tai
c, chung ta sé c6 f(x,) = f(c). Nhu vay, lim,_.f(x) ton tai va bang f(c).

Nguoc lai, gia st lim,_,.f (x) ton tai va bang f(c). Gia st (x,,) 1a mot ddy bat ki trong D sao cho x,, —
c. Néu ton tai ny € N sao cho x,, = ¢ vdi moi n > n, thi ro rang f(x,,) — f(c). Nguoc lai, ton tai cac sd
nguyén duong ny,n,, ...sao chon; <n, <--va{ne€ N:x,, # c} = {n,: k € N}. Bay gio, (xnk) la mot
day trong D \ {c} hoi tu dén c va do do f(xnk) - f(c). Do f(x,) = f(c) voi moi N \ {n,: k € N} nén
chiing ta dé dang suy ra rang f(x,) — f(c). Nhu vay, f lién tuc tai c. O
1 néux< 0,
Chang han, ham f: R — R xac dinh boi f(x) ={ 2 néux = 0, khong lién tyc tai 0 boi vi
x + 1néux > 0,
lim,_.f(x) =1vaf(0) = 2.
Mit khac, néu ching ta xac dinh g: R —» R boi

1 néuxSO,
x+1néux>0,

g(x) ={

thi, nhu truede day, ching ta s€ co lim,,_,,g(x) = 1 va g(0) = 1. Nhu vay, g lién tuc tai 0.




Bay gio, chung ta s€ chirng minh mot s6 két qua hiru ich trong viéc tinh gidi han cua mot s6 ham so.
Pau tién, chung ta hay xem xét cac phép toan dai so trén R co lién quan nhu thé nao dén khai niém gioi han
cua cac ham mot bien thuc. Két qua sau day duoc goi la Quy tic tinh gioi han cho cac ham so.

Két qua 3.3.2.
Giast D € Rvac € Rsaocho D cochtra (c — 1, ¢) va (c, ¢ + 1) voi mot s6 r > 0 nao do, va
f,g:D — R la cac ham sao cho

limy,f(x) = lvalim,_,g(x) =m.
Khi do,
@ limy (f+9)x) =1+m,
(i) limy,.(rf)(x) = rl véi moi x € R,
(iii) limy . (fg) (x) = Im,

(iv) néu I # 0 thi ton tai mot s6 § > 0 sao cho 8§ < r va f(x) # 0 voi moi x thoaman 0 < |x — ¢| < §;
hon ntra, véi ham 1/f : {x € R: 0 < |[x — ¢|] < §} = R, chung ta sé€ co6

lim,_,, (%) (x) = %

Chirng minh két qua 3.3.2.

Xét mot day (x,,) bat ki trong D \ {c} sao cho x,, = c.

Khi do,

fxn) = Lva g(x,) — m.
T cac khang dinh (i), (i), (iii) cua Két qua 2.1.2), ching ta s& c6
F+9)0) = fln) + g0) = 1+ m,

(rf)(x,) =rf(x,) = rlvéimoir € R,
(f9)(xn) = ) g(xn) - Im.

Diéu nay ching to tinh dung dén cua cac khang dinh (i), (ii) va (iii).

Dé chirng minh tinh ding dén cua khang dinh (iv), gia st [ # 0. Néu khong ton tai mot sé § > 0 sao
cho 8§ <7 va f(x) # 0 v&i moi x thoa min 0 < |x — c| < & thi chiing ta lu6n co thé tim dwoc mot diy
(cy) trong D \ {c} sao cho

¢, — | <ivaf(cn)=0vé'imoinEN.




Do c,, = ¢ nén chang ta s& c6 f(c,) = . Nhung diéu nay 1a khong thé bdi vi f(c,) = 0 véi moin €
N, trong khi d6 [ # 0. Nhu vay, ton tai mot s6 § > 0 sao cho f(x) # 0 v6i moi x thoamin 0 < |x — c| <
& va ham 1/f duoc xac dinh tai moi diém x nhu vay. Hon nira, néu (x,,) 1a mot day bat ki trong {x €
R:0 < |x — ¢| < 8} sao cho x,, = ¢ thi f(x,) = I va do do, tr khang dinh (iv) cua Két qua 2.1.2),
1/f(x,) — 1/L. O

Vi cac ki hiéu va gia thiét nhu trong ménh dé trén, bang cach két hop cac khang dinh (i) va (ii), ching
ta nhan thiy rang lim,_.(f — g)(x) = | — m. Tuong tu, bing cach két hop cac khang dinh (iii) va (iv),
chung ta nhan thiy rang néu m # 0 thi lim,_.(f/g)(x) = l/m.

Ké tiép, chiing ta s& chi ra cach ma quan hé thir tu trén R va phép toan ldy cin bac k dugc bao toan qua
phép 14y gidi han.

Két qua 3.3.3.
Giasu D, c, f, g, 1, m nhu trong Két qua 3.3.2.
(i) Néu ton tai mot s6 § > 0 sao cho
f(x) < g(x) véimoi x € Rthoaman 0 < |x —¢| < 6,
thil < m.
Nguoc lai, néu [ < m thi ton tai mot s 6 > 0 sao cho
f(x) < g(x) véimoi x € Rthoaman 0 < [x —¢| < 6§,

Pic biét, néu ton tai mot s6 § > 0 sao cho g(x) = 0 voi moi x € R thoaman 0 < |x — c| < & thi
lim,_.g(x) = 0 va nguoc lai néu lim,_.g(x) > 0 thi s& ton tai mot s6 § > 0 sao cho g(x) > 0 vdi moi
x € Rthoaman 0 < |x —¢| < 6.

(ii) Néu f(x) = 0 v6i moi x € D thil = 0 va, véi moi k € N, chiing ta s& 6

lim,_.fY*(x) = 1M/¥.

Chirng minh két qua 3.3.3.
Xét mot day (x,,) trong D \ {c} sao cho x,, = c.

(i) Gia str ton tai mot s6 6 > 0 sao cho f(x) < g(x) voi moi x € R théaman 0 < |x — ¢| < §. Khi do,
ton tai mot sd tu nhién ny € N sao cho |x, — c| < § véi moi n = n, va do d6 f(x,) < g(x,) voi moi n >
ne. Do f(x,) = 1 va g(x,) = m nén, tr khang dinh (i) cia Két qua 2.1.3), ching ta d& dang suy ra ring
[ <m.

Nguoc lai, gia sir | < m. Néu khong ton tai mot s6 § > 0 sao cho f(x) < g(x) voi moi x € R thoa
man 0 < |x — ¢| < & thi chung ta co thé tim duoc mét diy (c,,) trong D \ {c} sao cho

1
lc,, — c| < - va f(c,) = g(c,) véimoin € N,




Khi do, ¢,, = ¢ va nhu vay
[ =lim,_,f(c,) =lim,_,,.g(c,) =m,

(diéu nay mot 14n nira duoc suy ra tir khang dinh (i) cua Két qua 2.1.3).

Piéu nay mau thuin véi gia thiét I < m. Nhu vdy, ton tai mot sé § > 0 sao cho f(x) < g(x) voi moi
x €ERthoaman 0 < |[x —c| < 6.

(ii) Khang dinh (i) ngu y rang | > 0. Gia st k € N. Tt khing dinh (ii) cua Két qua 2.1.3), ching ta d&

dang suy ra rang (f (x,,))* = [*/*. Do (x,,) 1a mot ddy bat ki trong D \ {c} sao cho x,, = ¢ nén chung ta
O

s& 0 lim,_, . fY*(x) = 1V/*.
Vi cac ki hiéu va gia thiét nhu trong ménh dé trén, bang cach két hop cac khang dinh (iii) va (iv) cua

Két qua 3.3.2), chiing ta nhan thay rang néu r 1a mot s hiru ti dwong bat ki va f(x) = 0 véi moi x € D thi
lim,_.fT(x) = 1", bdi vir = m/k, trong d6 m, k € N. Piéu nay, cung véi khing dinh (iv) cua Két qua

3.3.3), cho thay rang néu [ > 0 thi lim,_.f"(x) = I” véi moi s6 hitu ti am 7.

Két qua 3.3.4. (Pinh li kep)
Giasu D € R vac € Rsao cho (¢ —r,c) va (¢, c + r) déu dugc chira trong D véi mot sd r > 0 nao

do. Gia su cho trudc f, g, h: D - R sao cho
f(x) < h(x) < g(x) voimoi x € D va lim,_,.f(x) = lim,_,.g(x) = L.

Khi d6, lim,_,.h(x) = L.

Chirng minh két qua 3.3.4.
Gia st (x,,) 1a mot day bat ki trong D \ {c} sao cho x,, = ¢. Khi d9, f(x,) — I, g(x,) — Lva

f(x,) < h(x,) < g(x,) voi moi n € N. Nhu vay, h(x,) — [ theo Pinh 1i kep cho cac diy s6. Diéu nay

ching to rang lim,_,.h(x) = L.

Chang han, xét ham zigzag f:[0,1] = R xac dinh boi
1 1 .
x < E’k € N,k lamot so le,

2k(k + 1)x — 2k — 1 né
( )x neuk_l_1
1

,k € N, k 1a mét sb chin.

f(x): . 1
— & <x<-—
2k(k+1)x+2k+1neuk+1_x_k

Gia st D = [—1,1] va dinh nghia
~ x) néux € [0,1],
f(x)z{f() ux € [01]
f(=x)néux € [—1,0).

Khi d6, —1 < f(x) < 1 véi moi x € D. Gia st h: D — R xac dinh boi h(x) = xf(x) va g: D - R xac
dinh boi g(x) = |x]|. Do - g(x) < h(x) < g(x) voi moi x € D va lim,_,g9(x) = lim,_,(—g)(x) =0

nén, tr Dinh 1i kep, lim,_,oh(x) = 0.



Bay gid, chiing ta hdy dua ra mot diéu kién cho sy ton tai ctia gidi han cua mot ham mot bién thyc ma
khong cin quan tdm dén sy hoi tu cta cac day. Két qua sau day co thé duoc so sanh véi Két qua 3.1.5).

Két qua 3.3.5.

Gia st D € Rvac € Rsaocho (¢ —1,¢) va (c,c + r) duoc chira trong D véi mot sé r > 0 nao d6 va
xét f:D = R.

Khi 46, lim,,_,.f (x) ton tai khi va chi khi ton tai mot s6 [ € R thoa man diéu kién € — & sau:

“Véimoie > 0, tontai mots6 § > 0saochox EDval<|x—c|<6=|f(x) =1 <e&”

Chirng minh két qua 3.3.5.

Gia st ton tai lim,_,.f(x) va bang [. Gia st diéu kién € — § khong thoa man. Diéu nay co nghia Ia ton
tai mot s6 € > 0 sao cho, voi moi § > 0, c6 x € D thoa man

0<|x—c|<é&,nhung [f(x)—1] = e.

Bang cach 1dy 6 = 1/n véi moi n € N, chiing ta nhéan thay rang ton tai mot diy (x,,) trong D \ {c} sao
cho |x, — c| < 1/n, nhung |f(x,,) — I| = & voi moi n € N. Nhu vy, x,, — ¢ va f(x,) + L. Piéu nay mau
thuan voi gia dinh lim,_,.f(x) = L.

Nguoc lai, gia st diéu kién &€ — & thoa man. Gia sur (x,,) 1a mot ddy bat ki trong D \ {c} sao cho x,, = c.
Gia str cho trudc mot sb € > 0. Khi d6, ton tai mot s6 § > 0 sao cho

xEDval<|x—c|<d=>|f(x)—Ill<e.

Do x,, = ¢ nén ton tai mot s6 tu nhién n, € N sao cho |x,, — ¢| < § vdi moi n = n,. Do d6, |f(x,,) —
I| < & v&i moi n = ny. Nhu vay, f(x,,) — l. Diéu nay suy ra rang lim,_.f (x) ton tai va bang [. O

Ké tiép, chung ta s€ xem xét mot dang twong tu cua Diéu kién Cauchy cho sy hoi tu cua mét day (Két
qua 2.2.6).

Két qua 3.3.6. (Diéu kién Cauchy cho gi¢i han cua cac ham)

Gia st D € Rvac € Rsaocho (c —1,c¢) va (¢, c + r) duoc chita trong D véi mot sd r > 0 va xét ham
f:D - R.

Khi d0, lim,_,.f (x) ton tai khi va chi khi v4i moi £ > 0, ton tai mot s6 § > 0 sao cho

x,VEDO<|x—c|<éval<|y—c|<s=2|f(x)—fO)<e.

Chirng minh két qua 3.3.6.

Gia st lim,_,.f(x) ton tai va bang [. Gia st cho trudc mot s6 € > 0. Tir Két qua 3.3.5), ton tai mot sd
6 > 0 sao cho

Xx€DVA0<|x—cl<&=If(x) 1<~




Nhu vy, voimoi x,y € D thoaman 0 < |x —c| < 6 va0 < |y — c| < §, ching ta s€ coO
€

2=€.

fFG) = fOI<IfF Q) = U+ L= fO) <§+

Nguoc lai, gia st diéu kién dua ra trong tuyén bd cia ménh dé trén la ding. Gia st cho trude € > 0.
Khi do, ton tai mot s6 & > 0 sao cho

XLYED O<|x—c|<évald<|y—c|<dsd=2|fx)—f)| <e.

Xét mot day (x,,) bat ki trong D \ {c} sao cho x,, = c. Khi d6, ton tai mot sb ty nhién n, € N sao cho
|, — c| < & véi moi n = ny. Nhu vay,

|f (xn) — f(xp)| < & v6imoi n,m = n,,.

Do dd, (f(x,)) 1a mot day Cauchy trong R. Tir Diéu kién Cauchy cho cac day (Két qua 2.2.6), ton tai
mot s6 I € R sao cho f(x,,) — L. Nhu vy, ton tai n; € N sao cho n; > n, va |f(xn1) — l| <eDo0<

| L= c| < & nén chiing ta d& dang suy ra ring
x€EDval<|x—c|<d=|f(x) -1 < |f(x) —f(xn1)| + |f(xn1) — l| < 2e.
Do ¢ > 0 1a tuy y nén Két qua 3.3.5) chiing to rang lim,_,.f(x) ton tai va bang L. O

Bay gio, chung ta s€ xem xét cac gidi han mot phia. Gia s D 1a mot tdp con cua R va f: D — R la mét
ham s6. Gia st cho trudc mot ¢ € R sao cho (¢ — 7, ¢) € D véi mot s6 r > 0. Ching ta sé ndi rang ton tai
gioi han bén trdi cua f khi x c6 xu hudng tién dén c (tir bén trai) néu ton tai mot sé thuc [ sao cho

(x,,) 1a mot day bat ki nao d6 trong D, x,, < c vax,, = ¢ = f(x,,) = L.
Khi d6, chung ta sé viét
f(x) » Lkhix - ¢~ hoac lim,,.-f(x) = L.
Dé dang nhan thay rang néu lim,_,.- f(x) ton tai thi no s& la duy nhat.

Twong tw, néu ¢ € R sao cho (c,c + 1) € D v6i mot s6 r > 0 nao d6 thi chung ta c6 thé dinh nghia gidi
han bén phai cua f(x) khi x c¢6 xu hudng tién dén c (tir bén phai) bang cach thay thé diéu kién “x,, < ¢”
boi diéu kién “x,, > ¢” trong dinh nghia néu o trén.

Khi d6, ching ta sé viét
f(x) = Lkhi x = ¢* hodc lim,_,+f(x) = L.

Cac két qua twong ty voi Két qua 3.3.2), 3.3.3), 3.3.4), 3.3.5) va 3.3.6) cling dung cho cac gidi han bén
trai va cac gioi han bén phai. Ching ta ciing c6 két qua sau day.



Két qua 3.3.7.

Giast D € Rvac € Rsaocho (¢ —r,¢) va (¢, c + r) déu duoc chira trong D voi mot sd r > 0 nao do
vaxétham f: D - R.

Khi do,
lim,_.f(x) =l lim_.f(x) =lim_+f(x) =L
Hon nita, néu ¢ € D thi

f lién tyc tai ¢ © lim,_,.-f(x) = lim,.+f(x) = f(c).

Chirng minh két qua 3.3.7.
Néu lim,_,.f(x) = [ thi rd rang lim,_,.- f(x) = lim,_+f(x) = L.

Nguoc lai, gia st lim,_,.-f(x) = lim,_.+f(x) = . Gia st (x,,) 1a mot day bat ki trong D \ {c}. Khi
do, x,, < ¢ hodc x,, > ¢ voi moi n € N. Néu ton tai mot s6 tu nhién n, € N sao cho x,, < ¢ véi moi n > n,
thi do lim,_,.-f(x) = I nén ching ta nhan thiy rang f(x,) — l. Ngoai ra, néu ton tai mot s6 tu nhién n, €
N sao cho x,, > ¢ voi moi n > n, thi do lim,_, .+ f(x) = [ nén, mot lan nira, chung ta ciing nhan thiy rang
f(x,) — L. Trong truong hop con lai, ton tai cac s6 nguyén duong j; < j, < --- vam, < m, < --- sao cho
X, <€ <Xp, voimoi k € NvaN = {ji:k =1,2,..}U{m: k = 1,2,...}. Do lim,_,.- f (x) = [ nén ching
ta sé co f(x;,) = L. Ngoai ra, do lim,_,.+f(x) = I nén ching ta s€ co f(x,,,) > [. Domoin € N déu sé
bang ji, hodc my voi mot sb ty nhién k € N nao d6 nén chiing ta dé dang suy ra rang f(x,) — . Nhu vay,
chang ta c6 thé két luan rang lim,_.f(x) = L.

Khang dinh thir hai cia ménh dé trén xuit phat tir sy twong duong di dugc chirng minh & trén va Két
qua 3.3.1). O

Ké tiép, gia st D € R va D c6 chira mot nira khoang v6 han co dang (a, ), trong d6 a € R. Xét mot
ham f: D — R. Chang ta s& n6i rang c6 mot gioi han cua f khi x tién dén vé cung néu ton tai mot sb thuc
[ sao cho

(x,,) 1a mot day bat ki trong D \ {c} va x,, » o0 = f(x,) — L.
Khi d6, ching ta sé viét
f(x) — lkhi x — o0 hodc lim,_,.f(x) = L.

Do luén ton tai mot day (x,,) trong D sao cho x,, = oo nén chiing ta nhan thay rang lim,_ f (x) 1a duy
nhat. Néu D € R c¢6 chira mot nira khoang vo han c6 dang (—oo, a), trong d6 a € R, thi ching ta cling c6
thé dinh nghia lim,_, _,f (x) theo cach twong tyu va viét

f(x) — lkhi x — —o0 hodc lim,_,_.f(x) =L

Céc két qua twong tu voi Két qua 3.3.2), 3.3.3) va 3.3.4) ciing ding voi cac gidi han khi x — oo hodc khi
x — —oo, Biy gio, ching ta sé dua ra mot dang tuong tu ctia Két qua 3.3.5) cho nhiing gii han nhu vay.




Két qua 3.3.8.

Gia st D € R sao cho (a, ©) duoc chira trong D véi mot s a € R nao d6 va gia st £: D — R 1a mot
ham sd.

Khi d0, lim,_,.f (x) ton tai khi va chi khi ton tai mot [ € R thoa man diéu kién € — & sau:

“Voimoi € > 0, ton tai mot sb @« € Rsaochox EDvax > a= |f(x) — 1] <e”

Chirng minh két qua 3.3.8.

Gia st lim,._,o. f (x) ton tai va bang . Gia st diéu kién € — a khong duoc thoa man. Dicu nay co nghia
la ton tai mot sO € > 0 sao cho, voi moi a € R, ¢o x € D thoa man

x = a,nhung |f(x) — 1| > ¢.

Bang cach chon @ = n véi mdi n € N, ching ta ludn c6 thé tim duoc mot diy (x,,) trong D sao cho
. = n, nhung |f(x,,) — | = & vdi moi n € N. By gio, x,, — oo va f(x,,) » . Diéu nay mau thuan voi
gia thiet lim,_, o f (x) = L.

Nguoc lai, gia st diéu kién € — & thoa man. Gia st (x,,) 1a mot day bat ki trong D sao cho x,, » . Gia
st cho trude mot sb € > 0. Khi do, ton tai mot s6 @ € R sao cho

x€EDvaxza=|f(x)—-1l <e.

Do x,, — o0 nén ton tai mot s6 tu nhién n, € N sao cho x,, = a vdi moi n = ny. Do @0, |f(x,) — 1| <
v6i moi n = ny. Nhu vay, f(x,,) — [. Diéu nay chi ra rang lim,_,. f (x) ton tai va bang [. O

Nhin xét.

Gia su D € R sao cho (a, o) duoc chira trong D véi mot s6 a € R nao d6 va xét cac ham f, g: D - R.
Ching ta cling co thé so sanh bac do 16n cua f va g khi x — oo gidng nhu cach ma chung ta da so sanh béc
d6 10n cua cac day (a,,) va (b,,).

Néu ton tai mot s6 K > 0 va mot sé6 « € R sao cho |f (x)| < K|g(x)| voi moi x = a thi chung ta s& viét
f(x) = O(g(x)) khi x = oo Va ching ta s& noi rang f(x) la mét dai lwong vé cung lon cua g(x) khi x
tién dén vé cung. Dic biét, néu g(x) = 1 v6i moi x 16n thi f(x) = 0(1) khix — oo va dleu nay co nghia
la f la mdt ham bi chan. Noi rong ra, f(x) = 0(g(x)) khi x - oo néu bac d6 16n cua f t6i da khong vuot
qua bac d6 1on cua g khi x — oo. Trong truong hop fvag la cac ham tang don di¢u va f(x) =0(g (x))
khi x = oo, chuing ta s& néi rang téc do ting trwong cua f toi da khong vwot qua téc dé ting trwong ciia
g khi x — oo,

Chang han,

10 100 1
10[x] + 100 = 0(x) va ﬁ-l_F =0 (x)

Gia su cho trudc mot s6 € > 0, néu ton tai mot s6 @ € R sao cho |[f(x)| < elg(x)| voi moi x = « thi
chung ta s€ Vlet f(x) = o(g (x)) khi x — oo va chiing ta s ndi rang f(x) la mét dai lwong vo cung be cua
g(x) khi x tién dén vé cung. Néu g(x) # 0 voimoi x € Rlon thi f(x) = o(g(x)) khi x — oo va diéu nay
co nghia la llmQHOO fFx/ 9 (x)) ton tai va bang khong. Pac biét, néu g(x) = 1 vi moi x 10n thi f(x) =
0(1) khi x — oo va diéu nay ciing c6 nghia la f(x) — 0 khi x — oo. Néi rong ra, f(x) = o(g(x)) khi x —




oo néu bac d6 16n cua f nho hon bac d6 16n cua g khi x — 0. Trong trrong hop f va g la cac ham don
diéu tang va f (x) = 0(g(x)) khi x = oo, ching ta s& néi rang téc dé ting trwong cia f nho hon téc dé
tang truwong cua g khi x - oo,

Ch'fmg han,

10 100 1
10x + 100 = o(xvx) va _]+x\/— O(ﬁ)'

Gia su ton tai mot s6 khac khong [ € R thoa man diéu kién sau: “Véi moi s thuc duong € > 0, ton tai
mot sé a € R sao cho |f(x) — 1 g(x)| < & véi moi x > a.” Trong trudng hop nay, ching ta s& viét
f(x)~g(x) khi x — oo va ching ta sé néi rang f(x) la tiém cin véi g(x) khi x tién dén oo. N6i rong ra,
f(x)~g(x) khi x = oo néu f(x) co cing bac d6 16n vdi g(x) khi x — oo. D& dang nhan thay rang ~ 1a mot
quan hé twong duong xac dinh trén tap tit ca cac ham gia tri thuc xac dinh trén D. Néu g(x) # 0 voi moi x
1on thi f(x)~g (x) khi x — oo nghia la lim,_,.,(f (x)/ g (x)) ton tai va khac khong Neu f va g la cac ham
don diéu tang va f(x)~g(x) khi x — oo thi ching ta cling s& néi rang f va g c6 cung tbc do ting truong
khi x — oo.

Chang han,

10 100 1000 1
10x2 + 100x + 1000~x? Va —+t—+ =t T

Néu (—oo, a) dugc chira trong D véi mot sd a € R nao do th1 chung ta s& co thé so sanh bac do 16n cua
f va g khi x — o0 hodc néu ¢ € R sao cho (c —7,c + 1) S D v4i mot s r > 0 nao do thi chiing ta cling cd
thé so sanh bac d 16n cua f va g khi x — ¢ theo cach twong tu.

Nhu ching ta dd mo ta cho cac day sd, ching ta ciing sé mé ta cach 1am thé nao ma trong mot sb trudng
hop oo hodc —oo ¢6 thé duge xem nhur 1 “gidi han” cia mot ham mot bién thuc. Gia st D € Rvac € R
sao cho (c — 1, ¢) va (¢, c + r) duoc chira trong D véi mot s6 r > 0 nao d6. Chung ta s& noéi rang f(x) co
xu hwong tién dén oo khi x tién dén c néu

(x,) 1a mot day bat ki trong D va x,, = ¢ = f(x,) — .

Khi d0, chung ta sé viét

f(x) = oo khix - c.

Chiing ta ciing sé dua ra mot dang tuong tu cua Két qua 3.3.5) d6i voi mot ham cé xu hudng tién dén

vO cung.

Két qua 3.3.9.
Giasu D € R, ¢ € Rsao cho (¢ —r,¢) va (¢, c + r) dugc chita trong D vdi mot sé r > 0 nao do va
giasu f: D — R 1a mot ham nao do.
Khi d0, f(x) s& tién dén oo khi x c6 xu huéng tién dén c khi va chi khi diéu kién @ — & sau thoa man:
“Voimoi @ € R, ton tai mot s6 8 > 0saochox EDval0 < |x —c| <6 = f(x) > a.”

Chirng minh két qua 3.3.9.

Gia st f(x) co xu hudng tién dén oo khi x c6 xu hudng tién dén c. Gia st diéu kién a — & 1a khong
dung. Piéu nay co nghia 1a ton tai mot sé & € R sao cho, voi moi § > 0, ton tai mot s6 x € D thoa man

0 <|x—c| <é,nhung f(x) < a.

Khi 6, t6n tai mot day (x;,,) trong D \ {c} sao cho Ixn —c| < 1/n, nhung f(x,) < a véi moi n € N.
Bay gio, x,, > c va f(xn) + 0. Piéu nay mau thun voi gia dinh f(x) — oo khi x - c.

Nguogc lai, gia su dleu kién a — & thoa man. Gia su (xxn) 1a mot day bat ki trong D \ {c} sao cho x,, -
c. Gia str cho trudc mét sé a € R. Khi do, ton tai mot s6 § > 0 sao cho

x€Dvald<|x—c|<d6=f(x)>a.

Do x,, = ¢ nén ton tai mot sb tu nhién n, € N sao cho |x,, — ¢| < § vdi moi n > n,. Do d0, f(x,) > a
v6i moi n = ny. Nhu vay, f(x,,) — oo. Didu nay c6 nghia 1a f(x) — oo khi x — c. O
Theo cach tuong tu, chiing ta cling c6 thé dinh nghia “f(x) — —oo khi x = ¢” va mot “diéu kién S —

8” twong duong ciing co thé dwoc hinh thanh theo cach twong ty. Ngoai ra, cac gidi han mot bén (khi x —
¢~ hodc khi x = ¢*) cling duge xtr 1y theo cach tuong tw. Hon nira, ching ta ciing c6 thé dinh nghia




f(x) » oo khix — oo va f(x) > —oo khi x - o
cung nhu
f(x) - oo khi x » —oo va f(x) » —oo khi x - —o0
theo cach tuong tu.

Néu f (x) — oo va g(x) = [, trong dol € R hodc [ = oo hoac | = —oo, thi chung ta cling c6 thé thu
duoc cac két qua tuong tu lién quan dén sy ton tai cua “cac gioi han” f(x) + g(x) va f(x)g(x) nhu di lam
trong Nhan xét 2) bén dudi Két qua 2.1.7).

Céc khai niém gidi han lién quan dén oo hodc —oo rét hiru ich trong viéc xem xét “cac dudng tiém cin”.
N6i mét cach dai khai, mot duong thing s& duoc coi la mot dwong tiém cén cia mot duong cong néu nd
tién lai gan duong cong d6 mot cach tuy y. Viéc phan loai cac duong tiém can, tuy thudc vao hé sb goc cla
chung, dugc dua ra bén dudi day.

Gia st D € Rva f: D —» R 1a mot ham sd. Chung ta cling sé méc nhién gia dinh D s& thoa man mét s6
diéu kién thich hop can thiét dé co thé xac dinh gidi han lién quan.

1. M6t duong thing xac dinh béi y = b, trong d6 b € R, dugc goi 1a mot dwong tiém cén ngang cua
dudng cong y = f(x) néu

lim,_,o.(f(x) — b) = 0 hoac lim,_,_.,(f(x) — b) = 0.

2. M6t duong thing xac dinh boi y = ax + b, trong d6 a,b € R va a # 0, duoc goi la mot dwong tiém

cdn xién cta duong cong y = f(x) néu
lim,_..(f(x) —ax —b) = 0 hoac lim,_,_,(f(x) —ax — b) = 0.

3. Mot duong thiang xac dinh boi x = c, trong d6 ¢ € R, dwoc goi 1a mot dwong tiém cdn ding cia
dudng cong ¥y = f(x) néu mot hoic nhiéu diéu sau day thoa man:

f(x) > okhix » ¢, f(x) > —cokhix - ¢,
f(x) > cokhix - c*, f(x) > —cokhix - c*.

Chang han,
(i) Giasu D = (—0,0)U(1, ) va xac dinh f: D - R nhu sau:
2x—1 <
néux > 1,
flx) = x -1
3x2+4x+1 |
néux < 0.

X
Véix > 1, ching ta sé ¢6 f(x) = 2+ 1/(x — 1) va lim,_.,(f (x) — 2) = 0. Do d6, duong thang xac
dinh boi y = 2 1a mot tiém cin ngang cua duong cong y = f(x). Hon nira, f(x) - oo khi x - 1*. Nhu
vdy, duong thang xac dinh boi x = 1 1a mot duong tiém can dimg cta duong cong y = f(x).
Véix < 0, ching ta sé ¢6 f(x) = 3x + 4 + 1/x va lim,_,_o,(f(x) — 3x — 4) = 0. Do d6, duong thing
xac dinh boi y = 3x + 4 la mot tiém cén xién cua duong cong y = f(x). Hon ntra, f(x) —» —oo khi x —
0~. Nhu vay, duong thang xac dinh boi x = 0 1a mot tiém cin ding cua duong cong y = f(x).



i

2x—1
x—1

3x%44x+1  «
—— néux <0,

. néu x > 1,
Hinh v€ minh hoa do thi cua ham (x) = voi duong tiém can ngang,
X
tiém cén xién, tiém can dung cua no.

(ii) Gia st P va Q la cac ham da thirc khac 0 khong c6 nghiém thuc chung. Xét D = R\ E, trong d6 E
1a tap tat ca cac nghiém thyc ctia ham da thirc Q. Gia st f(x) = P(x)/Q(x) véi moi x € D.

Néu bic cta P bang voi bac cua Q thi

R(x)

x)=b+
/ 2
trong do b € R va R 1la mot ham da thirc ¢6 bac nho hon bac cua Q. Do R(x)/Q(x) — 0 khi x — oo cling

nhu x = —oo nén chung ta cling nhan thiy rang duong thang xac dinh boi y = b 1a mdt tiém cén ngang cua

duong cong y = f(x).
Néu bic cua P 16n hon bac cua Q 1 don vi thi

véimoix € D,

R(x)
Q00) |
trong d6 a,b € R, a # 0 va R 1a mot ham da thirc ¢6 bac nho hon bac cua Q. Mot l1an nitra, do
R(x)/Q(x) = 0 khi x - oo cling nhur x — —oo nén chiing ta nhan thiy ring duong thang xac dinh boi y =
ax + b la mét tiém cin xién cua duong cong y = f(x).

Gia st c € E, nghiala c € R va Q(c) = 0. Khi d6, chiing ta dé dang nhan thay rang f(x) — oo hodc
f(x) » —oo (tuy thudc vao du cua cac hé s6 bac nhit clia cac ham da thirc P va Q) khi x — ¢~ cling nhu
x = ¢*. Nhu vy, duong thang xac dinh boi x = ¢ 1a mot tiém can ding cua dudng cong y = f(x).

f(x) =ax+b+

véimoix € D,



Bay glo chung ta s€ xem xét gioi han ctia cac ham don diéu. Chiing ta ¢ thé so sanh cac két qua cho
duoi day voi cac két qua twong Ung vé gidi han cla cac day don diéu.

Két qua 3.3.10.

Gia su f: (a,b) —» R 1a mot ham don diéu tang.

Khi do,

(i) lim,_,-f(x) ton tai khi va chi khi f bi chin trén; trong trudng hop nay, ching ta sé c6
, lim,_,,- f(x) = sup{f (x): x € (a,b)}.

Néu f khong bi chan trén thi f(x) - co khix = b~

(ii) lim,_ ,+f(x) ton tai khi va chi khi f bi chin dudi; trong truong hop nay, ching ta s& 6
, lim,_+f(x) =inf{f(x):x € (a,b)}.

Néu f khong bi chan dudi thi f(x) - —oo khi x — a™.

O day, a € Rhodc a = —oo, va b € R hodc b = oo.

Chirng minh két qua 3.3.10.

Xét mot day (b,,) trong (a, b) sao cho b,, = b.

(i) Gia st f bi chan trén va ki hiéu M = sup{f (x):x € (a,b)}. Gia st cho trudc mot s6 € > 0, ton tai
mot s6 ¢ € (a,b) sao cho M — ¢ < f(c). Bay gio, do f la don diéu tang nén chungtas€ co M — ¢ < f(x)
v6i moi x € (c,b). Hon nita, do b,, —» b va ¢ < b nén ton tai mot sb tu nhién no € N sao cho ¢ < b, voi
moin =ny. Doddo, M — e < f(bn) vOi moi n = ny. Mat khac, f(b,) < M véi moi n € N. Nhu vay,
f(b,) » M khi b,, » b. Do (b,) la mét day tuy y sao cho b, = b nén chung ta s€ c6 f(x) — M khi x —
b.

Bay gio, gia st f khong bi chan trén. Gia sir @ € R. Khi 0, ton tai mét s6 ¢ € (a, b) sao cho a < f(c).
Mot 1an nira, do f 1a don diéu tang nén a < f(x) voi moi x € (c,b). Do b, = b va ¢ < b nén ton tai mot
s6 ty nhién n, € N sao cho ¢ < b,, v6i moi n = n,y. Nhu vay, a < f(b,) véi moi n > n,. Piéu nay cho
thay rang f(b,,) = oo khi b,, = b. Do (b,,) 1a mot ddy tuy y sao cho b, = b nén chiing ta sé c6 f(x) — o
khi x = b.

(i1) Phep ching minh cho khang dinh (ii) nay tuong tu nhu khang dinh (i) néu o trén. 0

Bay glo chung ta s€ su dung Két qua 3.3.10) dé ching minh chiéu nguoc lai ciia Dinh 1i gia trj trung
gian (Két qua 3.2.4) d6i v6i cac ham don diéu.

Két qua 3.3.11.
Gia st I 1a mot khoang va f: 1 — R 1la mot ham don diéu trén 1.
Khi do, néu f co tinh chat gia tri trung gian trén [ thi f la lién tuc trén /.

Chirng minh két qua 3.3.11.

Pau tién, gia str f don diéu tang trén I va f co tinh chat gia trj trung gian trén I. Xét ¢ € 1.

Gia st ¢ khong phai 1a ¢ddu mut bén trai cling nhu khong phai 1a dau mat bén phai cta khoang I. Khi do,
ton tai cac s ¢y, ¢, € I sao cho ¢; < ¢ < c,. Liic nay, ham s6 f bi chin trén trén khoang (c;, ¢) va nd bi
chan dudi trén khoang (c, c,) boi f(c). Nhu vay, tir Két qua 3.3.10), f(x) = [, khix - ¢~ va f(x) - I,
khi x - ¢*, trong do

l; = sup{f(x): ¢ <x< c}va l2 = mf{f(x) c<x<cyt

Rorang, [; < f(c) < lz Trén thyc té, do f co tinh chat gia tri trung gian trén I nén ching ta sé ¢6 I, =
f(c) = I,. Nhu vay, tir Két qua 3.3.7), f lién tuc tai c.

Néu ¢ 1a ddu mit bén trai cua khoang I thi lap luan néu trén cho thiy rang f(x) - I, khix —» ¢t val, =
f(c), trong khi néu ¢ 1a du mat bén phai ciia khoang I thi ching ta ciing s& c6 f(x) — I, khix — ¢~ va
L = f(o). ) .

Nhu vay, trong moi truong hop, f lién tuc tai c. Do ¢ 1a m¢t diém tuy y nam trong I nén ching ta nhan
thay rémg f lién tyc trén I.

Néu f don diéu glam trén I va f co tinh chét gia tri trung glan trén I thi - f la don diéu tang trén [ va - f
cung c6 tinh chét gi tri trung gian trén I. Nhu vy, bang tat ca nhitng gi ching ta da ching minh O trén, —f
s€ lién tuc trén I, nghia la f lién tuc trén I. )




Chﬁng ta s& két thuc lai phén nay cua bai Viét béng cach nhan xét rang Két qua 3.3.7) vé cac gidi han trai
va gioi han phai co thé dugc str dung dé chira rang néu mot ham 16i hodc 16m trén mot khoang thi nd sé
lién tuc tai moi diém cua khoang d6 ngoai trir cac ddu mut cia no.
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