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Thong thuong, mot khoa hoc co ban vé giai tich s& bao gdm viéc nghién ciru cac ham gia tri thye mot
bién, nghia 1a cac ham f: D — R, trong d6 D 1a mot tap con cua tap cac sb thuc R. Chung ta cling s& gia
dinh rang da hoc qua mot khoa hoc co ban vé giai tich va da quen thudc voi cac tinh chit co ban cua cac sd
thyc va cac ham mot bién thuc. Dé c6 mot tai lidu dé sin sang tham khao, chiing ta c6 thé tham khao bai
viét “Phép tinh giéi han ham mét bién”. Tuy nhién, dé tao sy thuan tién cho viéc khao sat, cac dir kién
lién quan tir phép tinh trén cac ham mot bién sé duge nhac lai bat cir khi nao can thiét.

Doi tuong co ban cua cac nghién clru cua chung ta s€ 1a khong gian Euclidean n — chiéu R™ bao gom
cac n — b so6 thuc, cu thé 1a,

R™ = {(xy, ..., Xp): Xq, oo, X, € R},
va cac ham gia tri thuc xac dinh trén cac tap con cua R".

BAt cr khi nao chiing ta viét R®, chung ta s& ludn ngam gia dinh n € N, nghia Ia n 1a mot s nguyén
duong. Cac phan tir cia R™ d6i khi con dugc goi 1a cac vector trong n — khong gian R™, khi n > 1.
Nguoc lai, cic phan tir cia R thuong duoc goi la cac vo hudng. Gia st cho trude mot vector x =
(x4, ..., X,) trong R® va 1 < i < n, phan tr v hudng x; duoc goi 1a toa dg thit i ciia x.

Céc phép toan dai sb xac dinh trén R c6 thé dé dang duoc mo rong sang cho R™ theo cac thanh phan.
Nhu vay, chiing ta sé dinh nghia téng ctia x = (X1, .., X,) Vay = ¥y, o, V) 1A X +y = (X3 + V1, oo X +
y,,). D& dang nhan thiy rang phép cong dugc dinh nghia theo cach nay sé thoa man cac tinh chét tuong tu
nhu trong R. Dic biét, vector khong 0 = (0, ...,0) dong mot vai tro tuong tu nhu s6 0 trong R. Ching ta
cling c6 thé xac dinh tich cua (xy, ..., ;) Va (Y1, o, Vo) 18 (X191, ..., X ¥,). Tuy nhién, phép nhan thanh
phan nay lai khéng hoat dong tt cho 1dm. Chang han, tich thanh phéan cua cac vector khac khong (1,0) va
(0,1) trong R? lai la vector khong (0,0) nén, do do, cac nghich dao cua cac vector khac khong nay khong
thé dugc xac dinh mot cach ding din. Trén thuc té, ndi chung, ching ta khong ¢ bat ki mot khai niém nao
vé mot phép chia xac dinh mot cach hop ly trén R™. Hon nira, nhu chiing ta sé giai thich ngay sau day,
quan hé thtr tu trén R chi ¢6 thé duge mé rong mot phan cho R”, khin > 1.

Véi nhitng 1y do néu & trén, 1y thuyét vé cac ham nhiéu bién co6 mot sy khac biét dang ké so véi ly
thuyét vé cac ham mot bién. Tuy nhién, mot khi n > 1, ching ta lai khong c6 qua nhiéu khac biét gitra cac
gia tri nho cuia n va céc gia tri 16n hon cua n. Diéu nay dic biét ding vdi cac khia canh co ban cia ly
thuyét ham nhiéu bién ma ching ta s& phat trién ¢ ddy. Vi quan diém nay va dé don gian hoa vén dé,
chiing ta hau nhu s& chi gi6i han cac khao sat trong truong hop n = 2. Trong trudng hop nay, chiing ta c6
thé hinh dung mot cach hiéu qua khéng gian R™ nhu mot mit phiang. Ngoai ra, dd thi ciia cac ham gia tri
thuc hai bién c6 thé duoc xem nhu cac mit trong khong gian 3 — chiéu. Tong quat hon, mot mit trong
khong gian 4 — chiéu cling co thé dwgc xem nhu mot ham ba bién. Vi suy nghi nay, thinh thoang, ching
ta cling s& am chi dén R* va cac ham gia tri thuc ba bién.



1. Khai niém ve cac vector va cac ham vector

Trong muc 1.1. Tinh chét co ban cia cac vector thwe dudi day, ching ta sé thao ludn mot sb khai
niém co ban lién quan dén cac vector trong R™ va mot s6 loai tp con quan trong trong R™. Ké tiép, trong
muc 1.2. Ham va cac tinh chét hinh hoc ctia né, chung ta sé phat trién mot sé khia canh co ban cua cac
ham gia tri thuc hai bién.

1.1. Tinh chét co ban cta cac vector thuc

Chung ta sé bit dau thao luan vé cac su kién co ban lién quan dén cac tinh chét dai sd, tinh chét tht ty,
cac loai tap con quan trong, v.v... Trong nhirng van dé nay, chiing ta hiu nhu khong thé don gian hoa van
dé chi bang cach gioi han cac khao sat & R? nén, do d6, chung ta sé phai 1am truc tiép véi R™ voin € N
tuy y.

Tinh chét dai s6

Chung ta di thao luan qua khai niém vé phép toan cong cac diém trong R" va thuc té 1a viéc twong g
tuong tu ndy cua cac tinh chat dai s6 trong R van dugc gitr nguyén trong R™. N6i mot cach chinh xac hon,
diéu nay co nghia 1a cac tinh chat sau ddy déu dugc thoa man.

Al.x+(W+2z)=C+y)+zvoimoix,yz€R".
A2.x+y=y+xvoimoix,y € R"
A3.x+ 0 = xvoimoi x € R".

A4. V&imoi x € R™, ton tai x' € R™ sao cho x + x’ = 0.

Luu y rang moi mot trong s6 nhirng tinh chat nay déu la mdt hé qua truc ti€p cua cac tinh chat twong
ung cua cac so thuec.

Nhirng tinh chit nay c6 thé duoc st dung ngim trong cac phan tiép theo. Nhu di duogc chi ra tir trude
d6, chung ta khong c6 mot khai niém du tét vé phép nhan cac diém trong R™ khi n > 2. Nhung ching ta
lai c¢6 nhitng khai niém rét hiru ich vé phép nhin vé hwong va tich vé hwong duoc dinh nghia ngay sau
day.

Gia su cho trudc mot ¢ € R va mot x = (x4, ..., X,) € R™, chling ta s€ dinh nghia
cx = (€xq, o, CXp).

Diéu nay thuong duoc goi 12 phép nhin vé hweng cia vector x voi phéan tie vé hwong c. Vé mit hinh
hoc, tich v6 huong cx sé twong trng voi viéc kéo dai hodc co lai vector x theo ¢ > 1 hodc 0 < ¢ < 1, trong
khi néu ¢ < 0 thi cx s& twong ing véi viéc phan xa x qua gdc toa do va tiép tuc kéo dai hodc co nd lai.

Voi moi x = (xyq, ..., x,) vay = (¥4, ..., ¥,) cho trude trong R™, tich vé hwong (hoic tich trong) cua
x va y duoc dinh nghia 1a mot sd thuc duoc ki hiéu boi x. y va duoc xac dinh boi

XYy =X1Y1+ o+ X0 Vn-



Tich v6 hudng cho phép ching ta ndi vé khai niém “gdc” giira hai vector. Chiing ta s giai thich diéu
nay mot cach chi tiét hon ngay dudi day.

Chiing ta cling c6 mot khai niém tuong tu vé gia tri tuyét ddi cua mot s thuc, duge dinh nghia nhu
sau. Vi moi x = (xq, ..., X,) € R, chudn (hoic chiéu dai) cua x duoc dinh nghia la mét s thue khong
am duoc ki hiéu boi |x| va duoc xac dinh boi

lx| = Vx.x = /xzz + -+ x2.

V& mit hinh hoc, chuén |x| dai dién cho khoang cach gifra x va gbc toa do 0 = (0, ...,0). Tong quat
hon, vi moi x, y € R™, chuin cta hiéu cia chung, nghia 1a |x — y/|, sé biéu thi khoang cach gilta x va y.
Mot vector u trong R™ ma |u| = 1 s& dugc goi la mot vector don vi trong R™. Chang han, trong R?, cac
vector i = (1,0) vaj = (0,1) 1a cac vector don vi.

Céc tinh chét co ban cua phép nhan v6 hudng, tich vo hudng va chuan dugc néu trong ménh dé sau.
Chung ta ciing co thé nhan xét rang bat dang thic trong (iv) dudi ddy la mot dang phat biéu khac cua Bat
ding thirc Cauchy — Schwarz da dugc dua ra trong Két qua 1.2.4) cua bai viét “Phép tinh giéi han ham
mét bién”. Nhung phép ching minh duoc dua ra & day la khac hoan toan. Bat ding thirc trong (v) dwoc
goi 1a Bt ding thirc tam giac.

Két qua 1.1.1.

Voimoir,s € Rvax,y,z € R" cho trude, ching ta s€ co

i) @s)x=r(sx),rx+y)=rx+ryva(r+s)x =rx+ sx,

() x.y=y.x,x+y)z=x.z+y.zvar(x.y) = (rx).y = x.(ry),
(iii) |x| = 0; hon nura, |[x| = 0 © x = 0,

(iv) [x.y| < Ix[lyl,

W) |x+yl < Ix| +1yl,

(vi) [rx| = |r|lx].

Chimng minh két qua 1.1.1.

Céc tinh chét duogc liét ké trong (i), (ii) va (iii) 1a hién nhién. B4t ddng thirc trong (iv) 1a hién nhién néu
x=0.Giasux # 0.Kihiéua =x.x,b =x.y vac =y.y.Khido, trr (iii), a > 0. Véi moi t € R cho
trude, xét q(t) = at? + 2bt + c. Theo quan diém cua (i) va (ii), chung ta sé c6 q(t) = (tx + y). (tx + y)
va, do do, tir (iii), q(t) = 0 vdi moi t € R. Pic biét, bang cach dit t = — b/a va nhan toan bd q(t) véi a,
ching ta s& thu dugc ac — b? > 0, nghia la b? < ac. Nhu vay, |b| < Vav/c, diéu nay ciing chimg minh
tinh dung dén cua khing dinh (iv).

Bét ding thirc trong (v) duogc suy ra tir (i) va (iv), boi vi

x+ylP=@+y).(x+y) =x.x+2x.y+y.y < x|+ 2|x|lyl + lyI* = (Ix] + [y])>.




Ding thirc trong (vi) 1a hién nhién. O

Tt khang dinh (iii) va (iv) cua Két qua 1.1.1), ching ta nhan thiy ring néu x, y € R™ la cac vector
khac 0 thi (x.y/|x||y|) s& ndm trong khoang dong [—1,1], nghia la tap con {r € R:—1 < r < 1} cia R.
Chiing ta dinh nghia goc gira x va y 1a cos~*(x. y/|x||y|). Néi cach khac, goc gitra x va y 1a sé thuc 6 €
[0, 7] duy nhét sao cho x.y = |x]||y|cos6

Tinh chét thir tw

Trén R, ton tai mot quan hé thr ty ty nhién < cho phép ching ta so sanh hai s6 thuc bat ki. Trén thuc
té, voi moi a, b € R cho trudc, chung ta sé viét a < b néu a = b hodc néu a nam bén trai b trén duong
thang thuc. Nhu da biét, quan hé thr tu nay dong mét vai tro quan trong trong viéc nghién ctru cac ham
mot bién. Trong R”, y tudng vé mot vector o bén trai ciia mot vector khac duong nhu khdng cé y nghia gi
va viéc dat cAu hoi lidu co ton tai mot quan hé thir ty twong tu hay khong 1a mot diéu rat ty nhién. Dé hiéu
diéu nay mot cach tt hon, trudc tién, ching ta hay dua ra cac dinh nghia chinh xac vé y nghia cia mot
quan hé thir tu.

Gia su S 1a mét tap hop. Mot quan hé trén S dugc dinh nghia la mot tdp con R cua S X S; vai x,y € S,
néu ciap (x,y) nam trong R thi chiing ta sé viét xRy va ndi rang x lién quan dén y theo quan hé R. Mot
quan hé < trén S duoc goi 1a mot ther tw bg phdn trén S néu, voi moi x,y, z € S, ba tinh chat sau duoc
thoa man: (i) (tinh phdn xa) x < x, (ii) (tinh bic cdu) néu x < y vay < z thi x < z va (iii) (tinh phdn
doi xing) néu x <y vay < x thi x = y. Néu < 1a mot thir tr bd phan trén S thi tdp S cung vdi quan hé <
s& duoc goi 1a mot tdp sdp thir tw bé phdn (hoic don gian chi 1a mot poser). Néu S 1a mot poset thi, voi
moi x,y € S, thong thuong chiing ta sé viét x > y nhu mot dang twong duong cua y < x. Mot the tw toan
phan (hoic don gian chi 1a mot thee tw) trén S duoc dinh nghia 1a mot thtr tu bd phan < trén S sao cho x <
y hodc y < x vdi moi x,y € S. Néu < 1a mot thir ty toan phan trén S thi tdp S cung voi quan hé < sé duoc
goi 1a mot tdp sdp thir tw toan phan (hoic don gian chi 1a mét tdp sdp thu tw tuyén tinh).

Chang han, thir tu ty nhién trén R 1a mot thir tw toan phan. RS rang 1a mot thir ty toan phan ludn 1a mot
thir tw ting phén, nhung chidu nguoc lai khong nhat thiét phai luén dung. Chang han, gia st trén tap cac sb
nguyén duong, ching ta s& dinh nghia m < n néu m|n, nghia 1a néu m chia hét n. Khi d6, chiing ta dé
dang nhan thay rang < 1a mot thr tu bo phan trén N, nhung khong phai 1a mot thir ty toan phan trén N.
Diéu nay 1am cho tht ty tiy nhién trén R tro nén dic biét hiru ich trong viéc nghién ciru cic ham mot bién
khong chi vi nd 1a mot thir tu toan phan ma con vi n6 c¢6 nhiéu tinh chat hitu ich. PAu tién, né sé twong
thich v&i cac phép toan dai sb, nghia 13, voi moi x,y,z € R va ¢ € R, chiing ta sé c6

x<y=>x+z<y+zvacx <cynéuc >0, trong khi cx > cy néuc < 0.
Hon nira, thtr tu ty nhién trén R con c¢6 Tinh chdt Archimedean, c6 thé phat biéu nhu sau:
“Voimoi x,y € Rvéix = 0 vax # 0, ton tai mot s6 tu nhién k € N sao cho kx > y.”

(Tinh chit Archimedean ctia R thuong dugc phat biéu nhu sau: “Véi moi x € R véi x > 0 cho trude,
ton tai mot s6 tu nhién k € N sao cho k > x”. Cong thirc dugc dua ra ¢ day hoi khac mot chit, nhung rd
rang 1a nd van trong duong véi dang phat biéu gdc. Loi thé cia dang phat biéu nay nim ¢ chd nd van co y
nghia trong nglr canh cua R™.)



Cudi cung, nhung khong kém phan quan trong, thir tu ty nhién trén R co tinh cht can trén nho nhat.
Dé giai thich didu nay, trude tién, ching ta hiy luu y ring néu S 1a mot poset thi mot tap con D cua S duoc
20i 12 bi chdn trén néu ton tai mot sé @ € S sao cho x < a vdi moi x € D; bat ki mot sé a nao nhu vay
cling dugc goi 1a mot cdn trén clia S. Néu mot tap con D cta S bi chin trén thi mot phan tr M cua S s&
duogc goi 1a mot cdn trén nho nhit hoic mot supremum cua D néu M 1a mot can trén cua S va M < a voi
moi can trén a cia D. Ro rang lanéu D € S va D ¢6 mot can trén nho nhat M thi M 1a duy nhét va ching
ta s& ki hiéu no boi supS. Tuong ty, mot tap con D ciia mot poset S sé duoc goi 1a bi chin dwoi néu ton tai
mot s6 B € S sao cho f < x voi moi x € D; bat ki mot sd 8 nao nhu vy ciing duoc goi 1a mot cdn duwoi
cua S. Néu mot tap con D cta S bi chan dudi thi mot phan tr m cia S sé duoc goi 1a mot cdn dwoi lon
nhdt hoic mot infimum cia D néu m la mot can dudi cia S va B < m voi moi cin dudi B cua D. Mot lan
nira, 1o rang la néu D € S va D c¢6 mot can dudi nho nhat m thi m 1a duy nhat va ching ta sé ki hiéu no bai
infs.

Bay gio, tinh chit cdn trén nho nhdt ciia mot poset S co thé dugc phat biéu lai nhu sau: “Moi tap con
khong r6ng bi chin trén cua S déu c6 mot supremum trong S”. M4t su that kha quan trong can phai biét vé
cac s6 thuc 1a tap R cung vi thit ty toan phan tuy nhién clia nd s& c6 tinh chat can trén nho nhét. Trong
truong hop cua R™, chiing ta c6 thé dé dang xac dinh mot thtr tu toan phan ty nhién, con duoc goi 13 thee tw
tw dién (mot thir ty tr dién < trén R™ duoc dinh nghia nhu sau: voi x = (X, .., X,) vay = (¥4, o, V)
trong R™, chiing ta s& viét x < y néu x = y hoic toa do khac 0 dau tién trong y — x 1a mot s6 duong),
tuwong thich vdi cac phép toan dai s6 nhu phép cong va phép nhan vo hudng, nhung né lai khong thoa man
tinh chit Archimedean ciing nhu tinh chét can trén nho nhat. Tuy nhién, ching ta lai c6 mot thir tw bo phan
ty nhién hon trén R", dugc md ta ngay dudi diy, khong chi twong thich véi cac phép toan dai sé trén R,
ma con thoa man tinh chét can trén nho nht.

Véi moi x = (xq, ..., x,) vay = (¥4, ..., ¥,) cho trude trong R™, ching ta s€ dinh nghia
x<yoex; <y, voimoii =1,..,n.

RO rang, day la mot thir ty bd phan trén R™ va no thuong duogc goi la thu tw tich hay thuw tw thanh
phan trén R™. Néu n > 1 thi thit ty tich trén R™ s& khong phai 1a mot thir tw toan phan; chang han, néu
x = (1,0,0, ...,0) vay = (0,1,0, ...,0) thica x < y va y < x déu khong diing. Tuy nhién, thir ty tich lai co
mot s6 tinh chat dic biét “dep” duoc liét ké trong ménh dé dudi day.

Két qua 1.1.2.
Gia su < la thur ty tich trén R™.
Khi do, voi moi r,s € Rva x,y,z € R", chung ta s€ co:

(i) Voi moi x,y € R™ cho trudc voi x < y, chungtas€é co x + z < y + z voi moi z € R™; hon ntra,
véimoi ¢ € R, ching tasé codcx < cynéuc =0 vacx = cynéuc < 0.

(i) Voimoi x = (xyq, ..., x,) vay = (¥4, ..., ¥) trong R™ sao cho x; = 0 vax; # 0 voi moi i =
1,...,n, ton tai mot s6 ty nhién k € N sao cho kx > y.




(iii) Moi tap con khong rdng bi chin trén cuia R™ déu c6 mot phan tir supremum trong R™. Tuong tu,
moi tap con khong rong bi chin dudi cia R™ déu c6 mot phan tir infimum trong R™.

Chirng minh két qua 1.1.2.

Céc tinh chét duogc liét ké trong (i) 1a hién nhién. Dé chirng minh (ii), ching ta s& str dung tinh chit
Archimedean trén R dé tim mot sb ty nhién k; € N sao cho k;x; = y; véimoii = 1,...,n. Khi dd, k =
max{ky, ..., k,} sé thoa man k;x; > y; v6i moi i = 1, ...,n va, dac biét, kx > y. Cudi cung, gia st D 1a
mot tap con khong rong ctia R™. Khi d6, véi 1 < i < n, tap D; gdm cic toa do thir i ciia cac phan tir cua D
12 mot tap con khdng réng nao d6 cua R. Néu D bi chan trén thi mdi D; cling nhu vay, va néu M; = supD;
thi M = (My, ..., M,,) 1o rang 1a phan t&r supremum cua D trong R™. Tuong tu, néu D bi chin dudi thi mdi
D; ciing nhu vy, va néu m; = infD; thim = (my, ..., m,,) ro rang la phan tr infimum cta D trong R™.

O

Nhan xét rang néu D 1a mot tap con khong rdng bi chin cua R™ thi, tr khing dinh (iii) cua Két qua
1.1.2), s& ton tai phan tr supremum va infimum (d6i voi thir ty tich) cia D va rd rang ching sé 1a duy nhat.
Tuy nhién, néu n > 1 thi phan t&r supremum va infimum c6 thé cach kha xa cac phan t cua D. Ching han,
néuD ={x=(x,x,) ER:0<x;, <1vax,=1-x}thiM = (1,1)vam = (0,0) 1an luot la phan tr

supremum va infimum cua D, va chung ta cling sé ¢6 |x — M| = |x —m| = 1/v/2 véi moi x € D.
Cac khoang, cac dia, cac tap bi chian

Chung ta hiy bit ddu bang cach nhéc lai khai niém téng quat vé mot khoang trong R. Bé dat duoc diéu
nay, voi moi a, b € R, ki hiéu I, , 1a khoang dong gitra a va b. Noi cach khac, I, , = [a, b] néua <b,
trong khi I, ;, = [b, a] néu b < a; mét cach twong duong, 1., = [min{a, b}, max{a, b}]. M6t tap con I
cua R duoc goi 1a mot khodng néu I, €1 véimoia,b € 1. RS rang va don gian dé nhan thiy rang mot
tap con cua I 1a mot khoang khi va chi khi nd 1a mét trong cac loai khoang quen thudc, cu thé 1a mot
khoang mo hodc mot khoang dong hodc mot nira khoang mé hodc mot nira khoang vo han hodc mot
khoang vo han kép R. (Két qua 1.1.6) ctia bai viét “Phép tinh giéi han ham mét bién”). Bay gio, ching
ta da san sang dé dinh nghia mot khai niém twong ty nhu vay trong R”.

Voi moi a = (aq, ...,a,) vab = (bq, ..., b,) cho trudc trong R™, ki hiéu
Ia,b = Ial;bl X ... X Ian!bn'

Mot tap con I cuia R™ sé duoc goi la mot n — khodng néu I, €1 voimoia,b €l Chang han, néu
I, ..., I, 1a cac khoang trong R thi I; X ... X I,, s& 1a mdt n — khoang. Hoa ra moi n — khoang déu c6 dang
nay.

Két qua 1.1.3.
Gia st I € R™ la mot n — khoang.

Khido, I =1, X ... X I, v6i I, ..., I, 1a cac khoang nao do trong R.




Chirng minh két qua 1.1.3.

Véimoi 1 < j < n, ki hiéu J; 1a tap tAt ca cac toa d thir j 6 thé c6 cua cac phan tir cua I, nghia 1a, ki
hiéu

I, = {a € R:ton tai mpt a = (ay, ..., a,) € I sao cho a; = a}.

Gia su a, b € I;. Khi do, ton tai cac a = (ay, ..., a,) vab = (by, ..., b,) trong I sao cho a; = a va b; =
b. Bay gi0, néu x € I, thi (ay, ..., Aj_1, X, Ajyq) o) a,, ) nam trong I, , va, nén, n6 ciing s& nam trong I; do

do, x € I;. Diéu nay chimg to ring mdi /; déu 1a mot khoang.

Ké tiép, ro rang 1a I € I; X ... X I,,. Diéu chirng minh chiéu bao ham thirc nguoc lai, ki hiéu x =
(X4, o) Xp) € I; X ...x I,. Khi d0, ton tai a; = (ajll, ...,ajln) € Isaochoa;; =x; véimoi j = 1,..,n.
Bay gio, ki hiéu u; = (1, - y Xjy G j41s e aj’n) voi moi j = 1, ...,n. Quan sat thdy ring u; =
(xl, A132, o) al,n) =a, €1.Doa, = (az’l, X2, A3 3 wee) az'n) nén chiing ta nhan thay rang u, =
(X1,X2,Q23, e, ) €E Iy 0, € 1. Ké tiép, do az = (a311, a32,X3, 03 4) -o- a3‘n) nén chiing ta nhan thay
rang uz € Lyya, € 1. Bang cach tiép tuc thuc hién theo cach nay, chung ta nhan thiy rang U €ly,_q; €1

voimoi j = 2,...,n. Pac biét, x = u,, € [. Nhuvay, I =1; X ... X I,. O

Nhu mét truong hop dac biét cia ménh dé trén, chung ta luu y rang moi 2 — khoang trong R? déu c6
dang

Ix]={(x,y) ER:x€lvaye€el}

trong d6 I va J 1a cac khoang trong R. Trén thuc té, diéu nay sé duoc ngam str dung trong cac phan tiép
theo.

Mot n — khoang c6 dang I; X ... X I,, trong d6 mdi Iy, ..., I,, déu 1a mot khoang dong va bi chin trong
R, dugc goi la mot siéu ldgp phwong trong R™. Noi cach khac, mot siéu 1ap phuong sé 1la mot tdp con cua
R™ c6 dang {x € R":a < x < b} vdi cac a, b € R™ nao d6. Luu y rang mét siéu 1ap phuong sé khong
rong khi va chi khi a < b. Mot siéu 1ap phuong trong R” s& duoc goi 1a mot hinh chir nhét khin = 2 va
la mot hinh ldgp phwong khi n = 3.

Trong cac nghién ctru cyc bd ciia mot ham mot bién trong mot 1an can gan mot diém ¢ € R, nd s&
thuong rat hiru ich khi chiing ta xét cac khoang mo d6i xtiig quanh c, nghia 1, cac khoang mo c6 dang
(c —r,c + 1), trong d6 r 1a mot sd thue dwong nao d6. Trong trudng hop cua R”, vai trd twong ng sé
dugc thyc hién boi cac tap trong gidng nhu cac hinh dia mo hoic cac hinh vudéng mo khin = 2

Céc dinh nghia tong quat hon sé dugc dua ra dudi day. Nhimg diéu nay sé co thé dé theo doi hon néu
ching ta dé y rang khoang mo déi xing (¢ — r, ¢ + r) ¢ thé duoc biéu dién lai dudi dang {x €
R:|x —c| <r}.

Véi moi ¢ = (cq, ..., ¢y) € R™ cho trude va voi moi r > 0, chung ta dinh nghia

Se(0)={x=(xy,..,x) ER™|x; —¢;| <rvéii=1,..,n}



va
B.(¢c) ={x=(xq,..,x,) ER™|x —c| <71}.

Chéng han, néu n = 2 thi S, (¢) trong giéng nhu mot hinh vudng (khong co bién) véi “tdm” tai ¢ =
(¢4, ¢;) va mdi canh déu c6 chiéu dai 2r, trong khi B, (c) trong gidng nhu mot hinh dia (khéng c6 bién)
voi “tAm” tai ¢ = (¢, ¢;) va duong kinh 2r. Nhu vay, khi n = 2, chung ta s€ goi S,.(¢) 1a hinh vuong mo
voi tdm tai ¢ va ban kinh r va B, (c) 1a hinh dia mo voi tdm tgi ¢ va ban kinh r. Khin = 2 vac =
(cy, ¢,), chung ta s& thuong viét S, (cy, ¢,) (hoic B, (cy, ¢,)) thay cho S,(c) (hoic B,(c)).
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Hinh v€ minh hoa hinh vuéng mo S;(0,0) va hinh dia mo B, (0,0).

Mot tap con D cua R™ duoc goi 1a bi chdn néu né bi chin trén cling nhu bi chian dudi, nghia 1, néu tén
tai cic a,b € R™ sao cho a < x < b vdi moi x € D. Mot cach twong duong, D dugc goi 1a bi chén néu ton
tai mot s r > 0 sao cho D € S,(0). Chang han, néu D = {x € R?:|x| < 1} thi D sé& bi chan, trong khi
phan bu R? \ D = {x € R?: |x| > 1} cta no lai khdng bi chan.

Néu mot tap con D ctua R™ 1a khac rdng va bi chin thi ching ta sé dinh nghia dwong kinh cua D, ki
hiéu boi diam(D), 1a sb thuc

diam(D) = sup{|x — y|:x,y € D}.

No6i mot cach dai khai, duong kinh ctia mot tap khong rong bi chin chinh 1a khoang cach 16n nhat co
thé c6 giira hai diém bat ki cta nd. Chang han, néu R 1a mét hinh chit nhat véi do dai cac canh a, b thi

diam(R) = Va? + b?.
Cac doan thing va cac dwong

Gia st ¢, d € R™. Doan thing ndi gitra ¢ va d dugc dinh nghia Ia tap con {(1 — t)c + td: t € [0,1]}
ciia R™. Luu y rang cac ddu mut ¢ va d sé lan lugt twong (mg vdi cac gia tri tham s t = 0 vat = 1. Vi
moi D € R™, chung ta s& noi rang doan thang nbi gitra ¢ va d 1a nam trong D néu (1 — t)c + td € D véi
moi t € [0,1].

Néu n = 1 thi mot doan thang vé co ban sé 1a cach duy nhit dé ndi ¢ va d. Nhung néu n > 1 thi ching
ta s& c6 nhiéu khoang tréng hon dé di chuyén va cac diém c va d co thé duoc ndi v6i nhau boi nhiéu
duong khac nhau. Vé mit hinh thirc, mot dwong trong R™ duoc dinh nghia 1a mot n — bo (x4, ..., x,,) cua
cac ham lién tuc x;, ..., X,: [a, B] = R, trong d0 @, B € R voi a < B. Thong thuong thi chung ta don gian



s& chi ndi rang duong di duoc xac dinh boi (x,(t), ..., x,(t)), t € [a, B]. Khi do, chung ta sé hiéu rang
a, B € Rvéia < B vaxy,..,x,lacac ham lién tuc tir [a, B] dén R.

Gia st I' 1a mot dudng trong R™ xac dinh boi (x;(t), ..., x,(t)), t € [, B]. Cac dau mut
(21 (@), oo, X (@) va (x1(B), ..., %, (B)) 14n luot duoc goi 1a diém dau va diém cuéi cia T'. Néu ching ta
ki hiéu ¢ = (x, (@), ..., x, (@) vad = (x,(B), ..., x,(B)) thi ' s& duoc goi 1a mot duong tir ¢ dén d (hoic
mot dudng ndi gitra ¢ va d). Voi moi D € R™ cho trude, ching ta sé noi rang duong I' nam trong D néu
(x (t), oo, x, (1)) € D voimoi t € [a, B].

Hai cach dé chang ta c6 thé ndi cac diém trong R™ (boi mot doan thang hodc boi mot duong) sé dan
dén cac dinh nghia sau.

Mot tap con D cua R™ sé duoc goi la
1. 16i néu doan thang ndi gitra hai diém bat ki cia D déu nim trong D,

2. lién théng (dwong) néu hai diém bat ki ciia D déu c6 thé duoc ndi voi nhau boi mot duong nao do
nam trong D.

Chang han,

(i) Véimoir € Rvac € R, cac tip S,(¢) va B,.(c) la cac tap 16i. Piéu nay c6 thé duogc suy ra tir
cach dinh nghia ciia mot doan thang va bat ding thirc tam giac (khing dinh (v) ciua Két qua 1.1.1).

(i) Néu D € R™ la mot tap 10i thi, véi moi ¢ = (cy, ..., ¢,) vad = (dy, ..., d,) nam trong D, dudng
turong tng voi doan thing nbi gitra ¢ va d, nghia la duong xac dinh boi ((1 — t)¢; + tdy, ..., (1 — t)c, +
td,), t € [0,1], ndm trong D. Do d6, D 1a lién thong duong. Nhu vay, moi tap 16i déu lién thong duong.
Tuy nhién, chiéu nguoc lai lai khong ding. Ching han, néu D = R? \ S;(0,0) 1a phin bu cta hinh vudng
mo ban kinh 1 voi tAm tai goc toa do trong R? thi D 1a lién thong dudng, nhung D lai khong 10i.

(iii) Trén R, khai niém vé mot tap 16i va mot tap lién thong duong 1a tring nhau.
That vay, néu D € R thi
D 1216i © D 1a lién thong duong < D 1a mot khoang trong R.

Su twong duwong cua ba khai niém nay xuat phat tir cic dinh nghia va dinh li gia tri trung gian trong R,
nghia 1a néu x: [a, B] = R 1a lién tuc thi x([a, £]) s& 1a mot khoang trong R.

(iv) Néu I 1a mot n — khoang thi, tir Két qua 1.1.3), chiing ta nhan thay rang I 1a mét tap con 16i cua
R™; dic biét, tir khing dinh (ii) néu ¢ trén, I s& 1a lién théng duong.

(v) Nhu thuong 18, ki hiéu Q 1a tip cac sd htru ti va xét D = Q™ = {(r3, ...,7;,) € R™: 1y, ..., 7, € Q}.
Khi d6, D khong thé 1a lién thong duong. That vy, néu D 1a lién thong duong thi, bang cach thu hep viéc
khao sat & mot trong cac toa do, ching ta nhan thay rang Q la lién thong duong va do o, tir khang dinh
(iii) néu & trén, Q s& 1a mot khoang trong R. Nhung tat nhién, Q khong thé 1a mot khoang trong R boi vi
chiing ta da biét rang gitra hai s6 hitu ti bat ki luén c6 mot s6 vo ti (Két qua 1.1.5) cua bai viét “Phép tinh
gi6i han ham mot bién”).



1.2. Ham va cac tinh chét hinh hoc cia no

Trong muc phin nay cua bai viét, ching ta s& gidi han cac khao sat trén R” voi n = 2 va phat trién
mot s6 khai niém co ban lién quan dén dbi twong trung tdm cta cac nghién ciru cia chung ta, cu thé 1a cac
ham hai bién. Chiing ta sé dua ra cac vi du co ban vé cac ham va luu y rang c6 hai loai ham chinh: cac ham
dai sb va cac ham siéu viét. Noi bat nhat trong sé do chinh 1a cac ham da thirc va cac ham phén thic. Tiép
theo, chiing ta s& xem xét mot s tinh chat hinh hoc co ban ctia cac ham nay. Hau hét cac tinh chat nay déu
c6 lién quan mat thiét véi cac khai niém nhu tinh lién tuc va tinh kha vi. Didu ¢t yéu ¢ day 1a hiéu dugc
ban chét bén trong va ban chit hinh hoc cta cac tinh chat nay, va nhn ra rang cac khia canh co ban co thé
duoc nghién cliru ma khong can thiét phai vién dén tinh lién tuc va tinh kha vi.

Cac khai niém co ban

Mot ham (gia tri thuc) hai bién don gian chi 1a mot ham f: D — R, trong d6 D 1a mot tap con cua R2.
Chang han, néu D = B,(0,0) thi f(x,y) = \/1 — x2 — y2, v4i (x,y) € D, s& xac dinh mot ham f: D — R.
Ham hop cua mdt ham ching han nhu f: D — R c6 thé duoc hinh thanh theo it nhit ba cach. Chang han,
voimoi E € R cho trude sao cho f(D) € E va mdt ham g: E — R, chung ta co thé tao thanh mot ham
hop g o f: D = R. Hon ntra, voi moi E € R cho trudc va cac ham x, y: E — R sao cho (x(t),y(t)) € D,
ching ta c6 thé tao thanh mot ham hop F: E — R xac dinh boi F(t) = f(x(t), y(t)), véimoi t € E.
Tuong ty, néu E S R? va x,y: E — R sao cho (x(u, v), y(u, v)) € D thi ching ta ciing c6 thé tao thanh
mot ham hop F: E — R xac dinh boi F(u,v) = f(x(u,v), y(u,v)), véi moi (u,v) € E.

Tbong, tich va nhan v6 hudng cua cac ham gia trj thuc hai bién 1an lugt dugc xac dinh boi phép tong,
phép tich va phép nhan v6 hudng diém. Nhu vay, véi moi D € R? cho trude, f,g:D = R, r € R, ching ta
ki hiéu f + g, fg, rf 1an luot 1a cac ham tir D dén R duoc xac dinh boi (f + ) (x,y) = f(x,y) + g(x,y),
(F9 e, y) = f,»g(xy), rf)(x,y) = rf(x,y), v6i moi (x,y) € D. Hon nira, néu g(x,y) # 0 véi
moi (x,y) € D thi thwong f/g 1a ham tir D dén R duoc xac dinh boi (f/g)(x,y) = f(x,¥)/g(x,y), voi
moi (x,y) € D. Ngoai ra, néu f(x,y) = 0 voi moi (x,y) € D thi, voi moi r € R, Iiiy thira bic r f7 1a ham
tr D dén R duoc xac dinh boi (Ff7)(x,y) = f(x,y)", voi moi (x,y) € D. Thong thuong, chiing ta sé viét
f<gkhif(x,y) <g(xy), voimoi(x,y) €D.

Vé&i moi D € R? cho trude va f: D — R, do thi cua f dugc dinh nghia la tap con {(x, y, f (x, y):

(x,y) € D} cuia R3; ndi cach khac, do thi cta f 1a mat trong R? xac dinh boi z = f(x,y), voi moi (x,y) €
D. Chang han, dd thi cta f: B;(0,0) = R xac dinh boi f(x,y) = /1 — x2 — y2 la mot ban cau trén, trong
khi d6 thi cia f: R? - R xac dinh boi f(x,y) = x? + y? 1a mét paraboloid.




Hinh v& minh hoa ban cau trén z = /1 — x2 — y2 va paraboloid z = x? + y?2.

No6i chung, rit khé dé co thé v& dd thi clia cac ham hai bién, nhung ching ta c6 thé hinh dung phin nao
d6 vé do thi bang cach nhin vao mot s6 dudng cong dic biét lién quan dén ham nay. Véi D € R? va
f:D - R, dwong dong mirc cia f twong ving véi mét sé ¢ € R bat ki 1a mot duong cong trong R? xac
dinh boi f(x,y) = ¢, (x,y) € D, nghia la, tap con {(x,y) € D: f(x,y) = c} cua R?; dwong murc cua f
twong wng véi mét so ¢ € R bat ki 1a mot duong cong trong R3 thu duoc bang cach 14y giao cia mit xac
dinh boi z = f(x,y), (x,y) € D, voi mit phang ndm ngang xac dinh boi z = ¢, nghia 1a, tip con
{(x,y,f(x,¥) € R® (x,y) € Dva f(x,y) = c} cia R,

Chang han, néu f: B;(0,0) = R xac dinh boi f(x,y) = /1 — x2 — y2, v&i moi (x,y) € B;(0,0), thi
cac duong ddng muc cua f 1a cac duong tron dong tim voi tim tai gdc toa do va ban kinh < 1, trong khi
cac duong mirc cua f 1a cac duong tron trén ban cau trén thu dugc bang cach ldy giao cta nd vdi cac mit
phang xac dinh bdi z = ¢ khi ¢ thay dbi trén [0,1].
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Hinh vé minh hoa cac dudng déng mirc va cac dudng muirc ciia ham f(x,y) = /1 — x2 — y2.

Cac duong ddong mirc cua f: R? — R xac dinh boi f(x,y) = x? + y2, vdi moi (x,y) € R?, cling 1a cac
duong tron dong tAm voi tam tai gdc toa dd va ban kinh bat ki; nhung ddi vdi cac gia tri cach déu nhau cia
¢, cac duong ddong mirc f(x,y) = ¢, véi moi (x,y) € R?, khong dugc dit déu dan nhu trong truong hop
cua nira ban cau.




Hinh v€ minh hoa cac duong dong mirc va cac duong murc cua ham f(x,y) = x? + y2.

Bay gio, chung ta sé€ thao luan vé mdt s0 vi du co ban vé cac ham hai bién. Co ban nhat trong so nay la
cac ham da thirc. Trudc khi thoa ludn vé nhirng diéu nay, trude tién, chung ta hay nhac lai mét vai khai
niém co ban tur dai so.

Mot da thirc theo hai bién x va y (v6i cac hé sb thuc) duge dinh nghia 1a mot tong hiru han véi cac sb
dang c6 dang cxiy/, trong d6 i, j 1a cac s6 nguyén khong am va ¢ € R; ¢ day, ¢ dugc goi 1a hé sé cua sd
hang cx'y/ va i + j duoc goi 1a téng bdc cia nd, mién la nd la mot s6 hang khac khong, nghia 1a, ¢ # 0.
Hai da thirc dugc goi 1a bang nhau néu ching co cac s6 hang khac khong gidng hét nhau. Pa thirc khong
duogc dinh nghia 1a mot da thirc voi tt ca cac hé sé cua nd déu bang khong. Téng bédc (hodc don gian chi la
bdc) ciia mot da thirc khac khong 1a gia tri 16n nhét trong s6 cac tong bac cua cac sb hang khac khong cua
n6. Mot da thire khac khong duoc goi 1a thudn nhdt néu tit ca cac s6 hang khac khong cta né déu cé cung
tong bac. Chang han, x%y + 2x* + y? 4+ 1 va x3 + x%y + 6xy? 1an luot 1a cic da thirc voi tong bac bang
6 va 3; cai sau 1a thuan nhét, trong khi cai trudc thi khong. Luu y ring ching ta cling c6 thé tinh gia tri cua
mot da thirc tai cac diém cua R?. Nhu vdy, néu p(x, y) la mot da thirc theo cac bién x va y thi, vi moi
(X0, ¥o) € R?, bang cach thay thé x boi x, va y boi y, trong p(x, y), ching ta s& thu dugc mot sb thuc, ki
hiéu boi p(x,, ¥o). Quan sat thay rang néu p(x, y) 1a mot da thirc thuan nhat bac d thi p(Ax,, 1y,) =
A% (x4, o), vOi moi (x,,y,) € R?> va 1 € R.

Gia st D € R? va f: D — R 1a mot ham. Néu ton tai mot da thire hai bién p(x, ¥) sao cho f(xo, yo) =
p(xo, Vo), voi moi (x4,V,) € D, thi f s€ dugc goi la mot ham da thuce xac dinh trén D. Trong truong hop
D = R? hodc tong quat hon, khi D = I x J, trong d6 ca I vaJ déu la cac khoang c6 chira nhiéu hon mot
diém trong R, da thic p(x, y) sé duoc xac dinh duy nhat boi ham f. Nhu vy, trong truong hop nay,
ching ta c6 thé ndi vé tong bac hodc cac hé sé cia mot ham da thie f. Chiing ta s& ndi rang f 1a mot ham
phan thire trén D néu ton tai cac da thire hai bién p(x, y) va q(x, y) sao cho q(x,, ¥,) # 0, voi moi
(X0, Y0) € D, va f(xq, o) = p(x0,¥0)/q(x0,Y0), v6i moi (xg,yo) € D. Cac da thic p(x,y) va q(x,y)
khong dugc xac dinh mot cach duy nhat boi ham phén thic f ngay ca khi D = R2.

Chang han, (x3 — x2 4+ x — 1)/(x2y? + 2x% + y? + 2) va (xy® + x — y> + 1) /(y* + 3y? + 2) xac
dinh cing mot ham phan thire trén R?, nhung tir s6 va mau s6 tuong Ung lai khdng giéng nhau.

Chung ta s& ndi rang f 1a mot ham dai sé xac dinh trén D néu z = f(x,y) thoa man mot phuong trinh
co dang

Pr e, )Zz™ + o1 (o, )2+ o+ py (6, ¥)z + po(x,y) = 0, véi moi (x,y) € D,

trong d6 n € N va py(x,v), p1(x, ), ..., p, (x, y) 1a cac da thirc hai bién sao cho p,,(x, y) 1a mot da thirc
khac khong.

Chéng han, ham f: B;(0,0) = R xac dinh boi f(x,y) = /1 — x2 — y2, voi moi (x,y) € B;(0,0), 1a
mot ham dai s6, boi vi ham z = f(x,y) thoa man phuong trinh z% — (x% + y? — 1) = 0, véi moi (x,y) €
B,(0,0).

Cuoi cung, néu f khong phai la mot ham dai so thi chung ta s€ noi f 1a mot ham siéu viét.



Chang han, néu f: R? - R duoc xac dinh bdi f(x, y) = sin(xy) la mot ham siéu viét boi vi néu z =
f(x,y) thoa man mot phuong trinh thudc loai néu 0 trén thi, bang cach thay thé y boi mot gia tri phu hop,
chung ta nhan thy rang ham (mot bién) sin 1a dai s, nhung chiing ta da biét tir trude d6 rang ham sin 1a
si€u viét.

Mot cach hitu ich khac dé ching ta c6 thé tao ra cac vi du vé cac ham la két hop hodc ghép cac ham da
biét lai véi nhau.

Chang han, néu I va J 1a cac khoang trong R, ¢: I = R vay:] — R la cac ham mot bién thi f, g: I X
J = R xac dinh boi f(x,y) = ¢(x) + P (y) va g(x,y) = ¢(x)P(y) 1a cac ham hai bién xac dinh trén I x
]

Néu D; va D, 1a cac tp con cua R?, f;: D; = R va f,: D, = R 1a cac ham hai bién sao cho f; (x,y) =
fz(x, y), V(’)’l mOl (x, y) € DlnDZ’ thi f: D1UD2 - R XéC dlnh bél

fl(x;y) néu (x;Y) € Dl;

feey) = {fz (x,y) néu (x,y) € D,,

chi ra mot ham hai bién xac dinh trén D; UD,, ma ching ta thuong goi 1a ham thu dugc bang cach ghép f;
va f, lai voi nhau.

Cac ham bj chan

Dé noi vé& cac ham bi chén, trén thyc té, chiing ta s& st dung cac thuat ngir 4p dung cho mién gia tri cua
mot ham cho trude. Cac dinh nghia dugc dua ra dudi day twong tu nhu cac khai niém tuong ung trong
truong hop ham mot bién.

Gia st D € R? va f: D — R 1a mot ham bat ki. Chiing ta s& noi rang f bi chdn trén trén D néu ton tai
mdt s6 thuc a € R sao cho f(x,y) < a, voi moi (x,y) € D; trong truong hop nay, chung ta sé noi rang f
dat dwoc cdn trén cua no trén D néu ton tai mot (x,,y,) € D sao cho sup{f(x,y): (x,y) € D} =
f(x0,vo). Tuong tu, ching ta sé néi rang f bi chéin dwoi trén D néu ton tai mot s thuc § € R sao cho
f(x,y) = B, voi moi (x,y) € D; trong truong hop nay, ching ta s& néi rang f dat dwec cdn dwdi ciia no
trén D néu ton tai mot (xy, yo) € D sao cho inf{f(x,y): (x,¥) € D} = f(x,,V,). Cudi cing, chiing ta s&
néi rang f bi chdn trén D néu nd bi chin trén trén D cling nhu bi chan dudi trén D; trong trudng hop nay,
chung ta sé ndi rang f dat dwoc cac cdn cia no trén D néu n6 dat dugc can trén cua no trén D cling nhu
dat duoc can duoi cua no trén D.

Chang han, ham f: R? - R xac dinh boi f(x,y) = (x? 4+ ¥2) bi chian dudi (nhung khong bi chin trén)
trén R? va dat duoc can dudi cua no (1a 0), trong khi ham f: R? - R xac dinh boi f(x,y) = —(x? + y?)
bi chin trén (nhung khong bi chin dudi) trén R? va dat dugc can trén cua n6 (1a 0). Ham f: R? - R xac
dinh boi f(x,y) = xy khong bi chian dudi cling nhu khong bi chin trén trén R?. Nhu vy, mdi mot ham
trong s6 ba ham nay s khong bi chin trén R?. Mt khac, f: R? — R xac dinh boi f(x,y) = (x? + y?) /
(x? 4+ y2 + 1) bi chan trén R? va n6 dat dugc can dudi (1a 0), nhung khong dat dugce chidn trén (1a 1).



Hinh v& minh hoa db thi ctia cac ham f(x,y) = (x? + y?), f(x,y) = —(x? + y?),

f,y) =@*+y?) /(x*+y*+ 1.

Tinh don diéu va tinh song don diéu

Khai niém tht ty tich trén R? cho phép chung ta noi vé tinh don diéu ciia mot ham hai bién. Ngoai ra,
ching ta con c6 mot khai niém lién quan nhung hoi khac biét d6i vdi cac ham hai bién, duoc goi 1a tinh
song don diéu, s€ dugc thao luin ngay sau day.

Giasu D € R? va f: D — R 1a mot ham bat ki. Ngoai ra, ki hiéu I va J 1a cac khoang trong R sao cho
I x J € D. Chiing ta sé n6i rang

1. f 1a tang don didu trén I x ] néu, voi moi (x4, y,), (x,,v,) trong I X J, ching ta co
(1, 1) < (x2,¥2) = 1, y1) < f(x2,¥2),

2. f 1a giam don digu trén I X | néu, vi moi (x4, y,), (x5, y,) trong I X J, chiing ta co
(x1,¥1) < (x2,¥2) = f(x, 1) = f(xz,¥2),

3. f la don diéu trén I X ] néu f tang don diéu trén I X J hoic f giam don diéu trén I X J,

4. f 1a song ting don diéu (hoic ting song song)trén I X ] néu, voi moi (x1,y;), (x5, y,) trong I X J,
chung ta co

(1, ¥1) < (x2,52) = f(x1,¥2) + f(xz,¥1) < fQxp, 1) + F(x2,¥2),

5. f 1a song giam don di¢u (hoic giam song song)trén I X J néu, voi moi (x1,v;), (x5, y,) trong I X J,
chung ta co

(1, ¥1) < (x2,52) = f(x1,¥2) + f(xz,¥1) = fxp, y1) + f(x2,¥2),

6. f 1a song don di¢u trén I X | néu f song ting don diéu trén I X | hodc f song giam don diéu trén
Ix].



Chung ta ciing c6 thé luu y rang f tang don diéu trén I X J khi va chi khi né ting don diéu theo ting
bién trong sb hai bién, nghia 13, vdi moi x € I ¢b dinh cho trudc, ham y = f(x,y) tir J dén R 1a ting trén J

va, voi moi y € J ¢b dinh cho trudc, ham x — f(x, y) tir I d&én R 1a tang trén I. Tuong ty nhu vay d6i voi
cac ham giam don diéu. Két qua sau day chi ra cac diéu kién ma theo d6 mot ham ting theo bién x va mot
ham ting theo bién y co thé duoc cong hodc nhén lai voi nhau dé tao ra mot ham hai bién don diéu hodc
song don di¢u.

Két qua 1.2.1.

Gia su 1,/ 1a cac khoang khac rong trong R. V&i moi ham ¢:1 » Rva:] - R, xét f:1 X ] - Rva
g:1 X ] - R xac dinh boi

fey) =) +(y) vaglx,y) = ¢()P(y), voimoi (x,y) €I X].
Khi d6, ching ta sé c6 nhimng khang dinh sau:
(i) f tang don di€u trén I X J khi va chi khi ¢ tang trén [ va 1y tang trén J.

(i) Giastr¢p(x) = 0vayp(y) =0, voimoix €1,y € J, va dong thoi ¢(x,) > 0 voi mot x, € I nao
do va ¥ (y,) > 0 voi mot y, € J nao do. Khi do, g tang don diéu trén I X J khi va chi khi ¢ ting trén I va
Y tang trén J.

(iii) f ludn tang song song cting nhu giam song song trén [ X J.

(iv) Néu ¢ don diéu trén I va 1 don diéu trén J thi g la song don diéu trén I X J. Cuy thé hon, néu ¢ va
1 déu ting hodc ca hai déu giam thi g ting song song, trong khi néu ¢ ting va 1 giam hoic nguoc lai thi
g giam song song.

Chirng minh két qua 1.2.1.

Nhan thdy rang cac khang dinh (i) va (ii) déu 1a cac hé qua don gian c6 thé suy ra truc tiép tir cac dinh
nghia. Tiép theo, khang dinh (iii) c6 thé dugc suy ra bang cach lwu y rang, voi moi (x, y1), (x5, y,) € I X
J, chiing ta 1udn ¢6 f(x5,v,) + (x5, y1) = f(x1,y1) + f(x3,y,). Cudi cung, do dang thic g(x,,y,) +
g(x1,y1) — g(xy,y,) — glxp,y1) = (¢(x2) - ¢(x1))(¢(YZ) - ¢()’1)) dung voi moi (x4, y1), (x5, ¥,) €
I x J nén diéu nay cling ngu y tinh diing dén cua cac khang dinh néu trong (iv). m

Céc két qua twong tu v6i cac khang dinh (i) va (ii) cua Két qua 1.2.1) ciing dung cho cac ham don diéu
giam. Ngoai ra, chidu nguoc lai cta khing dinh (iii) cling dung. Ménh dé trén cling nhu ménh dé dudi day
c6 thé duogc st dung dé tao ra mot sb vi du vé cac ham don diéu va song don diéu.

Két qua 1.2.2.
Gia st 1,] 1a cac khoang khac rong trong R.

Khi do,tap I + ] = {x + y: x € I va y € J} la mdt khoang trong R.




Ngoai ra, gia st ¢: I + J — R 1a mot ham bat ki va xét ham f: 1 + J — R xac dinh boi
fO,y) = ¢(x +y), voimoi (x,y) € I X ].

Khi do, chung ta sé c6 nhitng khang dinh sau déy:

(i) ¢tangtrén ] + ] = f tang don di¢u trén [ X J.

(ii) ¢ giamtrén I + ] = f giam don diéu trén I X J.

(iii) ¢ 16i trén I + ] = f ting song song trén [ X J.

(iv) ¢ 1om trén I + ] = f giam song song trén I X J.

Chirng minh két qua 1.2.2.

Gia st x4, x, € I vay;,y, € ] sao cho x; + y; < x, + ¥, va xét mot s6 thuc r € R sao cho x; + y; <
r < x, +y,. Khi d0, ton tai mot sé thuc t E Rvoi 0 <t < 1saochor = t(x; +y,) + (1 —t)(x, + y,)
(trén thyc té, chiing ta ¢6 thé chon t = (x, +y, — 1)/ (x; + y, — %, — ¥;1)). Do d6, néu x = tx; +
(1-tx,vay=ty;,+(1—t)y,thix €I,y €] var = x + y. Nhu vay, I + J s€ la mot khoang trong R.

Nhan thdy rang cac khang dinh (i) va (ii) déu la cac hé qua don gian c6 thé suy ra truc tiép tir cac dinh
nghia. Tiép theo, gia str ¢ 16i trén I + J. Xét bat ki (xq, y;), (x5, y,) € I X J voi (x4, y1) < (x5, y,) va
(x1,¥1) # (x2,y2).

Quan sat thdy rang
x1+ Y, =200 +y) + (=D +yz) vax, +y; = (1= D) (xg + 1) + Ax, +y2),
trong do 4 = (x; — x1)/(xz — x1 + ¥, — y1).

Khi d0, ¢p(x; +y,) < 2p(x; +y1) + (1 = Dp(xz + y) vadp(x, +y1) < (1 —Dp(x; +y1) +
Ap(x; +¥,). Do do, p(x; +y,) + d(xz + y1) < d(xg +y1) + Pp(x; + y,), nghiala, f(xq,y,) +
f(xp,y1) < f(x4,y1) + f(x5,v,). Nhu vay, f ting song song trén I x J. Piéu nay ching to tinh ding dan
cua khang dinh (iii). Phép chig minh cua khing dinh (iv) ciing dugc thuc hién theo cach tuong ty. |

Chang han,
(i) Xétham f:[—1,1] X [-1,1] —» R xac dinh boi

(x+1)(y+1)nbux+y<0,

flx,y) = {(x+2)(y+2) néux+y > 0.

Néu chung ta c6 dinh mot s6 y, € [—1,1] va xét ham ¢:[—1,1] = R xéc dinh bai

(Yo + D(x+ 1D néu—1 < x < —y,,

P(x) = {(yo +2)(x+2)nbu—y, <x<1,

thi ching ta dé dang nhén thiy rang ¢ ting trén [—1,1].




Ngoai ra, néu chiing ta ¢b dinh mot sé x, € [—1,1] va xét ham ¥: [—1,1] = R xac dinh boi

(g + 1Dy +1)nbu—1<y< —x,

lp(y)z{(x0+2)(y+2)néu—xoSySl,

thi chung ta ciing d& dang nhan thiy rang ¥ ting trén [—1,1].

Diéu nay chi ra rang f ting don diéu trén [—1,1] x [—1,1]. Tuy nhién, f khong phai song don diéu
trén [—1,1] x [—1,1]. Dé nhan thay diéu nay, lvu ¥ rang (0,0) < (1,1) va £(0,1) + f(1,0) =6 + 6 <
4+ 9= £(0,0) + £(1,1), trong khi (—1,0) < (0,1) va f(=1,1) + f(0,0) =3+ 4> 0+ 6 = f(—1,0) +
f(0,1).

(i) Xétham f:R? - R xac dinh boi f(x,y) = cosx + siny. Ti Két qua 1.2.1), ching ta dé dang
nhan thay rang f 1a song don diéu, nhung khong don diéu.

(iii) Gia st cho trudc mot sb thuc p € R va ham f: (0, 0) x (0,0) — R xac dinh boi f(x,y) =
(x + y)P. Xét ham ¢: (0,0) — R xac dinh boi ¢(t) = tP. RS rang, ¢ kha vi hai 1an va ¢’ (t) = ptP~1,
trong khi ¢” (t) = p(p — 1)tP~2 v4i moi t € (0, ). Piéu nay chi ra rang ¢ giam néu p < 0, ting néu
p=0,16i néup < 0hodcp = 1valdmnéu 0 < p < 1. Nhu vay, tir Két qua 1.2.2), ching ta nhan thay
rang f giam don diéu va tang song song néu p < 0, ting don diéu va giam song song néu 0 < p < 1, ting
don diéu va tang song song néu p > 1.

Cac ham co bién phan bi chin

No6i chung, tong cua hai ham don diéu khong nhét thiét phai don diéu. Chang han, ham f:[0,1] x
[0,1] = R xac dinh boi f(x,y) = x — y 1a tong cua cac ham don diéu ((x, y) = x va (x,y) — —y),
nhung nd khong tang cling nhu khong giam. Mat khac, do mot ham don diéu trén mot hinh chir nhat
(d6ng) sé bi chan (f: [a, b] X [c,d] = R don diéu = gia tri cua f ndm gilta f (a, ¢) va f(b, d)) nén tong
cua cac ham don diéu sé bi chan. Trén thyc té, chiung sé thoa man mdt tinh chat manh hon duogc dinh nghia
duoi day.

Giast a,b,c,d € Rvoia < b,c <dvaf:[a,b] X [c,d] = R 1a mot ham bat ki.

Ki hi¢u S 1a tap con cua R gdm céac tong hiru han c6 dang

DUy = F G v,
i=1

trong d6 n € N va (xg, Vo), ..., (X,,, ¥, 1a cac diém bét ki trén R? thoa man

(a,c) = (x0,¥0) < (x1,¥1) <+ < (Xp-1,Yn-1) < Ot v) = (b, 4).

Néu tap S¢ bi chén trén thi f duoc goi la co bién phan bji chin. Trong truong hop nay, chiing ta s& ki
hi¢u supremum cua Sy boi V() va goi n6 1a téng bién phan cua f trén [a, b] X [c, d].

Chiing ta s& trinh bay ¢ dudi ddy mot s6 tinh chét co ban cla cac ham co bién phan bi chian. Chung ta
cling c6 thé luu y rang cac khang dinh (ii) va (iii) cia ménh dé dudi ddy co thé duoc sir dung dé tao ra mot



s6 vi dy vé cac ham c6 bién phan bi chin. Nhu vay, khi ching ta xem xét mot hinh chir nhat cé dang
[a, b] X [c,d], ching ta s& luén ngam gia dinh a,b,c,d € Rvdia < b, c < d.

Két qua 1.2.3.

Giasu f,g:[a,b] X [c,d] » Rvar € R.
Khi do,

(i) f c6 bién phan bi chin = f bi chan.
(ii) f don diéu = f c6 bién phan bi chan.

(iii) f, g c6 bién phan bi chin = f + g,7f, fg déu co bién phan bi chin.

Chirng minh két qua 1.2.3.

(i) Gia st f c6 bién phan bi chian. Vi moi (x,y) € [a, b] X [c, d] cho trude, chiung ta sé ¢ (a,c) <
(x,¥) < (b,d) va, dodo, If (x,y) = f(a, &) + f(b,d) — f(x,y)| < V(f). Diéu nay chi ra ring
21f e, )| < If(a, o) + |f(b,d)| + V(f). Nhu vay, f sé€ bi chan.

(i) Néu f don diéu thi, vi moi n € N va (xq, yo), ... (n, ¥n) € R? voi (a,¢) = (x,¥0) < (xy,y1) <
o < (%, ¥n) = (b, d), chling ta sé co

Zlf(xi»Yi) — fxi—nyi-)| = Z(f(xi»}’i) — f(xi—1, Y1),

c6 thé duoge rat gon vé thanh |f(x,,, v,,) — f (%o, Yo)|; do @0, f c6 bién phan bi chin va, hon nita, V(f) =

If(b,d) = f(a,c)l.

(iii) Gia st f va g déu co bién phan bi chan. Tur cac tinh chét co ban cla gia tri tuyét d6i, chiing ta
nhan thay rang V(f + g) < V(f) + V(g) vaV(rf) = |r|V(f). Hon nita, néu ching ta ki hiéu M(f) =
sup{lf (x, »)I: (x, y) € [a,b] x [c,d]} va M(g) = sup{lg(x,y)|: (x,y) € [a, b] X [c,d]} thi, bang cich
cong trir cac dai lwong mot cach thich hop, chiing ta sé thu duogc V(fg) < M(f)V(g) + M(g)V(f). Piéu
nay chi ra tinh ding dén cua khang dinh (iii). O

Tt cac khang dinh (ii) va (iii) cua Két qua 1.2.3), ching ta nhan thiy rang téng cua cac ham don diéu
s& c6 bién phén bi chan. Chung ta cling s& sém chirng minh rang chiéu nguoc lai cling dung. Véi muc dich
nay, ching ta s& can dén két qua phy sau day.

Két qua 1.2.4.

Néu f:[a, b] x [c,d] - R 1a mot ham c6 bién phan bi chan thi, vdi moi (x,y) € [a, b] X [c, d], ham
thu hep £1qx1x(c,y] $€ ¢6 bién phan bi chin va V(fljaxixicy1) + I (b, d) = f(x, 9| < V().




Chirng minh két qua 1.2.4.
Nhan thay rang, vdi moi n € N cho trude va voi moi (xg, vo), (%1, V1), ..., (X, ¥,) € R? thoa man

(a; C) = (XOJyO) < (xl:)ﬁ) << (an’n) = (XJ’), Chﬁng ta s¢ Cé

DUy = F Gy yiDl + 1 (B, d) = Fe )] S VP,

Nhu vy, fljaxx[cy] €O bién phan bi chdn va tong bién phan cua no tdi da sé khong vuot qua V (f) —
lf (b, d) — f(x, ¥)I. =
Néu f:[a, b] X [c,d] = R 1a mot ham c6 bién phan bi chin thi ching ta sé dinh nghia ham téng bién

phadn tuong ung vy (x,y) = V(f| [a,x]x[c,y]). Két qua sau day thuong duoc goi 1a phép phén tich Jordan
cho mgt ham co bién phan bi chin.

Két qua 1.2.5. (Jordan)

Néu f:[a, b] X [c,d] = R 1a mot ham co bién phén bi chin thi s& ludn ton tai duy nhat cac ham
g,h:[a,b] x [c,d] - R sao cho g,h la cac ham tang don di¢u, f = g —h vavy = g + h.

Chirng minh két qua 1.2.5.

Kihiéu g, h: [a, b] X [c,d] — R 1a cac ham xac dinh boi g = %(vf +f)vah = %(vf — f)- R& rang,
f=g—hvavy =g+ h. Giasu (x;,y1), (x5, ¥2) € [a,b] X [c,d] voi (x1,y1) < (x3,¥2). Bang cach ap
dung Két qua 1.2.4) cho ham thu hep f (4., ]x[cy,]» chung ta nhan thay rang v (xy, ;) + |f (x2, y,) —
fOo,y)l < Vf(xz’}’z) va, do do,

1
9(x2,¥2) — g(x1,y1) = > [Uf(xz'J’z) —vp(xp,y1) + f(x2,¥2) — f(x1:3’1)] =0,

cung nhu

1
h(xz,y;) —h(xy, 1) = 5 [vf(xZ'yZ) - Uf(xp)ﬁ) — f(x2,2) + f(x1:3’1)] = 0.

Nhu vay, g va h 1a cac ham ting don diéu. Tinh duy nhat ctia g va h 1a hién nhién va duoc suy ra ngay
tlr cac diéu kién f = g —hvavy = g + h. 0

Nhu da nhéan xét tir trude do, Két qua 1.2.6) dua ra cho chiing ta mot dac trung co ban cta cac ham co
bién phan bi chin. Chiing ta cling c6 thé nhan thiy ring mot ham co bién phén bi chian khong nhét thiét
phai don diéu, nghia 1a, chiéu nguoc lai cia khang dinh (i) cua Két qua 1.2.3) 1a khong dung. Bay gio,
ching ta s& dua ra mot vi duy dé chirng to rdng mot ham bi chin khong nhét thiét phai c6 bién phan bi chan,
nghia 13, chiéu nguoc lai ctia khiang dinh (i) cua Két qua 1.2.3) Ia khong dung. Vi du twong tu cho thay
rang mot ham hai bién ting don diéu theo mot bién va giam don diéu theo bién kia khdng nhét thiét phai
c6 bién phan bi chan.




Chang han, xét ham £:[0,1] % [0,1] = R xac dinh bdi

0Onéux <y,
1néux>y.

fx,y) ={

RS rang, f 1a mot ham bi chin. Nhung néu chung ta xét cac diém nam trén duong chéo y = x cua hinh
chir nhat [0,1] x [0,1] thi chiing ta c6 thé nhan thiy ring c6 qua nhiéu thay ddi trong cac gia tri cua f.
Chéng han, néu n € N 1a mét s6 chin va, véi moi i = 1, ..., n, chung ta sé ki hiéu (x;,y;) = (i/n,i/n)
néu i 1a mot s chin va (x;,y;) = (i/n, (i — 1)/n) néu i 1a mot sb 1¢ thi rd rang chung ta sé c6 (0,0) =

(xo'J’o) < (xl;)ﬁ) < < (xn: J’n) =(1,1) va

n
Z|f(xi:)’i) —fx_,yic)l=11-0+0=1|+ -+ [1=0]+|0—-1] =n.

=1

Onéux<y, . , .. :
. Y va chc diém (x;, ;) cua
1néux >y,

Hinh v€ minh hoa ham f(x,y) = {
hinh chit nhat [0,1] X [0,1] ndm trén duong chéo y = x.
Diéu nay chi ra rang f khong thé co bién phan bi chan trén [0,1] x [0,1].
Cac ham véi song bién phan bi chin

Gidng nhu viéc tong ctia cac ham don diéu khong nhat thiét phai don diéu, tong ctia cac ham song don
diéu cling khdng nhat thiét phai 1a mot ham song don diéu. Theo do, ching ta s& di dén dang tuong tu sau

day cua mot ham c6 bién phan bi chan.



Giasu a,b,c,d € Rvoia < b,c <dvaf:[a,b] X [c,d] = R 1a mot ham bat ki.

Ki hiéu T 1a tap tat ca cac tong kép hiru han co dang

m

Z |f(xi:}’j) + f(xi—l’Yj—l) — f(x,y-1) — f(xi—liyj)l»

n

i=1 j=1

trong d6 n,m € N va (xq, yo), ..., (X, Ym) 12 cac diém bét ki thudc R? thoa man
a=xg<x S Sxp S =bvac=y, Sy S Sy Sy =d.

Néu tap Ty bi chan trén thi f s€ duoc goi la co song bién phan bi chdn. Trong trudng hop nay, ching
ta s¢ ki hiéu supremum cua Ty boi W (f) va goi no la téong song bién phén cua f trén [a, b] X [c, d].

Céc tinh chat dudi ddy vé co ban 1a twong tu nhu Két qua 1.2.3), chi khac 1a khang dinh (i) can thém
mot gia thiét bo sung.

Két qua 1.2.6.
Giasu f,g:[a,b] X [c,d] » Rvar € R.
Khi do,

(i) Néu f co song bién phan bi chin va, ngoai ra, f bi chan trén hai canh ké nhau bat ki cua hinh chir
nhat [a, b] X [c,d] thi f s€ bi chan.

(ii) Néu f 1a song don diéu thi f s& c6 song bién phan bi chan.

(iii) Néu f va g 1a cac ham c6 song bién phan bi chan thi f + g va rf cling vay.

Chirng minh két qua 1.2.6.

(i) Gia st f c6 song bién phan bi chan va f bi chin trén hai canh [a, b] X {c} va {a} X [c, d]. Vi moi
(x,y) € [a,b] X [c,d], chungtasé coa < x vac < y.Nhuvay, |[f(x,y) + f(a,c) — f(x,c) —

fla,y)| < W) va, do do, |[f o,y < If(a, o) + |f(x, o) + |f(a,¥)| + W(f). Diéu nay chi rarang f
13 bi chan. Lap luan tuong tu cling co thé dugc ap dung néu f bi chian trén bat ki canh nao trong sb hai
canh ké nhau cua [a, b] X [c, d].

(ii) Néu f 1a song don diéu thi, vdi moi m,n € N va (x4, yo), ..., (X, ¥,) trong R? véia = xy < x; <
w<x,=bvac=y, <y, < <y, =d, tong kép

Z Zlf(xi'yj) + f(xi—l:yj—l) — f(x,y-1) — f(xi—llyj)li

i=1 j=1

sé bang | f (x,,, V) + f (X0, ¥o) — f (X0, ¥n) — f (X4, ¥o)|; nén f c6 song bién phan bi chin va, hon nira,
W) =1fb,d) + fla,c) — fla,d) = f(b,o)l.




(iii) Gia st f va g 1a cac ham c6 song bién phén bi chin. Tt cac tinh chat co ban cua gia tri tuyét déi,
chung ta nhan thy rang W(f + g) < W(f) + W(g) va W(rf) = |r|W (f). Piéu nay ching to tinh ding
dén cua khang dinh (iii). O

Tt cac khang dinh (ii) va (iii) cua Két qua 1.2.6), chiing ta nhan thiy rang téng cua cac ham song don
diéu 1a c6 song bién phan bi chin. Chung ta ciing sé chi ra rang chidu nguoc lai cua khang dinh trén ciing
dung. Voi muc dich nay, ching ta s& can dén két qua phu tro sau, twong ty nhung tinh t& hon mot chat so
voi Két qua 1.2.4). Chung ta sé sir dung cac ki hiéu va cac thuat ngir sau day.

Giasta,b,c,d € Rvdia < b, c <d.Motho (xg,¥o), ..., (X, Ym) 20m cac diém trong R? thoa man
a=xg<x,<<x,=bvac=y,<y;<-<y,=d
s& duoc goi 1a mot ho cdc diém lwoi cua [a, b] X [c, d].

Néu P 1a mdt ho cac diém ludi nhu vay cua [a, b] X [c,d] va f:[a, b] X [c,d] = R 1a mot ham bét ki
thi chung ta s& xét tong kép sau, ki hiéu boi W (P, f),

m

W(P:f) ZZ|f(xuy])+f(xl 1'Y] 1) f(xuy] 1) f(xl 1ry])|

i=1j=1

Luu y rang tong song bién phan W (f) cua f chinh 1a supremum cta W (P, ) khi P thay ddi trén tat ca
cac ho co thé cé cua cac diém ludi cua [a, b] X [c,d].

Két qua 1.2.7.

Néu f:[a, b] X [c,d] = R 1a mot ham c6 song bién phan bi chin thi, véi moi (x,y) € [a,b] X [c,d],
mdi mot ham trong s6 cac ham thu hep fy, f, fi, fo duoc xac dinh boi

fi = Fliaxixieyts f2 = fliaxixiy.als 3 = fliepixicyts fa = flixpixy.al
déu 1a mot ham c¢6 bién phéan bi chian va W(f) = W(f) + W(£,) + W(f) + W(f).

Chirng minh két qua 1.2.7.

Gia st f 1a mot ham c6 song bién phén bi chin va cd dinh mét (x, y) € [a, b] X [c, d]. Pau tién, quan
sat thay rang néu Py, P,, Ps, P, 14n luot 1a cac ho cac diém ludi nao do cua cac hinh chit nhat [a, x] X [c, ],
[a, x] % [y, d], [x,b] x [c,y], [x,b] X [y, d] thi, biang cach ddi chiéu cac diém luéi caa Py, P,, Ps, Py,
ching ta s& thu duge mot ho P gdm cac diém ludi cua [a, b] X [c, d] voi W(P, f) = W(Py, f) +
WP, 1) + W(Ps, f3) + W(P,, f,). Piac biét, 0 < W(P, f;) < W(P, f) < W(f), véii = 1,2,3,4. Biéu
nay chi ra rang mdi f; déu c6 song bién phan bi chin va W (f,) < W(f), voi i = 1,2,3,4. Hon nira,
WP, f) W) + W(f) + W(f3) + W(f).

K¢é tiép, quan sat thiy rang néu Q 1a mot ho cac diém ludi bat ki cua [a, b] X [c, d] va néu P 1a mét ho
cac diém ludi thu duoc bang cach ndi (x,y) voi Q thi W(Q, f) < W(P, f). Khi @6, P ¢é thé duoc coi nhur
1a mot ho cac diém ludi cua [a, b] X [c, d] thu duge bang cach ddi chiéu cac ho diém ludi nhat dinh cua
cac hinh chtr nhat [a, x] X [c,y], [a, x] X [y, d], [x, b] X [c, y], [x, b] X [y, d] va, do d9,




W@Q,f) WP, f) W) +W (L) + W) + W(f).

Do Q 1a mot ho cac diém ludi bat ki cua [a, b] X [c, d] nén ching ta d& dang suy ra rang W (f) <
W(f) + W(f,) + W(f;) + W(f,). Mit khac, véi moi € > 0 cho trudc, chiing ta ludn c6 thé tim duge cac
ho Py, P,, Ps, P, 1an luot 1a cac ho diém ludi cua [a, x] X [c, y], [a, x] x [v,d], [x,b] X [c, y], [x, b] x
[y, d] sao cho W (f;) — i < W(P, f), véii = 1,2,3,4. Nhu vdy, néu ki hiéu P 1a mot ho cac diém ludi cua
[a, b] X [c, d] thu duoc bang cach d6i chiéu Py, P,, Ps, P, thi ching ta sé c6

W) + W) + W(fs) + W(fa) —e <W(P, f1) + WPy, f2) + W(Ps, f3) + W(Py, f)
=W(P,f)
< WM.
Do e > 0latiy ynén W(f) = W) + W) + W) + W(. -

Néu f:[a, b] x [c,d] = R 1a mdt ham co song bién phan bi chin thi chung ta s& dinh nghia ham tong
song bién phén wy: [a, b] X [c,d] - R twong ung boi we(x,y) = W (fliaxx(cy))- Két qua sau day
thuong duoc goi 1a phép phdn tich Jordan cho mét ham co song bién phén bi chin.

Két qua 1.2.8.

Néu f:[a, b] X [c,d] = R 1a mot ham c6 song bién phan bi chin thi s& ludn ton tai duy nhat cac ham
g,h:[a,b] X [c,d] - R sao cho g, h 1a cac ham tang song song, f = g —hvawy = g + h.

Chirng minh két qua 1.2.8.

Ki hiéu g, h: [a, b] X [c,d] — R la cac ham xac dinh boi g = %(Wf + f) vah = i(wf — f) RO rang,
f=g—hvaws =g+ h. Xétcac diém (xy, 1), (x,, y,) bat ki trong [a, b] X [c, d] v6i (x4, y;) <
(x5, y,). Khi @0, hinh chir nhat R = [a, x,] X [c, y,] s& c6 chtra bén hinh chir nhit con R, = [a, x;] X
[e, 1], Ry = @, x1] X [y1, 21, Rz = [x1, x2] X [, ¥1], Ry = [x1, %21 X [y1, ¥2]-

(e, d) (b, d)
\a,ya) (RS ERLD L2, 4a)
[
I
[
I
————— =
la, i) (z1,1) (T2, 41)




Hinh vé& minh hoa cac vi tri ddc trung cua cac diém (xy, y;) va (x,, y,) trong phép chimg minh cta
Két qua 1.2.8) va cac hinh chir nhat con tuong tng.

Bang cach ap dung Két qua 1.2.7) cho f| (nghia la cho ham thu hep cta f trén R), ching ta nhan thay
ring wy(xy, ¥,) = Wy + W, + Wy + W, trong d6 W; = W(fIRi) voi i = 1,2,3,4. Hon nira, bang cach ap
dung Két qua 1.2.7) cho f| [a,x,]x[c,y,] CUNg nhur cho f (4 x,1x[c,y,]» chung ta cling nhin thdy rang
Wf(xzdﬁ) =W; +W;va Wf(x1:YZ) =W; +W,.

Bay gio, chung ta hiy viét

1
g(x2,¥2) + gy, 1) — g(x2,¥1) — g(x1,¥,) = > (A+ B)

va
ey, 72) + hC, 1) = hCez,2) = h,y2) = 5 (4= B),
trong do
A =wr(xz,¥2) + wp(xy, y1) — wr(xz, ¥1) — we(xq,¥2)
va

B = f(xy,y2) + fx1,y1) — f(xg,91) — f(x1,¥2).

DOA:(W1+W2+W3+W4)+W1_(W1+W3)_(W1+W2):W4Vé, |B| SW4nénChﬁngtadé
dang suy ra rang g va h déu la ting song song. Tinh duy nhit cia g va h 1a hién nhién, boivi f = g — h
vaws =g + h. O

Chang han,
(i) Xétham f:[0,1] x [0,1] = R xac dinh boi

((1/x) +(1/y)néux #0vay #0,
1/x néux #0vay =0,
fl,y) = , Y
1/y néux =0vay # 0,
0 néux =0vay = 0.

Khi do, f s& c6 dang ¢(x) + Y (y) va, do do, f 1a song don diéu (diéu nay suy ra tir khing dinh (iii)
cua Két qua 1.2.1). Dic biét, f 1a mot ham c6 song bién phan bi chin. Nhung 13 rang 1a f s& khong thé bi
chin trén bat ki mot canh nao trong s6 bon canh cua [0,1] x [0,1]. (Nhu mot hé qua tit yéu, f s& khong thé
c6 bién phan bi chan trén [0,1] % [0,1].) Didu nay chimg t6 rang gia thiét bd sung néu trong khang dinh (i)
ctuia Két qua 1.2.6) v& viéc bi chan trén hai canh k& nhau cta hinh chir nhat 1a khong thé bo dugc.



(ii) Xétcac ham f, g:[0,1] x [0,1] = R xac dinh bai

1/x néux # 0,
0 néux=0,

fGy) = { va g(x,y) =y.

RO rang f va g 1a cac ham song don diéu trén [0,1] x [0,1]; that vay, mdi cai déu 1a mot ham co dang
¢ (x) + Y(y). Pac biét, f va g déu 1a cac ham c6 song bién phan bi chin. Tuy nhién, fg lai khong thé 1a
mot ham co song bién phan bi chin. That vay, néu fg 1a mot ham c6 song bién phan bj chin thi, bang cach
xét cac diém ludi co dang (g, Vo), «rr (X, Ym), trong d6 m = 1, y, = 0, y; = 1, chiing ta nhén thiy rang
f s& co bién phan bi chin. Nhung khi d0, tir khang dinh (i) cua Két qua 1.2.3), f s& phai bi chan, v 1.
Nhu vay, chiing ta sé khong thé dua cac tich vao trong tuyén bd ctia khang dinh (iii) cua Két qua 1.2.6).

(iii) Xét ham f:[0,1] x [0,1] = R xé4c dinh boi

Onéux+y<1,
1néux+y>1.

f(x,y)={

Khi @0, f tang don diéu trén [0,1] X [0,1]. That vay, voi moi (x4, y,), (x5, v,) € [0,1] X [0,1] cho
trude voi (xq,y1) < (x5, ,), ching ta sé c6 x; + y; < x, + y, va, do dd, x; + y; > 1 ngu yrang x, +
y2 > 1. Nhu vy, f(x1,y1) = 0 < f(x3,¥,) hodc f(x1,y,) = 1, trong truong hop nay f(x,,y,) = 1. Tu
tinh ting don diéu cua f, ching ta dé dang suy ra rang f c6 bién phén bi chan trén [0,1] X [0,1]. Nhung
néu chung ta xem xét cac diém cua hinh chit nhat [0,1] x [0,1] nam trén duong chéo y = 1 — x thi chiing
ta c6 thé nhan thiy rang c6 qua nhiéu sy thay doi trong cac gia tri cua f.

Chéng han, néu n € N va ching ta ki hiéu x; = i/n va yj =j/n,v6i0 < i,j <n,thi

n

z |f(xi'yj) + f(xi—1:}’j—1) — f(x,y-1) — f(xi—l:yj)|

n
=1 j=1

= Zlf(xk'yn—k+1) + f k1, Ynei) = f ks Vi) = F k=1, Yn—-ie+ )|
k=1

n
=Z|1+0—0—0|
k=1

=n.



0,1)__ (1,1)

i
(0,0) (1,0)

Onbux+y<1, . ., .2 ,
. Y va cac diém (x;,y;) cua
lnéux+y>1,

Hinh v€ minh hoa ham f(x,y) = {
hinh chit nhat [0,1] X [0,1] nam trén duong chéo y = 1 — x.
Diéu nay chi ra rang f khong thé c6 song bién phan bi chan trén [0,1] x [0,1].

Nhan thay rang viéc gioi thiéu cac khai niém vé tinh song don diéu va song bién phan bi chin néu
trong bai viét nay cho cac ham hai bién ciing c6 thé duoc mo rong 1én thanh tinh n — fold don diéu va n —
fold bién phan bi chin cua cac ham n bién. Dé 1am duoc diéu nay, s& rat hitu ich khi chiing ta xem xét toan
tu sai phan A dugc dinh nghia nhu sau. Voi moi a = (a4, ..., a,) va b = (bq, ..., b,) cho trudc trong R"
voia < b,nghiala, q; < b;, v6ii = 1,...,n,va, voi moi f: [a, b] > R, ching ta dinh nghia

Mf =) kOF(©),
c
trong d6 tong dugc tinh trén tat ca cac bd ¢ = (¢, ..., ¢,) € R™ sao cho ¢; € {a;, b;}, voii = 1,...,n, va,
voi moi bd ¢ nhu vay, chung ta sé ki hiéu
k(C) = kl "'kTU

, , —1néuc; = b;,
trongdo, 1 <i<nk; = PR
—1néuc; = q;.

Chéng han, néu n = 1 thi Afﬁf = f(b,) — f(a,), trong khi néu n = 2 thi

Agzll',zzz)): f(by,by) + f(ay,az) — f(by,az) — f(ay, by),



vanéun = 3 thi

Arb2.b3) f(by, by, b3) + f(by,a,,a3) + f(ay, by, a3) + f(ay,ay, bs)

(ag.az,a3)™
—f (b1, by, a3) — f(ay, by, b3) — f(by,az,b3) — f(ay, ay, az).

Khi do, f s& duoc goi 1a n — fold don diéu tiang néu AY f > 0, voi moi x,y € [a, b] voi x < y. Cac
khai niém con lai ciing co thé duoc dinh nghia theo cach tuong tu.

Tinh 16i va tinh 1om
Cac khai niém vé ham 16i va ham 16m d6i v4i cac ham mat bién thira nhan mot dang twong tu don gian

do6i voi cac ham nhiéu bién, mién la chung ta thao Iuan vé tinh 16i va tinh 16m cua mot ham trén cac tap
con 16i cua tap xac dinh cua no.

Gia st D € R? va f: D — R 1a mot ham bat ki. Ngoai ra, gia st A 1a mot tip con 10i cua D. Chiing ta
s& noi rang

1. f 1aléi trén A néu, voi moi (x1,v,), (x5, v,) € Avat € (0,1), ching ta c6

A= OCe,y1) + t(x2,¥2)) < (1= ) f (21, ¥1) + tf (%2, 2),

2. f 1alom trén A néu, voi moi (x4, y,), (x,,y,) € Avat € (0,1), chiung ta co

f((l —t)(xy, y1) + t(xz»)’z)) = (1-t)f(x,y1) +tf(x2,¥2).

Béng cach 1an luot cac bat dang thirc < va > thanh cac bat dang thirc nghiém ngit < va > twong ng
trong 1 va 2 ¢ trén, ching ta s& thu duoc khai niém vé cac ham 16i nghiém ngat va cac ham lom nghiém
ngat.

V& mit hinh hoc, cac ham 1i 1a cac ham c6 dd thi nim dudi tam giac nim trong mét phang xac dinh
boi ba diém trén dd thi. Noi mot cach chinh xac hon, néu D € R? 1a 16i va khong phai 1a mot doan thang
trong R? thi f: D — R 1a13i trén D khi va chi khi, voi moi diém khong théng hang P; = (x;,v;),i = 1,2,3,
trong D va v&i moi diém (x,y) bat ki trong tam giac voi Py, P,, P; 1a cac dinh, ching ta s& c6 f(x,y) <
g(x,y), trong 6 z = g(x, y) 1a phuong trinh mit phang di qua cac diém (x;, y;, f (x5, ¥;)), voi i = 1,2,3.
Tuong tu cho cac ham lom.

Cac diém cuec tri dia phwong va cac diém yén ngua

Céc khai niém vé cuc dai dia phuong va cuc tiéu dia phuong ddi véi ham mot bién c6 thé d& dang mo
rong sang cho cac ham hai (hodc nhiéu) bién. V& mit hinh hoc, cuc tri dia phuong sé twong mg vdi cac
dinh va cac diém giam trén dd thi. Hon nira, mot hién twong méi va tha vi xuét hién, d6 1a diém yén ngua.
Pé dinh nghia chinh xac cai sau nay, trudc tién ching ta sé gidi thiéu mot s6 thuat ngir lién quan dén cac
duong trong R?.

Gia sur T’ 1a mot duong trong R? cho boi (x(t), y(t)), t € [a, B]. Puong I' duoc goi 1a di qua mot diém
(x0, ¥o) € R? néu ton tai mot s6 to € (a, B) sao cho (x(ty), ¥(to)) = (xo, Vo). Nhu trong cac phép tinh
ham m¢t bién, ching ta s& ndi rang tiép tuyén cuia I tai mt diem (x(ty), y(to)), trong do t, € (a, B), la



dwgc xac dinh néu x,y kha vi tai to va (x'(to),y’ (t,)) # (0,0). Trong trudng hop ndy, ching ta sé coi
cap (x'(to), y'(to)) 12 vector tiép tuyén cua T tai (x(ty), y(ty)). Noi chung, chiing ta s& néi rang T' 1 mot
dwong cong chinh quy néu tiép tuyén ludn xac dinh, nghia 13, néu cac ham x, y kha vi trén (a, 8) va
(x'(),y'(®) # (0,0), véi moi t € (a, B).

Gia st D € R? va (x,, y,) 1a mot diém trong cua D. Gia st T ndm trong D, nghia 1a, (x(t), y(t)) € D
voi moi t € [a, B], va T di qua (xq,¥,o), nghia 1a (xq,¥o) = (x(t), ¥(to)) v6i mét s6 t, € (@, B) nio do.
Vo6i moi f: D — R cho trude, ham F: [a, B] = R xac dinh boi F(t) = f(x(t), y(t)) dbi khi con duoc goi
12 ham thu hep cua f trén dwong cong I'. Ching ta sé ndi rang f c6 cwe dai dia phwong tai (xo, y,) doc
theo I' néu F co cuc dai dia phuong tai t,. Twong tu, chiing ta s& noi rang f co cuc tiéu dia phwong tai
(X0, ¥o) doc theo T néu F c6 cuc tiéu dia phuong tai t,.

Gia st Ty va T, 1an luot 1a cdc duong cong chinh quy trong R? xéc dinh boi (x; (£), v, (6)), t € [ay, B4]
va boi (x,(t),y1(t)), t € [y, B;]. Ngoai ra, gia st ca Iy va T, déu di qua cung mot diém (x,, y,) € R? sao
cho ton tai cac sb t; € (a;, B;) voi (x(t), y(t)) = (xo,¥o) v6i i = 1,2. Khi d6, Ty va T, dugc goi 1a cdt
ngang qua nhau tai (x,,yo) néu cac vector tiép tuyén cua chung tai (x,, y,) déu duoc xac dinh va khong
phai 1a boi ctia nhau, nghia 13, ca (x(t,), v5(t,)) va (x5 (t,), v5(t,)) déu khac (0,0) va khdng ton tai s6
A € Rsao cho (x1(t1), ¥1(t1)) = 4 (x3(t2), y3(t2)).

Chang han, duong cong I xac dinh boi (t2,t3), t € [—1,1], khong phai 1a mot duong cong chinh quy.
Mit khac, xét cac duong cong Iy, T, T 1an luot duoc xac dinh boi (t, —t), (t,t), (2t + t2, 2t — t?), voi
t € [—1,1], trong mdi trudng hgp. Mdi mot duong cong trong s6 cac dudng cong nay déu la mot duong
cong chinh quy va cung di qua gdc toa do (0,0). Cac vector tiép tuyén cua Iy, T,, T; tai gbc toa do lan lugt
1a (1,—1),(1,1), (2,2). Nhu vay, I; va T, s& cat ngang qua nhau tai (0,0); dong thoi, Iy va I'; cling cat
ngang qua nhau tai (0,0), nhung T, va I; lai khdng cat ngang qua nhau tai (0,0).

Yy A

Hinh vé minh hoa duong cong khéng chinh quy T va cac dudng cong chinh quy Iy, T, Ty; luu y rang

I, vaT, cling nhu T va I3 cat ngang qua nhau, nhung I, va I lai khong nhu vay.



Gia st D € R? va (x,, y,) 1a mot diém trong cua D. Ching ta sé néi rang mot ham f: D — R co

1. mot cwe dai dia phwong tai (xg, yo) néu ton tai mot s6 8 > 0 sao cho Ss(xg, o) € D va f(x,y) <
f (%0, ¥0) voi moi (x,y) € S5(xq, yo),

2. mot cue tiéu dia phwong tai (x,,yo) néu ton tai mot sé 8 > 0 sao cho S5(xg,y,) S D va f(x,y) =
f (xo, ¥0) v6i moi (x, y) € S5(xo, ¥o),

3. mot diém yén ngwa tai (x,,yo) néu ton tai cac dudng cong chinh quy I va I, nam trong D va cit
ngang qua nhau tai c.

Nhu trong truong hop ham mét bién, chiing ta cling c6 thé dinh nghia cac phién ban manh hon cua cac
khai niém trén trong do tinh tr nghiém ngdt duoc bd sung thém vao. Nhu vay, ham f: D — R s& c¢6 cue
dai dia phwong nghiém ngit tai (x,,y,) cua D néu ton tai mot sé § > 0 sao cho S5(x, ¥,) S D va
) > f(xo, Vo) voi moi (x,y) € Ss(xq, o) vOi (x,¥) # (xy,¥,). Khai niém vé cuc tiéu dia phwong
nghiém ngdt cting duoc dinh nghia theo cach twong tw. Hon nita, f s& duoc goi 1a c6 mot diém yén ngua
nghiém ngat tai (x,, yo) néu ton tai cac duong cong chinh quy I'; va I, nam trong D va cat ngang qua
nhau tai (x,, ¥o) sao cho f ¢o6 cuc dai dia phwong nghiém ngat tai (x,, v,) doc theo I, trong khi f ¢6 cuc
tiéu dia phuong nghiém ngit tai (xy, y,) doc theo T,.

Tinh chit gia tri trung gian

Chung ta hiy bat dau khao sat bang cach nhac lai rang, véi cac phép tinh trén cac ham mot bién, néu
D € R thi mdt ham ¢: D — R sé& duoc goi 1a c6 Tinh chit gid tri trung gian trén mot khoang I € D néu,
voi moi a, b € I va véi moi s6 thuc 7 € R ndm gitra ¢p(a) va ¢(b), ton tai mot s6 ¢ € I, sao cho r =
¢ (c). Khai niém nay c6 mot dang tuwong ty don gian sau day dbi voi cac ham nhiéu bién.

Gia st D € R?. Mot ham f: D — R duoc goi 1a co Tinh chit gid tri trung gian trén mot 2 — khoang
I X J € D néu, voi moi (x1,v,), (x5,y,) € I X J va vdi sb thuc r € R nam gitra £ (x5, ;) va f(x,,y,), ton
tai mot (xo, ¥o) € Itx, y.),(xpy,) S20 cho 7 = f(xg, o).

Két qua 1.2.9.
Giast D € R? va f: D - R la mdt ham.
Khi @0, voi moi 2 — khoang I X | € D,

f co tinh chat gia ti trung gian trén I X J = f(I X J) 1a mot khoang trong R.

Chimng minh két qua 1.2.9.

Giastra,b € f(I x]).Khidd, a= f(x;,y;) vab = f(x,,v,), voi (x4,y1), (x5,,) €I X J.Néur €
I, thi, t&r Tinh chét gia tri trung gian cua f trén I X J, ton tai mot (x, yo) € I Ly (xzy,) S0 cho
f(x0,¥0) = 7.D0 Iy, y),0xsy,) S I X J nén chiing ta nhan thay rang I, , € f(I X J ). Diéu nay ching to
rang f(I x J) 1a mot khoang trong R. O




Dé dang nhén thiy rang chiéu nguoc lai cua Két qua 1.2.9) 1a khéng dung. Trén thuc té, trai nguoc voi
cac phép tinh ham mot bién, chiéu nguoc lai 1a khong ding ngay ca dbi voi cac ham don diéu. Chang han,
xét] =] =[0,1] va f:I x ] = R xac dinh boi f(x,y) = [x] + y, trong do [x] biéu thi cho phan nguyén
cua x. RO rang, f 1a don diéu cling nhu song don diéu. Hon ntra, f(I X J) = [0,2] 1a m6t khoang trong R.
Tuy nhién, luu y rang s thuc Z nam gitra £(0,0) =0 va f (1, %) = 3, nhung Z khong phai la mot gia tri

cua f tai bat ki mot diém nao trén 2 — khoang I =[0,1] x [0,%]. That vay, anh cua 2 — khoang

001
nay la [0,%] U [1,%], khong phai la mot khoang trong R.

Nhu duogc chi ra trong vi du néu & trén, mot stra d6i don gian cua Két qua 1.2.9) sé mang lai mot dic
trung co ban cho tinh chét gia tri trung gian.

Két qua 1.2.10.
Giasu D € R? va f: D > R la mot ham.
Khi d6, véi moi 2 — khoang I X | € D,

f co tinh chat gia ti trung gian trén I X ] © f(E) la mot khoang trong R, v&i moi 2 — khoang E S I X J.

Chirng minh két qua 1.2.10.

Tinh dung dén cua chiéu “=" duoc suy ra tryc tiép tir Két qua 1.2.9). Bé ching minh chiéu nguoc lai,
gia st (x1,v,), (X, y,) € I X J va gia str v 1a mot s6 thuc nam gitta £ (x5, ;) va f(x,,y,). Kihiéu E 1a
mot 2 — khoang I(x, ;. (x,y,) Pat ki. Do f(E) la mot khoang trong R nén chung ta dé dang suy rarang r =
f(x0,¥0) vOi mot (x4,y,) € E ndo dd. Do E S I X J nén f sé co tinh chét gia tri trung gian trén

I X]. O
2. Khai niém vé cac day diém

Trong muc nay cua bai viét, chiing ta s& gidi thiéu cac khai niém co ban vé tinh lién tuc va gidi han cta
cac ham gia tri thuc hai bién. Nhu trong bai viét “Phép tinh gioi han ham mét bién”, cac dinh nghia cling
nhu cac phép chirng minh cta cac két qua co ban déu sé duoc dua ra bang cach sir dung cac ddy. Trén thuc
té, chiing ta c6 hai kha nang khai quat hoa khac nhau ctia cac day thuc co vé ty nhién trong bdi canh cta
cac diy hai bién. PAu tién, cac ham xac dinh trén N vdi cac gia tri trong R? va, th hai, cac ham xac dinh
trén N? véi cac gi tri trong R. Nhur chiing ta s& thay, dé phat trién cac khai niém vé tinh lién tuc va gioi
han cta cac ham hai bién, chi cai thir nhat 1a phu hop va no sé duoc nghién ciru trong bai viét nay. Cac
nghién ctru vé cai sau sé duoc trinh bay trong bai viét “Chudi kép va tich phan kép suy rong”.

Muc nay cua bai viét sé dugc t6 chirc nhu sau. Cac diy trong R? s& dwoc gioi thiéu trong muc 2.1.
Tinh hdi tu cia cac diy bén dudi va cac tinh chit co ban cua chiing, bao gdm Pinh 1i Bolzano —
Weierstrass va Diéu kién Cauchy, ciing sé dugc rut ra tir cac két qua twong mg cua cac ddy trong R.
Chung ta ciing sé st dung khai niém diy dé gi6i thiéu cac khai niém topo co ban cua tip dong va tdp mo,
diém bién va diém trong, cling nhu bao dong va phan trong cta cac tip con cia R2. Muc 2.2. Cac day con
va cac day Cauchy dé cap dén khai niém vé tinh lién tuc va chiing ta ciing sé chi ra rang cac ham lién tuc




trén cac tap con lién thong dudng ctia R? hoic trén cac tap con dong va bi chin ciia R? sé c6 mot sd tinh
chat rat hay. Mot két qua quan trong thuong duoc goi 1a Pinh 1i ham an cling s& dugc chirg minh trong
phan nay. Cudi cung, trong muc 3.3. Gioi han caa cac ham thye hai bién, chang ta sé gidi thiéu khai
niém vé gidi han cta cac ham hai bién. Cac dinh nghia sé duoc dwa ra bang cach st dung cac day, trong
khi hau hét cac day, trong khi hau hét cac tinh chat co ban sé dugc chimg minh bang cach st dung mot
quan sat don gian cho rang su ton tai gidi han cua mot ham tai mot diém sé twong dwong voi tinh lién tuc
cua ham lién két tai diém do.

2.1. Tinh hi tu caa cac day

Mot day trong R? dugc dinh nghia 1a mot ham tr N d¢én R?. Thong thuong, mot day trong R? thudng
duoc ki hiéu boi ((x,,, ¥,)), (U, V), v.v... Gia tri chia mot day ((x,,, y,,)) tai n € N duge cho boi phan
tr (x,,, y,,) cua R? va phn tr nay thuong duoc goi 1a sé hang thir n cua ddy do. Trong trudng hop cac sb
hang cuia mot day ((x,, y,)) ndm trong mot tdp con D cua R?, chiing ta s& ndi rang ((x,,, y,,)) 1a mot day
trong D.

Céc khai niém vé gidi han va hoi tu c6 thé dugc mo rong d& dang tir bdi canh cac diy trong R thanh
cac day trong R?. Gia sir ((x,,, ,)) 1a mot day trong R?. Chung ta sé néi rang ((x,,, y,,)) 1a bi chén néu
ton tai mot 6 a € R sao cho [(x,,, y,)| < a voi moi n € N. Day ((x,,, v,,)) duoc goi 1 hdi tu néu ton tai
mot (xo, ¥o) € R? thoa man diéu kién sau: voi moi € > 0, ton tai mot s6 ny € N sao cho (x,,,y,,) €
S:(xg,¥0) vVOi moi n = ny, nghia la,

|, — x|l < evaly, —yol < € vé6imoin = n,.

Trong truong hop nay, chiing ta s& néi rang ((x,,, y,,)) héi tu dén (x4, y,) hoic (x,, yo) 1a mot gioi
han cua ((x,, y,)) va viét (x,, y,) = (X0, o). Néu ((x,,, y,,)) khong hoi tu vé (x,, v,) thi ching ta s& viét
(X, Vi) # (X0, V0); néu ((x,,, ¥,,)) khong hoi tu thi n6 sé duoc goi 1a phén ky.

Nhan thay rang mot day ((x,,, y,,)) trong R? sé lam phat sinh hai day (x,,) va (y,,) trong R, va nguoc
lai. Hoa ra cac tinh chit cua ((x,, y,)) hoan toan c6 thé dugc hiéu theo cac tinh chit cua cac diy (x,,) va
(y,,) trong R.

Két qua 2.1.1.

Vi moi day ((x,,, ¥,)) trong R?, chiing ta s& c6 cac khang dinh sau:

(i) Néu ((x,, y,)) hdi tu thi n6 sé c6 mot gidi han duy nhat.

(i) ((x,¥,)) bichin © ca (x,,) va (y,) déu bi chin.

(iii) ((x,,, ¥,,)) hoi tu © ca (x,,) va (y,,) déu hoi tu. Trén thuc té, voi (x4, y,) € R?, ching ta sé co

(Xn, Yn) — (X0, ¥0) © X — Xo VA Y, — V.

Chirng minh két qua 2.1.1.

Moi khéng dinh (i), (ii), (iii) déu c6 thé duoc suy ra tryc tiép tir cac dinh nghia. o




Nhu d3 luu y tir trude trong khang dinh (i) caa Két qua 2.1.1), néu ((x,,, ) 1a mot day héi tu trong
R? thi n6 s& c6 mot gidi han duy nhat trong R?. Gidi han cua ((x,,, y,,)) d6i khi con dugc viét 1a
lim,, 00 (%5, Y)-

Chang han,

(i) Néu ((x,,, ) 1a mot day hang trong R?, nghia 1a, ton tai mot (x4, y,) € R? sao cho (x,,, y,) =
(%9, ¥o) voi moi n € N, thi 16 rang ((x,,, y3,)) 1a hoi tu va (x,,, y,) = (xg, Vo).

(i) Néu ((x,,,v,,)) 1a mot day trong R? xac dinh boi (x,,, v,,) = (1/n,—1/n), voi moi n € N, thi 5
rang ((x,,, v,)) 1a hoi tu va (x,, y,,) — (0,0).

(iii) Day ((x,, ¥,)) trong R? xac dinh boi (x,,v,,) = (1/n,(—1)"), véi moi n € N, la phan ki, boi vi
day ((—1)™) la phan ki trong R.

Céc tinh chat co ban cua cac diy trong R? c6 thé dé dang suy ra tir cac tinh chit twong mg cua cac diy
trong R. D¢ d& tham khao, chiing ta s& nhic lai cac két qua lién quan dén cac day trong R. Pdi vdi cac
phép chirng minh, chiing ta c6 thé tham khao phép chirng minh cta cac Két qua 2.1.2), 2.1.3), 2.1.4) cia
bai viét “Phép tinh giéi han ham mét bién”.

Két qua 1.

Gia su (a,) va (b,,) la cac day trong R va gia sw a, b, a, B € R.
Khi do,

(i) Néua, »avab, - bthia, +b, > a+bvaa,b, - ab.
(i) Néu a,, — a thi, v6i moi r € R, chiing ta sé c6 ra,, — ra.
(iii) Néua # O vaa, # 0, véimoin € N, thi (1/a,) — (1/a).

(iv) Gia st a,, = a. Néu ton tai mot s6 tu nhién [ € N sao cho a,, = @, véi moin > [, thi a > a.
Tuong tu, néu ton tai mot s6 m € N sao cho a,, < 8, vdimoin > m, thia < f.

A \ ’. . 1 1/k ‘. .
(v) Néua,, »avaa, =0, voi moin € N, thi an/ — a'/*, v&imoi k € N.

(vi) (Pinh li kep trong R) Néu (b,)) va (c,) 1a cac diy sao cho b, — a, ¢, — a va néu ton tai mot sb
ty nhién m € N sao cho b, < a, < ¢, voi moi n > m, thia,, — a.

Mot vai su kién trong sO nay s€ mang lai két qua la cac tong, cac tich vé hudng va cac bdi vo hudng
cua cac day trong R? s& lan luot hoi tu thanh cac tong, cac tich vo hudng va cac bdi vo hudng cua cac gioi
han tuong ng.

Két qua 2.1.2.
Gia su ((x,,,v,)) va ((u,, v,)) 1a cac day trong R?, va (xq, o), (1o, ) € RZ.

(1) Néu (xni yn) - (xO: 3’0) Vé (un' Un) - (uO'UO) thi (xn: yn) + (un: vn) - (XO, 3’0) + (uo, UO) Vé




(xn: yn) ) (un: vn) - (xo» yO) ) (uO: v0)~

(i) Néu (x,,, y,) = (%0, ¥o) thi, voi moi r € R, r(x,, ¥,,) = (X0, ¥o)-

Chirng minh két qua 2.1.2.

Tinh dung dén cua khing dinh trén la hé qua ngay tirc thi ciia khang dinh (iii) cua Két qua 2.1.1) cung
véi cac khang dinh (i) va (i) cua Két qua 1). O

2.2. Cac day con va cac day Cauchy

Gia str ((x,, y,)) 12 mot ddy nao d6 trong R2. Néu ny, ny, ... 1 céc s6 nguyén duong sao cho n <
Nk+1, vOi mdi k € N, thi ddy ((xnk,ynk)), voi cac s6 hang 1a (xn1:Yn1)» (xnz,ynz), ..., s€ dugc goi la mot
day con cua ((xn, yn)). Mot day ((xn, yn)) s& duoc goi 1a Cauchy néu, véi moi € > 0, tdn tai mot sb tir
nhién ny € N sao cho |x, — x,,| < € va |y, — Y| < &, v6i moi n,m = ny. RS rang ((x,,y,)) 1a Cauchy
khi va chi khi ca (x,,) va (y,,) déu la cac day Cauchy trong R.

Chiing ta hay nhd lai cac su kién co ban sau day vé cac diy trong R. Dbi voi cac phép ching minh,
ching ta ¢ thé tham khao phép ching minh cia cac Két qua 2.2.2), 2.2.3), 2.2.4), 2.2.5), 2.2.6) cua bai
viét “Phép tinh gi¢i han ham mét bién”.

Két qua 2.

Gia su (a,,) la mot day trong R.

Khi d6, chiing ta sé co cac khang dinh sau:
(i) (a,) hoi tu= (a,) bi chin.

(i) (Pinh li Bolzano — Weierstrass trong R) Néu (a,,) 1a mot ddy bi chan thi (a,,) sé c6 chira mot
day con hai tu.

(iii) (a,,) hoi tu & (a,) bi chin va moi day con hdi tu cua (a,) déu cé cung gidi han.

(iv) (Piéu kién Cauchy trong R) (a,) 1a Cauchy < (a,,) hi tu.

Nhirng sy that nay s& 1an luot din dén cac két qua sau.

Két qua 2.1.3.
Véi moi diy ((x,,y,)) cho trude trong R?, chiing ta s& c6 cac khang dinh sau:
(i) (% ¥)) hoi tu = ((xp, y,)) bi chan.

(ii) (Pinh li Bolzano — Weierstrass trong R?) Néu ((xn, yn)) la mot day bi chan thi ((xn, yn)) s€ cO
chira mot day con hoi tu.

(iii) (Cxp, y)) hoi tu © ((xp, ¥,,)) bi chin va moi day con héi tu cta ((x,,, y,,)) déu c6 cung gidi han




(iv) (Diéu ki¢n Cauchy trong R?) ((x,,¥,)) 1a Cauchy & ((x,,¥,)) hoi tu.

Chirng minh két qua 2.1.3.

R rang, khang dinh (i) 1a hé qua truc tiép cta khang dinh (ii) va (iii) cua Két qua 2.1.1) va khang dinh
(i) ciia Két qua 2). Dé ching minh khang dinh (ii), gia st ((x,,, y,,)) 12 mot ddy bi chan. Khi d6, (x,,) 1a
mot day bi chin trong R va do do, tir khing dinh (ii) cuia Két qua 2), (x,,) s& c6 chira mot diy con hi tu,
tam gia su la (xnk). Bay gio, (v,) la mdt day bi chan trong R va, do do, (ynk) cling vay. Do do, tr khiang

dinh (ii) cua Két qua 2), (y, ) c6 chira mot day con héi tu, tam gia st 1a (ynk ) RO rang, <(xnk 3 Vi )) la
] ) ]

mot diy con héi tu cta ((x,,, y,,)). Diéu ndy chimg minh tinh ding dan ca khang dinh (ii). K& tiép, néu
((xn, yn)) la mot da2y hoi tu thi rd rang no la bi chan va moi day con hdi tu cua ((xn, yn)) déu co cung
gi6i han. Bé ching minh chiéu nguoc lai, gia st ((xn, yn)) 1a mot day bi chan. T khang dinh (i),

((xn, y)) s€ c6 chira mot ddy con héi tu. Gia sir (xg, y,) 14 gidi han ctia moi day con hdi tu ctia

(Cen, ). Néu (xp, ) + (x4, ¥o) thi s€ ton tai mot sé & > 0 va cic sd nguyén duong ny < n, < - sao
cho max{|xnk — X, |ynk — 0|} = &, v6i moi k € N. Bay gio, ((xnk,ynk)) 1a bi chin va do d6, tir khiang
dinh (ii), n6 s& c6 chira mot diy con hoi tu. Hon nira, ddy con nay phai hoi tu vé (x,, y,). Piéu mau thuin
nay ching minh tinh ding din cta khang dinh (iii). Cudi cung, tinh dung dén cua khing dinh (iv) dugc
suy ra tir khang dinh (iii) cua Két qua 2.1.1), khang dinh (iv) cua Két qua 2) va quan sat trudc do cua
chiing ta ring ((x,, ¥,)) 1 Cauchy khi va chi khi ca (x,) va (y,) déu la cac diy Cauchy trong R. O

Két qua trong khang dinh (iv) cia Két qua 2.1.3) doi khi con dwoc goi 1a Tinh diy da Cauchy cia
R2. Mot két qua tuwong tu cling diing cho R™.

2.3. Bao dong, bién va phan trong

Gia st D € R?. Chung ta s& néi rang D 1a deng néu moi ddy hdi tu trong D déu hoi tu téi mot diém
cua D. T4p tit ca cac diém trong R? 1a gi6i han cia cac day hoi tu trong D s& duoc goi 1a bao dong cta D
va ki hiéu 1a D. Rd rang D 1a dong khi va chi khi D = D. M6t diém cta R? s& dugc goi 1a mot diém bién
cua D néu c6 mot diy trong D hoi ty vé nd cling nhu c6 mot diy trong R? \ D hoi tu vé nd. Tap tat ca cac
diém bién cua D trong R? s& duoc goi 1a bién clia D (trong R?) va ki hiéu 1a dD. D& dang nhén thiy rang
dD = d(R? \ D), nghia I3, bién ctia mot tap sé trung voi bién ctia phan bu ctia n6. Mot méi quan hé quan
trong gitra bao dong va bién dugc md ta dudi day.

Két qua 2.3.1.

Vé&i moi D € R? cho trude, chiing ta sé co D = DUAD.

Chimng minh két qua 2.3.1.

Gia str (x,y) € D. Khi d6, ton tai mot day trong D hoi tu toi (x, y). Hon nita, néu (x,y) € D thi day
hing ((x,, y,,)) xac dinh boi (x,,, ¥,) = (x,¥), véi moi n € N, xac dinh mot day trong R? \ D hoi tu t6i
(x,y) va do do, trong truong hop nay, (x,y) € dD. Piéu nay chi ra rang D € DUAD. Mit khac, néu




(x,y) € DUAD thi rd rang rang, bang cach sir dung mot day hang hoic dinh nghia cta D, (x,y) € D va,
do do, DUAD < D. O

Két qua 2.3.2.
Gia su D 1a mot tap con khac rong cua R? sao cho D # R2.

Khi do, D 1a mot tap khac rong.

Chirng minh két qua 2.3.2.

Do D khac rdng nén ton tai mot (x,,y,) € D, vado D # R? nén ton tai mot (x;,y;) € R? \ D. X¢ét
doan thing ndi gitra hai diém nay, nghia 1a, xét L = {t € [0,1]: (1 — t)(x,, yo) + t(x4,v;) € D}. Khi do, L
1a mot tap con khac rong bi chin trén boi 1 cua R. Ki hidu t* = supL va (x*,y*) = (1 — t*)(x, yo) +
t*(x1,v,). Ching ta sé chi ra ring (x*, y*) 1a mot diém bién cua D. Dé nhan thay diéu nay, gia st (t,,) la
mot day trong L sao cho t,, — t*. Ki hiéu (x,, y,,) = (1 — t,) (%0, yo) + t,(x1, V1), v6in € N. R0 rang
((xn, ) 12 mot ddy trong D hoi tu t6i (x*,¥*). Hon nita, néu t* < 1 thi ching ta c6 thé tim dugce mot s6
thuc s, € R,voin € N,saocho s, » t*vat* <s, <1 vachiung ta sé ki hiéu (u,,v,) = (1 —s,)

(X0, Vo) + Sp(x4,¥1), voi n € N; nguoc lai, néu t* = 1 thi chiing ta sé ki hiéu (u,, v,) = (x1,y,), voin €
N. Trong moi trudng hop, ching ta déu nhan thay rang ((uy, v,,)) 12 mot day trong R? \ D hdi tu téi

(x*,y*). Diéu nay chirmg minh tinh ding dén cua khing dinh néu o trén. O

Gia st D 1a mot tap con cua R? va gia st (x, ¥o) 1a mot diém bat ki cua R?. Chung ta sé ndi rang
(%0, Vo) 12 mot diém trong cia D néu (x4, y,) € D va (x4, y,) khong phai 1a mot diém bién cta D. D&
dang nhan thay rang (x,, y,) 1a mot diém trong cta D khi va chi khi ton tai mot s6 r > 0 sao cho
S, (%9, Vo) € D. Phdn trong ciia D dugc dinh nghia 1a tap tit ca cac diém trong cua D. RS rang, phan trong
ctia D 1a mot tip con cua D. Ching ta s& n6i rang D 1a me¢ néu moi diém cua D déu 1a mot diém trong cua
D. Ménh dé sau day chi ra mdi lién hé gitra cac khai niém vé mot tdp mo va mot tap dong.

Két qua 2.3.3.
Giasu D € R?.

Khi d6, D 1a dong khi va chi khi R? \ D la mo.

Ching minh két qua 2.3.3.

Pau tién, gia st D 1a mot tap dong. Gia sir (x,, ) € R? \ D. Néu (x,, y,) khong phai 1a mot diém
trong cia R? \ D thi t6n tai mot day ((x,, y,,)) trong phan bu cua R? \ D, nghia 13, trong D, sao cho
(X, Vi) = (%0, o) va, do dd, (x,,v,) € D = D. Piéu mau thuin nay chi ra rang R? \ D 1a mot tdp mo.
Nguoc lai, gia st R? \ D la mot tap mo. Gia su ((xn, yn)) 1a mot day bat ki trong D sao cho (x,, y,) =
(X0, Vo) vOi mot s6 (x4, y,) € R? nao d6. Khi do, (x,, y,) khong thé 1a mot diém trong ciia R? \ D. Nhung
do R? \ D 1a mé nén diéu nay chi ra rang (x,,y,) € R? \ D, nghia 1a, (x,,y,) € D. Piéu nay chi ra rang
D la dong. O




Chéng han, gia st @, 8 € Rvdia > 0va B > 0. Xét cac tap D; = {(x,y) € R%: |x| < ava|y| < B},
D, = {(x,y) € R% |x| <avalyl < B}, D3 = {(x,y) € R%: |x| < avaly| < B}vaD, = {(x,y) €
R?: |x| < ava |y| < B}. Ttr quan diém cia khang dinh (iv) cia Két qua 1), chiing ta dé dang nhan thay
rang D, dong, D, mo, trong khi D, va D, khong dong cling khong mo. Hon nita, voi mbi i = 1,2,3,4, bao
dong cua cac D; 1a Dy, phan trong cua cac D; 1a D, va bién cua cac D; latap {(x,y) € R%: |x| = ava|y| =

B3

Nhan thiy rang cac khai niém duogc thoa luan trong phan nay cta bai viét lién quan dén cac day trong
R?, tap dong, tdp mo, bao dong, bién, phan trong, diém bién, diém trong cling thira nhan mot dang mo
rong don gian cho R3 va, tong quat hon, cho R v4i moi n € N. Pé tranh gy xung dot trong cach ki hiéu,
chang ta c6 thé biéu thi mot ddy trong boi (xy), trong d6 tham s k chay trén N va x;, € R" véi mdi k €
N. C6 thé sé rat hitu ich khi chung ta xdy dung cac dang twong ti chinh xac cho cac khai niém va cac két
qua trong phan nay cua bai viét cho R™ va viét ra cac phép ching minh cho cac két qua twong tu trong
truong hop tong quat. Pay cing co thé coi 1a mot co hoi tot dé xem lai cac két qua da dat dugc trong phan
nay cua bai viét.

3. Tinh lién tuc ciia ham hai bién

3.1. Tinh lién tuc cua cac ham hai bién

Gia st D 1a mot tap con cua R? va gia st (x4, yo) 1a mot diém bt ki trong D. Mot ham f: D — R duoc
goi 1a lién tuc tai (xo, o) néu, véi moi day ((x,, y,,)) trong D sao cho (x,, ¥,) = (xo, ¥o), chiing ta déu
o f(xy, ) = f (X0, Vo). Néu f khong lién tuc tai (x4, y,) thi chiing ta sé néi rang f gian doan tai
(X0, ¥o)- Khi f lién tuc tai moi diém (x4, y,) € D, ching ta s& ndi rang f lién tuc trén D.

Chang han,

(i) Néu D 1a mot tap con bat ki cua R? va f: D — R la mot ham hang xac dinh trén D, nghia 13, néu
t6n tai mot s6 thuc ¢ € R sao cho f(x,y) = ¢, véi moi (x,y) € D, thi rd rang f s& lién tuc trén D.

(ii) Néu f:R? - R la ham chuan xac dinh bdi f(x,y) = +/x2 + ¥2, v6i moi (x,y) € R?, thi f sé lién
tuc trén R2. Dé nhan thiy diéu nay, gia str (xo, ¥) € R 1 mot diém bat ki va gia st ((x,, ,)) 12 mot day
nao do trong R? sao cho (x,,, y,,) = (xo, ¥o)-

(iii) Xét cac ham toa do py, p,: R? - R xac dinh boi p,(x,y) = x va p,(x,y) =y, voi (x,y) € R?.
Khi d6, tr khang dinh (iii) caa Két qua 2.1.1), chung ta nhan thiy ring p, va p, déu la cac ham lién tuc
trén R?.

(iv) Gia st D € R? va cb dinh mot diém (x,, v,) € D.
Xet
D, ={x e R:(x,y,) € D} vaD, ={y € R: (xy,y) € D}.

Luu y rang tap D; phu thudc vao y,, trong khi D, phu thudc vao x,.



V6i moi ham f: D — R cho trudc, ki hiéu ¢: D; = R va y: D, - R 1a cac ham mdt bién xac dinh bai
d(x) = f(x,y,) voix € D; vayp(y) = f(x,,y) voiy € D,.

Cac ham nay dong mot vai tro quan trong trong viéc nghién ctru cac ham hai bién f xung quanh mot
diém (xo, vo). Néu f lién tuc tai (x4, y,) thi ¢ lién tuc tai x, va ¥ lién tuc tai y,. Dé nhan thiy diéu nay, ki
hiéu (x,,) la mot day trong D; sao cho x,, = x,. Khi do, (x,,,y,) = (xo, o) va, do do, f(x,,yo) =
f(x9,v0), nghia la, ¢(x,) = ¢(x,). Nhu vay, ¢ lién tuc tai x,. Twong tu, Y lién tuc tai y,.

Chung ta nhéc lai ring ddu cia mot ham lién tuc mot bién s& dugc bao toan trong mot 14n cén cua diém
d6. No6i mot cach chinh xac hon, ching ta s& c6 khang dinh sau. P6i voi phép chimg minh, ching ta c6 thé
tham khao phép chirmg minh cua Két qua 3.1.1) ctia bai viét “Phép tinh giéi han ham mét bién”.

Két qua 3.
Giasut E C R,c € E va ¢p: E > R la mdt ham lién tyc tai c.

Khi d6, néu ¢p(c) > 0 thi ton tai mot s6 & > 0 sao cho ¢p(x) > 0 vdi moi x € EN(c — 8,c + 6).
Tuong tu, néu ¢(c) < 0 thi ton tai mot s6 § > 0 sao cho @ (x) < 0 véi moi x € EN(c — 6,¢ + 8).

Mot két qua tuong tu cling diing cho cac ham hai bién.

Két qua 3.1.1.
Giasu D € R?,(xq,y,) € D va f: D > R 1a mot ham lién tuc tai (x,, Vo).

Khi @6, néu f (x,,v,) > 0 thi ton tai mot s6 8 > 0 sao cho f(x,y) > 0 voi moi (x,y) €
DNSs(x, Vo). Tuong tu, néu f(x,,y,) < 0 thi ton tai mot s6 § > 0 sao cho f(x,y) < 0 véi moi (x,y) €
DnS5(xOl yO)

Chirng minh két qua 3.1.1.

Pau tién, gia str f(x,, ¥,) > 0. Néu khdng ton tai bat ki mot sé6 § > 0 nao voi tinh chat mong muén
thi, v6i mdi n € N, chung ta déu c6 thé tim duge mot (x,,, y,) € DNS; /5 (X, Vo) 520 cho f(xp, y,) < 0.
Bay gio, (x,,, v,) = (xg,¥0) va do f lién tuc tai (xy, yy) nén chung ta sé co f(x,, y) = f(xo, ¥o). Nhu
vay, tir khing dinh (iv) cua Két qua 1), f(x,,y,) < 0, miu thudn. Phép chirg minh cho truong hop
f (%0, ¥0) < 0 cung duoc thuc hién theo cach tuwong tu. O

Két qua 3.1.2.
Giasu D € R?,(xq,y,) € D,r € Rva f,g: D — R la cac ham lién tuc tai (x,, y,)-

Khi d0, f + g,7f, fg déu la cac ham lién tuc tai (x, y,). Trong truong hop f(x,,y,) # 0, ton tai mot
s6 8 > 0 sao cho f(x,y) # 0 voi moi (x,y) € DNSs(xo, Vo), nén ham 1/f : DNSs(x,, ¥o) = R sé lién
tuc tai (xo, ¥o). Trong trudng hop f(xg, yo) = 0, ton tai mot sé 8 > 0 sao cho f(x,y) = 0 voi moi
(x,y) € DNS5(xo,¥0), nén ham f/*: DNSs(x0, vo) — R s lién tuc tai (x4, y,) voi moi k € N.




Chirng minh két qua 3.1.2.

Tinh lién tuc cia f + g,rf, 7f tai (x4, yo) co thé duoc suy ra d& dang tir cac khing dinh (i) va (ii) cua
Két qua 1). Trong truong hop f(xy, yo) # 0, ching ta sé co f(xy, yo) > 0 hodc f(x,,y,) < 0. Nhu vay,
tir Két qua 3.1.1), ton tai mot s 8 > 0 sao cho f(x,y) # 0 voi moi (x,y) € DNSs(x,, Vo). By gio, tur
khang dinh (iii) ctia Két qua 1), chung ta d& dang nhén thiy rang ham 1/f : DNSs(x,, ¥o) — R sé lién tuc
tai (x,, ¥o). Cudi cung, khang dinh vé tinh lién tuc cta f1/* tai (x,, v,) 1a hé qua truc tiép cua khang dinh
(v) cia Két qua 1). O

Nhu trong truong hop ham mét bién, ching ta ciing c6 thé d& dang suy ra tir K&t qua 3.1.2) nhu sau.
Giasu D € R?va f,g: D — R a cac ham lién tuc tai (xg, yo) € D. Khi d6, hiéu f — g s€ lién tyc tai
(%0, ¥o)- Ngoai ra, néu g(x,,y,) # 0 thi thuong f/g sé lién tuc tai (x,, y,). Hon nira, néu ton tai mot s6
8 > 0sao cho f(x,y) = 0 véi moi (x,y) € DNSs(x, Vo) thi, voi moi sd hitu ti dwong r, ham f7 sé lién
tuc tai (x4, ¥o). Tuong tu, néu f(xo, o) > 0 thi, vdi moi s6 hitu ti &m 7, ham 7 sé lién tuc tai (xo, Vo).

Hop cua cac ham lién tuc

BAy gio, chung ta sé chi ra rang hop ctia cac ham lién tuc cling sé 1a mot ham lién tuc. Chung ta cling
c6 thé luu ¥ rang, dbi voi cac ham hai bién, c6 thé c6 ba loai hop. Nhu vy, két qua sau day sé dugc phat
biéu thanh ba phan.

Két qua 3.1.3.
Giasu D € R?,(xq,y,) € D va f: D > R 1a mot ham lién tuc tai (x,, Vo).

(i) GiasirE € Rsao cho f(D) € E.Khi d6, néu g: E — R 1a mot ham lién tuc tai f(x,, y,) thi g o
f:D — R sé la mot ham lién tuc tai (xg, o).

(ii) Giast E € R,ty, € E vax,y: E - R 1a cac ham sao cho (x(t),y(t)) € D vdimoi t € E va
(x(to), y(to)) = (x0,¥0)- Khi d6, néu x,y 1a cac ham lién tyc tai t, thi ham F: E - R x4c dinh boi
F(t) = f(x(t),y(t)) s€ la mdt ham lién tuc tai t,.

(iii) Gia st E € R?, (uy,v,) € E vax,y: E - R la cac ham sao cho (x(u, v), y(u,v)) € D v&i moi
(u,v) € E va (x(ug, vo), y(uo, v)) = (%0, ¥o)- Khi d6, néu x, y 1a cic ham lién tyc tai (ug, v) thi ham
F:E - R xac dinh boi F(u, v) = f(x(u, v),y(u, v)) s€ la mot ham lién tuc tai (ug, vy).

Chirng minh két qua 3.1.3.

(i) Gia st E, g thoa man cac gia thiét néu trong (i). Gia sur ((xn, yn)) la mét day trong D sao cho
(X, ¥u) = (X0, Vo). Tur tinh lién tuc cua f tai (x,,v,), chung ta dé dang thu duoc f(x,, v,,) = f (X0, Vo)-
Bay gid, (f (¥, ¥)) 1a mot day trong f(D) va, do d6, do tinh lién tuc cua g tai f(x,, ¥o) nén chiing ta sé
c6 duge g(f (xn, ¥n)) = g(f (o0, ¥0))- Nhu vay, g o f: D — R sé lién tuc tai (xo, ¥o)-

(ii) Gia st E, t,, cac ham x, y thoa man cac gia thiét néu trong (ii) va ham F dugc dinh nghia nhu
trong (ii). Gia su (t,,) la mot day trong E sao cho t,, — t,. Tt tinh lién tuc cua x va y tai t,, chung ta sé
thu dugc x(t,) — x(t,) va y(t,) — y(to). Do d6, tir khiang dinh (iii) ciia Két qua 2.1.1), (x(t,), y(t,))




1a mot day trong D hoi tu vé (x,, Vo). Nhu vay, tir tinh lién tuc cua f tai (x,, Vo), ching ta sé c6
f(x(t), y(t)) — f(x0,¥0), nghia 13, F(t,) — F(t,). Diéu ny chi ra ring F sé lién tyc tai t,.

(iii) Gia st E, (ug, 1), cac ham x, y thoa man cac gia thiét néu trong (iii) va ham F duoc dinh nghia
nhu trong (iii). Gia su (u,, v,) la mot day trong E sao cho (u,, v,) — (ug, Vo). Tt tinh lién tuc cua x va y
tai (ug, vy), chiing ta sé thu duoc x(u,, v,,) — x(ug, vy) va y(u,, v,) — v(uy, o). Do d6, tir khiang dinh
(iii) ciia Két qua 2.1.1), (x(uy, v,), ¥ (up, v,)) 12 mot ddy trong D hoi tu vé (xo, Yo). Nhu vay, tir tinh lién
tuc cua f tai (xo, o), ching ta s& ¢6 f(x(up, v), y(Un, v,,)) — f (%o, ¥o), nghia 13, F (u,, v,) —

F (uy, vo). Diéu nay chi ra rang F s& lién tuc tai (ug, vo). O

Ghép noi cac ham lién tuc trén cac tip con chong nhau

Mot cach hiéu qua dé chung ta co thé xay dung cac ham lién tuc mot bién 1a ghép hai ham lién tuc xac
dinh trén cac tap con chdng nhau cit nhau tai mot diém duy nhét, mién la cac gia tri cua chung bang nhau
tai diém giao nhau chung. Bay gio, chiing ta s& thu dwoc mot két qua tuong tu dbi voi cac ham hai bién.
Mot tuyén bd chinh xac cta khang dinh nay sé dugc dua ra dudi day.

Két qua 3.1.4.

Gia su D, va D, la cac tap con cua R?, f;: D; > R va f,: D, —» R la cac ham lién tuc sao cho
filx,y) = fo(x,y) véi moi (x,y) € D;ND,. Kihiéu D = D;UD,. Gia su f: D — R la mot ham xac dinh
boi

_ fl(xly) néu (xry) € Dl;
fy) = {fz (x,) néu (x,y) € Dj.

Khi @6, néu D; déng trong D, nghia 13, D,ND = D;, v4i i = 1,2, thi f 1 lién tuc.

Chirng minh két qua 3.1.4.

Do f; va f, ddng nhat trén D;ND, nén f 1 rang sé duoc xac dinh mot cach ding dan. Bay gio, gia st
mdi D; déu déng trong D véi i = 1,2. C6 dinh (xo,y,) € D. Gia st ((x,,¥,)) 1a mot dy trong D sao cho
(X, V) = (x0, Vo). Trong trudng hop cé mot so ty nhién n; € N sao cho (x,,,¥,,) € D; voi moi n > ny,
chung ta s€ ¢6 (xy,y,) € Dy, boi vi D; dong trong D; hon nira, tur tinh lién tuc cua f; trén D;, chung ta sé
thu dugc f(tn, ¥1) = fi (Gt yn) = f1(X0, ¥0) = f (%o, ¥o). Tuong ty, trong truong hop c6 mot s6 ty nhién
n, € N sao cho (x,,y,,) € D, voi moi n = n,, chung ta s€ co (xq,V,) € D, va f(x,,, v,) = f (X0, Vo)-
Trong trudng hop con lai, ton tai hai day con ((xlk, ylk)) va ((xmk, ymk)) cta ((x,,y,)) sao cho
(xlk,ylk) € D, va (xmk,ymk) € D,, véi moi k € N, va, hon ntta, N = {[, [, ... }U{m,, m,, ... }. R0 rang,
(xlk, ylk) — (xg,yo) va (xmk,ymk) — (x9,¥,). Bay gio, do mdi D; déu dong trong D nén chiing ta s& c6
(%o, ¥o) € D;ND,; hon nita, do mdi f; déu lién tuc tai (x,, y,) nén chiing ta cling s& co f(xlk, ylk) =
fl(xlk'ylk) = f1(x0,¥0) = f(x0,¥0) va f(xmk»Ymk) =1 (xmk»}’mk) = f(x0,¥0) = f(x0,¥0). DoN =
{l,,1,, ...3U{my, m,, ...} nén chang ta dé dang suy ra rang f(x,, y,) = f(xo, o). Piéu nay chimg to rang
f sélién tuc tai (xq, yo)- O




Chéng han,

(i) Xét cac nira hinh chir nhat mo D; = (0,1] x [-1,1] va D, = [1,2) x [-1,1]. Luu y rang ca D, va
D, déu khéng dong trong R?, nhung mdi D; déu déng trong D = D,UD, véi i = 1,2. Nhu vay, cac gia
thiét néu trong Két qua 3.1.4) déu dugc thoa man va cac ham lién tuc trén D; va D, dong nhét trén
D;ND, = {1} x [—1,1] dugc mo rong thanh mdt ham lién tyc trén D.

(ii) Gia st D, la dia mo B,(0,0) va D, la dia dong B,(2,0), nghia la, D; = {(x,y) € R*:x? + y* < 1}
vaD, = {(x,y) € R%: (x — 2)? + y? < 1}. Xét cac ham f;: D; » R va f,: D, —» R xac dinh bdi f; (x,y) =
0 voimoi (x,y) € Dy va fi(x,y) = 1 voi moi (x,y) € D,. Rorang, f; va f, la lién tuc. Hon ntra,

D,ND, = @ va, do @6, ham f: D;UD, — R nhu da néu trong Két qua 3.1.4) sé duoc xac dinh mot cach rd
rang. Nhung f lai khong lién tyc tai (1,0), boi vi (tn, 3) = (1 = =,0) = (1,0). nguoe lai £ (xn, ) =
f1(x,, v,) = 0 véimoi n € N va, do do, f(x,,, v,) » 1 = £(1,0). Piéu nay cho thay rang ching ta khong
thé loai bo gia thiét D,ND = D; v6i i = 1,2 trong Két qua 3.1.4).
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Hinh v& minh hoa cac diéu kién D;ND = D, va D,ND = D, trong Két qua 3.1.4)
duoc thoa man trong (i) va bi vi pham trong (ii).

Mot 1ap luan quy nap don gian cho thay rang két qua trong Két qua 3.1.4) co thé dugc mo rong dé
ghép cac ham lién tyc lai v&i nhau khong chi trén hai tap chong 1én nhau, ma con trén bat ki mot s6 lugng
hiru han tip nao, mién la ching déng nhit trén tit ca cac giao diém theo cip va mdi tap déu dong trong
hop cua tit ca cac tap. Vi muc dich nay, ching ta chi can ghi lai truong hop dic biét sau dy cua viéc chia
mot tap thanh bdn goc phan tu tai mot diém cho trude 1a du.

Két qua 3.1.5.

Giast D € Rva f: D — R 1a mot ham bat ki. V&i moi (x,, ¥,) € D cho trude, ki hidu D; = {(x,y) €
D:ix=xovay=y,}, D, ={(x,y) ED:x <xyvay=y,},D;s ={(x,y) ED:x < xqvay < y,}, D, =
{(x,y) eD:x=xovay <yo}vaf; = flp, véimdii = 1,...,4.

Khi d0, f lién tuc khi va chi khi f; lién tuc véi mdi i = 1, ...,4.




Chirng minh két qua 3.1.5.

Nhan thiy rang néu f lién tuc thi rd rang f; lién tuc voi mdi i = 1, ...,4. Dé chimg minh chiéu nguoc
lai, xét E; = D;UD, va E, = D;UD, va cling nhu g; = f|g, v6i i = 1,2. Bang cach sir dung Két qua
3.1.4), chiing ta nhan thay rang tinh lién tuc cta f; va f, sé kéo theo tinh lién tuc cua g,, trong khi tinh lién
tuc cua f3 va f, s kéo theo tinh lién tuc cia f; va f, s kéo theo tinh lién tuc cta g,. Hon nita, bang cach
str dung lai Két qua 3.1.4), chung ta cling nhan thay rang tinh lién tuc cua g, va g, sé kéo theo tinh lién tuc
cua f. O

DPic trung cua tinh lién tuc

Chung ta da chon cach xac dinh tinh lién tuc ctia mot ham tai mot diém bang cach st dung cac day.
Chung ta ciing co thé co cac dinh nghia thay thé, nhu duoc thé hién qua két qua bén dudi day.

Két qua 3.1.6.
Gia st D € R?, (x,,¥,) € D va f: D - R la mot ham bat ki.
Khi do, cac khang dinh sau day sé twong dwong vdi nhau.

(i) f lién tuc tai (xo,y,), nghia 13, véi moi day ((x,, y,,)) trong D sao cho (x,, y,,) = (%o, ¥,), ching
ta déu co f(x, V) = f(x0, Vo).

(ii) V6i moi € > 0, ton tai mot s6 & > 0 sao cho |f(x,y) — f(xg, Vo)| < € v6i moi (x,y) €
DnS(S‘(xo, yo)

(iii) V&i moi tap con mo V cua R c6 chira f(x,, y,), ton tai mot tdp con mo U cua R? c¢o chia (xy, Vo)
sao cho f(UND) € V, nghiala, f(x,y) € V vai moi (x,y) € UND.

Chirng minh két qua 3.1.6.

Gia st (i) dung. Néu (ii) khong duoc thoa man thi ton tai mot sé € > 0 sao cho, voi moi § > 0, ton tai
moét (x, y) trong DNSs(x,, Vo) vOi tinh chat [f(x,y) — f (xo, ¥o)| = €. Do d6, v6i mdi n € N, tdn tai mot
(X, Yn) trong DSy /5 (X0, ¥o) sao cho |f (xp, yn) — f (0, ¥o)| = €. Nhung khi do (xp, ¥,) = (xo, yo) va
e y) # f(xo,¥0). Piéu nay mau thuan voéi (i). Nhu vay, (i) = (ii).

Ké tiép, gia st (ii) dung. Gia st V 1a mot tip mo cua R c6 chira f(x,, o). Khi d6, ton tai mot sé € > 0
sao cho (f (xy, ¥o) — & f (%0, Vo) + €) € V. Tur (ii), ching ta c6 thé tim dugc mot s6 § > 0 sao cho
If (x, ) — f(x0,¥0)| < € voi moi (x,y) € DNS5(xy, ). Do @6, néu chiing ta ki hiéu U = Sg(x,, y,) thi
U s& 1a mdt tap con mo cua R? co chira (x4, Vo) sao cho f(UND) € V. Nhu vay, (ii) = (iii).

Cudi cling, gia su (iii) dang. Gia st ((x,, y,,)) 12 mot day bt ki trong D sao cho (x,, ¥,,) = (%0, Yo)-
Véi moi € > 0 cho trudc, coi V 1a khoang mo (f (xo, yo) — &, f (X0, yo) + €) trong R. Tur (iii), ton tai mot
tap con mo U cia R? ¢6 chira (x,, yo) sao cho f(UND) € V. Do U 1a mo nén ton tai mot sb & > 0 sao
cho Ss(xo,y,) € U. Hon nita, do (x,,, ¥,,) = (x,¥,) nén ton tai mot sé ty nhién n, € N sao cho
(X, V) € Ss5(X0, Vo) vOi moi n = ny. Do d0, f(x,,, v,,) nam trong (f (x4, ¥o) — €, f (X0, ¥o) + €), nghia 1a,
|f (tny ) — (X0, ¥0)| < € v6i moi n = ny. Nhu vay, f(x,, yn) = f(xo,¥0) va, do do, (iii) = (i).




Diéu nay cling chimg to tinh twong dwong cua (i), (ii) va (iii). O

Két qua 3.1.7.
Gia st D € R? 1a mot tap mo trong R? va f: D — R 1a mot ham bat ki.

Khi @6, f sé lién tuc trén D néu va chi néu, vdi moi tdp con mo V cua R, tap f (V) = {(x,y) €
D: f(x,vy) € V}1a mot tap mo trong R?.

Chirng minh két qua 3.1.7.
Tinh dung dén cua khang dinh trén co thé duoc suy ra tryc tiép tr Két qua 3.1.6). O

Chang han, 13 rang, cac khoang (0, ©), (—oo,0) va tdp R \ {0} la cac tdp con md cua R. Nhu vay, nhu
mot hé qua ctua Két qua 3.1.7), chung ta d& dang nhan thay rang néu f: R? - R 1a lién tuc thi mdi mot
trong cac tap {(x,y) € R?: f(x,y) > 0}, {(x,y) € R?: f(x,y) < 0}, {(x,y) € R?: f(x,y) # 0} déu la mo
trong R?.

3.2. Tinh chét co ban ciia cac ham lién tuc hai bién
Tinh lién tuc va tinh bi chan

Mot ham bi chin sé khong nhat thiét phai lién tuc.
Chang han, xét ham f: R? - R xac dinh boi

1néucaxva y déu la cac sb hitu ti,
0 trong treong hop nguoc lai.

fey) =1

RG rang, f 1a bi chan nhung f khong lién tuc tai moi diém cua R?. Ngoai ra, mot ham lién tuc cling
khong can phai bi chan.
Chang han, cac ham g: R? - R va h: (0,1) x (0,1) - R xac dinh boi
gx,y) =x+yvah(x,y) =1/(x+y)
déu lién tuc nhung ca g va h déu khong phai 1a mot ham bi chan.

Chung ta ciing co thé luu y rang tap xac dinh cua g la dong nhung khong bi chin, trong khi tap xac
dinh cta h bi chin, nhung khong déng. Két qua sau day cho thay rang tinh hudng sé tot hon néu tap xac
dinh la dong cting nhu bi chan.

Két qua 3.2.1.
Giasu D € R? dong va bi chin va f: D — R la mot ham lién tyc.

Khi d0, f s€ bi chan, nghia la, f (D) = {f (x,y): (x,y) € D} la mot tip con bi chan cua R. Ngoai ra,
f(D) 1a mot tap con dong cua R. Hon nira, nhu mot hé qua, néu D khac rdng thi f s& dat dugc cac chin
cua no, nghia 13, ton tai cac (a, b), (c,d) € D sao cho f(a,b) = supf(D) va f(c,d) = inff(D).




Chirng minh két qua 3.2.1.

Gia st f khong bi chan trén. Khi d6, voi mdi n € N, ton tai mot (x,,, y,) € D sao cho f(x,,, y,,) > n.
Do D bj chin nén, t& Dinh 1i Bolzano — Weierstrass (khang dinh (ii) cia Két qua 2.1.3), ddy ((x,, ¥,)) sé

c6 chira mot day con hoi ty, tam gia su la ((xnk,ynk)). Gia su (xnk,ynk) = (x9,¥o). Khi d6, (x,,y,) € D,
boi vi D dong, va f(x,,, ¥n,) = f (X0, ¥0), boi vi f lién tuc. Mat khac, f(x,,, ¥n, ) > 1y v6i mdi k € N,

van, — oo khi k = co. Diéu mau thuin nay chi ra ring f s& bi chan trén. Tuong tu, ching ta ciing c6 thé
nhan thay rang f bi chan dudi. Do d6, f (D) bi chan. Ké tiép, gia st (z,,) 1a mot diy nao do trong £(D) sao
cho z, = r voi mot s6 r € R nao do. Ki hiéu z, = f(x,, y,), trong d6 (x,,, y,) € D véin € N. Nhu da
ndi trude day, day ((x,, y,)) s& c6 chira mot ddy con hoi tu, tam gia st 1 ((xnk, ynk)), hoi tu vé mot diém

(%0, ¥o) nao do cua D. Do f lién tyc tai (xo, o), Z,, = f(xnk,ynk) = f(xq,¥0) va,do do, r = f(xg, Vo)
nén diéu nay cling cho thy rang r € f(D). Nhu vay, f(D) dong. Cudi cung, néu D khac rong thi f(D) 1a
mot tap con khac khong bi chin cta R va, do d6, M = supf (D) vam = inff (D) déu dugc xac dinh mot
cach r6 rang. Tur dinh nghia ctia supremum va infimum, véi mdi n € N, ching ta ludn c6 thé tim dugc cac
(an, by), (cy,d,) € D sao cho M — % < f(ap, by) <Mvam< f(c,, d,) <m+ % Do do, f(a,, b,) -
M va f(c,,d,) » m. Do f(D) dong nén M, m € f(D), nghiala, f(a,b) = supf (D) va f(c,d) =

inff (D) véi cac (a, b), (c,d) € D nao do. O

Nhan xét rang cac tap con cua R? (va tong quat hon, cia R™) vira dong vira bi chan thuong duoc goi 1a
cac tap compact. Nhu vay, ménh dé trén chi ra rang anh lién tuc cia mot tip compact cling compact.

Tinh lién tuc va tinh don diéu

Dbi voi cac ham mot bién, khong c6 bat ki mot mdi quan hé truc tiép nao gitra tinh lién tyc va tinh don
diéu. That vay, ching ta chi cin xét ham phan nguyén x ~ [x] va ham gia tri tuyét ddi x — |x| dé co thé
két luan ré‘mg mot ham don diéu khong can phai lién tuc cting nhu mdt ham lién tuc khong nhat thiét phai
don diéu. Pbi voi cac ham hai bién, mot tinh hudng tuong tu cling xuat hién. Trén thuc té, bang cach st
dung thir tu tich trén R?, chiing ta da gidi thiéu trong muc 1. Khai niém vé cac vector va cac ham vector
hai khai niém hoan toan khac nhau: tinh don diéu va tinh song don diéu. Chung ta s€ chi ra ¢ dudi day
rang ca hai diéu nay déu khéng ngu y hoidc duoc ngu v boi tinh lién tuc.

Chang han,

(i) Xétham f:[—1,1] x [-1,1] = R xac dinh boi f(x,y) = xy. R0 rang, f lién tuc nhung khong don
diéu trén [—1,1] x [—1,1]. Tuy nhién, lvu y rang f sé ting song song trén [—1,1] x [—1,1], boi vi ching
ta s€ O Xy, + X1y1 — X2¥1 — X1V, = (% — %) (y2 — ¥1) v6i moi (x1,¥1), (x3,y,) € R2.

(ii) Xétham f:[—1,1] X [—1,1] -» R xac dinh boi f(x,y) = (x + y)>. R0 rang, f lién tyc. Tuy nhién,
f khong thé 1a song don diéu trén [—1,1] x [—1,1]. Dé nhén thiy diéu nay, ching ta quan sat rang
(x1,v1) = (0,0) va (x5, y,) = (1,1) 1a cac diém thudc [—1,1] x [—1,1] thoa man (x, y;) < (x5, V,) va

fOe,y) + f(x2,y2) — f(x1,¥2) — flx, 1) =0+8—-1-1=6>0,



trong khi (uy,v;) = (=1, 1) va (uy, v,) = (0,0) 1a cac diém thudc [—1,1] x [—1,1] thoa man (uy, v;) <
(uy,v,) va

fQuy,v1) + fup, vp) — fug,v5) = fup,v)) =-8+0+1+1=-6<0.
(iii) Xét ham f:[—1,1] x [—1,1] - R xac dinh boi

_(1néux>0vay >0,
floy) = {0 trrong hop nguorc lai.

D& dang nhén thdy rang f ting don diéu cling nhu ting song song nhung khong lién tuc trén [—1,1] X
[—1,1].

Tinh lién tuc, bién phén bi chiin va song bién phén bi chin

N6i chung, mot ham co bién phén bi chin khdng nhat thiét phai lién tuc. Tuwong tu nhu vy déi voi mot
ham c6 song bién phéan bi chan. Chiing ta d thiy trudc d6 rang mot ham lién tuc khong nhat thiét phai don
diéu hoac song don diéu. Vi du sau ddy cho thay rang n6 tham chi con khdng can phai c6 bién phan bi
chin hodc song bién phén bi chin.

Chang han, xét ham £:[0,1] x [0,1] = R xac dinh boi
Flay) = {xycos(n/Zx) néux # 0,
0 néux = 0.
RO rang, f lién tuc trén (0,1] X [0,1]. Hon ntta, do |f (x,y)| < |xy| véi moi (x,y) € [0,1] X [0,1] nén
chung ta dé dang nhan thay rang f lién tyc tai (0, y) vdi mdi y € [0,1].
Nhu vay, f lién tuc trén [0,1] X [0,1].
Ké tiép, voi moi s6 nguyén duong chin n cho trude, tam gia st n = 2k voi mot k € N nao do, néu
ching ta xét cac diém

1

—  yi=1véii=1,..n
nt1-:Y

Xo =Yy =0vax; =

thi chiing ta s& c6 (0,0) = (xq,¥0) < (x1,y1) < - < (%, ) = (1,1) va, hon nira, f(x;,y;) = 0 néu i la
mot s6 chan va f(x;,y;) = +x; néu i 1a mot sd le.

Nhu vay,

1 1 -
Zlf(xl,ya FOtima il = 4o o Zl_

Do tap {Z{-"'zl(l/i) k€ N} khong bi chin trén nén f s& khong thé c6 bién phén bi chan trén [0,1] X
[0,1].

Ngoai ra, néu chung ta ki hiéu n = 2k va x,, x4, ..., x, nhu trén, nhung chonm = 0,y, = 0,y, = 1,
thi0 =xy<x; < <x,=1va0 =1y, <y, =1 va, honntra, vdi moi i > 0, ching ta s€ co f(x;, 0)



= 0, trong khi f(x;,1) = 0 néu i 1a mot s6 chan va f(x;, 1) = +x; néu i 1a mot sd 1é va, do do,

i zlf(xi:yj) + f(Rienyi-1) — F(xoyi—1) — F(xien yy)| = Z -

i
i=1j

m k
1
=1 =1

Nhu vay, f khong thé co bién phan bi chin trén [0,1] x [0,1].

Nhan thiy rang ching ta cling c6 thé thu duoc mot phién ban tinh chinh hon cta phén tich Jordan (Két
qua 1.2.5) va 1.2.8) cho cac ham lién tyc. Cy thé, mot ham lién tuc c6 bién phan bi chin ludn c6 thé xem
nhu 13 hiéu ciia cac ham don diéu lién tuc, trong khi mot ham lién tuc c6 song bién phan bi chin ludn c6
thé xem nhu 1a hiéu cta cac ham song don diéu lién tuc.

Tinh lién tuc va tinh 16i

No6i chung, mot ham lién tuc khong nhat thiét phai 16i cling nhu 16m. Chang han, xét D = [—-1,1] X
[—1,1] va ham f: D — R xac dinh boi f(x,y) = x® + y>. RS rang, f lién tuc. Nhung f khong 16i ciing
nhu khong 16m. Dé nhén thiy diéu nay, quan sat thiy ring (— %, — %) = % (-1,-1)+ % (0,0) va G,%) =
1 1 11 1 1 1 (1 1) 1
2D +200). nhung £ (-1, - =-2> —1=2f(-1,-D+2f00)vaf(33) =1<1=

2
~f£(1,1) + = £(0,0). Hon nita, mot ham 18i khong nhét thiét phai lién tuc.

Chang han, néu D = {(x,y) € R?:x% + y? < 1} la dia don vi dong va f: D — R 1a mot bién thé cua
ham chuan dugc dinh nghia nhu sau

flxy) = {w/x2 +y2néux?+y?<1,
2 néux?+y?=1,
thi £ 16i trén D nhung khong lién tuc trén D.

O day, tinh lién tuc cua f khéng duoc thoa man tai cac diém bién cua D. That vay, chung ta s€ chi ra
rang moOt ham 10i s€ Iudn lién tuc tai cac diém trong cua tap xac dinh cua nd. Pau tién, chung ta s€ chirng
minh mdt vai két qua phu, chung cling ¢ thé dugc quan tim mot cach ddc 1ap.

Két qua 3.2.2.
Giasua,b,c,d E Rvoia<bvac <d.

Khi d6, moi ham 16i gia tri thuc xac dinh trén hinh chit nhat dong [a, b] X [c, d] trong R? déu bi chan.

Chimng minh két qua 3.2.2.
Ki hiéu D = [a,b] X [c,d], f: D — R 1a mot ham 16i bat ki va M = max{f(a, ¢), f(a, d), f(b, c),

f(b,d)}. Gia stt (x,y) € D.Khi do, ton tai mot sé s trong [0,1] sao cho x = (1 — s)a + sh. Bang cach st
dung tinh 15i cua f trén D, ching ta nhan thay rang f(x,y) < (1 — s)f(a,y) + sf (b, y). Ngoai ra, ton tai
mot s6 t € [0,1] sao cho y = (1 — t)c + td. Mot 1an nira, bang cach sir dung tinh 16i cua f trén D, ching
ta s€ thu duoc




fO,y) <=9 -0f(ac)+tf(ad)]+s[Q-0f(bc)+tf(bd)]
<(A-s)[1—-t)M+tM]+s[(1—-t)M + tM]
=M.
Diéu nay chi ra rang M 1a mot can trén cua f.

Ké tip, xét tam diém (p,q) = (22, 2%) cia D va (u,v) = (a+ b — x,c + d — y). R rang, (u,v) €

Dva(p,q) = % (x,y) + % (u, v). Nhu vay, bang cach sir dung tinh 18i cua f, chiing ta sé thu duoc
f,@) <5f00y) +5f @) <2 f(x,y) + M, nghia 14, £ (x,y) = m, trong &6 m = 2(f (p, q) — M).

Diéu nay chi ra rang m 1a mot can dudi cua f. O

Két qua 3.2.3.

Gia st D 1a mot tap 161 va mo trong R? va f: D — R 1a mot ham 16i bt ki. Ngoai ra, ki hiéu [a, b] x
[c, d] 1a mét hinh chir nhat dong dwoc chira trong D, trong d6 a, b, c,d € Rvoia < b vac < d.

Khi do, ton tai mot s6 K € R sao cho

lIfCe,y) — f(u,v)|] < K(|x —u| + |y — v|) véi moi (x,y), (u,v) € [a,b] X [c,d].

Chirng minh két qua 3.2.3.

Do D mo nén ton tai mot s6 & > 0 sao cho [a — 8,b + 8] X [c — 8,d + 8] S D. T Két qua 3.2.1),
ton tai cac s6 m, M € Rsao chom < f(z,w) < M vdimoi (z,w) € [a — 6,b + 8] X [c — &,d + 5]. Bay
gio, ¢b dinh cac diém (x,y), (u, v) € [a, b] X [c,d]. Truong hop (x,y) = (u, v) 1a hién nhién va, do do,
chang ta s& gia str (x,y) # (u,v). Khi d0, [ = |x — u| + |y — v| > 0 va ching ta c6 thé xét z = u +
%(u—x) vaw = v+§(v—y).Do lu — x| <Il,nghiala, -l <u—x <Inénchingtas€ cou — 3§ <
z<u+d8va, dodo,z€[a—58,b+ 6] Tuongtu,w € [c — §,d + §]. Diac biét, (z,w) € D. Ngoai ra,
chiing ta ciing dé dang ching minh dugc rang

_ L8 N
T+ It A VT T

u

Nhu vay, (u,v) = (1 —t)(x,y) + t(z,w), trong 36 t = I/(l + ). Do 0 < t < 1 nén, bang cach st
dung tinh 16i cua f trén D, ching ta s& thu dugc f(u,v) < (1 — t)f(x,y) + tf(z,w). Ngoai ra, do 0 <
t < 1/& nén ching ta nhan thiy rang

l

f,v) = fl,y) <tlf(w,v) — fx, )] << [M—m]=K(x —ul + |y —v]),

ool

trong do K = (M —m)/$.
Tu’orng tl.I’ f(x;Y) —f(u,v) < K(lx _ul + |y - UD

Diéu nay ching to tinh dung dén cua bit dang thirc mong mudn dbi véi |f (x, y) — f(u, v)|. O




Bay gio, ching ta da san sang dé chirng minh ring mdt ham 16i sé lién tuc tai moi diém trong cua tap
xac dinh cua no. Dy la hé qua tryc ti€p cua két qua trén.

Két qua 3.2.4.
Gia str D 1a mot tap con 16i cuia R? va f: D — R 1a mot ham 15 bat ki.

Khi do, f s€ lién tuc tai moi diém trong cua D. Pic biét, néu D cling mo trong R? thi £ sé lién tuc trén

Chirng minh két qua 3.2.4.

Gia st (xg, ¥) 1a mot diém trong cta D. Khi d6, tdn tai mot sé 7 > 0 sao cho R = [xy — 1, %o + 1] X
[yo — 7, ¥ + 7] dugc chita trong D. Tir Két qua 3.2.3), ton tai mot s6 K € R sao cho |f(x,y) —
f(x0,¥o)|l < K(Ix — xo| + |y — o) v6i moi (x,y) € R. Diéu nay ngu y rang néu ((x,,y,)) 1a mot day
trong D sao cho (x,, ) = (X, ¥o) thi f(x,, y) = f(xg, Vo). Nhu vay, f s€ lién tuc tai (xg, v,). m

Tinh lién tuc va tinh chit gia tri trung gian

Mot két qua c6 tim quan trong co ban trong cac phép tinh ham mat bién 1a cac ham lién tyc déu c6 tinh
chét gia tri trung gian. Dé d& tham khao, chiing ta sé néu lai két qua nay dudi ddy (Két qua 3.2.4) cta bai
viét “Phép tinh giéi han ham mét bién”).

Két qua 4. (Pinh li gia tri trung gian)
Gia su D 1a mét tap con cua R va ¢p: D - R la mot ham lién tuc.

Khi d0, ¢ s& c6 tinh chét gia trj trung gian trén moi khoang I € D, nghia 1a, néu a,b € I véia < b va
r € R 1a mot s6 nam gitra ¢ (a) va ¢(b) thi sé ton tai mot sé ¢ € [a, b] sao cho ¢p(c) = r. Pic biét, ¢p(I)
s¢ 1a mot khoang nao d6 nam trong R.

Két qua sau day c6 thé dugc xem nhu mot dang tuong tu cua Két qua 3.2.4) cta bai viét “Phép tinh
gi6i han ham mot bién” d6i v4i cac ham lién tuc gia tri thuc hai bién.

Két qua 3.2.5. (Pinh li gia tri trung gian cho ham hai bién)
Gia str D 1a mot tap con cia R? va f: D — R 1a mot ham lién tuc bat ki.

Khi d06, f(E) s€ la mot khoang nao do6 trong R voi moi tp con lién thong duong E cua D.

Chimng minh két qua 3.2.5.

Gia st E € D 1a mot tap lién thong duong bat ki. Gia st z,, z, € f(E) va r 1a mot s6 thuc bat ki nam
gitra z; va z,. Khi do, z; = f(xy,y,) va z, = f(x,,y,) vbi cac (x1,y1), (x5, ¥,) € E nao d6. Do E 1a lién
thong duong nén s& c6 mot duong T ndi (x;,y;) voi (x,,y,) nam trong E. Gia st x, y: [a, f] = R1a cac
ham lién tuc sao cho I' xac dinh boi (x(t), y(t)),t € [a, B]. Xét ham F: [a, B] = R xac dinh boi F(t) =
£(x(t), y(t)). Tr khang dinh (ii) cua Két qua 3.1.6), F lién tuc va, tr Két qua 4), F c6 tinh chét gia trj
trung gian trén [, B]. Nhu vay, r = F(t,) voi mot sd t, € [a, 8] va, do do, r € f(E). Piéu nay ching to




rang f(E) la mot khoang nao d6 trong R. Cudi ciing, moi 2 — khoang déu 1a mot tap lién théng duong va,
do do, tir Két qua 1.2.10), chiing ta nhan thay rang f sé c6 tinh chat gia tri trung gian trén moi 2 — khoang
trong D. O

Vi du sau day cho thay rang chiéu nguoc lai cia két qua trén 1a khong dung, nghia 1a tinh chat gi tri
trung gian khong bao ham tinh lién tuc.

Chang han, xét ham £:[0,1] X [0,1] = R xac dinh boi

Flxy) = {cos(l/y) néuy # 0,

0 néuy = 0.

Khi do, f khong lién tuc trén [0,1] x [0,1], boi vi, ching han, (0,1/nm) - (0,0), nhung
£(0,1/nm) = (=1)" » £(0,0) = 0. Tuy nhién, luu y rang f s& lién tyc trén [0,1] X (0,1]. Chung ta sé& chi
rarang f co tinh chat gia tri trung gian trén [0,1] X [0,1]. Gia sir 7 € R 1a mot gia tri trung gian cua f,
nghia 13, 7 nam gitra f (x;, y;) va f(x,,y,) voi cac (x5, y;), (x5, v,) € [0,1] x [0,1] ndo d6. Néu y; > 0
va y, > 0 thi, tir tinh lién tyc cta f trén [0,1] x (0,1] va Két qua 3.2.5), ching ta nhan thay rang r =
[, y) voimot (x,¥) € Ik, y.),(aya)- Néu y; = y, = 0 thi f(x5,y,) = f(x,,¥,) = 0 va khong c6 gi dé
phai chirng minh nira ca. Do d0, khéng lam giam tinh tong quat cua van dé, chiing ta c6 thé gia st rang
y; = 0 vay, > 0. Chon ra mot s6 ty nhién k € N sao cho (1/kn) < y,. Bay gio, y; < (1/(k + 2)m) <
(1/km) < y, va, do @0, cos(1/y) sé thira nhan moi gia tri trong khoang tir —1 dén 1 khi y thay doi tir y,
dén y,. Piéu nay chirarang r = f(x,,y) voi mot s6 y € [y;,v,] nao d6. Nhu vy, f sé co tinh chét gia tri
trung gian trén [0,1] % [0,1].

Két qua 3.2.6.

Gia st D 1a mot tap con khac rong, lién thong duong, dong va bi chin cua R? va f: D — R 1a mot ham
lién tuc bat ki.

Khi @0, tap gia tri f(D) cua f s€ la mot khoang dong va bi chidn trong R.

Chirng minh két qua 3.2.6.

Pau tién, luu y rang do D khac rdng nén f(D) cling vay. Tir Két qua 3.2.1), f(D) sé bi chan va, hon
nira, néu m = inff(D) va M = supf(D) thi f(D) S [m,M] vam, M € f(D). Hon nira, tir Két qua
3.2.5), (D) s& 1a mot khoang trong R. Diéu nay chi ra rang f(D) = [m, M]. O

Tinh lién tuc déu

Khai niém vé tinh lién tuc déu cua cac ham mot bién c6 thé duge md rong mot cach dé dang cho cac
ham hai bién. Gia str D 1a mét tp con cua R?. Mot ham f: D — R sé duoc goi 1a lién tuc déu trén D néu,
voi moi day ((xn,yn)) va ((un, vn)) trong D sao cho |(x,, ) — (U, v,)| = 0, ching ta ¢6 |f (x,, ¥p) —
f@n vl — 0.

Dic biét, néu mot trong hai ddy néu trén 1a mot diy hang thi chung ta dé dang nhan thy rang mot ham
lién tuc déu cling s& lién tuc. Nhu trong truong hop ham mot bién, chidu nguoc lai cia khang dinh trén
cling ding néu tap xac dinh cua né la déng va bi chan.




Két qua 3.2.7.
Gia st D € R? la mot tap dong va bi chan.

Khi d6, moi ham lién tyc trén D déu lién tuc déu trén D.

Chirng minh két qua 3.2.7.

Gia st f: D - R lién tyc nhung khong lién tyc déu trén D. Khi d6, ton tai cac day ((x,, ¥,)) va
((un, v,)) trong D sao cho | (X, yn) = (un, V)| = 0, nhung | f G, ¥) — f (y, v)| + 0. Cai sau ngu y
rang ton tai mot sb thue dwong € > 0 va cac s6 nguyén duong n, < n, < -+ sao cho | f (xnk, ynk) —

f (n,, vnk)| > £ voi moi k € N. By gio, tir Dinh 1i Bolzano — Weierstrass (khing dinh (i) cua Két qua
2.1.3), ((xnk' ynk)) s€ ¢ chira mot day con hdi ty, tam gia su la ((xnkj, ynkj)>' Néu (xnkj,ynkj) -
(x0, yo) thi (unk,,vnk.) = (x4, ¥0), boi vi |(x,,, v,) — (U, v,,)| = 0. Do f lién tuc trén D nén ching ta

] ]
nhan thay rang |f (xnkj,ynkj) —f (unkj,vnkj)| - |f(x0, ¥o) — f (X0, ¥o)| = 0. Nhung day lai 1a mot diéu
mau thuan, boi vi |f (xnkj,ynkj) —f (unkj,vnkj)| > e voimoij € N. O

Mot tiéu chi cho tinh lién tuc déu cua mdt ham hai bién khong lién quan dén su hdi tu cua cac day co
thé duoc dua ra nhu sau.

Két qua 3.2.8.

Gia st D € R?. Xét mot ham f: D - R.

Khi d0, f sé lién tyc déu trén D khi va chi khi né thoa man diéu kién & — § sau day:
“V&i moi € > 0, ton tai mot s6 § > 0 sao cho

(x,y), (u,'l]) €D Vé’ |(xr:V) - (u'v)l <d§= |f(xry) _f(u'v)l <e”

Chirng minh két qua 3.2.8.

Gia st f lién tuc déu trén D. Gia st diéu kién € — & khong duoc thoa man. Khi do, ton tai mot s6 & >
0 sao cho, véi moi § > 0, chung ta ludn cé thé tim duoc (x,y), (u, v) € D sao cho |(x,y) — (u,v)| < 6,
nhung |f (x,y) — f(u,v)| = €. Xét § = 1/n véin € N, ching ta s& thu duoc cac day ((x,, y,)) va
((un, vn)) trong D sao cho | (x,, y,) — (U, )| < %vé |f (xpy ) — f(up, v)| = € voi moi n € N. Nhu

vay, | (e y) — (U, v)| = 0, nhung |f(x,,, v,) — f (uy, v,)| + 0. Diéu nay mau thuan voi gia thiét f
lién tuc déu trén D.

Nguoc lai, gia sir diéu kién & — & dwoc thoa man. Gia st ((xp, ¥,)) va ((u,, v,,)) 12 cac ddy bat ki
trong D sao cho |(x,,, ) — (U, v,)| = 0. Gia str cho trudc mot sd thuc duong & > 0. Khi d6, ton tai mot
s6 8 > 0 sao cho néu (x,y), (u,v) € D thoa man |(x,y) — (u,v)| < & thi |[f(x,y) — f(u,v)| < €. Bay
gi0, voi sd & > 0 nay, chung ta ludn ¢ thé tim duoc mot s6 tu nhién ny € N sao cho |(x,, y,,) —




(up, V)| < 8 voi moi n = ny. Do do, |f (xn, yp) — f(up, v)| < € voi moi n = ng. Nhu vay, |f (p, ¥) —
f(u,, v,)| = 0. Bidu nay chimg to tinh lién tuc déu cua f trén D. O

Pinh li ham 4n

Khi nghién ctru cac ham mot bién, chung ta thuong xem xét cdc dwong cong dwoc xdc dinh ngam,
nghia la, cac duong cong dugc cho boi cac phuong trinh ¢o dang f(x,y) = 0, véi (x,y) € D, trong do
f:D — R 1a mot ham gia trj thuc hai bién bat ki. V& mat kinh nghiém, mot phwong trinh nhu vay sé xac
dinh mét trong cac bién nhu 1a mot ham cua bién kia; chang han, né co thé dinh nghia y nhu 1a mét ham
cua x. N6i cach khac, tir phwong trinh f(x,y) = 0, chung ta c6 thé giai y theo x. Trén thyc té, diéu nay
thudng dugc ngdm gia dinh khi ching ta thyuc hién viéc 14y vi phan ham 4n trong cac phép tinh ham mot
bién. Két qua sau day khing dinh ring ching ta c6 thé giai phuong trinh £ (x, y) = 0 mét cach cyc bd,
nghia 1, giai phuong trinh f(x, y) = 0 xung quanh mot diém (x,, y,) thoa man f(x,, y,) = 0, v6i diéu
kién 1a f lién tuc theo mdi bién va 1a mot ham ting nghiém ngit hodc 1a mot ham giam nghiém ngit cua y,
dbi voi moi x ¢b dinh. Hon nira, nghiém y = n(x) 1a duy nhét va n6 con 1a mot ham lién tuc theo x.

Két qua 3.2.9. (Pinh li ham én)

Gia st D € R?, (x,, y,) 1a mot diém trong cua D va f: D — R la mot ham thoa man f(x,, y,) = O.
Gia st ton tai mot s6 r > 0 voi S, (x,, ¥,) € D sao cho cac diéu kién sau duoc thoa man.

(a) Voi moi x € (x, —1,x, + 1) cho trudce, ham : (y, — 1, y, + ) = R xac dinh boi Y (y) = f(x,y)
la lién tuc. Ngoai ra, véi moi y € (y, — 1, y, + 1) cho trude, ham ¢: (x, — 1, x, + ) = R xac dinh boi
¢(x) = f(x,y) lalién tuc.

(b) V&i moi x € (xy, — 1, xq + 1) cho trude, ham y: (y, — 1,y + ) = R xac dinh boi Y(y) = f(x,y)
la don di¢u nghi€ém ngat.

Khi d6, ton tai mot s6 § > 0 va mot ham lién tuc duy nhéat n: (x, — 8, %, + 6) = R vdi n(x,) = y, sao
cho (xl r](x)) € Sr(xOJYO) Vé f(xl n('x)) =0 Vé’l mOI x € (xO - 6) Xo + 6)

Chirng minh két qua 3.2.9.

Theo quan diém cua (b), trude tién, ching ta hay gia st ring ham ¥y: (Yo — 7, Yo + ) = R xac dinh
boi Yo (v) = f(xg,y) la ting nghiém ngat trén (y, — 1, y, + 7).

Chon racac sé y; € (yo —1,¥0) va ¥, € (¥o, Vo + 1) bat ki. Do f(x,,y,) = 0 va ham 1, ting nghiém
ngit trén (y, — 1, o + ) nén ching ta nhan thay rang f(x,, y;) < 0 va f(x,,y,) > 0. Tu tinh lién tuc,
déu cua f sé duoc bao toan trén cac doan nho ndm ngang cua cac dudng thing y = y; va y = y,. Noi mot
cach chinh xac hon, bang cach str dung (a), chiing ta nhan thdy rang ham xac dinh boi x — f(x,y,) 1a lién
tuc trén (x, — 1, xo + 1) va, do do, tir Két qua 3), ton tai mot s6 §; voi §; < r sao cho f(x,y;) < 0 voi
moi x € (x, — 61, X, + 8;). Tuong tu, ton tai mot sd 8, vdi 8, < r sao cho f(x,y,) > 0 véi moi x €
(xg — 85, %x0 + 85).




Hinh v& minh hoa phép chirng minh ctia Binh 1i ham 4n.
Ki hiéu § = min{é,, 6,}.
Khi do,

flx,y1) <0< f(x,y,) voimoi x € (x, — &, xy + &).

Do d0, voi moi x € (xq — 8, xy + §) cho trude, ham y: (y, — 1, y, + ) = R xac dinh boi Y (y) =
f(x,y) sé thoa man P (y;) < 0 < P (y,). Ngoai ra, theo (a), ¥ 1 lién tuc. Nhu vay, tir tinh cht gi trj
trung gian cua 1, ton tai mot sd y € (y4, y,) sao cho Y(y) = 0, nghia 13, f(x,y) = 0. Hon nira, do
Y (y;) < P(y,) nén, tir (b), diéu nay suy ra rang ¥ ting nghiém ngit trén (y, — 7, y, + r) va, do 46, y
duoc xac dinh duy nhat boi x. Do do, néu ching ta viét y = n(x) thi chiing ta sé thu duoc mot ham duy
nhat : (x, — 8, x, + 8) = R sao cho n(x) € (v5,¥,) va f(x,1(x)) = 0 vdi moi x € (x, — 8, x, + 5).
Dac biét, do f(xy,ve) = 0 va y, € (y4,y,) nén chung ta sé€ co n(x,) = y,.

Dé chirng minh tinh lién tyc cua 1, ¢b dinh mot s6 x* € (x, — 8, x, + &) va gia st (x,,) la mot diy bét
ki trong (x, — &8, x, + &) sao cho x,, = x*. Chung ta da thiy o trén rang, vdi moi x € (x, — &, x, + 6),
ham y: (y, — 7, v, + 1) = R xéc dinh boi Y(y) = f(x,y) la ting nghiém ngit. C6 dinh cac sb y;,y, €
(¥o — 7, Yo + 1) nhu trén sao cho y; < n(x) < y, véi moi x € (x, — 8,x, + &). Gia su cho trudc mot sb
€ > 0 va gia su € dunho sao cho y; < n(x*) —e <n(x*) + € < y,, nghiala, 0 < ¢ < min{n(x*) —
y1, ¥, — 1n(x*)}. Bang cach str dung (a) va (b), chung ta nhan thiy rang

floun(x™) —&) = flx",n(x") —e) va f(x*,n(x") — &) < f(x",n(x")) = 0.

Do d6, ton tai mot sb tu nhién n, € N sao cho f(x,, n(x*) — &) < 0 v6i moi n > n,. Tuwong tu,
fl,nx*)+¢e) - fxnx*)+¢e) > f(x*,n(x*)) = 0 va, do d9, ton tai mét sb tw nhién n, € N sao
cho f(x,,,n(x*) + &) > 0 v6i moi n = n,. Ki hiéu ny = max{n,,n,}. Khi do, f(x,,n(x*) —&) <0<
f(x*,n(x*) + €) véi moi n > ny. Nhung do f(x,, 7(x,,)) = 0 nén, tir (b), ching ta d& dang suy ra rang
n(x*) —e <nlx,) <n(x*) + e, nghiala, |n(x,) —n(x*)| < € véi moi n = ny. Nhu vay, n(x,) -
n(x*). Piéu nay chi ra rang 7 lién tuc trén (x, — 8, x, + 8).



Truong hop Yy: (Yo — 1,V + 1) = R xac dinh boi P, (y) = f(xo, ¥) giam nghiém ngat trén (y, —
7,90 + 1) cling dugc chirng minh tuong tu. Ngoai ra, nd cling c6 thé xuit phat tir viéc ap dung két qua da
chirng minh o trén cho - f. O

Chang han, xét ham f: R? - R xac dinh boi f(x,y) = x% + y? — 1. Khido, € = {(x,y) €
R2: f(x,y) = 0} 1a duong tron don vi trong R?. Néu (x4, y,) € C va y, # 0 thi chiing ta c6 thé dé dang
nhén thiy rang cac gia thiét cia Dinh i ham an déu dugc thda man va “nghiém” duoc cho boi (x) =
V1 — x2 hodc boi n(x) = —vV1 — x? tuy theo y, > 0 hodc y, < 0.

Chung ta ciing c6 mot dang twong ty don gian cia Pinh 1i ham an dé giai f(x, y) = 0 vdi x theo y.
Trong tinh huéng nay, diéu kién (a) trong Két qua 3.2.9) van duoc gir nguyén, trong khi (b) sé duoc thay
thé boi didu kién: “Voi moi y € (yo — 7, Yo + 1), ham ¢: (x, — 7, %, + ) = R x4c dinh boi ¢(x) =
f(x,¥) la don diéu nghiém ngat”. Két luan 1a s& c6 mot s6 § > 0 va mot ham lién tuc duy nhat &: (y, —
8,0 + 8) > Rvai £(yp) = xq sao cho (§(¥),y) € Sy (xo,¥0) va f(§(¥),¥) =0 voimoiy €
(yo — 8,¥, + 8). Diéu nay c6 thé dugc chirng minh theo cach twong tu nhu khi chimg minh Két qua
3.2.9). Ngoai ra, n6 ciing c6 thé xuét phat tir viéc ap dung Két qua 3.2.9) cho ham (x,y) = f(y,x) va
diém (y,, x,). O

Mot hé qua quan trong cua Dinh 1i ham 4n 1a mot ham gia trj thuc lién tuc mot bién don diéu nghiém
ngat trén mot khoang xung quanh mot diém s& lubn thira nhdn mot ham nghich dao lién tuc (va cling don
diéu nghiém ngit), cuc bo. Mot tuyén bd chinh xac hon s& xuét hién dudi day. Két qua nay c6 thé duoc
xem nhu la mét truong hop dac biét cua cai goi la Pinh li ham ngugrc.

Két qua 3.2.10. (Pinh li ham ngwoc)

Gia su I 1a mot khoang trong R va x, € I. Gia su f: I — R lién tyc va don diéu nghiém ngét trén [; =
(xo — 7, %0 + )N v6i mot s6 r > 0. Ki hidu y, = f(x),J = f(I), ], = f).

Khi d6, ton tai mot s6 § > 0 va mot ham lién tuc duy nhéat &: (y, — 8, y, + 6)NJ = R sao cho &(y,) =
xova f(E(y)) =y voimoiy € (y, — 6,y, + 6)NJ. Dac biét, f~1:J; - R lién tuc tai y,.

Chirng minh két qua 3.2.10.

Dau tién, chiing ta xét truong hop x, 1a mot diém trong cta I. Khi do, chiing ta c6 thé chon mét s r >
0 sao cho (xg —1,xq + 1) €1 va,dodod, I; = (xy —1,x, + r). Xét ham h: S, (xy, yo) — R xac dinh boi
h(x,y) = f(x) — y. Khi d6, h lién tuc, h(xy, yo) = 0 va, véimoi y € (y, —7,yo + ), ham tir I, ¢én R
xac dinh boi x = h(x,y) la don diéu nghiém ngit. Do d6, tir Pinh 1i ham 4n (Két qua 3.2.9), tn tai mot sd
8 > 0 va mot ham lién tuc duy nhét &: (y, — 8, y, + 8) = R vdi &(y,) = x, sao cho (£(¥),y) €
Sy (%0, ¥0) va h(§(y),y) = 0 voi moi y € (yo — 8,¥, + 8). Nhu vay, f(E(y)) = y voi moiy € (y, —
8,y0 + 8)NJ va, dac biét, (yo — 8,y, + 8) € J. Do f lién tuc va don diéu nghiém ngat trén [; =
(xo —7,%p + 1) € I nén ching ta d& dang suy ra rang y, 1a mot diém trong cta J; = f(I;) va f~ 1 = ¢
trén J;. Do do, f~1:J; — R lién tyc tai y,.

Trong truong hop x, 1a mot du mut cua I, chung ta c6 thé mo rong f thanh mot ham lién tuc, don
diéu nghiém ngit f* mai trén mot khoang I* 16n hon sao cho x, 1a mot diém trong cua I*. Ching han, néu




f tang nghiém ngit va I = [x,, b) thi chung ta cé thé chon I* = [x, — 1,b) va f*(x) = f(x) néu x €
[x0,b) va f*(x) = (x — x,) + Vo néu x € [x, — 1, x,). Bang cach ap dung cac 1ap luan trude d6 cho f*,
chiing ta s& thu dugc két qua mong mudn. O

Nhu mét hé qua truc tiép cua Két qua 3.2.10), ching ta thu duoc mot cach chirng minh khac cho Dinh
li nghich dao lién tuc d6i voi cac ham mot bién (Két qua 3.2.5) clia bai viét “Phép tinh gioi han ham mét
bién”), khang dinh rdng mot ham lién tuc mot — mot xac dinh trén mot khoang s& ludn c6 ham nghich dao
lién tyc. Bé dat dwgc muc dich nay, chung ta sé str dung dit kién sau ddy, tir 1y thuyét ham mot bién, nd
hoan toan co ban theo nghia 1a ca ménh dé 13n phép ching minh déu khong lién quan gi dén cac khai niém
vé tinh lién tuc hodc giéi han. Dé c6 mot phép chimg minh vé thuc té nay va ciing nhu mét s két qua lién
quan, chiing ta c6 thé tham khao Két qua 3.2.5) ctia bai viét “Phép tinh giéi han ham mét bién”.

Két qua 5.
Gia su I la mot khoang trong R.

Khi d6, néu f:I — R 1a mot don anh va co tinh chat gia tri trung gian trén I thi f sé don diéu nghiém
ngat trén I.

Két qua 3.2.11.
Gia st I 1a mot khoang trong R va f: I —» R 1a mdt ham lién tuc mot — mot.

Khi do, ham nguoc f~1: f(I) —» R 1a lién tuc.

Chirng minh két qua 3.2.11.

Tu khang dinh (i) ciia Két qua 4), f sé c6 tinh chit gia tri trung gian trén I. Do d6, tir Két qua 5), f don
diéu nghiém ngit trén I. Nhu vay, tir Két qua 3.2.10), £~ sé lién tuc. O

Khai niém vé tinh lién tuc ciing co thé dugc md rong cho cac ham ba bién trd 1én theo cach hoan toan
tuong ty. Hau hét cac két qua mo rong cho truong hop nay déu co thé thuc hién mot cach don gian. Mot
két qua ma viéc mé rong cho cac ham ba bién co thé khong co ngay 1ap tire d6 1a Dinh 1i ham an (Két qua
3.2.9). Nhic lai rang diéu nay co thé dugc phat biéu lai dai khai bing cach néi ring néu xung quanh mot
diém, f(x, y) lién tuc theo x cling nhu lién tuc theo y va don diéu nghiém ngit theo y thi chung ta hoan
toan c6 thé giai phuong trinh £ (x, y) = 0 d6i v6i y theo x xung quanh diém d6. N6 chi ra rang, d6i voi
cac ham ba bién, dé giai phuong trinh f(x, y, z) = 0 dbi véi z theo x va y xung quanh mét diém, didu
ching ta cdn & day ngoai tinh don diéu nghiém ngit clia z khong chi 1a tinh lién tyc cua ting bién trong s6
ba bién, ma con 1a tinh lién tuc ctia bién z va tinh lién tuc (hai bién) cta x va y. Trén thuc té, cach phat
biéu ciing nhu chirng minh cua Két qua 3.2.9) c6 thé d& dang dugc thay thé boi hai (hodc nhidu hon) bién.
Dé tién tham khao, chung ta s& ghi lai dudi ddy mot nhan dinh chinh xac vé két qua nay.




Két qua 3.2.12. (Pinh li ham 4n cho cac ham ba bién)

Gia st D € R®, (x, Vo, 2,) € D va f: D — R 1a mot ham sao cho f (xy, ¥o, 2,) = 0. Gia st ton tai mot
s6 7 > 0 voi S, (xo, Vo, Zo) € D sao cho cac diéu kién sau duoc thoa man:

(a) Vi moi (x,y) € S,(xq, Vo) cho trudce, ham y: (z, — 1,2z, + ) = R xac dinh boi Y (2) = f(x,y, 2)
la lién tuc. Ngoai ra, voi moi z € (z, — 1, 2o + 1) cho trude, ham ¢: S, (xy, ¥o) — R xac dinh boi
¢(x,y) = f(x,y,2) lalién tyc.

(b) V&i moi (x,y) € S,-(xq,¥o) cho trude, ham y: (z, — 1,z + r) > R xac dinh boi Y(z) = f(x,y,2)
la don diéu nghiém ngat.

Khi d6, ton tai mot s6 § > 0 va mot ham lién tuc duy nhét : S5(xo, ¥o) = R vai {(x0, Vo) = 2, sao
cho (x,y,{(x,¥)) € S (xo,¥0,20) va f(x,y,{(x,¥)) = 0 voi moi (x,y) € Ss(xo, Yo)-

Chirng minh két qua 3.2.12.

Phép chirng minh duogc thuc hién twong tu nhu khi chimg minh Két qua 3.2.9) néu ching ta thay doi
cac ki hiéu moét cach thich hop. o

3.3. Gi6i han cta cac ham thwe hai bién

Gia sir D € R? va (x,,y,) € R?. Gia st ton tai mot hinh vudng mo vdi ban kinh duong va tam tai
(X0, Vo), ngoai trir co thé 1a tim, chira trong D, nghia 1a, S, (x,, ¥o) \ {(x0, o)} € D v6i mot s r > 0 nao
d6. Gia st f: D — R 1a mot ham bat ki cho trude. Chiing ta sé ndi rang ton tai mot gioi han cua f khi
(x,y) tién dén (x,ye) néu ton tai mot s6 thyuc [ sao cho, bat ctr khi nao mot diy (x,,, y,,) trong D \
{(x0,¥0)} hoi tu t&i (x,,y,), ching ta sé ludn co f(x,, ¥,,) = L. Khi d6, ching ta sé viét f(x,y) — [ khi
(x,9) = (x4, ¥,). Chung ta ¢ thé luu y rang ludn ton tai cac diy trong D \ {(x,, ¥)} hoi tu toi (xg, ¥o).

Chang han,

r r
(xn!yn) = (xO _n_H!yO _n+ 1)

nam trong D \ {(xo, ¥0)} voi moi n € N va (x,,, y,) = (0, ¥o).

Bang cach st dung diéu nay va thuc té 1a giéi han cia mot day trong R? 1a duy nhat (khang dinh (i)
cuia Két qua 2.1.1), chung ta dé dang nhan thay rang néu ton tai mot gidi han cua f khi (x,y) tién dén
(%0, ¥o) thi nd 1a duy nhét. V6i quan diém nay, néu f(x,y) — L khi (x,y) = (%, ¥,) thi ching ta c6 thé
coi [ nhu 1a gidi han cta f(x, y) khi (x,y) tién dén (x,, v,) va viét

lim ) oy f (6 ¥) = L.
Chang han,

(i) Xétham f:R? - R xac dinh boi £(0,0) = 1 va f(x,y) = sin(xy) voi (x,y) € R? \ {(0,0)}. Khi
do, gidi han cua f khi (x, y) tién dén (0,0) ton tai va bang 0. That vay, néu ((x,, y,,)) 12 mét day trong
R2 \ {(0,0)} sao cho (x,, y,,) = (0,0) thi x,,3, — 0 va, tr tinh lién tuc cua ham sin, sin( x,,y,)) —
sin0 = 0, nghia la, f(x,,y,) — 0.




(ii) Xét ham f:R? — R xac dinh boi

x+ynéux¢y,

f(x: Y) = { %
1 néux=y.

Khi d6, gii han cua f khi (x, y) tién dén (0,0) 1a khong ton tai. Chung ta co thé thiy diéu nay bang
cach xét hai day tién dén (0,0) theo hai hudng khac nhau, mot doc theo duong thang y = x va mot & xa
duong nay. Chang han, néu (x,, y,) = (1/n,1/n) va (u,, v,) = (—1/n,1/n) véi moi n € N thi
((xn,yn)) va ((un, vn)) 1a cac ddy trong R? \ {(0,0)} hoi tu d&én (0,0), nhung f(x,,, v,,) = 1 va
f(n, ) = 0.

(iii) Xét ham f: R? \ {(0,0)} - R xac dinh bai f(x,y) = xy/(x? + y?) véimoi (x,y) € R?, (x,y) #
(0,0). Khi d0, gidi han cua f khi (x, y) tién d&én (0,0) 1a khong tdn tai. Chung ta co thé thay diéu nay bang
cach xét hai day tién dén (0,0) theo hai hudng khac nhau, doc theo cac duong thing khac nhau qua gdc toa
d¢. Chang han, néu (x,, ) = (1/n,1/n) va (uy, v,) = (1/n,1/2n) véimei n € N thi ((x,, y,)) va
((up, v,) 12 cée day trong R? \ {(0,0)} hoi tu dén (0,0), nhung f(x,, ¥,) — i va f(x,, yp) = E

Gioi han va tinh lién tuc

CAc khai niém vé tinh lién tyc va gidi han cé lién quan véi nhau theo cach tuong ty nhu trong truong
hop ham mot bién.

Két qua 3.3.1.

Gia st D € R? va (x,,y,) € R? 1a mét diém trong cua D, nghia 1a, S, (xy, vo) € D véi motsé r > 0
nao do. Gia str f: D — R 1a mot ham bat ki.

Khi @6, f sé lién tuc tai (x,, y,) khi va chi khi gidi han cua f khi (x, y) tién dén (x,, y,) ton tai va
bang f (%o, yo)-

Chirng minh két qua 3.3.1.

Gia st f lién tuc tai (xg, yo). Gia st ((x,, ¥,)) 1a mot ddy bat ki trong D sao cho (xp, y) = (%o, ¥o)-
T tinh lién tuc cta f tai (x,, ¥,), ching ta nhan thay rang f(x,,, v,,) = f (X0, ¥o). Piéu nay chi ra rang
gidi han cua f khi (x,y) tién dén (x,, y,) ton tai va bang f(x,, Vo).

Dé chirng minh chiéu nguoc lai, gia sir gidi han cua f khi (x, y) tién d&én (x,, y,) ton tai va bang
£ (x0,¥0)- Gia st ((x,, y,,)) 12 mot day bét ki trong D sao cho (%, ¥,) = (%0, ¥o)- Néu ton tai mot s tu
nhién n, € N sao cho (x,, ¥,,) = (xq, Vo) v0i moi n = ng thi ro rang l1a f (x,,, v,) = f (X0, ¥o). Nguoc lai,
ton tai cac s6 nguyén duong ny,n,, ... sao cho ny; < n, < - va{n € N: (x,,, y,) # (x0,Vo)} = {nx:k €
N}. Bay gi0, ((xn, ¥,)) 12 mot ddy trong D \ {(xo, o)} hoi tu dén (x,, v,) va, do do, f(xnk,ynk) -
f(x0,¥0)- Do f(x, y) = f(x0,¥) voi moin € N \ {n,: k € N} nén diéu nay chi ra rang f(x,,, y,,) —
f (%0, ¥0). Nhu vay, f lién tuc tai (xq, y). O




Nhu mét hé qua, chung ta sé thu duge mot dic trung hitu ich cho su ton tai gidi han cia mot ham theo
tinh lién tuc cua ham lién két cua nod.

Két qua 3.3.2.

Gia stt D € R? va (x,,y,) € R? sao cho D c6 chtra S, (xg, Vo) \ {(xy, ¥o)} vOi mdt s6 r > 0 nao do.
V&i mot ham f: D — R va mot s6 thuc | € R nao do, ki hidu F: DU{(xy, ¥,)} = R la ham dugc xac dinh
boi

f(x,y) néu (x,y) € D\ {(x0, ¥0)},

F(x: y) = { l néu (X,Y) = (x0'y0)'

Khi do,

LM (1) (xg yo)f (%, ) 100 tai va bang | & F lién tuc tai (xo, yo)-

Chirng minh két qua 3.3.2.

Do f(x,y) = F(x,y) v6imoi (x,¥) € D \ {(xo,¥0)} nén rd rang 1a limy - (xo.y0)f (4, ¥) tOn tai khi
va chi khi lim ) xg y0) F (2, Y) ton tai va, trong truong hop nay, hai gidi han nay sé bang nhau. Ngoai ra,
do (x4, yo) 1a mot diém trong ctia DU{(x, ¥o)} va F(xy, Vo) = I nén két qua mong mudn cua ching ta co
thé duogc suy ra bang cach ap dung Két qua 3.3.1) cho ham F. O

Tur Két qua 3.3.2), cac tinh chét co ban cua cac gioi han cua cac ham thyc hai bién déu co thé duoc suy
ra tir tinh chat twong g cua cac ham lién tuc.

Két qua 3.3.3.

Gia st D € R? va (x,,¥,) € R? sao cho D ¢6 chita S, (xo, Vo) \ {(x0, o)} v6i mét s6 t > 0 nao do.
Giasu f,g:D —» Rval,m € R 1a cac s6 thuc sao cho

UMy y) 5oy f (6 Y) = Lvalime ) oy 9 (X, ¥) = m.

Khi d6, voi moi r € R, cac gidi han cua f + g,7f, fg khi (x, y) tién dén (x,, y,) déu ton tai va lan
lugt bang [ + m, rl, Im. Hon nita, néu [ # 0 thi s& ton tai mot s6 8§ > 0 sao cho f(x,y) # 0 voi moi

(x,y) € DNSs(x0,¥0) \ {(x0, ¥0)} va gi6i han cua 1/f : DNSs(xo, ¥) \ {(x0,¥0)} = R khi (x,y) tien
dén (x,,y,) ton tai va bang 1/1.

Chirng minh két qua 3.3.3.

Giasu F, G: DU{(xq, o)} = R la cac ham dugc xac dinh boi F(x,y) = f(x,y) vaG(x,y) = g(x,y)
voi moi (x,y) € D \ {(xq, ¥o)}. Kihiéu F(xy, o) = | va G(xy,y,) = m. Tt Két qua 3.3.2), F va G sé lién
tuc tai (xo, ¥o). Nhu vay, khang dinh lién quan dén cac gidi han cua f + g,7f, fg sé tuén theo Két qua
3.1.2) va 3.3.2). Néu [ # 0 thi sy ton tai mong mudn cia & va gidi han cua 1/f s& tudn theo Két qua
3.1.1), 3.1.2) va 3.3.2). -




Nhu trong truong hop ham mot bién, néu chiing ta c6 mot sb bat dang thic nhat dinh giira cac gia tri
clia cac ham thuc hai bién thi diéu twong tu cling s& xay ra khi chiing ta chuyén sang cac gi6i han, mién la
cac gioi han nay ton tai. Nhung tit nhién, bat dang thirc nghiém ngit nhu < co thé duoc thay ddi thanh bat
dang thirc yéu hon ching han nhu < khi chiing ta vuot qua giéi han. Mt khac, bat dang thirc nghiém ngit
trén cac gioi han sé sinh ra bat dang thirc nghiém ngit trén cac gia tri cua cac ham twong tmg xung quanh
diém ma gidi han duoc 1iy. Hon nita, ddi véi cac ham khong am, viée 14y can van s& dugc bao toan bang
cach vuot qua cac gioi han.

Két qua 3.3.4.
Gia st D, (xq,Y0), 7, f, g, [, m nhu trong Két qua 3.3.4).

(i) Néu ton tai mot s6 6 > 0 voi 8 < rsao cho f(x,y) < g(x,y) voi moi (x,y) nim trong
Ss(x0, Vo) \ {(x0,y)} thi | < m. Nguoc lai, néu [ < m thi sé ton tai mot s6 § > 0 sao cho § < r va
f(xl Y) < g(x: Y) Vé’l m01 (x, Y) € S(S(xOl YO) \ {('xOI YO)}

(i) Néu f(x,y) = 0 voi moi (x,y) € D thil > 0 va, véi mdi k € N, gidi han cua f/%: D - R khi
(x,y) tién dén (x,, ,) ton tai va bang [/

(iii) (Pinh li kep) Néu [ = m va ton tai mot ham h: D — R sao cho f(x,y) < h(x,y) < g(x,y) véi
moi (x,y) € D thi giéi han cua h khi (x, y) tién dén (x,, y,) ton tai va bang [.

Chirng minh két qua 3.3.4.

Xét ham H: DU{(xy, y0)} = R xac dinh boi H(x,y) = g(x,y) — f(x,y) voi moi (x,y) € D\
{(x0,¥0)} va H(xo,y,) = m — I. T Két qua 3.3.2) va Két qua 3.3.3), H lién tuc tai (xy,y,). Néul > m
thi H(x,,y,) < 0 va, do do, tir Két qua 3.1.1), ton tai mot sé n > 0 sao cho H(x,y) < 0 vdi moi (x,y) €
DNS,(x9,y0), nghiala, f(x,y) > g(x,y) voi moi (x,y) € DNS, (xo,¥o)- Piéu nay mau thudn voi cac gia
thiét trén f va g. Nhu vay, [ < m. Nguoc lai, gia str I < m. Khi d6, H(x,,v,) > 0 va, do d6, tir Két qua
3.1.1), ton tai mot s6 § > 0 sao cho H(x,y) > 0 véi moi (x,y) € DNSs(xo, Vo) va, do do, f(x,y) <
g(x,y) voi moi (x,y) € DNSs(xy, ¥o). Piéu nay chirmg minh tinh ding dén cta khang dinh (i). Ké tiép,
néu f(x,y) = 0 voi moi (x,y) € D thi, tir (i), chiing ta s& thu duwoc [ > 0. Hon nira, vdi moi k € N cho
trude, khiang dinh vé gidi han cta f /% xuét phat tir Két qua 3.1.2) va Két qua 3.3.2). Cudi cung, (iii) 1a hé
qua tryc tiép cta khang dinh (vi) cua Két qua 1). O

Nhu trong truong hop ham mot bién, diéu kién cho sy ton tai gidi han cia mot ham thuc hai bién
khong phu thudc sy hoi tu cua cac ddy ¢ thé duoc xac dinh nhu sau.

Két qua 3.3.5.

Gia sir D € R? va (xo,y,) € R? sao cho D c6 chia S, (xg, ¥o) \ {(x0, ¥o)} v6i mot s6 r > 0 nao d6 va
f:D - R 1a mot ham bét ki.

Khi d6, gioi han cta f(x, y) khi (x, y) tién dén (x,, y,) ton tai khi va chi khi ton tai mot s6 thuc I € R
thoa man diéu kién € — § sau day:




“V6i moi € > 0, ton tai mot s6 8 > 0 sao cho (x,y) € DNSs(xq, o) va (x,y) # (xg, Vo) =
If(x,y) =1l <e”

Chirng minh két qua 3.3.5.

Vé&i moi I € R cho trude, ki hidu F: DU{(xy, ¥o)} = R 1a ham lién két voi f va [ nhu trong Két qua
3.3.2). Bang cach st dung su twong duong cua cac khang dinh (i) va (ii) cua Két qua 3.1.6) cung véi Két
qua 3.3.2), ching ta s& thu dugc két qua mong mudn. O

Dic trung trén mang lai sy twong tu sau day ctua Diéu kién Cauchy cho cac diy trong R? (khang dinh
(iv) cua Két qua 2.1.3).

Két qua 3.3.6. (Diéu kién Cauchy cho gioi han cia cac ham hai bién)

Gia str D € R? va (x,,y,) € R? sao cho D co chia S, (xg, ¥o) \ {(x0, ¥o)} v6i mot s6 r > 0 nao dé va
f:D — R 1a mot ham bat ki.

Khi d0, lim(y,)-xeye)f (X, ¥) tOn tai khi va chi khi, v6i moi & > 0, ton tai mt s6 § > 0 sao cho

(x,y), (u,v) € DNSs(x0,¥0) \ {(x0,¥0)} = If (x,¥) — f(w,v)| < e.

Chirng minh két qua 3.3.6.

Gia st | = lim(y ) (xyy0)f (%, ¥) tOn tai. Gia st cho trude mot s6 thyc & > 0. Tir Két qua 3.3.5), ton
tai mot s6 & > 0 sao cho |f(x,y) — 1| < /2 vdi moi (x,y) trong DNSs(xo, Vo) \ {(x0, ¥o)}. Nhu vay,
voi (x,y), (w,v) € DNSs5(x0,y0) \ {(XO'YO)}, ching ta §é o |fC,y) = fwn)| < |f(x,y) =1 +
Il — f(u,v)| < &/2 + /2 = £. Chiéu nguoc lai cua khing dinh trén duoc suy ra mot cach dé dang theo
Diéu kién Cauchy cho cac gidi han cia cac day trong R (khing dinh (iv) cua Két qua 2). O

Gioi han mét phan tw

Mot dang tuong tu cta khai niém gidi han trai hodc phai d6i voi cac ham mot bién duoc cho boi cac
gi6i han tir bat ki mot trong bon goc phan tu ddi véi cac ham hai bién. Chung c6 thé duoc dinh nghia lai
nhu sau.

Gia st D € R? va (x,,¥,) € R? sao cho (xg,x + 1) X (¥, Yo + 1) € D v6i mot s6 r > 0 nao do.
Véi moi ham f: D — R cho trude, chung ta sé ndi ring tdn tai mot gioi han cua f tw goc phan tw thir
nhat khi (x,y) tién dén (x,, yo) néu ton tai mot s6 thuc I sao cho, bat cir khi nao ((xn, yn)) la mot day
trong D \ {(x,, ¥o)} thoa man (x,,, y,) = (x4, V) voi moin € N va (x,, y,,) = (xo,V,), chiing ta s€ co
f(x,, y,) = L. Dé dang nhan thay rang néu ton tai mot gidi han nhu vy thi nd 1a duy nhat. Trong truong
hop nay, ching ta sé viét

f(x,y) = Lkhi (x,y) = (xg,¥g) hodic limy ), (xt ya) (6, ) = L.

Twong tu, chung ta ciing co thé dinh nghia giéi han cta f tir goc phén tu thir hai, thir ba va thi tu. Sau
do, 16 rang cac ki hiéu twong tu cling dugc su dung.




Nhan xét rang, d6i voi cac gidi han tir mot goc phan tu, Két qua 3.3.2) thira nhan mot dang tuong tu
don gian. Noi mot cach chinh xac, gia st D € R? va (xg, ¥o) € R? sao cho (xg,xy +7) X (y0, Vo + 1) S
D v6i mot s6 r > 0 nao d6. Xét Dy = {(x,y) € D:x = xy,vay = y,} va F;: D; U{(x0,,)} = R x4c dinh
bai

fCx,y) néu (x,y) € Dy \ {(xo, o)},

Fl(x:y) = { l néu (x,y) = (xO! yo)

Khi do,
M ey (et i) f (x,y) ton tai va bang | & F, lién tuc tai (xo, ¥o).

Diéu nay c6 thé dugc ching minh bang cac 1ap luan twong tu nhu trong Két qua 3.3.2). Ngoai ra,
ching ta ciing c6 thé d& dang thu duoc cac két qua twong tu cho cac gidi han tir goe phan tu thir hai, thir ba
va thtr tu.

Két qua 3.3.7.

Gia st D € R? va (x,,¥,) € R? sao cho D ¢6 chita S, (xg, ¥o) \ {(x0, ¥o)} voi mot s6 r > 0 nao do.
Gia st f: D — R1a mot ham va [ € R 1a mot so thuc bat ki.

Khi d0, limy ) (x,yo)f (X, ¥) = L khi va chi khi lim(x'y)_,(xg'ysr) f(x,y), lim(x‘y)_,(xa‘y;) f(x,y),
lim e )z vy f (6 9), M ey (et va) f (x,y) ton tai va déu bang I. Ngoai ra, néu (x,,y,) € D thi f sé
lién tuc tai (x, o) khi va chi khi gidi han cua £ tir mdi mot trong bon goc phan tu khi (x, y) tién dén
(%0, yo) tOn tai va tat ca chung déu bang f (xo, Vo).

Chirng minh két qua 3.3.7.

Nhan thiy rang néu lim, ) xo.y0)f (4, ¥) = L thi 16 rang gidi han cua f tr mdi mét trong bon goc
phan tu khi (x, y) tién dén (x,, y,) ton tai va tat ca chung déu bang I. Pé chirng minh chiéu nguoc lai, gia
sir gidi han cua f tir mdi mot trong bon goc phan tu khi (x, y) tién dén (x,, v,) ton tai va tit ca ching déu
bang I. Xét ham F: DU{(x,, o)} = R xac dinh boi F(x,,v,) = L va F(x,y) = f(x,y) véi moi (x,y) € D
voi (x,y) # (x,¥0). Giasu D; = {(x,y) €D:x = xqvay =y}, D, ={(x,y) ED:x < xyvay =y},
D; ={(x,y) €D:x <xyvay <y,}, D, ={(x,y) €ED:x > x,vay < y,}. Ngoai ra, ki hiéu D; =
D;U{(x0,y0)} va F; = F|p, v6i i = 1,2,3,4. Theo nhan xét néu o trén, ching ta nhan thay rang F; lién tuc

tai (%, yo) va, do do, tr Két qua 3.3.2), limy,y)- xe o)/ (6 ¥) = L.

Trong trudng hop (x4, ¥,) € D, khiang dinh vé tinh lién tuc cta f tai (x,, y,) cling suy ra diéu da
ching minh o trén va Két qua 3.3.1). O

Gioi han khi tién den vo cuc

Gia st D € R? sao cho D c¢o chira mot tich cua cac ntra khoang m& vo han co dang (a, ) X (¢, ),
trong d6 a, ¢ € R. V6i moi ham f: D — R cho trudc, chiing ta sé noi rang ton tai mot gici han cua f khi
(x,y) tién dén (o0, 0) néu ton tai mot sd thuc I thoa man tinh chit sau:




(Cxn, ) 12 mot day bat ki trong D véi x,, = o0 va y, = 00 = f(x,, ¥,) — L.

Trong truong hop nay, s6 thuc [ 1a duy nhat va doi khi nd dugc ki hidu 1 lim ) (e, f (x, ). Tuong
tw, chiing ta cling c6 thé dinh nghia gidi han cua f khi (x,y) = (—o0, ) hodc khi (x,y) = (—0, —o0)
hoic khi (x,y) — (o0, —00), tit nhién vdi diéu kién Ia tap xac dinh D cua f co chira mét tich cua cac nira
khoang mo vd han c6 dang (—o0, b) X (¢, ), (—0,b) X (=0, d), (a,0) X (—oo,d), ddi vdi cac s6
a,b,c,d € Rnao 0, tuy tung truong hop. Chung ta ciing c6 thé dua ra mot dinh nghia thay thé twong tu
voi dic trung € — 8 (Két qua 3.3.5) cho cac gidi han nhu vay. Nhu vay, chiing ta chi can xét truong hop
gidi han khi (x,y) = (o0, 0). Chung ta s& dé lai & dudi diy mot cong thie cua tuyén bd va cac phép
chirng minh trong ba truong hop con lai s€ dugc xem nhu mot bai tap nho.

Két qua 3.3.8.

Gia st D € R? sao cho D 2 (a, ) x (¢, ) vdi cac sé a,c € R nao d6 va f: D — R 1a mot ham bat
ki.

Khi do, limy, ) (c0,00)f (X, ¥) ton tai khi va chi khi ton tai mét sb thuc [ € R thoa man diéu kién & —
(a, B) sau day:

“Voi moi € > 0, ton tai cac s6 thuc a, f € Rsao cho (x,y) € D vdi (x,y) = (a,8) = |f(x,y) = | < &.”

Chirng minh két qua 3.3.8.

Gia su limy ) (co,00) f (2, Y) ton tai va bang voi mot s6 thuc I nao do. Gia sur diéu kién € — (a, 5)
khong dugc thoa man. Khi do, ton tai mot sd € > 0 sao cho, voi moi a, f € R, ching ta ludn tim dugc mot
(x,y) € D véi (x,y) = (a, B), nhung |f(x,y) — l| = €. Bing cach chon (a, 8) = (n,n) khi n thay ddi
trén N, chung ta s¢ thu dugc mot day ((xn,yn)) trong D sao cho x,, = o va y, — oo, nhung f(x,, y,) +
. Diéu nay méu thuln véi gia thi€t limy, ), (oo,m) f (. ¥) = L.

Nguoc lai, gia st diéu kién € — (o, 8) duoc thoa man. Gia st ((xn, yn)) la mét day trong D sao cho
X, = 0 vay, - 0. Véi moi € > 0 cho trudc, chiing ta ludn c6 thé tim duge cac sb thuc @, B € R sao cho
a > a va 8 > c. Khi d6, tdn tai mot s6 tuy nhién n, € N sao cho (x,,, y,) = (a, ) v6i moi n = n, va, do
do, |f (xn, yn) — I < € véi moi n = ngy. Nhu vay, f(x,, ¥,) = L, nén lim(y ;)5 (00.00) f (X, ¥) = L. O

Nhu trong truong hgp ham mét bién, trong mot sd truong hop o hodc —oo ¢ thé duoc coi nhur 1a mot
“gi4i han” ciia mot ham hai bién. Gia st D € R? va (x,, y,) € R? sao cho D ¢6 chita S, (xy, ¥o) \
{(x0,¥0)} voi mot s6 > 0 nao d6 va f: D — R 1a mot ham bat ki. Chiing ta s& ndi rang f(x,y) tién dén
oo khi (x,y) tién dén (xy,yo) néu, véi moi diy ((x,, y,,)) trong D \ {(xo, o)} hoi tu dén (x,,¥,), ching
ta déu co f(x,, y,,) = .

Khi d6, chung ta sé viét
f(x,y) = o khi (x,y) = (x0,¥0)-

Twong tu, ching ta s& ndi rang f(x,y) tién dén —oo khi (x,y) tién dén (x,,y,) néu, voi moi diy
(Cxn, y)) trong D \ {(x0, o)} hoi tu dén (x,, o), ching ta déu c6 £ (x,, y) > —oo.




Khi d6, ching ta sé viét
f(x,y) » —oo khi (x,y) = (x0,y0)-

Chang han,

— oo khi (x,y) — (0,0) va — — —oo khi (x,y) - (0,0).

Bay gio, chung ta s& dua ra mot dang twong tu cuia Két qua 3.3.5) cho mot ham thuc hai bién tién dén

oo hodc —oo.

Két qua 3.3.9.

Gia st D € R? va (x,,¥,) € R? sao cho D c6 chira S, (xg, ¥o) \ {(x0, ¥o)} voi mot s6 r > 0 nao d6 va
f:D — R 1a mot ham bat ki.

Khi @6, f(x,y) = o khi (x,y) — (x,, y,) khi va chi khi diéu kién & — & sau ddy dugc thoa man:
“V&i moi a € R, ton tai mot s6 & > 0 sao cho
(x,¥) € DNSs(xo,¥0) va (x,y) # (x0,¥0) = f(x,¥) > a.”
Tuong tu, f(x,y) = —oo khi (x,y) = (xo, ¥,) khi va chi khi diéu kién 8 — & sau day duoc thoa man:
“Véi moi B € R, ton tai mot s6 & > 0 sao cho

(x,¥) € DNS5(x0,¥0) va (x,¥) # (x0,¥0) = f(x,y) < B.”

Chirng minh két qua 3.3.9.

Gia st f(x,y) = oo khi (x,y) = (x4, o). Néu diéu kién a — § khong dugc thoa man thi sé ton tai mot
s6 thuc a € R sao cho, véi moi 6 > 0, ton tai mot (x,y) € DNSs(xy, ¥o) vOi (x,¥) # (xg, Vo) va
f(x,y) < a. Bang cach chon § = 1/n khi n thay d6i trén N, chung ta s& thu duge mot diy ((x,, v,))
trong D \ {(x,,¥0)} sao cho (x,, y,) = (xo, Vo), nhung f(x,, y,) + oo. Diéu nay mau thuin voi gia thiét
cua bai toan.

Nguoc lai, gia st diéu kién @ — 6 dugc thoa man. Gia sur ((xn, yn)) la mot day trong D \ {(xq, yo)}
sao cho (x,,, y,) = (%o, o) va a > 0 1a mot sb thuc cho trude. Khi d6, tdn tai mot s6 thuc § > 0 sao cho
f(x,y) > a véi moi (x,y) € DNSs(xy, yo) voi (x,¥) # (x4, o). Hon nita, ton tai mot sb tu nhién ny € N
sao cho (X, y) € S5(x0, ¥o) VOi n = ny. Do @0, f(x,, ) > a voi n = ny. Nhu vay, f(x,y) - oo khi
(x, y) - (XO, yO)

Tinh twong duong cua diéu kién f(x,y) — —oo khi (x,y) = (x4, y,) v0i diéu kién B — & ciing sé duoc
chirng minh theo cach tuong tu. O

Nhac lai rang ching ta di dinh nghia khai niém vé mot ham hai bién tang don diéu bang cach str dung

thir ty tich trén R?. Dudi ddy, chiing ta s& chi ra rang, ddi voi cac ham nhu vdy, su ton tai cta gidi han tur
goc phan tu thtr nhat hodc thir ba sé twong dwong vdi tinh bi chan.




Két qua 3.3.10.

Giasu a,b,c,d € RU{—o, o} voia<bvac<dsaochoa,c € Rhoica=c=—w,vab,d €R
hodc b = d = 0. Gia su f: (a,b) X (¢,d) — R la mot ham don diéu tang.

Khi do,
(1) limeyysm-a-f (X Y) ton tai khi va chi khi f bi chin trén; trong truong hop nay,

M (x ) m-a-yf (6 ¥) = sup{f (x,7): (x,¥) € (a,b) x (c,d)}. Néu f khong bi chin trén thi f(x,y) —
oo khi (x,y) = (b~,d").

(iD) limgy ) (a* ) (X, ¥) ton tai khi va chi khi f bi chin dudi; trong treong hop nay,

My (at e[ 6 Y) = inf{f(x,y): (x,y) € (a,b) x (c,d)}. Néu f khong bi chin dudi thi f(x,y) -
—oo khi (x,y) - (a*,c*).

Chirng minh két qua 3.3.10.

(i) Gia su f bi chan trén. Ki hiéu M = sup{f (x,y): (x,y) € (a,b) X (¢,d)}. V6i moi € > 0 cho
trude, ton tai mot (by, dy) € (a,b) X (c,d) sao cho M — & < f(by, dy) < M. Bay gid, néu ((x,, ¥,)) 12
mot diy bat ki trong (a, b) x (¢, d) sao cho (x,, y,) — (b, d) thi s& ton tai mot s6 tu nhién n, € N sao cho
(by,dy) < (X, ¥p) VOi n = ng. Do f don diéu tang nén chung tas€é cO M — & < f(x,, ¥,) < M voin >
no. Piu nay chi ra rang limg yy»-af (%, ) ton tai va bang M.

Mit khac, gia sit f khong bi chan trén. Gia st a € R. Khi do, ton tai mot (b, dy) € (a, b) X (¢, d) sao
cho f(by, dy) > a. Do f don diéu ting nén ching ta nhan thay rang f(x,y) > a vdi moi (x,y) €
(bo, b) X (d,, d). Bay gio, néu ((xn,yn)) 1a mot day bat ki trong (a, b) X (c, d) sao cho (x,, y,) = (b, d)
thi s& ton tai mot s6 ty nhién ny € N sao cho (by, dy) < (x,,, y,) VOi n = ng va, do d0, f(x,,, v,,) > a voi
n > n,y. Do do, f(x,, y,) — o khi (x,y) = (b~,d”). Nhu vay, f(x,y) — oo khi (x,y) = (b~,d"). bBiéu
nay ching minh tinh diing dan cua (i).

(ii) Phép chig minh cua phan nay duoc thyc hién twong tw nhu khing dinh (i) néu & trén. O

Mot két qua twong tu nhu két qua néu o trén cling dung ddi voi cac ham don diéu giam. Nhu vay,
ching ta c6 thé nhan thiy rang néu f: (a, b) X (¢, d) = R 1a mot ham don diéu thi

limyy--a-)f (X, y) va M (e ) (at, ) (6 ) ton tai < f bi chan.

Tuy nhién, d6i v6i mot ham don diéu bi chin, cac gidi han doc theo hai goc phan tu con lai co thé sé
khong ton tai.

Chang han, xét ham f:[—1,1] X [-1,1] = R xac dinh boi

(x+2)(y+2)nbux+y >0,

f(X,Y) = {(x+ 1)(y+ 1) néux+y < 0.




Chiing ta hay luu y rang f 1a ting don diéu. Ngoai ra, 1o rang 1a f bi chin va, do d6, cac gidi han cua f
ttr goc phan tu thir nhat va thir ba khi (x, y) tién dén (0,0) ton tai. Nhung cac gidi han cta f tir goc phan tu
thir hai va thtr tu khi (x, y) tién dén (0,0) khong ton tai.

Dé nhan thiy diéu nay, xét cac day trong R? xac dinh boi (x,, y,) = (— %,%) va (x,, yp) = (— %, %)
voin € N.
Khi do,

(Xn, ¥n) = 0 va (xp, yy) = 0, nhung f(x,, y,) = 4 va f(xp, y,) = 1.

Tuong tu, néu (x,,, y,) = (% —%) va (x5, yp) = (% —E) voin € N thi

n
Oy Yn) = 0 va (xp, yy) = 0, nhung f(xpn, ) = 4 va f(xn, yn) = 1.
Nhu vy, lim, ) o-0t)f (6, ) Va limy o+ 0-)f (%, ¥) ton tai.

Nhan xét rang khai niém vé gioi han cia mot ham thuc hai bién cling thira nhan mét dang mo rong don
gian cho cac ham thyc ba bién tro 1én. Hon nira, cac dang twong tu cua tat ca cac két qua trong muc 3.3.
Gioi han cuia cac ham thue hai bién c6 lién quan dén cac gidi han c6 thé duge xay dyng va chirg minh
mot cach dé dang trong trudng hop nay.
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