CAC PHEP BIEN HINH DUOI CON MAT PAI SO

Trong chuong trinh hinh hoc 16p 11 ciing nhu ddi véi cac hoc sinh chuyén Toan,
cac phep bién hinh (PBH) da tr¢ nén quen thudc va la cong cu hiru hiéu dé giai cac bai
toan quy tich, dung hinh,... tuy nhién mét diéu rat tha vi 1la cac PBH khong chi thuan tiy
lién quan dén Hinh hoc ma ching con c6 quan hé séu sac voi Dai s6 . Bai viét nay nham
gidi thiéu mot phan moi quan h¢ trén cung nhitng ing dung ma nguoi viét da tim hiéu
duoc. ) )

Truge hét ching ta hdy cung xem xét cac phép quay, phép doi ximg,... thong qua
mot tinh chat mai ctia ching: tinh chat tuyén tinh.

L.PBH tuyén tinh: , , ,
Mot PBH T duoc goi la tuyen tinh néu n6 thoa 2 tinh chat sau day:

a) Congtinh: T(u+v)=Tw)+7T(v),Vu,v.

b) Tilg: T(ku)=kT(a} v, vk € %

Tir tinh chat cong tinh cua 7'dé dang suy ra la T (6)= 6, hay 1 dk can dé T tuyén tinh 1a 7
phai giir cé dinh géc toa do O.

Dén day céc ban han s€ dét ra cau hoi sau :

Cau héi : Cac PBH tuyén tinh c6 tinh chat gi dac bi¢t ma ta can phai xem xét chung?
Hoa ra tinh chat dic biét cia PBH tuyén tinh 1a “ta chi can biét duwoc T (ellT (ez) thi sé

tim duge tdt cd cac T(u) véi u la vecto bat k7 (& ddy e,e, la céc vecto don vi).
That vy, vi mdi vecto u bat ky déu c6 bidu dién 1a u = xe, + ye, voi x,y 1a céc toa do
clia 1 nén ta co:
T(;):T(xeT+yej)zT(xeT)+T(y€)
T(u)=x7(e)+yT(e;) *)
Dang thirc trén cho thdy anh T ( ) dugc xac dinh hoan toan tr 2 anh T (E;),T (g) cua

el,e2 , n6i cach khac T dugc xac dinh hoan toan khi biét T (el ),T (e_;) Do d6 dé tim cong
thirc biéu dién ctia 1 PBH 7 ta chi can tim T (ellT (ez) roi str dung cong thire (*) dé xac

dinh Tz).
Luc nay lai xudt hién tiép cau hoi: “Vay thi cac PBH da hoc c6 phai la PBH tuyén tinh
khong?”. Va 601 v6i phép quay, phep dbi xtng, phép vi tu, cdu tra 101 1a “c6” mién 1a cac

PBH d6 giit ¢6 dinh gdc toa d6 O, riéng phép tinh tién thi khong phai la PBHTT ma la
PBH affine.
Bay gid ta hay thir ap dung cac phan tich trén dé di tim cong thirc biéu dién phép quay
va phép dbi xirng truc.
Bai toan 1: Tim cong thirc toa do cua phép quay.

Dé c6 tinh chat tuyén tinh thi gbc toa 46 O phai 1a diém bat dong trong phép
quay, do d6 truéc hét ta chi xét nhitng phép quay véi tim O (phép quay véi tam I bat ky
s& duoc chuyén vé truong hop nay bang cach dung phép tinh tién theo 61).



Xét T'1a phép quay tdm O, goc « . Theo cac phan tich trén ta chi can tim anh cua
2 vecto eT,ej . RO rang T(eT) = (cos a,sin a),T(g) =(-sina,cos Q).
Thé vao cong thic (*) ta thu dugc cong thirc biéu dién ctia phép quay tdm O gbc
a la:
T(ﬁ) = x(cosa,sina)+ y(—sina,cos @) = (xcosa — ysina, xsina + y cos )
hay cong thic toa do ctia diém anh
(x,»")=T(x,y)=(xcosa—ysina,xsina +ycosx)
x'=xcosa—ysina
= sk
y'=xsina+ ycosa
Nhu vay ta thdy rd 1 chi can luu lai 2 anh
T(eT) = (cos a,sin a),T(g) =(-sina,cos )
hon nita ta ¢ thé viét lai cong thirc (**) thanh:
x' cosa —sina [ x
y' “\sina cosa )\ y
(trong cach viét nay tit ca cac vecto déu xuat hién & dang cot)
. , R cosa —sina
vadodomatran A=| |
sina cosa
duogc goi 1a ma tran bién ddi ctia phép quay tim O goc « .
O day dé phuc héi lai cong thirc (**) ta dinh nghia phép nhan 1 ma trin véi 1

. . X
vecto nhu sau: “ta lan luot lay tung hang cua ma trgn nhan voi vecto cot ( j
y

X

=Xxcosa— ysina
y

theo kiéu tich vé huéng”, vi du: (cosa  —sin a).(

Vi cach lam tuong tu ta s€ tim dugc 101 giai cua bai toan 2.
Bai toan 2: Tim cong thirc toa dg ciia phép doi xing truc.
Ma tran bién d6i ctia phép dbi xtng c6 truc 1a dudng thang (d) di qua O (tai sao
can dk nay?):
(cos2t9 sin 20 j

sin26 —cos26
trong d6 @ 1a goc tao boi duong thang (d) va truc hoanh Ox.
Tuy nhién doi voi1 duong thang ta hay dung dang phuong trinh tong quat (tham so,

hé sé goc....). Do d6 dung lién hé tan@ :évdi u= (a,b) la vecto chi phuong
a
ctia dudng thang (d) ta chuyén ma tran B thanh:
1 a’—b’ 2ab
~a+b” | 2ab b —a’
(kq nay c6 trén Wikipedia ©)

] (c4c ban hay tu kiém tra lai tinh toan nhé)



Téng quat 1én, bat ky PBH tuyén tinh ndo ciing dugc biéu dién boi 1 ma tran 2x2 ,
tie 1a néu PBH tuyén tinh T'bién u =(x,y) —>u'=(x',y') thi:

U 2)0)

trong do T(eT) = (Z“ j,T(g) = [le j
22

21

(Nhic lai 1a ¢ day ta dung phép nhan ma trin v6i vecto nhu di dinh nghia ¢ phia
trén).

Va cac chuong trinh d6 hoa trén vi tinh dung chinh ma tran bién do6i nay
(transformation matrix) dé biéu dién, luu trit cac PBHTT rat thuan loi. No6i cach
khac, mdi PBHTT c6 thé dong nhat véi 1 ma tran.

Mot diéu rat hay nita ctia cic ma tran bién d6i 1a dung ching ta d& dang tim duoc
cong thirc ciia cac PBH hop thanh (tich cac PBH). Ta hiy cing xem xét diéu nay.
Bay gio' dé tinh toan dé dang ta quy udc viét T u thay cho T (11) ( cach viét nay
tan dung su gidng nhau giira 4nh xa tuyén tinh va phép nhan ti 18 voi 1 hang sd).
Xét 2 PBHTT 7;,7, c6 ma tran bién doi lan luot la:

y :(an ap J B :[bn b, J

a, day ’ b, b,
(tic 1a Tu = Au,T,v=Bv)
Khi do:

]II:;ZA;:(LI” alzJ(xJ:(anx""auyJ:[x:)
Ay Ay J\Y ayx+ay,y Yy
va Tz];;[ _ (bn b, ](x:j _ (bux"-l- b12y'yj (#35)
b, by \y by x'+byy
thé x'= a,x+a,y,y'=a,x+a,yvao (***) ta tinh dugc:
b x'+b,y'=b, (a“x + alzy) +b, (a21x + azzy)
= (bllall +b12a21)x+(b“a12 +blzazz)y

(b, bu)[Z“]H(b“ blz)(zlzjy

21 22

1 2
=X +eny
Tuong tu:

a a
b21x'+b22y':(b21 bzz)( “jx"‘(bzl bzz)(alzjy

1 (57}

=CX+Cy,Yy



T6m lai ta thu dugc ma tran bién d6i cua tich 2 PBHTT 1,7, la:

- ¢, C X ¢, C -
T.T 11 ~12 11 ~12

e [ j( J ( ju
Cy Cyp y Gy Cy

trong d6 cac hé sb ¢, trong ma trdn C duoc tinh theo quy tac la:

¢, =(hang thtr / cua ma trn B) . (¢t thirj cua ma trén 4)| (nhan theo kiéu tich vo

hudng).
Ma tran C nhu trén chinh 1a tich ctia 2 ma tran 4 va B, ky hi¢u C=A.B
Nhu vay ta ¢6: T,T,u = (B.A)u tic 1a ma tran bién ddi PBH hop nbi 1a tich ciia 2
ma trin ban dau va do d6 nguoi ta con dung thuét ngit tich cia 2 PBH=PBH
hop noi. ’ 7
Bay gio ta ap dung cong thire tich ctia 2 ma trén cho 1 s6 PBH hgp thanh cu thé

1. Tich ciia 2 phép quay tam O v&i 2 goc 1an lugt 14 a,,a,.
Ta da biét tich cia 2 phép quay nay 1a phép quay tdm O, goc a, +a,. Ap dung
cong thuc tich cia 2 PBH ta kiém tra lai xem c6 khép hay khong:

cosq, —sing, cosa, —sina,
T T=|
sina,  cosq, sina,  cosa,

cosa, —sinaq, \(cosq, -—sinq,
=TT =| 1

sina, cosa, ) \sing,  cosq,
_(cosa, cosa, —sina, sing, —(cosa, sina, +sina, cos )
sina, cosa, +cosa, sing, cosa, cosa, —sina, sin¢,

cos(a,+a,) —sin(e, +a,)
- sin(e, +a,) cos(a, +a,)

2. Tich cua 2 phép 601 xtng truc c6 truc ddi xing cat nhau:

Khong mét tinh tong quat c6 thé gia str 2 truc d6i xtmg cit nhau tai O. Ta da biét
két qua “tich ciia 2 phép doi xung truc cat nhau la phép quay véi tam quay tai
giao diém 2 truc va goc quay=2 lan géc tao boi 2 truc”. Viée kiém tra lai két qua
nay bang ma trdn bién doi xin nhuong cho cac ban xem nhu 1 bai tép.

3. Cac ban hay thu dung ma tran bién doi dé kiém tra tiép cac két qua da biét trong
Hinh hoc 11 nhu: tich cta 1 sb chin (1¢) phép dbi xtng truc c6 truc dbi xting dong
quy 1a 1 phép quay ( dbi xtng truc), tich cua 2 phép quay (tim quay khac nhau)
cling 1a 1 phép quay,... )

Ngoai ra PBHTT con c¢6 tinh chat 1a

i) PBHTT bdo toan d¢ dai doan thang (phép doi hinh) iff né bdo toan tich vé
huong(TVH).

ii) Trong mdt phang, phép doi hinh tuyén tinh chi c6 thé 1a phép quay hoic
phép doi xung truc.



iii) Cac PBHTT ma bao toan TVH duoc goi la PBH tryc giao, va ma tran bién
doi tuong Umg dugc goi la ma tran truc giao. Thudt nglr truc giao 1a do céac
(e} (re) o
PBH nay bao toan sy vuong goc va cac vecto don vi i.e . .
(Tel) =(Tez) =1
iv) Céac ma tran tryc giao déu co dinh thic bang 1 hodc —1.
v) Cac PBHTT bat ky bao toan sy thfmg hang.
Céc tinh chat c6 thé chiing minh tuwong doi dé bang dai so0, coi nhu 1a bai tap cho céac
ban.
Béy gid ta chuyén sang tim hiéu cac PBH affine.
II.PBH affine:

Phep tinh tién 1a 1 truong hop riéng cua cac PBH affine. Tong quat thi PBH affine
gom [ PBHTT “cong voi” 1 phép tinh tién i.e s€ c6 dang:

I/l 4 2 uv
T(xj = A(xj +( X} trong d6 A 1a ma tran bién doi cia 1 PBHTT con { ’ ] la vecto
y y u, u,
tinh tién.

Céac PBH affine c6 nhiing tinh chat sau day:
i) Bao toan su thiang hang.
ii) Bao toan ti I¢ gitra cac doan thang (nhung noi chung khong bao toan d¢ dai va
khong bdo toan goc ), i.e bién trung di€m thanh trung diém, diém chia theo ti s0
k thanh diém chia theo ti s0 . o 7
Ciing nhu cac PBHTT, cac PBH affine cling dugc biéu dién bang cac ma tran deé tién
su dung cting nhu 6 thé lay hop ndi dé dang bang phép nhan ma tran. Tuy nhién ¢
day ta phai biéu dién nhu sau:

A u
00..0 1

tire 13 gin vecto cot u vao ma tran A va thém vao dong cubi gém toan sd 0 ngoai trir
duo6i vecto u 1asd 1.
Vi du: phép quay quanh tdm O mét goc a rdi tinh tién theo vecto u s& c6 ma trin
biéu dién 1a:

cosa —sina u,

sin o cosa u,

0 0 1
Sau day 1a mot s6 bai tap dé cac ban tim hiéu k§ hon vé cac ndi dung da duge néu ra.
Bai 1. Hay tim cong thirc toa d§ cua phép quay téng quat (tam 1a diém bét ky) va
phép dbi ximg qua dudng thing bat ky.
Bai 2. Tim ma tran bién ddi ctia phép vi tu, phép co truc Ox, Oy.

Bai 3. Tim ma tran bién 601 cua phép dong dang (vi tu - quay) tam O.
Pén day xin tam dung bai viét nay, mong rang s€ co dip trao doi tiép voi cac ban vé
nhitng ndi dung khac nhu PBH phan tuyén tinh , PBH trong khong gian 3D.






