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Chúng ta sẽ điểm qua một cách ngắn gọn những thành tựu khoa học của Euler mà theo lời của A.N.Krylov là “tuyệt vời và chưa từng có trong khoa học”
Euler là người mà lịch sử đã giao cho nhiệm vụ vẽ ra thiết kế của toà nhà và từ những viên gạch và những khối bê tông, bắt đầu xây dựng một công trình vĩ đại, trong đó có sự liên kết của khoa học tự nhiên và toán học. Thời điểm đó, đa số các nhánh của toán học mới chỉ ở giai đoạn sơ khởi – đại số, hình học giải tích, lượng giác, phép tính vi tích phân, phương trình vi phân, cơ học và nhiều ngành khác, và chưa có ngành nào có mô tả một cách hệ thống. Euler đã dạy chúng ta hiểu thực chất của các ngành, các phân môn và tạo ra một ngôn ngữ mà chúng ta vẫn dùng để trao đổi. Thật phù hợp khi trích ra ở đây lời của Laplace “Hãy đọc Euler – ông là thầy của tất cả chúng ta”. Bây giờ chúng ta không đọc Euler nữa, nhưng thực tế thì có rất nhiều thứ chúng ta thừa hưởng từ những công trình của Euler.
Bắt đầu từ những ký hiệu. Để ký hiệu mối quan hệ hàm số, Euler đã dùng ký hiệu f(x) (từ 1755); ông đã đưa chữ cái ( để ký hiệu cho tổng (1755); ông cũng là người đã sử dụng các ký hiệu cos (1748) và tg (1753) cho các hàm số lượng giác. Ba hằng số cơ bản là e, ( và i  cũng được nhận tên của mình sau khi chúng được Euler sử dụng: e từ năm 1736;  ( trước đó (1706) đã được Johns sử dụng, nhưng ký hiệu này chỉ có một chỗ đứng vững chắc sau khi Euler thường xuyên sử dụng từ năm 1736; ký hiệu i được Euler đưa vào năm 1777.

Lần đầu tiên chúng ta làm quen với các sáng tạo của Euler từ những bài học hình học. Chúng ta biết rằng trực tâm, trọng tâm và tâm đường tròn ngoại tiếp một tam giác nằm trên một đường thẳng, gọi là đường thẳng Euler (lần đầu tiên được phát hiện bởi Euler vào năm 1765), và trung điểm các cạnh, chân các đường cao và trung điểm các đoạn nối trực tâm với các đỉnh nằm trên một đường tròn, gọi là đường tròn 9 điểm hay đường tròn Euler. 
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Giải nhiều bài toán hay, chúng ta thường không đoán ra được là chúng lần đầu tiên xuất hiện trong các công trình của Euler. Ví dụ, Euler đã tìm ra mối quan hệ giữa khoảng cách d giữa tâm các đường tròn nội tiếp, ngoại tiếp và bán kính của chúng r và R: d2 = R2 – 2Rr, từ đó suy ra bất đẳng thức Euler: R ( 2r.
Trong các chuyên đề toán học ở trường phổ thông, chúng ta dành khá nhiều thời gian cho số học. Lý thuyết chia hết bắt đầu từ những nghiên cứu của Fermat, từ “định lý nhỏ” của ông mà theo đó nếu a không chia hết cho số nguyên tố p thì  ap-1 – 1 luôn chia hết cho p. Euler đã tìm ra vài chứng minh cho định lý này và mở rộng cho trường hợp p bất kỳ và (a, p) = 1. Các thành tựu của Euler trong lĩnh vực lý thuyết số là vô cùng to lớn. Bên cạnh nhiều cách định lý được chứng minh bởi ông, ông còn để lại cho thế hệ sau những “quan sát thực nghiệm” mà về sau đã trở thành những định lý được chứng minh một cách chặt chẽ. Ví dụ như với khai triển thành phân số đơn của căn bậc hai của các số nguyên dương không chính phương. Trên các ví dụ cụ thể Euler phát hiện ra tính tuần hoàn của các liên phân số biểu diễn các số này. Điều này đã được chứng minh bởi Lagrange. Bằng thực nghiệm Euler đã đi đến luật thuận nghịch bình phương. Và chứng minh luật này là một trong những kết quả quan trọng nhất của Gauss. Trong các lá thư giữa Euler và Christian Goldbach có thể tìm thấy những thảo luận về ba bài toán nổi tiếng của lý thuyết số: một số lẻ bất kỳ là tổng của ba số nguyên tố, một số chẵn là tổng của hai số nguyên tố, một số lẻ là tổng của một số nguyên tố và hai lần một số chính phương (Euler đã kiểm tra giả thuyết này đến 2500). Euler phủ định giả thuyết của Fermat, nói rằng các số có dạng 
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 luôn là số nguyên tố, bằng cách tìm ra rằng 
232 + 1 = 4294967297 = 641.6700417. 

Nếu như lướt qua bất kỳ một bách khoa toàn thư Toán học nào, sẽ không ai có thể vượt qua Euler về số bài toán, công thức, khái niệm mang tên người tìm ra nó. Sau đây là những ví dụ.

Euler là người đã đặt nền tảng cho lý thuyết đồ thị, giải quyết vào năm 1736 bài toán về những cây cầu ở Konisberg (trong bách khoa toàn thư toán nó được nhắc tới trong mục bài toán Euler). Trên sông Pregel chảy qua thành phố Konisberg và bao quanh hai hòn đảo có 7 cây cầu (). Euler đặt câu hỏi: có thể có một cách nào đi qua tất cả các cây cầu, mỗi cây cầu đúng một lần, và trở về vị trí ban đầu? Đây có lẽ là một trong những câu hỏi mà thoạt nhìn không có một lợi ích thực tế nào, chỉ là một sự tò mò. Euler đã có một phát biểu tuyệt vời về vấn đề này “Toán học sẽ không thể có một sự hoàn hảo tuyệt vời như bây giờ, nếu như trước đây các nhà toán học cổ đại không bỏ bao nhiêu công sức cho các vấn đề mà ngày nay bỏ qua vì sự vô ích giả tạo”. Hiện nay lý thuyết đồ thị là một trong những ngành thời sự của khoa học. (Euler đã chứng minh rằng đồ thị liên quan đến các cây cầu ở Konisberg không thể đi qua và trở về điểm xuất phát, qua mỗi cạnh đúng một lần.)
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Năm 1740 Euler chứng minh sự tồn tại của giới hạn dãy số
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Người ta đã nghĩ ra thuật toán để tính giới hạn này, thường được ký hiệu là C và gọi là hằng số Euler, với độ chính xác tuỳ ý. Tất cả các hằng số thường được Euler tính với nhiều số hạng sau dấu phẩy. Ví dụ,


C = 0.577215664901532…

Năm 1743 Euler đã xác lập đẳng thức, kết nối giữa hàm lượng giác với hàm mũ, và đã thu được công thức 
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 như một trường hợp riêng. Công thức Euler này nhiều lần được công nhận là công thức đẹp nhất trong toán học. A.N. Krylov nhìn thấy trong công thức này sự thống nhất của toán học, vì trong đó “-1 đại diện cho số học, i – đại số, ( - hình học và e  – giải tích”. Công thức Euler có cơ sở là đẳng thức nền tảng sau đây, cũng thuộc về Euler: eix = cosx + isinx.

Euler đã chứng minh đẳng thức
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trong đó tích lấy theo tất cả các số nguyên tố. Đẳng thức này, đúng với mọi s có phần thực lớn hơn 1, được Euler tìm ra vào năm 1737. Về thực chất, chính Euler đã đưa vào hàm số mà sau này có tên là hàm zeta Riman; tích số, biểu diễn hàm zeta, được gọi là tích Euler. 
Euler tiếp cận các vấn đề của toán học một cách đơn giản, như đang giỡn vậy. Ông biết được khai triển thành chuỗi của hàm số sin, từ đó suy ra rằng 
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 Mặt khác, hàm số này bằng 0 tại các điểm k(, và Euler đã hồn nhiên biểu diễn hàm này thành tích giống như đa thức vậy 
[image: image10.wmf]...

4

1

1

sin

2

2

2

2

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

p

p

x

x

x

x

 Bỏ ngoặc, ông có được công thức cho ((2k), k ( 1. Ví dụ
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Và nói chung, số các dãy số được Euler nghiên cứu đến là rất nhiều. Ví dụ, ông đã xét dãy số zn, sau này được gọi theo tên của một nhà toán học nổi tiếng thế kỷ 19, số Catalan. Các số này – 2, 5, 14, 41 … - xuất hiện trong nhiều bài toán. Chẳng hạn số Catalan thứ n bằng số cách nối 2n điểm trên đường tròn bằng các dây cung không giao nhau. Euler đã tìm ra công thức cho các số này: 
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, trong đó (4n-2)!!!! = 2.6.10…(4n-2) (tích các số từ 2 đến 4 “cách 4”). Ông rất tự hào về công thức này.

Đóng góp của Euler cho giải tích theo nghĩa rộng vô cùng to lớn. Ở đây giải tích bao gồm cả giải tích thực, giải tích phức, lý thuyết phương trình vi phân, bài toán biến phân, hình học vi phân, phương trình toán lý. Con số các khái niệm và tính chất nền tảng của giải tích, lần đầu tiên xuất hiện trong các công trình của Euler, có thể lên đến hàng trăm, sau đây là một số trong chúng:

Tích phân Euler – đây là các hàm beta và gamma, mở rộng khái niệm hệ số nhị thức.

Phép thế Euler trong phép tính tích phân – phép thế cho phép tính được tích phân có dạng 
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, còn R(x, y) là một phân thức hữu tỷ;

Phương trình Euler – một điều kiện cần quan trọng để có cực trị trong bài toán biến phân;

Số Euler  En – hệ số của tn/n! trong khai triển thành chuỗi luỹ thừa của hàm số 1/ch(t)  (ch(t) = (et + e-t)/2 – cos hyperbol). Chúng đóng một vai trò quan trọng trong giải tích ứng dụng;
Công thức Euler – công thức cho bán kính cong của các mặt cắt chuẩn. 

Tất cả những điều trên đây và nhiều thứ khác nữa liên quan đến Euler, chiếm một tỷ lệ đáng kể trong kiến thức toán học hiện đại hôm nay.

(namdung@ trích dịch từ tạp chí Kvant) 
Tiếp lời GS V.Tikhomirov

(Bổ sung và làm rõ thêm)
Trần Nam Dũng

Tiêu chuẩn Euler: Cho p là số nguyên tố lẻ và (a, p) = 1. Khi đó ta có đồng dư thức
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trong đó 
[image: image16.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

p

a

là ký hiệu Legendre.
Đa thức Euler – các đa thức có dạng
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trong đó Ek là các số Euler, đa thức Euler có thể tính tuần tự theo công thức
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Cụ thể E0(x) = 1, E1(x) = x – 1/2, E2(x) = x(x-1). Đa thức Euler thoả mãn phương trình sai phân

En(x+1) + En(x) = 2xn 

và thuộc lớp các đa thức Appel, tức là thoả mãn hệ thức


d(En(x))/dx = nEn-1(x).

Định lý Euler: Trong mọi đa diện lồi số các đỉnh V cộng với số các mặt F trừ số các cạnh E bằng 2

V + F – E = 2

Định lý Euler đúng với đa diện có giống bằng 0; đối với đa diện giống p ta có hệ thức 

V + F – E = 2 – 2p

Định lý này được Euler chứng minh vào năm 1758.

Định lý Fermat-Euler về tổng bình phương: mọi số nguyên tố dạng 4k+1 đều có thể biểu diễn dưới dạng tổng của hai bình phương. Định lý này được Fermat phát biểu nhưng ông không công bố chứng minh. Euler đã dùng phương pháp xuống thang để chứng minh định lý này, đồng thời cũng chứng minh một kết quả khác của Fermat, là phương trình x4 + y4 = z4 không có nghiệm nguyên dương bằng phương pháp tương tự.

Định lý Euler về tam giác pedal: Cho tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn tâm O bán kính R. M là một điểm bất nằm trong mặt phẳng tam giác. Hạ MX, MY, MZ lần lượt vuông góc với BC, CA, AB. Khi đó diện tích tam giác XYZ có thể tính theo diện tích tam giác ABC và khoảng cách MO theo công thức sau
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Phi hàm Euler ((n): Với mỗi số nguyên dương n > 2, ((n) ký hiệu số các số nguyên dương nhỏ hơn n và nguyên tố cùng nhau với n. ((n) là hàm có tính chất nhân tính số học, tức là  ((m.n) = ((m)((n) với mọi m, n nguyên tố cùng nhau. Phi hàm Euler có nhiều ứng dụng trong Lý thuyết số, đặc biệt nó có mặt trong định lý Euler: nếu (a, n) = 1 thì  a((n) ( 1 (mod n). Định lý Euler là mở rộng của định lý nhỏ Fermat và đóng một vai trò quan trọng trong việc xây dựng hệ thống mã công khai RSA và các hệ mã khác.

Phi hàm Euler còn có các tính chất thú vị khác như
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Phi hàm Euler được ông đưa ra vào năm 1763.

Tích phân Euler: Tích phân
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được gọi là tích phân Euler loại 1 hay hàm beta, và tích phân



[image: image23.wmf]ò

+¥

-

-

0

1

dx

e

x

x

s


được gọi là tích phân Euler loại 2 (với s>0 tích phân thứ hai hội tụ và là biểu diễn của hàm gamma)

Tích phân Euler được ông xét đến vào năm 1729. 

Công thức Euler – công thức tính độ cong chuẩn của mặt đối với hướng l qua các độ cong chính k1, k2:


kl = k1cos2( + k2sin2(,

trong đó ( là góc giữa hướng l và hướng chính tương ứng với độ cong chính k1.

Công thức này được Euler tìm ra vào năm 1760.

Chuỗi Euler – biểu thức dạng 
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trong đó tổng tính theo tất cả các số nguyên tố p. Năm 1748, Euler chứng minh rằng chuỗi này phân kỳ và như vậy đã đưa ra một cách chứng minh nữa cho sự vô hạn của tập hợp các số nguyên tố. Đối với tổng riêng của chuỗi Euler ta có công thức xấp xỉ


 
[image: image25.wmf]å

£

+

+

=

x

p

x

O

C

x

p

),

ln

/

1

(

)

ln(ln

1


trong đó  C = 0,261497…

Chu trình Euler: Cho đa đồ thị liên thông G = (X, E). Đường đi qua tất cả các cạnh, mỗi cạnh đúng một lần được gọi là đường đi Euler. Nếu đường đi Euler có đỉnh đầu trùng với đỉnh cuối được gọi là chu trình Euler. Đồ thị có chu trình Euler được gọi là đồ thị Euler. Euler đã chứng minh được định lý: Đồ thị liên thông G là đồ thị Euler khi và chỉ khi mọi đỉnh của nó đều có bậc chẵn.  
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