SỐ PHỨC - LƯỢNG GIÁC – HÌNH HỌC

I. Số phức – các công thức cơ bản:

1) Định nghĩa và các phép tính cơ bản:

· Số ảo i là số thoả: 
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· Số phức z có dạng: 
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 trong đó a được gọi là phần thực, b gọi là phần ảo.

Cho 2 số phức 
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(Các phép toán với số phức vẫn thực hiện y như với số thực, chỉ cần nhớ thêm 
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· Với số phức 
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 thì đại lượng 
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gọi là môđun của số phức z. Ký hiệu 
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.  Ý nghĩa của 
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 sẽ được làm rõ trong các phần tiếp theo.

· Số phức 
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 gọi là số phức liên hợp của z và được ký hiệu là 
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2) Công thức De – Moivre:

Có thể nói công thức De – Moivre là một trong những công thức thú vị và là nền tảng cho một loạt công thức quan trọng khác sau này như phép luỹ thừa, khai căn số phức, công thức Euler. Chúng ta hãy cùng nhau tìm hiểu chuỗi công thức kỳ diệu này .

Trước hết ta có:

Công thức 1: 
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Thật vậy:
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Nếu 
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 thì hoàn toàn chẳng có gì mới cả, nhưng ở đây 
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 nên ta sẽ thu được:


[image: image20.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

cossin.cossincoscossinsin

sincoscossin

cossin

xixyiyxyxy

xyxyi

xyixy

++=-+

++

=+++


Bây giờ nếu áp dụng công thức 1 cho trường hợp đặc biệt y=x thì ta sẽ được:
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và tiếp tục là:
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Bằng phép quy nạp ta sẽ thu được công thức 2. 

Công thức 2 (Công thức De - Moivre):
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Từ những phép tính không mấy phức tạp ta đã thu được 1 công thức rất hay (.

Bây giờ ta sẽ tìm hiểu các ứng dụng của công thức này.

II. Các ứng dụng của công thức De – Moivre:

1) Tính – rút gọn các tổng lượng giác:

Các bạn học lượng giác chắc đã từng phải rút gọn các tổng sau:
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Dùng công thức De - Moivre ta có thể tính khá dễ dàng A, B và hơn nữa là tính đồng thời cả A, B. Thật vậy:
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Ta áp dụng công thức nhân 2 để rút gọn VP:
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So sánh phần thực và phần ảo 2 vế ta thu được kết quả :
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Vậy ta đã rút gọn được các tổng A, B. Tuy nhiên có 1 lưu ý nhỏ là với 
[image: image28.wmf]2
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 thì dễ dàng tính trực tiếp A, B mà không cần dùng đến công thức De – Moivre (và thật sự không thể dùng công thức De – Moivre, vì sao?).

Ngoài ra các bạn cũng có thể rút gọn phân số
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bằng công thức De – Moivre, phần này dành cho các bạn xem như bài tập .

2) Luỹ thừa – Khai căn số phức:

· Luỹ thừa:

VD: tính 
[image: image30.wmf](
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Ta có: 
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nên 
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Như vậy để áp dụng công thức De – Moivre cho luỹ thừa số phức, ta chỉ cần chuyển 1 số phức bất kỳ thành dạng lượng giác, và điều này luôn có thể làm được! Thật vậy, với số phức 
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ta có:
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với 
[image: image35.wmf]rz
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 và góc 
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 được gọi là argument của z, ký hiệu là 
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Ngược với phép luỹ thừa ta có phép khai căn.

· Khai căn 1 số phức: Giả sử t là căn bậc n của số phức
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Ta có :
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Do đó:
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(Tại sao ta chỉ lấy 
[image: image41.wmf]0,1,...,1
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Vậy 1 số phức có đúng n căn bậc n.

Về các căn bậc n của số 1 có nhiều điều khá thú vị, ở đây xin nêu 1 phối hợp giữa chúng với định lý Viet để tính tổng, cụ thể ta sẽ tính tổng sau đây:
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Trước hết ta có nhận xét hữu ích sau:

Nhận xét:

Nếu t là căn bậc n của 1 và 
[image: image43.wmf]1
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 thì t là nghiệm của phương trình 
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Thật vậy:
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Với 2n căn bậc 2n+1 của số 1 là:
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ta có thể áp dụng nhận xét trên và suy ra 2n số phức này là 2n nghiệm phân biệt (?) của phương trình :
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do đó theo định lý Viet thì:
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đồng nhất phần thực 2 vế ta được:
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Tiếp theo ta sẽ tìm hiểu kỹ hơn về ý nghĩa hình học của số phức và của công thức De – Moivre.

III. Ý nghĩa hình học của số phức:

Trước hết ta có thể coi 1 số phức 
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Nếu ta xem mỗi số thực k như là một ‘lệnh’, tức là 
[image: image53.wmf]ku
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 là ‘lệnh’ biến vectơ 
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 thành 1 vectơ mới cùng phương với 
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 và có độ dài gấp 
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 lần độ dài của 
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, thì ta sẽ thấy là các số thực chưa đủ để biểu diễn hết các ‘lệnh’(tức các phép biến hình), vì các số thực chỉ ứng với các ‘lệnh‘ (PBH) cùng phương, còn các ‘lệnh’  khác như phép quay, phép đồng dạng, phép đối xứng thì sao? Rõ ràng là để biểu diễn các PBH này ta cần thêm những số mới, nằm ngoài tập số thực, và câu trả lời thật bất ngờ, các số phức chính là biểu diễn của phép quay, phép đồng dạng.

Thật vậy ta xét lại phép nhân 1 vectơ 
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 trong mặt phẳng phức với số phức 
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nếu các bạn nhớ lại công thức toạ độ của phép quay (mà tôi đã có dịp trình bày) thì đây chính là phép quay với góc 
[image: image61.wmf]j
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Vậy số phức 
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 có thể đồng nhất với phép quay góc 
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[image: image64.wmf]0

90

+

 vì: 
[image: image65.wmf]00

cos90sin90

ii

=+

. Với cách nhìn mới này thì đẳng thức 
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chính là  thực hiện liên tiếp 2 phép quay góc  
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 nên kết quả sẽ là phép quay góc 1800, tức là bằng –1.

Và cũng với cách giải thích này công thức 1 (hay công thức De – Moivre) cũng có ý nghĩa hh rất rõ ràng đó là: tích của 2 phép quay góc x và góc y chính là phép quay với góc x+y.

Tổng quát thì số phức 
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 sẽ biểu diễn 1 phép đồng dạng gồm phép quay với góc 
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 và phép vị tự với tỉ lệ r. Cm chi tiết của điều này dành cho các bạn.

Sau đây xin chuyển sang 1 công thức kỳ diệu khác mang tên nhà toán học vĩ đại Euler, công thức này sẽ cho ta thấy hoá ra các hàm lượng giác và hàm mũ có ‘bà con’ rất gần với nhau.

IV. Công thức Euler: 
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Tại sao Euler lại có thể nghĩ ra 1 công thức táo bạo như thế? Điều này có thể lý giải nhờ vào sự tương tự giữa công thức De – Moivre với tính chất của hàm mũ 
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Và nếu ta xét hàm 
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 thì do công thức De – Moivre hàm 
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Điểm giống nhau cơ bản này có lẽ là cơ sở để Euler đề ra công thức tuyệt vời của mình.
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Dĩ nhiên để cm chặt chẽ công thức này còn phải dùng đến công cụ khá mạnh đó là khai triển Taylor của các hàm 
[image: image80.wmf],sin,cos
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. Ở đây chúng ta chấp nhận các công thức khai triển này, cụ thể ta có:
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Áp dụng các công thức khai triển này ta sẽ cm được công thức Euler, chi tiết dành cho các bạn.

Cuối cùng xin nêu ra cách giải bằng số phức của một bài toán hình học khá thú vị trên Berkeley Math Circle (BMC).

V. Một bài toán hình thú vị trên BMC:

Bài toán: Cho đa giác đều n-cạnh 
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 và 1 điểm M di động trên đường tròn này. Đặt 
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Với những giá trị nào của số tự nhiên k thì 
[image: image85.wmf](
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 không phụ thuộc vị trí của M trên đường tròn 
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Nếu ta tấn công ngay lập tức bài toán tổng quát này thì sẽ gặp khó khăn, do đó ta hãy giải bài toán với những giá trị cụ thể của n. Đầu tiên với giá trị nhỏ nhất n=3 ta có:

Bài toán 1: cho tam giác đều ABC nội tiếp đường tròn 
[image: image87.wmf](
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và điểm M di động trên đường tròn này. Tìm các giá trị tự nhiên của k sao cho tổng
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không phụ thuộc vị trí của M.

Phân tích:

· Rõ ràng k=1 không thoả (?).

· k=2 thoả. Có thể cm tổng 
[image: image89.wmf]222
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 không phụ thuộc M bằng cách dùng công thức tâm tỉ cự.

Với 
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 việc tính tổng 
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 trở nên khá phức tạp, nhất là với k lẻ thì ta không còn dùng được công cụ vectơ (có thể các bạn tìm được ra cách lý luận để xử lý riêng trường hợp k lẻ) để tính tổng này. Còn với k chẵn thì khi k=4 ta cần tính tổng:
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có thể tính theo 
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bằng cách dùng hằng đẳng thức tuy nhiên tính toán cũng khá dài và do đó cách này cũng không thể mở rộng cho các số mũ k lớn hơn.

Để giải quyết những khó khăn nói trên, tôi đã nghĩ đến việc chuyển sang dùng định lý hàm sin và thật bất ngờ cách này đã cho tôi lời giải cho trường hợp k chẵn và 1 số gợi ý cho trường hợp k lẻ. Cụ thể như sau:
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. Do tính đối xứng nên ta có thể giả sử 
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, khi đó dùng định lý hàm sin ta tính được:
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Không mất tính tổng quát ta có thể cho R=1. Khi đó 
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và bài toán trở thành:

Tìm các giá trị của k sao cho tổng 
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không phụ thuộc 
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Để cho tiện tôi cũng ký hiệu 
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. Ta nhận thấy
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xét 3 góc 
[image: image104.wmf]123

2

,,

33

ttt

pp

aaa

æö

==-+=+

ç÷

èø

. Dễ kiểm chứng là 
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Suy ra 3 số 
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đều là nghiệm của phương trình 
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Từ đây ta có thể dùng định lý Viet cho phương trình bậc 3 và được:
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Khi đã biết các biểu thức đối xứng cơ bản này thì ta có thể tính được mọi tổng:
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nhờ vào công thức truy hồi 
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Tuy nhiên chú ý rằng đây chưa phải là các tổng mà ta cần tính vì 
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Ta xét 1 số trường hợp :

· k=4: 
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· k=3: 
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với 
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t

p

a

=+

.

Rõ ràng 
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 phụ thuộc vào góc 
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Tuy nhiên cách giải này khi mở rộng lên trường hợp n-giác đều thì sẽ bị 1 số khó khăn việc tính các 
[image: image121.wmf]k
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 sẽ trở nên phức tạp và do đó tính 
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 càng phức tạp hơn. Do đó ta lại phải tìm 1 hướng khác. 

Một suy nghĩ khá tự nhiên khi gặp các lũy thừa bậc cao của các hàm lượng giác là tìm cách hạ bậc chúng (vd: 
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Ở đây ta có thể “hạ bậc” 1 lũy thừa bất kỳ nhờ vào sự trợ giúp của số phức. Từ ý tưởng này tôi đã tìm được lời giải hoàn chỉnh cho trường hợp k chẵn, k=2l. Xin nêu lên các ý chính của bài toán tổng quát cho n-giác đều.
Trước hết cũng đặt 
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2,1

MOAR

a

==

 và dùng định lý hàm sin ta được:
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Do đó tổng cần tính trở thành:
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Như vậy ta chỉ cần tính tổng
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Dùng công thức nhân 2 ta có:
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Sở dĩ ta đưa về các góc 
[image: image129.wmf]2

2

j

n

p

a

+

 là vì chúng có mối “liên quan” đến các căn bậc n của đơn vị mà ta sẽ thấy ngay sau đây. Dùng công thức Euler và nhận xét về tính chất của các căn bậc n của đơn vị ta có thể cm được bổ đề quan trọng sau:

Bổ đề: Với số tự nhiên m và góc 
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 bất kỳ, đặt 
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Khi đó:

· nếu 
[image: image132.wmf]m

 không là bội số của n thì tổng 
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. Chính xác hơn là 
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· Nếu m là bội số của n thì 
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Đến đây chắc các bạn đã nhận ra được điều cần làm, đó là liên kết tổng 
[image: image137.wmf]2
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 với các tổng 
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T

. Thật vậy dùng công thức khai triển nhị thức cho từng số hạng của tổng 
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ta được: 
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Suy ra:
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Đến đây ta chỉ cần “hạ bậc” các số hạng 
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 là liên kết được tổng
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với tổng 
[image: image144.wmf]m
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. Việc “hạ bậc” này được thực hiện bằng quy nạp và dựa vào công thức biểu diễn 
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Tóm lại quy trình giải bài toán tổng quát là như sau:

1. Tìm công thức “hạ bậc hoàn toàn” cho 
[image: image147.wmf]cos
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2. Thế công thức “hạ bậc” vào để tính các tổng (*).

3. Cuối cùng thế kết quả vào công thức (**) để tính 
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Ví dụ với m=4 ta có công thức hạ bậc 
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Trong đó
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 khi 4 không là bội của n.

Và 
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khi 2 không là bội của n.

Do đó: 
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Tương tự với m=2: 
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Và với m=3: 
[image: image155.wmf]1

3

0

2

cos20,

n

j

j

n

p

aa

-

=

æö

+="

ç÷

èø

å


Thế vào công thức (*) tính được: 
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Tổng quát với các số mũ m<n thì các tổng 
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 đều là hằng số và khi 
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các tổng này không còn là hằng số nữa, do đó 
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 phụ thuộc góc 
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Như vậy vấn đề duy nhất còn lại là cm bổ đề. Xin nhường để các bạn suy nghĩ xem như 1 bài tập.

_1260081176.unknown

_1260086770.unknown

_1260814034.unknown

_1260859995.unknown

_1260861906.unknown

_1260863235.unknown

_1260864453.unknown

_1260865198.unknown

_1260865818.unknown

_1260865893.unknown

_1260866182.unknown

_1260865835.unknown

_1260865848.unknown

_1260865663.unknown

_1260865753.unknown

_1260865527.unknown

_1260864932.unknown

_1260864947.unknown

_1260864561.unknown

_1260864694.unknown

_1260863419.unknown

_1260863764.unknown

_1260863992.unknown

_1260863519.unknown

_1260863253.unknown

_1260862230.unknown

_1260862540.unknown

_1260863062.unknown

_1260862269.unknown

_1260862304.unknown

_1260862283.unknown

_1260862247.unknown

_1260861933.unknown

_1260862046.unknown

_1260860973.unknown

_1260861514.unknown

_1260861757.unknown

_1260861884.unknown

_1260861016.unknown

_1260860148.unknown

_1260860191.unknown

_1260860021.unknown

_1260814943.unknown

_1260815636.unknown

_1260859906.unknown

_1260859960.unknown

_1260815845.unknown

_1260815251.unknown

_1260815446.unknown

_1260815023.unknown

_1260814409.unknown

_1260814464.unknown

_1260814581.unknown

_1260814790.unknown

_1260814423.unknown

_1260814325.unknown

_1260814352.unknown

_1260814074.unknown

_1260810826.unknown

_1260812194.unknown

_1260813106.unknown

_1260813678.unknown

_1260814024.unknown

_1260813324.unknown

_1260812962.unknown

_1260813071.unknown

_1260812608.unknown

_1260811553.unknown

_1260812119.unknown

_1260812179.unknown

_1260811616.unknown

_1260811317.unknown

_1260811485.unknown

_1260810913.unknown

_1260087903.unknown

_1260088286.unknown

_1260810631.unknown

_1260810683.unknown

_1260088336.unknown

_1260088036.unknown

_1260088094.unknown

_1260087995.unknown

_1260087864.unknown

_1260087889.unknown

_1260087127.unknown

_1260087513.unknown

_1260084516.unknown

_1260086423.unknown

_1260086638.unknown

_1260086661.unknown

_1260086737.unknown

_1260086561.unknown

_1260086491.unknown

_1260086024.unknown

_1260086113.unknown

_1260086201.unknown

_1260086052.unknown

_1260085220.unknown

_1260085807.unknown

_1260085241.unknown

_1260085198.unknown

_1260085192.unknown

_1260082840.unknown

_1260083504.unknown

_1260084086.unknown

_1260084142.unknown

_1260084049.unknown

_1260083207.unknown

_1260083369.unknown

_1260083063.unknown

_1260081431.unknown

_1260081771.unknown

_1260082109.unknown

_1260081503.unknown

_1260081244.unknown

_1260081293.unknown

_1260081219.unknown

_1260042423.unknown

_1260044241.unknown

_1260045855.unknown

_1260080897.unknown

_1260081073.unknown

_1260080005.unknown

_1260080689.unknown

_1260045494.unknown

_1260045565.unknown

_1260045080.unknown

_1260042778.unknown

_1260043521.unknown

_1260043564.unknown

_1260042882.unknown

_1260042617.unknown

_1260042649.unknown

_1260042595.unknown

_1260040949.unknown

_1260041670.unknown

_1260041958.unknown

_1260042007.unknown

_1260041947.unknown

_1260041511.unknown

_1260041600.unknown

_1260041289.unknown

_1260040863.unknown

_1260040882.unknown

_1260040923.unknown

_1260040467.unknown

_1260040555.unknown

