1. Đa thức và các phép toán trên đa thức

Bài 1. Chứng minh rằng mọi đa thức đơn khởi bậc 2n đều có thể viết dưới dạng q2 + r với q, r là các đa thức và deg(r) < n.
Hướng dẫn. Hãy bắt đầu từ đa thức x4 + ax3 + bx2 + cx + d. 

Bài 2. Tìm dư trong phép chia x100 – 2x51 + 1 cho x2 – 1.

Lời giải. Giả sử P(x) = x100 – 2x51 + 1 = Q(x)(x2-1) + Ax + B. Thay x = 1 và x = - 1 vào, ta lần lượt có


0 = A + B

            2 = - A + B

Từ đó  A = -1, B = 1. Vậy số dư trong phép chia x100 – 2x51 + 1 cho x2 – 1 là –x + 1.  

Bài 3. Tìm a, b sao cho (x-1)2 | ax4 + bx3 + 1.

Lời giải. 

Cách 1. Thực hiện phép chia ax4 + bx3 + 1 cho x2 – 2x + 1, ta được 


ax4 +  bx3  +                                        + 1 | x2 – 2x + 1
           ax4 – 2ax3 + ax2                                           ax2 + (2a+b)x + 3a + 2b
                 (2a+b)x3 – ax2                 

                 (2a+b)x3 – 2(2a+b)x2 + (2a+b)x 

                                   (3a+2b)x2 – (2a+b)x  + 1

                                   (3a+2b)x2 – 2(3a+2b)x + 3a + 2b

                                                       (4a + 3b)x + 1 – 3a – 2b

Như vậy phần dư là  (4a + 3b)x + 1 – 3a – 2b. Muốn ax4 + bx3 + 1 chia hết cho (x-1)2 thì điều kiện cần và đủ là 4a + 3b = 0 và 1 – 3a – 2b = 0. Từ đó suy ra a = 3, b = -4. 

Cách 2. Để P(x) = ax4 + bx3 + 1 chia hết cho (x-1)2 thì trước hết ta phải có P(1) = 0, tức là a + b + 1 = 0. Suy ra b = – 1 – a. Từ đó

P(x) = a(x4-x3) – x3 – 1 = (x-1)(ax3 – x2 – x – 1) 

Để P(x) chia hết cho (x-1)2 thì ta phải có Q(x) = ax3 – x2 – x – 1 chia hết cho x – 1. Điều này tương đương với Q(1) = 0, tức là a = 3. Từ đó b = -4. 
Bài 4. Cho P(x) là đa thức với hệ số nguyên. Chứng minh rằng không tồn tại các số nguyên phân biệt a, b, c sao cho P(a) = b, P(b) = c, P(c) = a.

Hướng dẫn. Sử dụng tính chất P(a) – P(b) chia hết cho a – b. Xét trường hợp a > b > c thì từ điều kiện đề bài suy ra b – a = P(a) – P(c) chia hết cho a – c. Mâu thuẫn. 

Bài 5. Cho P(x) là đa thức với hệ số nguyên. Biết rằng P(2) chia hết cho 5 và P(5) chia hết cho 2. Chứng minh rằng P(7) chia hết cho 10.

Hướng dẫn. Áp dụng tính chất  P(a) – P(b) chia hết cho a – b ta suy ra P(7) – P(2) chia hết cho 5 và P(7) – P(5) chia hết cho 2.

Bài 6. (Rumani 1962) Cho ( là số thức thoả mãn điều kiện sin(() ( 0. Chứng minh rằng với mọi giá trị n ( 2, đa thức  


P(x) = xnsin(() – xsin(n() + sin(n-1)(
chia hết cho đa thức Q(x) = x2 – 2xcos(() + 1.

Lời giải. Mệnh đề đúng với n=2 vì khi đó P(x) = x2sin(() – xsin(2() + sin((). Xét 

Pn+1(x) = xn+1sin(() – xsin(n+1)( + sin(n()


Pn(x) = xnsin(() – xsin(n() + sin(n-1)(
Ta có Pn+1(x) – xPn(x) = x2sin(n() - x(sin(n+1)( + sin(n-1)() + sin(n()

                                     = sin(n()(x2 - 2xcos(() + 1)  
Từ đây có thể dễ dàng chứng minh kết luận bài toán bằng quy nạp.
Bài 7. (Mỹ 1976) Giả sử P(x), Q(x), R(x) và S(x) thoả mãn đồng nhất thức


P(x5) + xQ(x5) + x2R(x5) = (x4+x3+x2+x+1)S(x) 

Chứng minh rằng đa thức P(x) chia hết cho đa thức x-1.

Hướng dẫn. Gọi ( là nghiệm phức (khác 1) của phương trình x5 = 1 thì ta sẽ có 


P(1) + (Q(1) + (2R(1) = 0
Nhưng vì (2, (3, (4 cũng là nghiệm phức của phương trình trên nên ta có


P(1) + (2Q(1) + (4R(1) = 0

           P(1) + (3Q(1) + (6R(1) = 0


P(1) + (4Q(1) + (8R(1) = 0

Từ đó suy ra P(1) = 0.
Bài 8. Với những giá trị nào của n ta có


a) x2 + x + 1 | (x-1)n – xn – 1 
b) x2 + x + 1 | (x+1)n + xn + 1.
Lời giải. a) Gọi 
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 là nghiệm của   x2 + x + 1. Ta có P(x) = (x-1)n – xn – 1 chia hết cho x2 + x + 1 khi và chỉ khi ( là nghiệm của P(x). 
Ta có  (( - 1)n - (n – 1 = 
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. Từ đó dùng công thức Moivre suy ra không tồn tại n để P(x) chia hết cho x2 + x + 1.
b) Tương tự như trên, ta cần có ( là nghiệm của Q(x) = (x+1)n + xn + 1. Nhưng 
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Từ đó tìm được với  n = 6k + 2 là nghiệm của bài toán.
2. Đa thức và nghiệm
Bài 1. Biết rằng các nghiệm của phương trình x2 + ax + b = 0 và x2 + cx + d = 0 có mô-đun nhỏ hơn 1. Chứng minh rằng các nghiệm của phương trình 2x2 + (a+c)x + (b+d) = 0 cũng có mô-đun nhỏ hơn 1.

Lời giải. 
Bài 2. Chứng minh rằng đa thức  P(x) = 1 + x + x2/2! + … + xn/n! không có nghiệm bội. 

Lời giải. Giả sử P(x) có nghiệm bội thì P(x) và P’(x) có nghiệm chung. Nhưng do P(x) – P’(x) = xn/n!  nên nghiệm chung chỉ có thể là 0. Mà 0 thì rõ ràng không phải là nghiệm của P(x).
Bài 3. Rút gọn các biểu thức sau
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Lời giải. a) Xét đa thức
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Thì P(a) = P(b) = P(c) = P(d) = 0. Mặt khác, P(x) là đa thức bậc không quá 3 nên suy ra P(x) ( 0. Từ đó, xét hệ số của x3 của P(x) ta suy ra A = 0. 

b) Xét đa thức
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Thì Q(a) = Q(b) = Q(c) = 0. Nhưng Q(x) là đa thức bậc 3 có hệ số cao nhất bằng -1 nên từ đây suy ra  Q(x) = - (x-a)(x-b)(x-c). So sánh hệ số của x2 ở hai vế ta suy ra  B = a + b + c. 
Bài 4. Cho a < b < c là ba nghiệm của phương trình   x3 – 3x + 1 = 0. Chứng minh rằng 


a2 – c = b2 – a = c2 – b = 2.

Hướng dẫn. Hãy chứng minh rằng a2, b2, c2 và a+2, b+2, c+2 đều là nghiệm của một phương trình bậc 3 và b2 < c2 < a2.
Bài 5. Giải hệ phương trình
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Lời giải. Từ hai điều kiện đầu tiên ta suy ra ngay  xy + yz + zx = 0. Từ đó

0 = (x+y+z)(xy+yz+zx) = 3xyz + x2(y+z) + y2(z+x) + z2(x+y) 

                                       = 3xyz + x2(a-x) + y2(a-y) + z2(a-z) = 3xyz.

Suy ra xyz = 0. Vậy x, y, z là 3 nghiệm của phương trình


X3 – aX2 = 0

Từ đó các nghiệm của hệ lần lượt là (a, 0, 0), (0, a, 0), (0, 0, a).
Bài 6. Tìm mối liên hệ giữa các hệ số của phương trình ax3 + bx2 + cx + d = 0 biết rằng tích của hai nghiệm của phương trình này bằng tổng của chúng.

Lời giải. Giả sử x1, x2, x3 là 3 nghiệm của phương trình và ta có x1 + x2 = x1.x2 = t. Khi đó theo định lý Vieta.


x1 + x2 + x3 = -b/a


x1x2 + x1x3 + x2x3 = c/a


x1x2x3 = -d/a

Hay là 


t + x3 = -b/a


t + tx3 = c/a


tx3 = -d/a

Từ đây lần lượt suy ra  t = (c+d)/a, x3 = -(b+c+d)/a. Cuối cùng, thay vào đẳng thức cuối, ta được (c+d)(b+c+d) = ad.
Bài 7. Chứng minh các khẳng định dưới đây

(a) Định lý về nghiệm nguyên. Cho  f(x) = xn + an-1xn-1 + … + a1x + a0 với an-1, …, a1, a0 là các số nguyên và f(p) = 0 với p nguyên. Khi đó a0 chia hết cho p. 

(b) Định lý về nghiệm hữu tỷ. Cho  f(x) = anxn + an-1xn-1 + … + a1x + a0 với an-1, …, a1, a0 là các số nguyên và f(p/q) = 0 với p/q là phân số tối giản. Khi đó a0 chia hết cho p và an chia hết cho q. 

(c) Trong các ký hiệu của câu (b), với mọi số nguyên k số f(k) chia hết cho      p – kq.  
Lời giải. a) f(p) = 0 ( p(pn-1 + an-1pn-2 + … + a1) = - a0. suy ra a0 chia hết cho p.
b) f(p/q) = 0 ( anpn + an-1pn-1q + … + a1pqn-1 + a0qn = 0. Do (p, q) = 1 nên từ đây suy ra a0 chia hết cho p và an chia hết cho q. 
c) 
Bài 8. Cho P(x) = anxn + an-1xn-1 + … + a1x + a0 ( R[x]. Đặt 


M = max{|an-1/an|, |an-2/an|, …, |a1/an|, |a0/an|}

Khi đó mọi nghiệm ( của P(x) thoả mãn bất đẳng thức |(| < M + 1. Hãy chứng minh. 

3. Đa thức bất khả quy
Bài 1. Đa thức P(x) bậc n có hệ số hữu tỷ là đa thức nguyên khi và chỉ khi nó nhận giá trị nguyên tại n+1 điểm nguyên liên tiếp. Chứng minh.
Lời giải. Điều kiện cần là hiển nhiên. Ta chứng minh điều kiện đủ.
Bài 2. Tìm tất cả các giá trị n sao cho tồn tại n số nguyên phân biệt a1, a2, …, an để (x-a1)(x-a2)…(x-an) + 1 khả quy. 

Bài 3. (Tiêu chuẩn Eisenstein mở rộng) Cho đa thức P(x) = anxn + an-1xn-1 + …+ a1x + a0. Giả sử tồn tại số nguyên tố p sao cho

i) an không chia hết cho p

ii) a0 không chia hết cho p2
iii) a0, a1, …, an-k chia hết cho p
Khi đó nếu P(x) = H(x).G(x) thì một trong hai đa thức H(x), G(x) có bậc nhỏ hơn k. 
Bài 4. Tìm tất cả các giá trị n nguyên dương sao cho đa thức  xn + 4 khả quy trên Z[x].

Bài 5. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n, đa thức xn + 5xn-1 + 3 bất khả quy. 

Bài 6. Tìm hệ số tự do của đa thức P(x) với hệ số nguyên, biết rằng trị tuyệt đối của nó nhỏ hơn 1000 và P(19) = P(94) = 1994.

4. Công thức nội suy Lagrange
Bài 1. Rút gọn biểu thức
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Bài 2. Cho M(y) là một đa thức bậc n sao cho M(y) = 2y với y = 1, 2, …, n+1. Hãy tìm M(n+2).
Bài 3. Cho đa thức P(x) = x10 + a9x9 + … + a1x + a0. Biết rằng P(-1) = P(1), P(-2) = P(2), …, P(-5) = P(5). Chứng minh rằng P(-x) = P(x) với mọi x thuộc R.

Bài 4. Cho x0 < x1 < x2 < …< xn là các số nguyên và P(x) là đa thức bậc n có hệ số cao nhất bằng 1. Chứng minh rằng tồn tại i ( {0, 1, …, n} sao cho |P(xi)| ( n!/2n.

Bài 5. Một chiếc tàu với vận tốc không đổi đi ngang qua một hòn đảo. Thuyền trưởng cứ mỗi giờ lại đo khoảng cách từ tàu đến đảo. Vào lúc 12, 14 và 15 giờ tàu cách đảo các khoảng cách tương ứng là 7, 5 và 11 km. Hỏi vào lúc 13 giờ tàu cách đảo bao nhiêu km. Và lúc 16 giờ, tàu sẽ cách đảo bao nhiêu km?

Bài 6. Trên mặt phẳng cho 100 điểm. Biết rằng với bốn điểm bất kỳ trong chúng đều có một parabol bậc 2 đi qua. Chứng minh rằng tất cả các điểm đã cho đều nằm trên một parabol bậc 2.
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