BẤT ĐẲNG THỨC THUẦN NHẤT

Trong bài này, chúng ta đề cập tới các phương pháp cơ bản để chứng minh bất đẳng thức thuần nhất. Nắm vững và vận dụng nhuần nhuyễn các phương pháp này, chúng ta có thể chứng minh được hầu hết các bất đẳng thức sơ cấp.

Bất đẳng thức thuần nhất.

Hàm số 
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 của các biến số thực x1, x2, …, xn được gọi là hàm thuần nhất bậc ( nếu với mọi số thực t, ta có:
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Bất đẳng thức dạng 
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 với f là một hàm thuần nhất được gọi là bất đẳng thức thuần nhất (bậc ().

Ví dụ các bất đẳng thức Cauchy, bất đẳng thức Cauchy-Schwartz, bất đẳng thức Chebyshev là các bất đẳng thức thuần nhất.
Kỹ thuật chuẩn hóa.

Do tính chất của hàm thuần nhất, ta có thể chuyển việc chứng minh bất đẳng thức thuần nhất về việc chứng minh bất đẳng thức có điều kiện. Chuẩn hóa một cách thích hợp, ta có thể làm đơn giản các biểu thức của bất đẳng thức cần chứng minh, tận dụng được một số tính chất đặc biệt của các hằng số.
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Có nhiều kiểu chuẩn hóa, thông thường ta gặp ba dạng chuẩn hóa sau:

Chuẩn hóa tổng:   
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 (bằng cách chọn 
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Chuẩn hóa tích:   
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 (bằng cách chọn 
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Chuẩn hóa tổng bình phương:   
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Áp dụng 1:   (bất đẳng thức Cauchy dạng lũy thừa)

Cho a1, a2, …, an là các số không âm và m là số nguyên dương. Khi đó:
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Đẳng thức xảy ra ( 
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Gợi ý:   đây là bất đẳng thức thuần nhất bậc m, nên chuẩn hóa 
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Áp dụng 2:   Cho x, y, z là các số dương. Chứng minh rằng:
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Gợi ý:   đây là bất đẳng thức thuần nhất bậc 0, nên chuẩn hóa 
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Áp dụng 3:   Cho a, b, c là các số thực dương. Chứng minh rằng:
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Gọi ý:   đây là bất đẳng thức thuần nhất bậc 0, nên chuẩn hóa 
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Áp dụng 4:   Cho a, b, c là các số dương. Chứng minh rằng:
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Gợi ý:   đây là bất đẳng thức thuần nhất bậc 2, nên chuẩn hóa 
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Áp dụng 5:   Chứng minh với a, b, c là các số thực bất kỳ, ta có:
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Gợi ý:   đây là bất đẳng thức thuần nhất bậc 3, nên chuẩn hóa 
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Qua các áp dụng trên, chúng ta thấy rằng kỹ thuật chuẩn hóa cho phép biến một bất đẳng thức phức tạp thành một bất đẳng thức có dạng đơn giản hơn. Điều này giúp chúng ta có thể áp dụng các biến đổi đại số một cách dễ dàng hơn, thay vì làm việc với các biểu thức cồng kềnh ban đầu. Đặc biệt nhờ vào điều kiện chuẩn hóa, ta có thể áp dụng phương pháp dồn biến để giải; hoặc từ việc thu gọn bất đẳng thức nó có thể giúp chúng ta định hướng phương pháp giải thích hợp (phương pháp tiếp tuyến, bất đẳng thức hàm lồi, …)
Luyện tập:
Bài 1:   Cho a, b, c là các số thực dương. Chứng minh rằng:
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Bài 2:   Cho a, b, c là các số thực dương. Chứng minh rằng:
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Bài 3:   Cho a, b, c là 3 số thực dương. Chứng minh rằng:
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Bài 4:   Cho a, b, c là các số thực dương. Chứng minh rằng:
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Bài 5:   Cho a, b, c là các số thực dương. Chứng minh rằng:
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Bài 6:   Chứng minh rằng nếu x, y, z, t 
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Bài 7:   Chứng minh rằng với mọi số thực không âm a, b, c, ta có bất đẳng thức sau:
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Bài 8:   Cho a, b, c là 3 số thực dương. Chứng minh rằng:
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Bài 9:   Chứng minh rằng với mọi a, b, c không âm, ta luôn có:
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Bài 10:   Chứng minh với a, b, c dương thì
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