Đại học Quốc gia Tp Hồ Chí Minh

Trường Phổ thông năng khiếu

Đề thi chọn đội tuyển Toán

Ngày thi thứ nhất: 21/11/2008

Thời gian làm bài: 180 phút

Bài 1. a) Chứng minh tồn tại số n chẵn, n > 2008 sao cho 2009.n – 49 là số chính phương.


b) Chứng minh không tồn tại số nguyên m sao cho 2009.m – 147 là số chính phương.
Bài 2. Cho số nguyên dương n. Có bao nhiêu số chia hết cho 3, có n chữ số và các chữ số đều thuộc {3, 4, 5, 6} ?

Bài 3. Cho tam giác ABC có A cố định và B, C thay đổi trên một đường thẳng d cố định sao cho nếu gọi A’ là hình chiếu của A lên d thì  
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 âm và không đổi. Gọi M là hình chiếu của A’ lên AB.
a) Chứng minh rằng tâm I đường tròn ngoại tiếp tam giác BCM thuộc một đường thẳng cố định.

b) Gọi N là hình chiếu của A’ lên AC, K là giao điểm của các tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác A’MN tại M và N. Chứng minh rằng K thuộc một đường thẳng cố định.
Bài 4. Cho f(x) = x2 + ax + b. Biết phương trình f(f(x)) = 0 có 4 nghiệm phân biệt x1, x2, x3, x4 và x1 + x2 = -1. Chứng minh rằng b ( -1/4.

Đại học Quốc gia Tp Hồ Chí Minh

Trường Phổ thông năng khiếu

Đề thi chọn đội tuyển Toán

Ngày thi thứ hai: 21/11/2008

Thời gian làm bài: 180 phút

Bài 5. Giả sử P(x) = (x+1)p(x-3)q = xn + a1xn-1 + a2xn-2 + … + an, trong đó p, q là các số nguyên dương. Chứng minh rằng nếu  a1 = a2 thì 3n là một số chính phương.
Bài 6. a) Cho a, b, c là các số thực dương. Chứng minh rằng ta có bất đẳng thức
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c) Chứng minh rằng tồn tại các số thực dương a, b, c sao cho
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Bài 7. Cho góc Oxy và một điểm P bên trong nó. ( là một đường tròn thay đổi nhưng luôn đi qua O và P, ( cắt các tia Ox, Oy tại M, N. Tìm quỹ tích trọng tâm G và trực tâm H của tam giác OMN.
Bài 8. Với mỗi số nguyên dương n, gọi S(n) là tổng các chữ số của n. 
a) Chứng minh rằng các số  n = 999 và n = 2999 không thể biểu diễn được dưới dạng a + b với S(a) = S(b).

b)  Chứng minh rằng mọi số 999 < n < 2999 đều biểu diễn được dưới dạng a + b với S(a) = S(b).
Lời giải và bình luận 

Bài 1. a) Chứng minh tồn tại số n chẵn, n > 2008 sao cho 2009.n – 49 là số chính phương.


b) Chứng minh không tồn tại số nguyên m sao cho 2009.m – 147 là số chính phương.
Lời giải. Chú ý rằng 2009 = 49.41 = 72.41 nên bài toán tương đương với việc chứng minh

a) tồn tại số n chẵn, n > 2008 sao cho 41.n – 1 là số chính phương.  
b) Không tồn tại số nguyên m sao cho 41.m – 3 là số chính phương.
a) Trước hết ta đi tìm một số a sao cho a2 + 1 chia hết cho 41. Điều này có thể thực hiện được bằng cách thử tuần tự. Ta dễ dàng tìm được a = 9 thoả mãn. Từ đây các số (82k+9)2 + 1 là số chẵn và chia hết cho 41. Bây giờ chỉ cần chọn n =  [(82k+9)2 + 1]/41 với k đủ lớn là ta tìm được số n thoả mãn điều kiện đề bài.

b) Giả sử tồn tại m sao cho 41.m – 3 = a2. Khi đó ta có -3 ( a2 (mod 41). Từ đó theo định lý nhỏ Fermat (-3)20 ( a40 ( 1 (mod 41).
Nhưng mặt khác ta lại có (-3)4 ( -1 (mod 41) =>  (-3)20 ( (-1)5 = -1 (mod 41). Mâu thuẫn.

Vậy điều giả sử là sai, tức là không tồn tại số nguyên m sao cho 41.m – 3 là số chính phương.
Bài 2. Cho số nguyên dương n. Có bao nhiêu số chia hết cho 3, có n chữ số và các chữ số đều thuộc {3, 4, 5, 6} ?

Lời giải. 

Cách 1. Gọi An tập hợp các số có n chữ số lập từ các chữ số {3, 4, 5, 6} và chia hết cho 3 và Bn là tập hợp các số có n chữ số lập từ các chữ số {3, 4, 5, 6} và không chia hết cho 3. Ta cần tìm an = |An|. Đặt bn = |Bn|
Ta thấy rằng một số thuộc An+1 có thể thu được (và chỉ có thể thu được) bằng 2 cách sau đây: 

1) Lấy 1 số thuộc An rồi thêm 3 hoặc 6 vào phía sau (cả hai đều được)

           2) Lấy 1 số thuộc Bn rồi thêm hoặc 4, hoặc 5 vào phía sau, hơn nữa, chỉ có duy nhất 1 cách thêm.

Từ đây suy ra   an+1 = 2an + bn (1). Lý luận hoàn toàn tương tự với Bn+1, ta được bn+1 = 2an + 3bn (2). 

Rút bn = an+1 – 2an (và bn+1 = an+2 – 2an+1) từ (1) và thay vào (2), ta được


  an+2 – 2an+1 = 2an+ 3(an+1 – 2an)
(
  an+2 – 5an+1 + 4an = 0
(3)

Giải phương trình sai phân (3) với điều kiện a1 = 2 (có hai số là 3, 6), a2 = 6 (có các số 33, 66, 36, 63, 45, 54), ta được an = (4n+2)/3.  
Cách 2. Lý luận tương tự như trên nhưng chú ý rằng, do số tất cả các số có n chữ số lập từ {3, 4, 5, 6}, theo quy tắc nhân, bằng 4n nên ta có bn = 4n - an. Và như vậy có thể thu được công thức truy hồi  an+1 = 2an + 4n - an. Từ đó 
an = 4n-1 + an-1 = 4n-1 + 4n-2 + an-2 = … = 4n-1 + … + 4 + a1 = (4n-1)/3 + 1 = (4n+2)/3.
Cách 3. Chú ý là một số tự nhiên chia hết cho 3 khi và chỉ khi tổng các chữ số của nó chia hết cho 3. Do vậy số các số có n chữ số lập từ {3, 4, 5, 6} và chia hết cho 3 (mà ta gọi là an) bằng tổng các hệ số của x3k trong khai triển của đa thức 


F(x) = (x3+x4+x5+x6)n 

Gọi ( là 1 nghiệm của phương trình (2 + ( + 1 = 0 thì (3 = 1. Từ đây dễ dàng chứng minh được rằng (2k + (k + 1 = 0 nếu k không chia hết cho 3 và = 3 nếu k chia hết cho 3.
Từ đây ta suy ra


F(1) + F(() + F((2) = 3an
Như F(1) = 4n, F(() = F((2) = 1 nên ta suy ra an = (4n+2)/3.


Bài 4. Cho f(x) = x2 + ax + b. Biết phương trình f(f(x)) = 0 có 4 nghiệm phân biệt x1, x2, x3, x4 và x1 + x2 = -1. Chứng minh rằng b ( -1/4.

Lời giải. Từ điều kiện đề bài suy ra phương trình f(x) = 0 có 2 nghiệm phân biệt c, d và x1, x2, x3, x4 là các nghiệm của cặp phương trình  f(x) = c, f(x) = d. Ta xét các trường hợp

1) x1, x2 là nghiệm của cùng một phương trình, chẳng hạn phương trình  f(x) = c.


2) x1, x2 là nghiệm của hai phương trình khác nhau, chẳng hạn f(x1) = c, f(x2) = d.
Trong trường hợp thứ nhất, áp dụng định lý Viet ta suy ra  a = 1 và do c là nghiệm của phương trình f(x) = 0 ta có c2 + c + b = 0. Phương trình f(x) = c ( x2 + x + b – c = 0 có hai nghiệm phân biệt suy ra ( = 1 – 4(b-c) > 0. Tương tự 1 – 4(b-d) > 0, suy ra 2 + 4(c+d) > 8b. Nhưng c + d = -1 nên ta được b < -1/4.
Xét trường hợp thứ hai. Trong trường hợp này ta có 


x12 + ax1 + b = c và x22 + ax2 + b = d

Cộng hai đẳng thức này vế theo vế, với chú ý rằng c + d = -a và x1 + x2 = -1, ta được


x12 + x22 + 2b = 0 

Suy ra  b = – [(x1+x2)2 + (x1-x2)2]/4 < -1/4.
Bài 5. Giả sử P(x) = (x+1)p(x-3)q = xn + a1xn-1 + a2xn-2 + … + an, trong đó p, q là các số nguyên dương. Chứng minh rằng nếu  a1 = a2 thì 3n là một số chính phương.
Lời giải. Ta có  
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Từ đó suy ra 
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Như vậy đẳng thức a1 = a2 tương đương với

p – 3q = p(p-1)/2 + 9q(q-1)/2 – 3pq 

(
2p – 6q = p2 – p + 9q2 – 9q – 6pq

(       3(p+q) = (p+3q)2
(
3n = (p+3q)2.

Đẳng thức cuối cùng chứng tỏ 3n là một số chính phương (đpcm).
Bài 6. a) Cho a, b, c là các số thực dương. Chứng minh rằng ta có bất đẳng thức
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d) Chứng minh rằng tồn tại các số thực dương a, b, c sao cho
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Lời giải. 
1st solution.

Without loss of generality we can assume that c = min{a, b, c}. It is obviously that 
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 Then, by the simple property of fraction (if A, B> 0 and A/B ( 1 then A/B ( (A+C)/(B+C) for all C > 0) we have 
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It is sufficient to prove that 
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By clearing dominators, it is equivalent to


(a2+b2+2c2)(a+b) + 8abc ( 2(a2b+a2c+b2a+b2c+c2a+c2b+2abc)

( 
a3 + b3 + 4abc ( a2b + b2a + 2a2c + 2b2c

(       (a-b)2(a+b-2c) ( 0

that is 
true because of our assumption.

2nd solution. It is obviously that the first term ( 1 and the second term ≤ 1. These facts lead us to the idea of using SOS method. For this, we do the simple manipulations 
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where 
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WLOG, we assume that a ( b ( c. Then Sa ( Sb ≤ Sc. If  Sa ( 0 then we have nothing to do. Assume that Sa < 0. We will prove that Sa + Sb ( 0 and Sa + Sc ( 0. In fact, we have
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The following manipulation finishes our proof


Sa(b-c)2 + Sb(c-a)2 + Sc(a-b)2 = Sa(b-a + a-c)2 + Sb(c-a)2 + Sc(a-b)2
= Sa(b-a)2 + 2Sa(b-a)(a-c) + Sa(a-c)2 + Sb(c-a)2 + Sc(a-b)2
= (Sa + Sc)(a-b)2 + (Sa+Sb)(c-a)2 + 2Sa(b-a)(a-c).

The last expression is nonegative due: Sa + Sc ( Sa + Sb ( 0, Sa < 0, b – a ( 0, a – c ≤ 0. 

Bài 8. Với mỗi số nguyên dương n, gọi S(n) là tổng các chữ số của n. 
a)   Chứng minh rằng các số  n = 999 và n = 2999 không thể biểu diễn được dưới dạng a + b với S(a) = S(b).

b)   Chứng minh rằng mọi số 999 < n < 2999 đều biểu diễn được dưới dạng a + b với S(a) = S(b).
Lời giải. 

a) Chú ý rằng nếu a + b = 999 thì do phép cộng trên không có nhớ nên S(a) + S(b) = S(999) = 27. Như vậy không thể có S(a) = S(b), do 27 là số lẻ. Lý luận tương tự đối với 2999.

b) Trước hết ta chứng minh rằng nếu 999 < n < 2999 thì tồn tại số tự nhiên k sao cho S(k) + S(n–k) là một số chẵn. Thật vậy, nếu S(n) là số chẵn thì ta chọn k = 0. Nếu S(n) lẻ, giả sử  n = ba2a1a0, trong đó b=1 hoặc 2. Do 999 < n < 2999 và n ( 1999 (do S(n) lẻ) nên tồn tại i sao cho ai < 9. Chọn i lớn nhất thoả mãn điều kiện này. Khi đó chọn k = 10i.(ai+1)  thì S(k) = ai + 1 còn  S(n-k) = S(n) – ai – 1 + 9 (phép trừ có nhớ tạo ra số 9 ở vị trí ai và giảm đi 1 đơn vị ở vị trí trước đó). Từ đó suy ra S(k) + S(n-k) = ai + 1 + S(n) – ai – 1 + 9 = S(n) + 9 chẵn do S(n) lẻ.
Bây giờ giả sử ta đã tìm được k sao cho S(k) + S(n-k) là số chẵn. Khi đó nếu đặt 


k = a3a2a1a0, n-k = b3b2b1b0
Do S(k) + S(n-k) chẵn nên số các chỉ số i sao cho  ai + bi lẻ là chẵn. Với 1 cặp chỉ số (i, j) sao cho ai + bi = 2ki + 1, aj + bj = 2kj + 1 lẻ, ta đổi  ai ( ai’= ki + 1, bi’ = ki, aj’ = kj, bj’ = kj+1. Với các chỉ số i sao cho ai + bi = 2ki ta đổi ai -> ai’ = bi’ = ki. Khi đó dễ dàng nhận thấy rằng 


a3’a2’a1’a0’ + b3’b2’b1’b0’ = a3a2a1a0  + b3b2b1b0 = n

và


S(a3’a2’a1’a0’) = S(b3’b2’b1’b0’)

và ta có điều phải chứng minh.
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