TrÇn Nam Dòng - Bµi to¸n vÒ vÐ h¹nh phóc


Bµi to¸n vÒ vÐ h¹nh phóc

Th­îng ®Õ cã mét cuèn s¸ch chøa tÊt c¶ nh÷ng lêi gi¶i      ng¾n nhÊt vµ hay nhÊt cña mäi bµi to¸n (P. Erdos)

Bµi to¸n vÒ vÐ h¹nh phóc xuÊt hiÖn mét c¸ch tù nhiªn tõ mét t×nh huèng thùc tÕ. Vµ còng nh­ bÊt cõ mét bµi to¸n thùc tÕ nµo kh¸c, nã lµ mét bµi to¸n rÊt ®Ñp kÓ c¶ tõ c¸ch ®Æt vÊn ®Ò lÉn c¸ch gi¶i quyÕt vÊn ®Ò. §iÒu nµy kh¼ng ®Þnh mét ch©n lý: nh÷ng g× ®­îc sinh ra mét c¸ch tù nhiªn ®Òu ®Ñp vµ hoµn h¶o. 

Trong bµi viÕt nhá nµy, chóng ta sÏ lµm quen víi bµi to¸n vÒ nh÷ng chiÕc vÐ h¹nh phóc vµ nh÷ng lêi gi¶i rÊt kh¸c nhau cña nã. Qua ®ã, chóng ta sÏ thÊy con ®­êng ®i ®Ó t×m ®­îc mét lêi gi¶i ®Ñp ch«ng gai thÕ nµo vµ ®Ó hiÓu h¬n mét ch©n lý kh¸c: bµi to¸n hay nµo còng cã lêi gi¶i ®Ñp.

Qua lêi gi¶i cña bµi to¸n vÒ nh÷ng chiÕc vÐ h¹nh phóc, chóng ta sÏ lµm quen s©u h¬n víi nh÷ng ph­¬ng ph¸p suy luËn cña gi¶i tÝch tæ hîp vµ lµm quen víi mét trong nh÷ng c«ng cô m¹nh nhÊt cña ngµnh to¸n häc nµy – ph­¬ng ph¸p hµm sinh. 

1. Bµi to¸n

Sinh viªn thêi Liªn X« cò ai còng biÕt thÕ nµo lµ mét chiÕc vÐ h¹nh phóc vµ ai còng tõng ®Õm thö xem chiÕc vÐ xe bóyt (xe ®iÖn, xe buýt ®iÖn ...) m×nh míi mua cã ph¶i lµ vÐ h¹nh phóc hay kh«ng. Mét chiÕc vÐ ®­îc ®¸nh sè tõ 000000 ®Õn 999999 vµ vÐ ®­îc gäi lµ h¹nh phóc nÕu tæng ba ch÷ sè ®Çu b»ng tæng cña ba ch÷ sè cuèi. Ai mua ®­îc vÐ h¹nh phóc th× ngµy h«m ®ã sÏ gÆp nhiÒu may m¾n (thi ®¹t ®iÓm cao, cã b¹n ®Õn th¨m ...). Kh«ng hiÓu ®iÒu ®ã cã ®óng thËt kh«ng, nh­ng thùc sù lµ ngay c¶ nh÷ng ng­êi kh«ng tin còng kh«ng d­íi mét lÇn céng thö. Vµ mét ®iÒu hÖ qu¶ còng râ rµng lµ nÕu cã vÐ h¹nh phóc th× ch¾c ch¾n sÏ kh«ng bÞ ph¹t (v× cã vÐ th× kh«ng bÞ ph¹t!). §ã ch¼ng ph¶i lµ h¹nh phóc sao!

Nh­ng nÕu mét sinh viªn b×nh th­êng chØ quan t©m ®Õn viÖc chiÕc vÐ cña m×nh cã ph¶i lµ vÐ h¹nh phóc kh«ng th× sinh viªn khoa To¸n cßn quan t©m ®Õn mét vÊn ®Ò tæng qu¸t h¬n: X¸c suÊt ®Ó gÆp mét chiÕc vÐ h¹nh phóc lµ bao nhiªu? Vµ nÕu ai cã biÕt ®Õn x¸c suÊt cæ ®iÓn th× cã thÓ hiÓu ngay r»ng bµi to¸n nµy t­¬ng ®­¬ng víi bµi to¸n ®Õm sè c¸c sè h¹nh phóc tõ 000000 ®Õn 999999. X¸c suÊt cÇn t×m sÏ lµ sè t×m ®­îc chia cho 106.

2. C¸ch gi¶i quyÕt thø nhÊt

Nh­ vËy vÐ h¹nh phóc lµ vÐ mang sè  a1a2a3a4a5a6 víi  a1+a2 + a3 = a4 + a5 + a6. V×  ai lµ c¸c ch÷ sè trong hÖ ®Õm thËp ph©n nªn ta cã ®iÒu kiÖn  0 ( ai ( 9. Nh­ vËy, ta cÇn 

T×m sè nghiÖm nguyªn cña hÖ ph­¬ng tr×nh:  


a1+a2 + a3 = a4 + a5 + a6


0 ( ai ( 9, i = 1, 2, ..., 6.

Ta nhËn thÊy r»ng do  0 ( ai ( 9 nªn  0 ( a1+a2 + a3  ( 27. Víi mçi  0 ( k  ( 27, gäi ck lµ sè nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh  x1 + x2 + x3 = k th× râ rµng sè nghiÖm cña hÖ ph­¬ng tr×nh 


a1+a2 + a3 = a4 + a5 + a6 = k


0 ( ai ( 9, i = 1, 2, ..., 6.

sÏ b»ng ck2 vµ sè vÐ h¹nh phóc sÏ b»ng


C = c12 + c22 + ...+ c272.

§©y lµ h­íng gi¶i quyÕt mµ hÇu nh­ ai còng nghÜ ®Õn ®Çu tiªn. VÊn ®Ò tiÕp theo lµ tÝnh c¸c ck. Vµ viÖc gi¶i quyÕt bµi to¸n phô nµy dÉn chóng ta ®Õn bµi to¸n chia kÑo cña Euler. 

3. Ph­¬ng tr×nh x1 + ...+ xn = k hay bµi to¸n chia kÑo Euler

Cã bao nhiªu c¸ch chia k viªn kÑo cho n ng­êi? §ã chÝnh lµ c¸ch ph¸t biÓu thùc tÕ cña bµi to¸n chia kÑo Euler. ë ®©y, kh«ng cã mét ®iÒu kiÖn rµng buéc nµo trong c¸ch chia, v× vËy ®iÒu kiÖn duy nhÊt ®èi víi sè kÑo xi mµ ng­êi thø i nhËn ®­îc lµ  xi lµ sè nguyªn kh«ng ©m (ta kh«ng cã ý ®Þnh bÎ c©y kÑo lµm ®«i, còng nh­ chia cho mét ng­êi nµo ®ã mét sè ©m c©y kÑo!). Hai c¸ch chia kÑo kh¸c nhau lµ hai bé (x1, x2, ..., xk) vµ (x1’, x2’, ..., xk’) víi  x1 + x2 + ...+ xn = k, x1’+ x2’ + ...+ xn’ = k, trong ®ã hai bé nµy kh¸c nhau ë Ýt nhÊt mét vÞ trÝ. Nh­ thÕ, bµi to¸n chia kÑo Euler cã thÓ ph¸t biÓu thµnh:

Cho n lµ mét sè nguyªn d­¬ng vµ k lµ mét sè nguyªn kh«ng ©m. T×m sè nghiÖm nguyªn kh«ng ©m cña ph­¬ng tr×nh


x1 + ...+ xn = k

C¸ch gi¶i thø nhÊt dùa trªn ph­¬ng ph¸p quan hÖ ®Ö quy. Gäi sè nghiÖm nguyªn kh«ng ©m cña ph­¬ng tr×nh trªn lµ  S(n, k). DÔ dµng thÊy r»ng S(1, k) = 1. §Ó tÝnh S(n, k), ta chó ý r»ng   (*) t­¬ng ®­¬ng víi


x1 + ...+ xn-1 = k - xn (**)

Suy ra víi  xn cè ®Þnh th× sè nghiÖm cña (**) lµ S(n-1, k-xn). Tõ ®ã ta ®­îc c«ng thøc


S(n, k) = S(n-1, k) + S(n-1, k-1) + ...+ S(n-1, 0)

§©y cã thÓ coi lµ c«ng thøc truy håi tÝnh S(n, k). Tuy nhiªn, c«ng thøc nµy ch­a thËt tiÖn lîi. ViÕt c«ng thøc trªn cho (n, k-1) ta ®­îc 


S(n, k-1) = S(n-1, k-1) + S(n-1, k-2) + ...+ S(n-1, 0)

Tõ ®©y, trõ c¸c ®¼ng thøc trªn vÕ theo vÕ, ta ®­îc


S(n, k) – S(n, k-1) = S(n-1, k)

Hay 
S(n, k) = S(n, k-1) + S(n-1, k)

Tõ c«ng thøc nµy, b»ng quy n¹p ta cã thÓ chøng minh ®­îc r»ng  S(n, k) = Ckn+k-1.

C¸ch gi¶i thø hai dùa trªn mét ph­¬ng ph¸p hiÖn ®¹i cña gi¶i tÝch tæ hîp lµ ph­¬ng ph¸p hµm sinh. Ph­¬ng ph¸p nµy sö dông c¸c kiÕn thøc vÒ chuçi, chuçi hµm (®Æc biÖt lµ c«ng thøc Taylor). §©y lµ ph­¬ng ph¸p m¹nh nhÊt ®Ó gi¶i bµi tãan gi¶i tÝch tæ hîp

§Þnh nghÜa: Cho d·y sè a0, a1, a2, ..., an, ...

Chuçi h×nh thøc



A(x) = a0 + a1x + a2x2 + ... + anxn + ...

®­îc gäi lµ hµm sinh cña d·y (an(.

ý t­ëng ph­¬ng ph¸p hµm sinh nh­ sau: Gi¶ sö ta cÇn t×m c«ng thøc tæng qu¸t cña mét d·y sè (an( nµo ®ã. Tõ c«ng thøc truy håi hoÆc nh÷ng lý luËn tæ hîp trùc tiÕp, ta t×m ®­îc hµm sinh 



A(x) = a0 + a1x + a2x2 + ... + anxn + ...

Khai triÓn A(x) thµnh chuçi vµ t×m hÖ sè cña xn trong khai triÓn ®ã ta t×m ®­îc an.

C«ng thøc khai triÓn th­êng sö dông (C«ng thøc nhÞ thøc Newton)


(1 + x)α = 1 + αx + α(α-1)x2/2 + ...+ α(α-1)...(α-n+1)xn/n!+ ...

Ta minh ho¹ c¸ch sö dông ph­¬ng ph¸p hµm sinh trªn bµi to¸n chia kÑo Euler: Gäi cn(k) lµ sè nghiÖm cña (*). XÐt tÝch cña c¸c tæng v« h¹n


(1+x+x2+...)(1+x+x2+...)....(1+x+x2+...) = (1+x+x2+...)n

Ta nhËn xÐt r»ng nÕu khai triÓn tÝch trªn thµnh chuçi lòy thõa cña x


(1+x+x2+...)n = c0 + c1x + ...+ ckxk + ...

th×  ck = cn(k) (V× sao? H·y thö gi¶i thÝch)

Nh­ng 

 
(1+x+x2+...)n = (1-x)-n = 1 + nx + ...+ n(n+1)...(n+k-1)xk/k! + ...

Suy ra


cn(k) = n(n+1)...(n+k-1)/k! = Ckn+k-1.

4. C = 55252. KÕt thóc lêi gi¶i thø nhÊt.

Quay trë l¹i bµi to¸n. Nh¾c l¹i, ta cÇn t×m ck lµ sè nghiÖm cña bµi to¸n sau: 

T×m sè nghiÖm nguyªn cña ph­¬ng tr×nh x1 + x2 + x3 = k tho¶ m·n ®iÒu kiÖn  0 ( x1, x2 , x3  ( 9.

Râ rµng, víi  k ( 9 th× ®iÒu kiÖn xi ( 9 hiÓn nhiªn ®­îc tho¶ m·n, do ®ã: ck = S(3, k) = C2k+2 = (k+1)(k+2)/2. Khi  k > 9, c` < S(3, k) v× cã mét sè nghiÖm cña bµi to¸n chia kÑo kh«ng tho¶ ®iÒu kiÖn xi ( 9. Vµ ®Ó tÝnh ck, ta cÇn t×m sè c¸c nghiÖm “kh«ng hîp lÖ” nµy.

Víi  k = 10, nghiÖm kh«ng hîp lÖ lµ nghiÖm cã xi = 10 víi i nµo ®ã. Râ rµng chØ cã ba nghiÖm nh­ thÕ lµ (10, 0, 0), (0, 10, 0) vµ (0, 0, 10). VËy c10 = S(3, 10) – 3.

Víi k = 11, c¸c nghiÖm kh«ng hîp lÖ gåm (11, 0, 0), (10, 1, 0), (10, 0, 1), (0, 11, 0), (0, 10, 1), (1, 10, 0), (0, 0, 11), (0, 1, 10), (1, 0, 10) (9 nghiÖm).

Ph­¬ng ph¸p liÖt kª tÊt nhiªn vÉn cßn cã thÓ tiÕp tôc. Nh­ng nÕu chØ lµm nh­ thÕ th× chóng ta ®· kh«ng ph¶i lµ nh÷ng nhµ to¸n häc (hoÆc nhµ to¸n häc t­¬ng lai). Chóng ta nhËn xÐt r»ng víi k < 20 th× sù kh«ng hîp lÖ chØ cã thÓ x¶y ra ë mét xi. Ta chØ cÇn xÐt sè nghiÖm víi x1 > 9, sau ®ã nh©n 3 th× ®­îc sè nghiÖm kh«ng hîp lÖ.

Nh­ng sè nghiÖm nguyªn cña ph­¬ng tr×nh  x1 + x2 + x3 = k víi x1 > 9, x2, x3 ( 0 l¹i chÝnh lµ sè nghiÖm nguyªn cña ph­¬ng tr×nh  y1 + x2 + x3 = k – 10 víi  y1, x2, x3 ( 0 (®Æt y1 = x1-10!) vµ nh­ thÕ, dùa vµo kÕt qu¶ cña bµi to¸n chia kÑo vµ c¸c lý luËn trªn ®©y, sè nghiÖm kh«ng hîp lÖ b»ng 3S(3, k-10) = 3C2k-8 = 3(k-8)(k-9)/2. Vµ nh­ thÕ  ck = S(3, k) – 3.S(3, k-10).

Khi  k ( 20 th× sù kh«ng hîp lÖ cã thÓ x¶y ra ®ång thêi ë hai vÞ trÝ vµ v× vËy khi ta trõ ®i c¸c nghiÖm kh«ng hîp lÖ, cã mét sè nghiÖm sÏ bÞ trõ ®i hai lÇn (vÝ dô, khi k=20 th× nghiÖm (10, 10, 0) bÞ trõ ®i hai lÇn!). Ta cÇn ®Õm sè c¸c nghiÖm bÞ trõ “oan” nh­ thÕ ®Ó bï l¹i. 

Víi k = 20, cã 3 nghiÖm “oan” lµ (10, 10, 0), (0, 10, 10) vµ (10, 0, 10). VËy c20 = S(3, 20) – 3.S(3, 10) + 3.

§Ó tÝnh sè c¸c nghiÖm “oan”, ta xÐt tr­êng hîp x1 > 9, x2 > 9, cßn c¸c tr­êng hîp x1 > 9, x3 > 9 vµ x2 > 9, x3 > 9 ®­îc xÐt t­¬ng tù. Sè nghiÖm nguyªn cña ph­¬ng tr×nh  x1 + x2 + x3 = k víi x1 > 9, x2 > 9, x3 ( 0 chÝnh lµ sè nghiÖm nguyªn cña ph­¬ng tr×nh  y1 + y2 + x3 = k – 20 víi  y1, y2, x3 ( 0 vµ nh­ vËy b»ng S(3, k-20) = C2k-18. 

VËy víi  k ( 20 ta cã  ck =  S(3, k) – 3.S(3, k-10) + 3S(3, k-20). Sö dông c¸c c«ng thøc trªn ta lÇn l­ît t×m ®­îc: c0 = 1, c1 = 3, c2 = 6, c3 = 10, c4 = 15, c5 = 21, c6 = 28, c7 = 36, c8 = 45, c9 = 55, c10 = 63, c11 = 69 , c12 = 73, c13 = 75, c14 = 75, c15 = 73, c16 = 69, c17 = 63, c18 = 55, c19 = 45, c20 = 36, c21 = 28, c22 = 21, c23 = 15, c24 = 10, c25 = 6, c26 = 3, c27 = 1. Tõ ®ã tÝnh ®­îc  C = 55252 vµ x¸c suÊt mua ®­îc vÐ h¹nh phóc lµ ~ 0.055, tøc lµ kho¶ng 1/18.

Bµi to¸n ®Æt ra ban ®Çu ®· ®­îc gi¶i quyÕt hoµn toµn. Tuy nhiªn, vÉn cßn nhiÒu c©u hái ®­îc ®Æt ra: Theo tÝnh to¸n trªn, cø kho¶ng 18 vÐ th× cã mét vÐ h¹nh phóc. Nh­ng râ rµng lµ “mËt ®é” vÐ h¹nh phóc ®­îc chia kh«ng ®Òu. VÝ dô tõ vÐ h¹nh phóc thø nhÊt lµ 000000 ®Õn vÐ h¹nh phóc thø hai 001001 lµ 1000 vÐ, trong khi ®ã gi÷a vÐ 980089 vµ 980098 kho¶ng c¸ch ®ã chØ lµ 9. VËy kho¶ng c¸ch lín nhÊt gi÷a hai vÐ h¹nh phóc lµ bao nhiªu? (nãi c¸ch kh¸c, cÇn mua Ýt nhÊt bao nhiªu vÐ liªn tiÕp ®Ó ch¾c ch¾n cã mét chiÕc vÐ h¹nh phóc?), kho¶ng c¸ch nhá nhÊt gi÷a hai vÐ h¹nh phóc lµ bao nhiªu? §øng trªn ph­¬ng diÖn x¸c suÊt, cã thÓ ®Æt c©u hái: nÕu mua hai chiÕc vÐ liªn tiÕp th× x¸c suÊt gÆp 1 vÐ h¹nh phóc lµ bao nhiªu (cã hai vÐ h¹nh phóc liÒn nhau kh«ng?). Râ rµng ®¸p sè sÏ kh«ng ph¶i lµ  0.11 mµ lµ mét con sè kh¸c.

Tuy nhiªn, chóng ta sÏ kh«ng ®i vµo viÖc gi¶i quyÕt c¸c c©u hái nµy, mµ tiÕp tôc ph©n tÝch lêi gi¶i trªn ®Ó ®i ®Õn nh÷ng c¸ch gi¶i tèt h¬n.

5. Nh÷ng nhËn xÐt tiÕp theo 

Nh×n vµo gi¸ trÞ cña c¸c ci, b»ng m¾t th­êng chóng ta còng cã thÓ nhËn thÊy lµ c0 = c27, c1 = c26, c2 = c25, ... §iÒu nµy thËt ®¸ng ng¹c nhiªn v×  ci ®­îc tÝnh theo c¸c c«ng thøc rÊt kh¸c nhau. §©y kh«ng thÓ lµ ngÉu nhiªn v× x¸c suÊt cña sù ngÉu nhiªn lµ qu¸ nhá. V× vËy, ®©y ph¶i lµ quy luËt. Víi suy nghÜ ®ã, ta dù ®o¸n ck = c27 – k vµ t×m ®­îc mét chøng minh tæ hîp ®Ñp m¾t cho kÕt qu¶ nµy:

MÖnh ®Ò: Víi mäi 0 ( k ( 27 ta cã  ck = c27 – k.

Chøng minh:  Gi¶ sö  x1, x2, x3 víi 0 ( xi ( 9 lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh  x1 + x2 + x3 th× y1 = 9 – x1, y2 = 9 – x2, y3 = 9 – x3 còng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn  0 ( yi ( 9 vµ lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh  y1 + y2 + y3 = 29 – k. DÔ thÊy t­¬ng øng nµy lµ t­¬ng øng 1-1, tõ ®ã suy ra ®pcm.

Víi nhËn xÐt nµy, chóng ta gi¶m ®­îc mét nöa sè l­îng tÝnh to¸n.

Tuy nhiªn, ®iÒu quan träng h¬n c¶ lµ tõ ý t­ëng chøng minh mÖnh ®Ò nµy, ta t×m ra mét lêi gi¶i tyÖt ®Ñp cho bµi to¸n vÒ nh÷ng chiÕc vÐ h¹nh phóc:

MÖnh ®Ò: Sè nghiÖm nguyªn cña hÖ ph­¬ng tr×nh:  


a1+a2 + a3 = a4 + a5 + a6; 0 ( ai ( 9, i = 1, 2, ..., 6. (1)

b»ng sè nghiÖm nguyªn cña ph­¬ng tr×nh


a1+a2 + a3 + a4 + a5 + a6  = 27,  0 ( ai ( 9, i = 1, 2, ..., 6. (2)

Chøng minh:  Song ¸nh  (a1, a2, a3, a4, a5, a6) --> (a1, a2, a3, 9 - a4, 9 - a5, 9 - a6) tõ tËp nghiÖm cña (1) vµo tËp nghiÖm cña (2) chøng minh mÖnh ®Ò cña chóng ta. 

Tõ mÖnh ®Ò nµy, suy ra sè vÐ h¹nh phóc b»ng sè nghiÖm cña (2) vµ lý luËn t­¬ng tù nh­ trong phÇn t×m ck, ta t×m ®­îc


C = S(6, 27) – 6S(6, 17) + 15S(6, 7) = C532 – 6.C522 + 15C512 = 55252.

6. L¹i lµ ph­¬ng ph¸p hµm sinh

Nh­ vËy bµi to¸n ®· ®­îc gi¶i quyÕt hoµn toµn, mét c¸ch ng¾n gän vµ ®Ñp. Ph­¬ng ph¸p trªn vÉn cã thÓ tiÕp tôc ¸p dông cho c¸c tr­êng hîp vÐ lµ mét sè cã 2n ch÷ sè viÕt trong mét hÖ ®Õm c¬ sè q bÊt kú. 

Tuy nhiªn, mét c©u hái n÷a ®Æt ra: víi bµi to¸n chia kÑo Euler, chóng ta cã hai c¸ch gi¶i quyÕt lµ dïng ®Ö quy vµ dïng hµm sinh. VËy víi bµi to¸n (2) cã thÓ dïng hµm sinh ®Ó gi¶i kh«ng? C©u tr¶ lêi lµ cã.

XÐt tÝch  (1+x+x2+...+x9)6. Khi khai triÓn biÓu thøc nµy theo c¸c lòy thõa cña x th× hÖ sè dk cña xk chÝnh lµ sè nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh 
a1+a2 + a3 + a4 + a5 + a6  = k,  0 ( ai ( 9, i = 1, 2, ..., 6. Nh­ng  


(1+x+x2+...+x9)6 = (1 – x10)6/(1-x)6



   = (1 – 6x10+15x20-20x30+15x40–6x50 + x60)(1 + 6x +...+ C5k+5xk+ ..)
Tõ ®©y suy ra


d27 = C532 – 6C522 + 15C512
ta thu ®­îc kÕt qu¶ gièng nh­ ë ph­¬ng ph¸p trªn. ThËt tuyÖt vêi ph¶i kh«ng c¸c b¹n?

7. Tµi liÖu tham kh¶o vµ b¶n quyÒn: 

Nh÷ng ý t­ëng chÝnh trong bµi viÕt nµy ®­îc lÊy tõ bµi b¸o “Nh÷ng chiÕc vÐ h¹nh phóc” cña S.K.Lando ®¨ng trªn t¹p chÝ “Phæ biÕn to¸n häc” cña Liªn bang Nga. Tuy nhiªn, ®Ó bµi viÕt kh«ng thuÇn tuý trë thµnh mét b¶n dÞch, t¸c gi¶ ®· viÕt l¹i hoµn toµn trªn c¬ së sù hiÓu biÕt cña m×nh, bæ sung mét sè ý t­ëng míi ®­îc h×nh thµnh trong qu¸ tr×nh gi¶ng bµi nµy t¹i c¸c líp Cao häc vµ c¸c líp båi d­ìng häc sinh giái To¸n, c¾t bít nh÷ng phÇn më réng qu¸ s©u vµ phÇn liªn quan ®Õn ph©n bè liªn tôc. Trong chõng mùc nµo ®ã, t¸c gi¶ cã t¸c quyÒn cña m×nh trong c¸c ph­¬ng ph¸p tiÕp cËn vÊn ®Ò, ®Æc biÖt lµ phÇn sö dông ®Ö quy ®Ó t×m ck.

Nh÷ng kÕt qu¶ trong bµi viÕt nµy cã thÓ ®­îc sö dông víi môc ®Ých truyÒn b¸ kiÕn thøc. Trong c¸c tr­êng hîp kh¸c, cÇn liªn hÖ víi t¸c gi¶ theo ®Þa chØ namdung@fpt.com.vn
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