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Các bài toán tổ hợp từ lâu đóng một vai trò quan trọng trong việc rèn luyện tư duy toán học và kỹ năng giải toán. Bài toán tổ hợp có một số đặc điểm quan trọng mang tính khác biệt sau:

        + Không đòi hỏi nhiều kiến thức, do đó có thể giảng dạy tại các bậc lớp khác nhau.

        + Không có những khuôn mẫu nhất định cho việc giải (giống như việc giải phương trình, khảo sát hàm số, tính tích phân), do vậy luôn đòi hỏi sự sáng tạo từ phía học sinh.

        + Thường được phát biểu bằng lời văn, đòi hỏi học sinh phải có kỹ năng đọc, hiểu và rút trích thông tin, biết cách phát biểu lại bằng ngôn ngữ toán học. Bài toán tổ hợp thường mang tính thực tế và tính thẩm mỹ cao, khiến học sinh yêu thích, ghi nhớ.

Vì vậy, tại các kỳ thi Olympic Toán ở các nước, các bài toán tổ hợp luôn xuất hiện với một tỷ lệ khá cao. Tuy nhiên, ở Việt Nam, các bài toán tổ hợp xuất hiện khá ít. Điều này có thể thấy rõ thông qua việc nghiên cứu các đề thi học sinh giỏi các tỉnh thành, đề thi học sinh giỏi quốc gia, các đề toán trên báo Toán học và Tuổi trẻ. Theo sự góp ý của nhiều đồng nghiệp nước ngoài, đề thi Olympic Toán của Việt Nam mang nặng tính kỹ thuật, rất ít màu sắc thực tế và vì vậy cũng thiếu luôn cả vẻ đẹp toán học. Đây là điều chúng ta cần bàn vì Toán học không chỉ là các bài toán khô khan, mà là cuộc sống, thực tế và vẻ đẹp. 
Toán tổ hợp hoàn toàn không được dạy ở các lớp thường (với mục tiêu luyện thi đại học, mà ở đó, tổ hợp nghĩa là các hệ số C, A, P … mà thôi), được dạy với một tỷ lệ đối phó ở các lớp chuyên. Theo tôi, đó một sai lầm trong chương trình đào tạo. Và sai lầm này bắt nguồn từ cách ra đề thi và cách dạy “hướng đến thi cử” hiện nay của chúng ta. 

Theo tôi, học sinh phải được làm quen với toán tổ hợp từ các lớp cấp 2. Những nguyên lý Dirichlet, nguyên lý cực hạn, phương pháp tô màu, bất biến … hoàn toàn có thể đưa vào một cách tự nhiên cho các bạn học sinh THCS. Với các lớp thường, từ lớp 10 cần phải dạy kỹ các chủ đề: Đại số mệnh đề, các phương pháp chứng minh, Tập hợp, Ánh xạ, Phép đếm, Xác suất cổ điển và Thống kê mô tả. Những chủ đề rời rạc này rất quan trọng cho việc hình thành tư duy toán học và kỹ năng trình bày vấn đề cho học sinh. Cụ thể học sinh phải biết các phương pháp chứng minh và suy luận cơ bản sau đây

         + Phép chứng minh phản chứng

         + Phép chứng minh dùng mệnh đề phản đảo

         + Quy nạp toán học

         + Tổng quát hoá và đặc biệt hoá

         + Suy luận backward

Theo kinh nghiệm của cá nhân tôi và các đồng nghiệp, việc nắm vững các chủ đề nêu trên giúp học sinh có thể hiểu rõ các vấn đề ở bậc học phổ thông (như hàm số, giải tích tổ hợp …) và bậc đại học sau này.

Các bài toán tổ hợp ngoài việc phát triển các kỹ năng như nói trên, còn mang tính thực tế và tính thẩm mỹ cao (rất thú vị khi đọc đề bài), vì thế đem lại cho các học sinh niềm đam mê, sự hứng thú. Tôi tin chắc rằng một bài toán về xác suất sẽ luôn dễ nhớ và luôn đem đến những cuộc tranh luận hấp dẫn hơn bất cứ loại toán nào khác. 
Phân loại các bài toán tổ hợp

Các bài toán tổ hợp rất đa dạng, có thể chia thành các nhóm chủ đề sau

+ Các bài toán đếm, các bài toán về tập hợp, ánh xạ
+ Các bài toán về đồ thị, đường đi, quan hệ

+ Các bài toán trò chơi

+ Các bài toán tô màu

+ Các bài toán về phủ hình

+ Các bài toán hình học tổ hợp (góc, độ dài cạnh, đường kính, diện tích …)

+ Các bài toán trên bảng vuông

+ Các bài toán xác suất

+ Các bài toán trên lưới nguyên

+ Các bài toán liên quan đến định lý Pick, Helly, Ramsey …
Các phương pháp giải bài toán tổ hợp

+ Các phương pháp đếm
+ Các phương pháp đồ thị

+ Chiến thuật “backward”

+ Nguyên lý bất biến

+ Phương pháp tô màu 

+ Nguyên lý cực hạn

+ Nguyên lý Dirichlet

+ Quy nạp toán học
Bài tập minh hoạ
1. Một nhà ảo thuật cùng với trợ lý của anh ta muốn thực hiện một trò ảo thuật như sau. Một khán giả viết lên bảng một số có N chữ số. Người trợ lý che hai chữ số liền nhau bằng các hình tròn màu đen. Sau đó nhà ảo thuật xuất hiện. Nhiệm vụ của anh ta là đoán hai chữ số bị che (và cả thứ tự của chúng). Với giá trị nhỏ nhất nào của N nhà ảo thuật có thể, với sự thông đồng với trợ lý, luôn thực hiện được màn ảo thuật thành công?
2. Hai người chơi một trò chơi sau: Người thứ nhất nghĩ ra một số nguyên nằm trong khoảng từ 1 đến 144. Người thứ hai có thể hỏi câu hỏi dạng Có/không bằng cách sau: Chọn ra một tập con M bất kỳ của {1, 2, …, 144} và hỏi: Con số của bạn nghĩ có nằm trong M không? Người thứ nhất sẽ trả lời đúng theo thực tế. Nếu câu trả lời là đúng, người thứ hai phải trả 2.000 đồng, nếu câu trả lời là sai, người thứ hai phải trả 1.000. Hỏi người thứ hai phải đặt các câu hỏi thế nào để chắc chắn tìm được số mà người thứ nhất nghĩ với số tiền phải trả ít nhất.

3. (Trường hợp phẳng của bài số 6, IMO 2007). Cho tập hợp 

               M = {(x, y)| 0 ( x, y ( n, x2+y2 ( 0}

Hỏi cần ít nhất bao nhiêu đường thẳng để phủ hết các điểm của M nhưng không phủ gốc toạ độ? 

4. Trên bàn có 2001 đồng tiền. Hai người chơi trò chơi sau. Hai người thay phiên nhau đi. Mỗi lần đi, người thứ nhất có thể lấy đi một số lẻ bất kỳ các đồng tiền từ 1 đến 99, người thứ hai – một số chẵn bất kỳ từ 2 đến 100. Người nào không đi được nữa thì thua. Hỏi người nào thắng nếu chơi đúng?

Hướng dẫn: Người thứ nhất thắng: Chiến thuật – Đầu tiên lấy 81 viên, sau đó lấy 101 – x viên, trong đó x là số viên mà người thứ hai lấy ở lượt trước.

5. Trên bàn có 100 viên kẹo. Hai người cùng thay phiên nhau bốc đi k viên kẹo, trong đó k ( {1, 2, 3}. Hỏi ai là người có chiến thuật thắng? Cùng câu hỏi trên với k ( {1, 2, a}, là số nguyên dương cho trước.

6. Tìm số tất cả các dãy {x1, x2, …, xn} với xi thuộc {a, b, c}, i = 1, 2, …, n thoả mãn điều kiện x1 = xn = a và xi ( xi+1 với i = 1, 2, …, n-1.  

Giải: Gọn un là số các dãy thoả mãn điều kiện, vn là số các dãy bắt đầu bằng a, tận cùng bằng b hoặc c và thoả mãn điều kiện trên. Khi đó rõ ràng


1) un = vn-1 (chỉ cần thêm a vào phía sau)

2) vn = 2un-1 (thêm b hoặc c vào xâu dạng u) + vn-1 (thêm b nếu xâu v tận cùng bằng c và thêm c nếu xâu v tận cùng bằng b). Từ đó ta tìm được công thức truy hồi   un+1 = un + 2vn-1. Có thể có nhiều cách lý luận khác. 
7. Số nào lớn hơn? Số các tam giác với cạnh nguyên có chu vi 1997 hay có chu vi 2000?

Đáp số: Bằng nhau – xây dựng 2 đơn án từ 1997 ( 2000 và ngược lại.

8. Có bao nhiêu cách chọn ra 3 người từ 10 xếp thành một hàng dọc sao cho không có 2 người đứng cạnh nhau trên hàng được chọn.

9. Phương trình x1 + x2 + … + xn = k có bao nhiêu nghiệm nguyên không âm?

10. Hãy tính  
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. Cùng câu hỏi với |A| = p, |B| = q.

11. Cho bảng vuông 5 x 5. Hỏi có thể tô màu 16 ô của bảng  sao cho trong mỗi bảng 2 x 2 có nhiều nhất 2 ô được tô?

Một số đề thi Olympic của các nước năm 2007 (phần tổ hợp)

1. (Estonia 2007) Xét lưới vuông 10 x 10. Với mỗi nước đi, ta tô màu 4 hình vuông đơn vị nằm ở giao của 2 hàng và 2 cột. Một nước đi là hợp lệ nếu ít nhất 1 trong 4 hình vuông này trước đó không được tô. Hỏi số nước đi lớn nhất có thể để tô màu toàn bộ lưới vuông bằng bao nhiêu?
2. (Thái Lan 2006) 229 học sinh nam và 271 học sinh nữ được chia thành 10 nhóm, mỗi nhóm 50 học sinh được đánh số từ 1 đến 50. Người ta muốn chọn ra một nhóm 4 học sinh, trong đó số học sinh nữ được chọn là lẻ và thoả mãn điều kiện sau đây: 4 người này được chọn từ 2 nhóm và có 2 cặp học sinh có cùng số thứ tự. Chứng minh rằng số cách chọn các nhóm như vậy là một số lẻ.
3. (Moldova 2007) Chứng minh rằng hình vuông cạnh 14 có thể phủ được bởi 21 hình vuông: 6 hình vuông cạnh 1, 5 hình vuông cạnh 2, …, 1 hình vuông cạnh 6.

4. (UK 2007) Ở nước Hexagonia, 6 thành phố được kết nối bởi hệ thống đường sắt sao cho giữa hai thành phố bất kỳ có đường sắt nối trực tiếp. Vào ngày chủ nhật, một số đoạn đường đóng cửa để sửa chữa. Luật đường sắt quy định là mọi thành phố phải có thể đến được từ một thành phố khác (không nhất thiết trực tiếp) trong mọi thời điểm. Có bao nhiêu cách đóng một vài đoạn đường để yêu cầu này được thoả mãn? 
5. (Nhật Bản 2007) Có bao nhiêu cách biểu diễn 100 dưới dạng tổng của các luỹ thừa tự nhiên của 3 (Ta coi hai cách biểu diễn là như nhau nếu chúng chỉ khác thứ tự)
6. (Nhật Bản 2007) Có ba hình chữ nhật trên mặt phẳng có cạnh song song với trục Ox hoặc trục Oy. Ba hình chữ nhật này có thể chia mặt phẳng này thành nhiều nhất bao nhiêu phần?

7. (Thổ Nhĩ Kỳ 2007) Xác định số cách điền các số 1 và -1 vào các hình vuông đơn vị của bàn cờ 2007x2007 sao cho trị tuyệt đối của tổng các số trong mọi hình vuông tạo thành từ các hình vuông đơn vị của bàn cờ không vượt quá 1.

8. (Hàn Quốc 2007) Cho hình vuông 4 x 4. Có bao nhiêu cách điền các số 0 và 1 vào các ô sao cho tích của hai số ở hai ô kề nhau (có cạnh chung) luôn bằng 0?

9. (Áo 2007) Cho một n giác lồi với một tam giác phân, nghĩa là một cách chia n giác này ra thành các tam giác bằng các đường chéo không giao nhau. Chứng minh rằng n đỉnh của n giác lồi có thể được đánh số bởi các chữ số của 2007 sao cho mọi tứ giác tạo thành từ hai tam giác của tam giác phân và có cạnh chung có các đỉnh được đánh số bởi các chữ số có tổng bằng 9. 
10. (Iran 2007) Có n đường thẳng trên mặt phẳng, trong đó không có 2 đường thẳng nào song song và 3 đường thẳng nào đồng quy. Với mỗi hai đường thẳng, gọi góc giữa chúng là góc nhỏ nhất tại giao điểm của chúng. Hãy tìm giá trị lớn nhất của tổng tất cả  
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 góc giữa các đường thẳng. 

11. (Iran 2007) Cho I1, I2, …, In là n đoạn thẳng đóng trên R sao cho từ bất kỳ k đoạn thẳng trong số chúng, luôn tìm được 2 đoạn có điểm chung. Chứng minh rằng có thể tìm được k – 1 điểm trên R sao cho mỗi đoạn thẳng đã cho chứa ít nhất một điểm trong các điểm được chọn.

12. (Thuỵ Sĩ 2006) Cho số nguyên dương n. Tìm số tất cả các tập con A ( {1, 2, …, 2n} sao cho không tồn tại x, y ( A với x + y = 2n+1.

13. (Thuỵ Sĩ 2006) 3n điểm trên đường tròn chu vi 6n chia đường tròn thành n cung độ dài 1, n cung độ dài 2 và n cung độ dài 3. Chứng minh rằng trong số các điểm này có hai điểm nằm ở vị trí xuyên tâm đối.

14. (Bugaria 2007) Tìm số cạnh nhỏ nhất có thể của đồ thị với n đỉnh thoả mãn điều kiện sau:


a) Nếu ta vẽ thêm một cạnh bất kỳ thì sẽ có thêm một tam giác mới (3-clique).


b) Nếu ta vẽ thêm một cạnh bất kỳ thì sẽ có thêm một 4-clique. 

15. (Bulgaria 2007) Một đường tròn được gọi là được tô tốt nếu các đỉnh của mọi tam giác đều nội tiếp trong đường tròn được tô bởi các màu khác nhau. Cho k là đường tròn có bán kính bằng 2.


a) Tồn tại hay không một cách tô các điểm của k và nằm trong k bằng 3 màu sao cho k và mọi đường tròn có bán kính ít nhất 1 và tiếp xúc với k là được tô tốt?

b) Cùng câu hỏi với 7 màu. 

16. (Bulgaria 2007) Tìm số nguyên dương m nhỏ nhất sao cho mọi 5 tam giác đều có tổng diện tích m có thể phủ được tam giác đều có diện tích 1.

17. (CH Séc 2007) Với những giá trị nào của n ta có thể phân hoạch tập hợp M = {1, 2, …, n} thành a) hai  b) ba tập con rời nhau có cùng số phần tử và mỗi một trong chúng chứa trung bình cộng của các phần tử của chúng.

Tài liệu tham khảo

1. G.Polya, Giải bài toán như thế nào?, Nhà xuất bản giáo dục 1997.

2. G.Polya, Toán học và những suy luận có lý, Nhà xuất bản giáo dục 1995
3. G.Polya, Sáng tạo Toán học, Nhà xuất bản giáo dục 1997

4. A.M. Iaglom and I.M.Iaglom, Challenging Mathemtical problems with elementary solutions, Volume I: Combinatorial Analysis and Probability Theory, Dover Publications, 1987.

5. Arthur Engel, Problem-Solving Strategies, Springer 1997  

6. B.Averbach and O.Chein, Problem Solving Through Recreational Mathematics, Dover Publications 2000. 

7. N.Agakhanov và tập thể tác giả, Olympic Toán toàn Nga 1993-2006, Nhà xuất bản MCCME 2007.
8. I.Voronovic và tập thể tác giả, Các bài toán thi Olympic toán thành phố Minsk 2006, Minsk 2006.  

9. K.Kokhas và tập thể tác giả, Các bài toán thi Olympic toán thành phố Saint Peterburg 2003, Saint-Peterburg 2003.

10. V.N.Sachkov, Nhập môn các phương pháp tổ hợp của toán rời rạc, Nhà xuất bản MCCME 2004.

11. Các bài toán thi Olympic Toán các nước và Olympic Toán quốc tế năm 2006, 2007.

12. Tạp chí Toán học và Tuổi trẻ, Kvant, Komal, Crux.

13. Tài liệu Internet, đặc biệt là các websites: www.diendantoanhoc.net,, www.mathlinks.ro, www.animath.fr, mathcircle.berkeley.edu, www.cms.math.ca.  
_1229711701.unknown

_1247855373.unknown

