CLB Toán học
Đạo hàm
Bài 1.
21/6/2008
Đạo hàm là một khái niệm quan trọng trong giải tích, có nhiều ứng dụng trong toán học và vật lý. Trong việc giải các bài toán Olympic, đạo hàm là một công cụ khá hiệu quả để giải bài toán về đa thức, bất đẳng thức, các bài toán cực trị. 

1. Giới hạn dãy số và giới hạn hàm số
Ta nói dãy số {xn} dần đến a khi n dần đến vô cùng và viết 
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 khi và chỉ khi với n “đủ lớn” thì xn đủ gần a. Nói một cách chính xác 
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Ta cũng nói dãy số xn có giới hạn là a khi n dần đến vô cùng.

Ví dụ để chứng minh 
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  ta xét bất phương trình 
[image: image4.wmf].

2

3

/

1

3

2

1

|

0

3

2

1

|

-

>

Û

+

<

Û

<

-

+

e

e

e

n

n

n

 Như vậy là với mọi ( > 0, ta chỉ cần chọn N(() = (1/( - 3)/2 là được. Vậy ta có điều phải chứng minh.
Để tìm giới hạn một dãy số, ta có thể dùng định nghĩa hoặc dùng các tính chất cơ bản sau

Định lý 1. Nếu xn, yn là các dãy số có giới hạn lần lượt là a, b. Khi đó các dãy xn+yn, xn-yn, xn.yn cũng có giới hạn hữu hạn, lần lượt bằng a + b, a-b, a.b. Nếu b và yn khác 0 thì xn/yn có giới hạn là a/b khi n dần đến vô cùng.

Một số giới hạn cơ bản

i) 
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ii) 
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Ta nói hàm số f(x) dần đến a khi x dần đến x0 và viết 
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khi và chỉ khi với mọi dãy số xn dần đến x0 ta có f(xn) dần đến a. Ta có thể định nghĩa giới hạn hàm số bằng một cách khác như sau
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Giới hạn hàm số cũng có những tính chất tương tự giới hạn dãy số.

2. Đạo hàm. Ý nghĩa vật lý, ý nghĩa hình học, định nghĩa và các tính chất cơ bản.
Khi bạn đi từ A đến B trong khoảng thời gian t thì giá trị 

v = s/t 

trong đó s là độ dài đoạn AB được gọi là vận tốc trung bình của bạn. Nếu muốn tính vận tốc tức thời của bạn tại một thời điểm t0 (ví dụ khi bạn đi xe máy, bạn thấy đồng hồ của xe báo tốc độ), ta phải lấy quãng đường di chuyển được từ thời gian t0 đến thời gian  t0 + (t rồi chia cho (t, tức là


vtức thời = [s(t0+(t)-s(t0)]/(t

Nếu muốn đo càng chính xác thì ta cho (t càng nhỏ. Vì thế, nếu tồn tại giới hạn ở vế trái khi (t ( 0 thì một cách tự nhiên, ta thấy đó chính là vận tốc tức thời của bạn tại thời điểm t0. Giới hạn đó, nếu tồn tại sẽ được gọi là đạo hàm của s(t) tại t0. Vậy vận tốc là đạo hàm của quãng đường: v(t) = s’(t).

Xét đồ thị (G) hàm số y = f(x) và điểm M1(x1, f(x1)) cố định thuộc (G). Xét điểm M2 (x2, f(x2) thay đổi trên (G). Khi đó hệ số góc của đường thẳng (d) đi qua M1M2 là 
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Khi cho M2 ( M1 thì một cách trực quan, ta thấy (d) ( tiếp tuyến của (G) tại M1. Trong khi đó thì k có thể sẽ tiến đến một giới hạn nào đó. Ta gọi giới hạn này là giá trị của đạo hàm của f(x) tại x1. Như vậy, đạo hàm tại một điểm x1 là hệ số góc của tiếp tuyến của (G) tại điểm (x1, f(x1)). 

Định nghĩa. Cho hàm số f(x) xác định trên khoảng (a, b). Ta nói hàm số f(x) có đạo hàm hữu hạn tại điểm x0 nếu tồn tại giới hạn
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Giới hạn này, nếu tồn tại, được gọi là đạo hàm của hàm số f(x) tại điểm x0 và ký hiệu là f’(x0).
Nếu hàm số f(x) có đạo hàm tại mọi điểm thuộc (a, b) thì ta nói f(x) khả đạo hay khả vi trên (a, b).
Tính chất. 

1. (Tổng, hiệu, tích thương) Nếu f(x), g(x) là các hàm khả vi trên (a, b) thì f(x) + g(x), f(x).g(x) và f(x)/g(x) (trong trường hợp cuối ta giả sử g(x) ( 0 trên (a, b)) cũng khả vi trên (a, b) và ta có  

i) (f(x) + g(x))’ = f’(x) + g’(x);


ii) (f(x).g(x))’ = f’(x)g(x) + g’(x).f(x)


iii) (f(x)/g(x))’ = (f’(x)g(x) – g’(x)f(x))/g2(x)

2. (Đạo hàm của hàm hợp) Để tính đạo hàm của hàm hợp, ta có công thức sau


[f(g(x))]’ = f’(g(x)).g’(x)

3. (Đạo hàm của hàm ngược) Để tính đạo hàm của hàm số ngược, ta có công thức sau


(f-1(x))’ = 1/f’(f-1(x))
(Đây chính là hệ quả của 2!)

4. Đạo hàm của một số hàm số cơ bản


i) (x()’ = (x(-1;


ii) (sinx)’ = cosx, (cosx)’ = -sinx, (tgx)’ = 1/cos2x, (cotgx)’ = -1/sin2x;


iii) (ax)’ = axlna, (lnx)’ = 1/x; 

Sử dụng các tính chất cơ bản và đạo hàm của các hàm số cơ bản, ta có thể tính được đạo hàm của các hàm số một cách khá dễ dàng.

Ví dụ. Tính đạo hàm của các hàm số
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Giải: Ta có 
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Tiếp theo
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Ví dụ. Viết phương trình tiếp tuyến của hàm số y = x2 – x tại điểm (2; 2)

3. Ứng dụng của đạo hàm
Đạo hàm có rất nhiều ứng dụng trong các bài toán hàm số. Dưới đây ta nghiên cứu  ứng dụng của đạo hàm trong việc khảo sát sự biến thiên của một hàm số.

Nhắc lại, khi ta muốn khảo sát tính tăng giảm của hàm số f(x) trên đoạn [a, b], ta xét thương số 
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Nếu thương số này dương với mọi x1, x2 thuộc (a, b) thì hàm số f(x) tăng trên khoảng này. Nếu thương số này âm với mọi x1, x2 thuộc (a, b) thì hàm số f(x) giảm trên khoảng này. 
Định lý 2. Cho hàm số f(x) khả vi trên (a, b). Nếu 

f’(x) ( 0 với mọi x thuộc (a, b) thì f(x) đồng biến (tăng) trên (a, b);


f’(x) ( 0 với mọi x thuộc (a, b) thì f(x) nghịch biến (giảm) trên (a, b);

Sử dụng tính chất này, ta có thể khảo sát tính tăng giảm của một hàm số bằng cách xét dấu của đạo hàm của nó. Từ việc khảo sát hàm số có thể tìm được các điểm cực trị, các GTLN, GTNN, chứng minh bất đẳng thức.

Ví dụ. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số y = x3 – 3x + 1.

Ví dụ. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số  
[image: image15.wmf].
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Ví dụ. Chứng minh rằng với mọi x > 0, ta có



x – x3/6 < sinx < x – x3/6 + x5/120

4. Bài tập. 
1. Chứng minh cách tính chất của đạo hàm.
2. Tính đạo hàm của các hàm số sau


a) 
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b) (x3+1)4
c) sin3(cosx)

d) xx
3. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số  y = 4x3 – 3x trên đoạn [-1; 1].

4. Tìm giá trị lớn nhất của hàm số  y = xm(1-x2)n với m , n nguyên dương cho trước và x thuộc [0; 1].
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