Lời giải một số bài toán dãy số trong đề thi các tỉnh năm 2009

(PreVMO)

1. (Nghệ An 2009) Cho dãy số thực {xn} xác định bởi 
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 với mọi n ( N. Ta xác định dãy {yn} bởi công thức  
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 Tìm công thức tổng quát của dãy {yn}.
Lời giải. Ta có 
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Từ đó tính được
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Ta viết
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Nhân đẳng thức đầu với 2, đẳng thức thứ hai với 22, đẳng thức thứ ba với 23 … đẳng thức thứ n với 2n rồi cộng vế theo vế, chú ý đến những sự giản ước, ta được. 
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2. (Cần Thơ 2009)  Cho dãy số {an} xác định bởi công thức truy hồi a1 = 1/2, 
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Chứng minh rằng  a1 + a2 + … + an < 1 với mọi số nguyên dương n. 

Phân tích. Tính toán các số hạng đầu tiên, ta thấy a1 = 1/2, a2=1/3, a3 = 1/7, a4 = 1/43 … Một cách tự nhiên, ta nghĩ đến cách đặt bn = 1/an và ta được dãy {bn} có công thức truy hồi gọn gàng hơn:

        b1 = 2, bn+1 = bn2 – bn + 1  

và ta phải chứng minh 
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Vài ước lượng cho thấy bất đẳng thức trên rất chặt, cụ thể ta có thể tìm được tính chất sau
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Từ đó dễ dàng “đoán” ra hệ thức 
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 chính là mấu chốt lời giải của bài toán.

Lời giải. Đặt bn = 1/an, ta được dãy {bn} xác định như sau:

        b1 = 2, bn+1 = bn2 – bn + 1  
(1)

điều phải chứng minh tương đương với 
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(2)

Từ (1) suy ra bn+1 – 1 = bn(bn-1). Từ đó
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Suy ra 
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(do bn > 1 với mọi n (theo (1)). 

Ghi chú: Cũng theo (1) thì bn ( (, do đó tổng 
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 sẽ gần 1 một cách tuỳ ý. Do đó để chứng minh (2), ta không thể dùng bất cứ một đánh giá không chặt nào cho các số hạng mà bắt buộc phải tìm ra công thức kiểu 
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như ở trong lời giải. Chú ý đến ý tưởng này trong một số bài toán bên dưới.

3. (Hà Tĩnh 2009) Cho dãy {xn} biết 
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 với mọi n = 1, 2, 3, … Tìm giới hạn của dãy {xn} khi n dần tới vô cùng. 

4. (Bà Rịa Vũng Tàu 2009) Cho dãy số xác định bởi  
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. Chứng minh rằng {xn} có giới hạn hữu hạn khi n dần đến vô cùng.
Hướng dẫn chung cho 3, 4: Sử dụng định lý về ánh xạ co: Nếu |f(x) – f(y)| ( q|x-y| với q < 1 thì dãy truy hồi dạng xn+1 = f(xn) hội tụ. Chú ý, với bài 3, ta phải chặn miền giá trị của {xn} để có tính chất co.

5. (Hải Phòng 2009) Cho dãy {un} thoả mãn: 
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Hướng dẫn: Số 2008 rõ ràng là “giả”, ta tạm thay nói bằng số 1, tức là un+1 = un + un2. Tương tự như bài 2, ta cần tìm công thức sai phân để tính tổng 
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 trước khi tìm giới hạn. Một cách tự nhiên, ta viết  
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Suy ra 
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chính là công thức sai phân cần tìm. 


6. (???) Dãy số {xn} với n = 1, 2, 3, được xác định bởi  
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Tìm giới hạn của dãy {Sn} với  
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Hướng dẫn:  Ta có 
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