2. Đa thức và nghiệm
Nghiệm của đa thức đóng một vai trò quan trọng trong việc nghiên cứu các tính chất của đa thức. Nhiều tính chất của đa thức được thể hiện qua nghiệm của chúng. Ngược lại, việc nghiên cứu tính chất các nghiệm của đa thức cũng cũng là một trong các vấn đề trung tâm của đại số.

2.1. Ví dụ mở đầu

Xét xem số  
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là hữu tỷ hay vô tỷ.
Ta có thể giải bài toán này bằng cách chứng minh lần lượt các mệnh đề sau:


1) Nếu  a  vô tỷ thì 
[image: image2.wmf]a

 vô tỷ


2) Nếu  a vô tỷ thì  
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a

 vô tỷ


3) 
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 vô tỷ

Nhưng ta cũng có thể có một cách tiếp cận khác như sau:

1) Tìm đa thức với hệ số nguyên nhận ( làm nghiệm

2) Chứng minh rằng đa thức này không có nghiệm hữu tỷ

Việc tìm đa thức với hệ số nguyên nhận ( làm nghiệm được tiến hành như sau
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Vấn đề còn lại là chứng minh (*) không có nghiệm hữu tỷ. Việc này sẽ được thực hiện ở cuối bài.
2.2. Nghiệm của đa thức, định lý Bezout.

Định nghĩa. Số thực a (trong một số trường hợp, ta xét cả các số phức) được gọi là nghiệm của đa thức P(x) = anxn + an-1xn-1 + …+ a1x + a0 nếu P(a) = 0, tức là 

anan + an-1an-1 + …+ a1a + a0 = 0.

Ta có định lý đơn giản nhưng rất có nhiều ứng dụng sau đây về nghiệm của đa thức:

Định lý 5. a là nghiệm của đa thức P(x) khi và chỉ khi P(x) chia hết cho x – a.

Định lý này là hệ quả của định lý sau:

Định lý 6. Số dư trong phép chia đa thức P(x) cho x – a là P(a).

Cả định lý 5 và định lý 6 đều được gọi là định lý Bezout. Để chứng minh định lý 6, ta chỉ cần chứng minh P(x) – P(a) chia hết cho x – a. Nhưng điều này là hiển nhiên vì


P(x) – P(a) = an(xn-an) + an-1(xn-1-an-1) + … + a1(x-a)

và 

xk – ak = (x-a)(xk-1 + xk-2a + …+ ak-1)

Từ định lý 5, ta có thể có một định nghĩa khác cho nghiệm của đa thức như sau: a là nghiệm của đa thức P(x) nếu P(x) = (x-a)Q(x) với Q(x) là một đa thức nào đó. Với định nghĩa này, ta có thể phát triển thành định nghĩa về nghiệm bội.

Định nghĩa. a được gọi là nghiệm bội r của đa thức P(x) nếu P(x) = (x-a)rQ(x) với Q(a) ( 0.

2.3. Định lý Vieta

Định lý 7. Xét đa thức P(x) ( R[x]. Nếu x1, x2, …, xk là các nghiệm phân biệt của P(x) với các bội r1, r2, …, rk tương ứng thì P(x) chia hết cho (x-x1)r1(x-x2)r2…(x-xk)rk. 

Chứng minh: Điều này là hiển nhiên theo định nghĩa và do các đa thức (x-xi)ri đôi một nguyên tố cùng nhau. 

Hệ quả: 

a) Một đa thức bậc n với hệ số thực có không quá n nghiệm thực. 

b) Nếu hai đa thức P(x) và Q(x) có bậc nhỏ hơn hay bằng n bằng nhau tại n+1 điểm thì hai đa thức này bằng nhau. 

Định lý 8. Xét đa thức P(x) ( R[x] bậc n. Giả sử x1, x2, …, xk là các nghiệm phân biệt của P(x) với các bội r1, r2, …, rk tương ứng. Nếu r1 + r2 + … + rk = n thì 
            P(x) = an(x-x1)r1(x-x2)r2…(x-xk)rk. 

Chứng minh: Dùng định lý 9, ta suy ra P(x) chia hết cho (x-x1)r1(x-x2)r2…(x-xk)rk, suy ra P(x) = (x-x1)r1(x-x2)r2…(x-xk)rkQ(x). So sánh bậc và hệ số cao nhất, ta suy ra Q(x) = an.
Định lý 9. (Định lý Vieta) Giả sử đa thức P(x) = anxn + an-1xn-1 + an-2xn-2 + … + a1x + a0 có n nghiệm (trong đó có thể có các nghiệm bội) là x1, x2, …, xn thì 


P(x) = an(x-x1)(x-x2)…(x-xn)

và như hệ quả, ta có 


x1 + x2 + … + xn = -an-1/an ;


x1x2 + x1x3 + …+ x1xn + x2x3 + …+ x2xn + …+xn-1xn = an-2/an;

…


x1x2…xn = (-1)na0/an.

Định lý 10. (Định lý Vieta đảo)


a) Nếu x + y = S, x.y = P thì x, y là 2 nghiệm của phương trình 

X2 – SX + P = 0


b) Nếu x + y + z = S, xy + yz + zx = T, xyz = P thì x, y, z là 2 nghiệm của phương trình



X3 – SX2 + TX – P = 0

Từ định lý 8 ta suy ra hai hệ quả đơn giản nhưng rất hiệu quả trong giải toán sau:

Hệ quả 1. Một đa thức bậc n có không quá n nghiệm.

Hệ quả 2. Nếu P(x) và Q(x) là các đa thức bậc không quá n, trùng nhau tại n+1 điểm phân biệt thì hai đa thức này trùng nhau. 

2.4. Bài tập có lời giải
Bài 1. Cho a, b, c là ba nghiệm của phương trình x3 – 3x + 1 = 0. Lập phương trình bậc ba có nghiệm là

a) a2, b2, c2;
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Lời giải.  
Theo định lý Vieta, ta có 


a + b + c = 0, ab + bc + ca = -3, abc = -1.

Từ đó ta tính được 
a2 + b2 + c2 = (a+b+c)2 – 2(ab+bc+ca) = 02 -2(-3) = 6.

a2b2 +b2c2 + c2a2 = (ab+bc+ca) – 2abc(a+b+c) = (-3)2 – 2.(-1).0 = 9

a2b2c2 = (abc)2 = 1

Áp dụng định lý Vieta đảo, suy ra a2, b2, c2 là ba nghiệm của phương trình


x3 – 6x2 + 9x – 1 = 0.

Tương tự, ta tính được
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Từ đó suy ra  
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 là 3 nghiệm của phương trình


x3 + 3x2 – x – 1/3 = 0.
Bài 2. Rút gọn biểu thức
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Lời giải.


Xét đa thức 
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Ta có F(a) = F(b) = F(c) = 0. Nhưng F(x) là đa thức bậc nhỏ hơn hay bằng 2. Do đó F(x) phải đồng nhất 0.

Từ đó suy ra hệ số của x2 của F(x) bằng 0. Hệ số này bằng 
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Suy ra  A = 1.

Bài 3. Tìm tất cả các đa thức P(x) thoả mãn đồng nhất thức  xP(x-1) = (x-26)P(x).

Lời giải. Thay x = 0 vào đồng nhất thức, ta suy ra P(0) = 0. Suy ra P(x) chia hết cho x, tức là P(x) = xP1(x). Thay vào đồng nhất thức, ta được


x(x-1)P1(x-1) = (x-26)xP1(x)

suy ra


(x-1)P1(x-1) = (x-26)P1(x)  

(*)

Lại thay x = 1, ta được P1(1) = 0, suy ra P1(x) chia hết cho x-1, tức là P1(x) = (x-1)P2(x), thay vào (*), ta được


(x-1)(x-2)P2(x-1) = (x-26)(x-1)P2(x)

Suy ra 

(x-2)P2(x-1) = (x-26)P2(x) …

Cứ tiếp tục lý luận như thế, ta đi đến


P(x) = x(x-1)…(x-25)Q(x)

Và Q(x-1) = Q(x). 
Đặt Q(0) = a thì ta có Q(x) = a với x = 1, 2, 3, … suy ra Q(x) = a với mọi x.
Vậy P(x) = ax(x-1)…(x-25) là tất cả các nghiệm của bài toán. 
Bài 4. Xét phương trình xn – an-1xn-1 – an-2xn-2 – … – a1x – a0 = 0 với ai là các số thực dương. Chứng minh rằng phương trình này có không quá 1 nghiệm dương.

Lời giải. Viết phương trình đã cho dưới dạng 
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Vế trái là một hàm số giảm trên (0, +( ) nên phương trình trên có không quá 1 nghiệm dương.

Bài 5. Với giá trị nào của A và B thì đa thức P(x) = Axn+1 + Bxn + 1 có x = 1 là nghiệm bội ít nhất là bậc 2?

Lời giải.  Trước hết ta phải có  P(1) = 0, tức là A + B + 1 = 0, suy ra B = – A – 1. Khi đó  P(x) = Axn(x-1) – xn + 1 = (x-1)(Axn – xn-1 – xn-2 – … –1) = (x–1)Q(x). Để 1 là nghiệm bội ít nhất là bậc 2 thì Q(x) chia hết cho x–1, tức là Q(1) = 0, suy ra A = n. Vậy a = n, b = –(n+1).
2.5. Bài tập tự giải

Bài 1. Biết rằng các nghiệm của phương trình x2 + ax + b = 0 và x2 + cx + d = 0 đều thuộc (-1, 1). Chứng minh rằng các nghiệm của phương trình 2x2 + (a+c)x + (b+d) = 0 cũng thuộc (-1, 1).

Bài 2. Chứng minh rằng đa thức  P(x) = 1 + x + x2/2! + … + xn/n! không có nghiệm bội. 
Bài 3. Rút gọn các biểu thức sau
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Bài 4. Cho a < b < c là ba nghiệm của phương trình   x3 – 3x + 1 = 0. Chứng minh rằng 


a2 – c = b2 – a = c2 – b = 2.

Bài 5. Giải hệ phương trình
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Bài 6. Tìm mối liên hệ giữa các hệ số của phương trình ax3 + bx2 + cx + d = 0 biết rằng tích của hai nghiệm của phương trình này bằng tổng của chúng.
Bài 7. Chứng minh các khẳng định dưới đây

(a) Định lý về nghiệm nguyên. Cho  f(x) = xn + an-1xn-1 + … + a1x + a0 với an-1, …, a1, a0 là các số nguyên và f(p) = 0 với p nguyên. Khi đó a0 chia hết cho p. 

(b) Định lý về nghiệm hữu tỷ. Cho  f(x) = xn + an-1xn-1 + … + a1x + a0 với an-1, …, a1, a0 là các số nguyên và f(p/q) = 0 với p/q là phân số tối giản. Khi đó a0 chia hết cho p và an chia hết cho q. 

(c) Trong các ký hiệu của câu (b), với mọi số nguyên k số f(k) chia hết cho      p – kq.  

Bài 8. Cho P(x) = anxn + an-1xn-1 + … + a1x + a0 ( R[x]. Đặt 


M = max{|an-1/an|, |an-2/an|, …, |a1/an|, |a0/an|}

Khi đó mọi nghiệm ( của P(x) thoả mãn bất đẳng thức |(| < M + 1. Hãy chứng minh. 
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