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NGÀY THỨ NHẤT (23/11/2009) 

Bài 1. 

Cho  là các số thực thỏa mãn điều kiện đa thức  có ít 

nhất một nghiệm thực. Hãy xác định tất cả các bộ  như thế sao cho  đạt giá 

trị nhỏ nhất. 

Lời giải: 

Gọi  là nghiệm thực của . Ta có: 

 

Theo bất đẳng thức Cauchy – Schwarz thì: 

 

Đặt  với  thì từ điều trên ta có: 

 

 

 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi: 

 

Vậy các giá trị cần tìm của  là: 

 

 

Bài 2. 

Cho  là một số nguyên dương và tập hợp . Một tập con của  được gọi là tốt 

nếu nó gồm đúng hai phần tử  sao cho . Tìm số các tập hợp  

thỏa mãn  là tập con tốt của  với mọi  và . 

Lời giải: 

Gọi  ( ) là số các tập hợp  thỏa mãn yêu cầu đề bài đồng thời hai 

phần tử  và  không đi cùng nhau trong bất cứ tập  nào. Ta chia các số  vào 

một bảng  như sau: 

    

    

Thế thì mỗi cách chọn được liệt kê trong  tương ứng với một cách chọn từ bảng trên các cặp 

gồm hai số ở cùng một cột hoặc hai số liên tiếp nhau trên cùng một hàng. Xét , vì phần tử 



 chỉ có thể đi cùng với  hoặc  trong cùng một tập  nào đó nên ta xét hai 

khả năng như sau: 

1.  và  cùng thuộc một tập , giả sử đó là . 

    

    

Lúc này, mỗi cách chọn một bộ  ứng với một cách chọn các cặp số gồm 

các số ở cùng một cột hoặc ở cạnh nhau trong cùng một hàng từ một bảng . Theo 

định nghĩa của ta số cách chọn như thế là . Vậy trong trường hợp này có  cách chọn. 

2.  và  cùng thuộc một tập , giả sử đó là . 

     

     

Lúc này ta thấy  chỉ có thể đi cùng với  (trường hợp  đi cùng với 

 không được xét trong ) nhưng  đã đi cùng với  nên  phải 

đi cùng với  trong cùng một tập  nào đó, giả sử đó là . Đến đây, sử dụng lý luận 

như trường hợp trên ta thấy số cách chọn các tập  là . 

Vậy theo quy tắc cộng thì . Mặt khác  nên ta có công thức: 

 

Bây giờ ta xét trường hợp sinh ra bộ  có  và  đi cùng trong một tập  nào 

đó. 

    

    

Rõ ràng  chỉ có thể đi cùng với  hoặc  nhưng  đã đi cùng  nên  chỉ có thể đi cùng 

với . Tiếp theo,  có thể đi cùng với ,  hay  nhưng  đã đi với  còn  đã 

đi với  nên  phải đi với . Tiếp tục,  có thể đi cùng ,  hay  nhưng  đã đi với 

 còn  đã đi với  nên  phải đi với . Tiếp tục lý luận như trên ta suy ra các tập  

phải có dạng . Từ đó 

suy ra trường hợp này chỉ cho ta một bộ  nếu  lẻ và không cho bộ nào nếu  

chẵn. 

Tóm lại, số các bộ  thỏa mãn yêu cầu đề bài là: 

 

 

Bài 3. 

Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn đồng thời các điều kiện: 

i.  tăng ngặt trên ; 



ii. ; 

iii. . 

Lời giải: 

Vì  làm hàm tăng và  nên  và . 

Từ iii. ta có: 

 

Suy ra , tức là . 

Giả sử tồn tại  sao cho  thì , suy ra: 

 

Giả sử tồn tại  sao cho  thì . Ta 

lại có  nên nếu  thì ta đặt , sẽ 

có  hơn nữa , mà  tăng nên , mâu thuẫn. Vậy 

nên , song vì  tăng nên , dẫn đến . Nhưng từ đây ta lại có 

, suy ra , vô lý. 

Vậy nên  và vì thế . 

Do đó  với  nguyên nào đó. Thay vào  ta có . 

Vậy  là hàm số duy nhất thỏa mãn yêu cầu đề bài. 

 

Bài 4. 

Cho đường tròn  cố định và  là một dây cố định khác đường kính của . Gọi  là trung 

điểm của .  là một điểm di động trên cung lớn  của . Các điểm  lần lượt thuộc 

các tia  sao cho . 

a. Chứng minh rằng đường cao từ  của tam giác  đi qua một điểm cố định. 

b. Chứng minh rằng đường thẳng Euler của tam giác  đi qua một điểm cố định. 

Lời giải: 
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a. Ký hiệu . Ta có  nên các tam giác  

và  cân tại . Từ đó suy ra , suy ra  đồng 

viên. Gọi  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác  thì  cố định. Ta có: 

 

Suy ra  đồng viên và  cũng đồng viên. Suy ra , 

suy ra  là đường kính của đường tròn ngoại tiếp tam giác . Mặt khác  đồng viên 

nên  và  đối song với nhau trong , suy ra . Nói cách khác, đường cao từ  

của tam giác  đi qua điểm  cố định (đpcm). 

b. Trước hết ta chứng minh bổ đề sau: 

Bổ đề: Cho tam giác  và một đường tròn  đi qua hai điểm  và cắt lại các cạnh 

 tại . Gọi  là các đường cao của tam giác  và  là các đường cao 

của tam giác ,  là trực tâm của tam giác  và tam giác . Ký hiệu . 

Khi đó  thẳng hàng. 

 

Chứng minh bổ đề: 

Ta có  đồng viên nên , tức là  (ở đây ta 

dùng ký hiệu  để chỉ đường tròn đường kính ). 

Ta có  đồng viên nên , tức là . 

Cuối cùng  đồng viên nên , tức là . 

Suy ra  thẳng hàng vì cùng thuộc trục đẳng phương của  và . 

Bổ đề được chứng minh. 

Vào bài, gọi  lần lượt là trực tâm và tâm đường tròn ngoại tiếp của tam giác . Ta có 

 và  nên  là đường trung trực của , suy ra . Tương tự ta 

cũng có . Vậy nên  cũng chính là trực tâm của tam giác . Áp dụng bổ đề cho 
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tam giác  với  thì ta có  thẳng hàng. Nói cách khác, 

đường thẳng Euler  của tam giác  đi qua điểm  cố định (đpcm). 

 

NGÀY THỨ HAI (24/11/2009) 

Bài 5. 

Cho  là các số thực dương. Giải hệ phương trình: 

 

Lời giải: 

Đặt  thế thì . Hệ trở thành: 

 

Xem  là hệ phương trình tuyến tính ẩn , ta có: 

 

 

 

Từ đó: 

 

Suy ra: 



 

Giải ra ta thấy hệ có hai nghiệm là: 

 

 

Bài 6. 

Cho dãy số  xác định bởi: . Ký hiệu: 

 

Tìm tất cả các giá trị của  để  có giới hạn hữu hạn khi . 

Lời giải: 

Từ giả thiết suy ra . Vậy nên dãy  thực ra là được xác định như sau: 

 

Ta có  nên  là dãy không giảm. Mặt khác: 

 

  

  

 

 

 

 

 

 

Xét các trường hợp của , ta thấy: 

1. Nếu . Giả sử  có giới hạn là  thì ta phải có  nên , song vì 

 không giảm nên , mâu thuẫn. Vậy nếu  thì  không hội tụ. 

2. Nếu  thì từ bảng biến thiên suy ra , quay về trường hợp 1 ta cũng có 

 không hội tụ. 

3. Nếu  thì từ bảng biến thiên ta có: 

 

 Từ đó,  không giảm và bị chặn trên nên  hội tụ. 

Vậy các giá tị cần tìm của  là . 

 

Bài 7. 

Tìm tất cả các số nguyên dương  sao cho phương trình sau có nghiệm nguyên dương : 

 

Lời giải: 



Không mất tính tổng quát, giả sử . Xét giá trị  sao cho phương trình đã cho có nghiệm 

nguyên dương. Trong các nghiệm ấy, ta gọi  là nghiệm sao cho  và  nhỏ 

nhất. Xét tam thức , ta có  và theo định lý Viete 

thì  còn có một nghiệm . Nhưng theo cách chọn  của ta thì 

 nên  nằm ngoài khoảng hai nghiệm của tam thức bậc hai  có hệ số cao nhất là 

số dương. Từ đó . 

 

Nếu  thì phương trình có dạng , tương đương với: 

 

Nếu  thì phương trình có dạng , tương đương với: 

 

Nếu  thì phương trình có nghiệm . 

Nếu  thì phương trình có nghiệm . 

Vậy các giá trị cần tìm của  là  và . 

 

Bài 8. 

Cho tam giác  nội tiếp trong đường tròn . Ký hiệu  lần lượt là tâm đường tròn 

nội tiếp và tâm các đường tròn bàng tiếp trong các góc  của tam giác . Đường tròn 

ngoại tiếp tam giác  cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác  tại hai điểm .  cắt 

đường tròn ngoại tiếp tam giác  tại . Ký hiệu  là đường thẳng đi qua  và vuông góc với 

. Các đường thẳng  được định nghĩa tương tự. Chứng minh rằng  đồng quy. 

Lời giải: 
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Gọi  là đường tròn ngoại tiếp tam giác . Ta có  nên  là trực tâm 

của tam giác  và  là đường tròn Euler của tam giác  nên  là trung điểm của . 

Mà  nên  đối xứng với  qua , suy ra 

, tức là  là hình bình hành. Mà  là trung điểm của  nên  cũng là trung 

điểm của . Hơn nữa  (đường nối tâm vuông góc với dây chung) nên 

. Mặt khác,  là trung điểm của  (đường tròn Euler đi qua trung điểm của đoạn thẳng 

nối trực tâm của tam giác với đỉnh của tam giác ấy) nên phép vị tự: 

 

Suy ra  đi qua trung điểm  của . Lý luận tương tự thì  cũng đi qua trung điểm  của 

. Vậy ta có  đồng quy tại trung điểm  của  (đpcm). 


