Bài 1. Giải hệ phương trình 
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Giải.

Cách 1. Nhân phương trình thứ hai với  -8 rồi cộng với phương trình thứ nhất, ta được


x4 – 8x3 + 24x2 – 32x + 16 = y4 – 16y3 + 96y2 - 256y +256

· (x-2)4 =(y-4)4 
· x – 2 = y – 4 ( x – 2 = 4 – y

· x = y – 2  ( x = 6 – y

Thay vào phương trình đầu, ta được 

(1) - 8y3 + 24y2 – 32y + 16 = 240  ( y3 – 3y2 + 4y + 28 = 0 

( (y+2)(y2-5y+14) = 0. Suy ra  y = -2 và x =-4.

(2) – 24y3 + 216y2 – 864y + 1296 = 240  ( y3 – 9y2 + 36y – 44 = 0
((y-2)(y2-7y+22) = 0. Suy ra y = 2 và x = 4.

Vậy hệ đã cho có 2 nghiệm là (x,y) = (-4, -2) và (x, y) = (4, 2).

Cách 2. (Theo ý tưởng của Võ Quốc Bá Cẩn) Đặt y = 2t thay vào phương trình và viết lại hệ dưới dạng
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Nhân chéo 2 phương trình này, ta được 

 
(x4+16)(t3-3t2+4t) = (t4+16)(x3-3x2+4x)
(3)
Dễ thấy  nếu (x, t) là nghiệm của hệ thì xt ( 0 nên ta chia hai vế của phương trình trên cho x2t2 thì được  
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Từ đây nếu đặt   u = x + 4/x và v = t + 4/t  thì ta có phương trình


(u2-8)(v-3) = (v2-8)(u-3)

· u2v – v2u – 3(u2-v2) + 8(u-v) = 0
· (u – v)(uv – 3(u+v) + 8) = 0
(4)

Từ (1) ta suy ra rằng x và t cùng dấu. Do đó áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta dễ dàng suy ra u, v hoặc cùng ( 4 hoặc cùng ( -4. Suy ra (u-3) và (v-3) luôn lớn hơn hay bằng 1 hoặc luôn nhỏ hơn hay bằng -7. Suy ra uv – 3(u+3) + 8  = (u-3)(v-3) – 1 ( 0. Dấu bằng chỉ có thể xảy ra khi u = v = 4. 

Từ lý luận trên và từ (2) ta suy ra u = v, từ đó suy ra x = t hoặc x = 4/t.

Trường hợp x = t. Thay vào phương trình (1) ta được t4 + 16 = 16(t4+16), vô nghiệm.  
Trường hợp x =4/t. Thay vào phương trình (1), ta được 256/t4 + 16 = 16(t4+16)
( t8 + 15t4 – 16 = 0 ( (t4-1)(t4+16) = 0  Suy ra t = ( 1. Từ đó ta được các nghiệm (x, y) = (4, 2) và (-4, -2). 

Nhận xét. Lời giải 1 khá ngắn gọn nhưng đó là 1 ý tưởng không dễ nghĩ ra. Nếu như đặt x = 2u, y = 2v và đưa về hệ phương trình 
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thì có lẽ sẽ dễ nhìn thấy các hệ số nhị thức hơn.
Dù sao thì đây là một ý tưởng không mới. Nó đã được sử dụng ở VMO 2004, bảng B. Thậm chí xét về 1 mặt nào đó thì bài VMO 2004 còn khó hơn bài năm nay.

Cụ thể bài VMO 2004 như sau:

Giải hệ phương trình sau :
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Cách giải đáp án của bài này như sau: Đặt x + y = u, x – y = v thì  x =(u+v)/2,y =(u-v)/2 và hệ có thể đưa về dạng
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Sau đó nhận phương trình thứ hai với 3 rồi cộng với phương trình thứ nhất thì được  (u-3)3 +(v+5)3 = 0. 

Rõ ràng cách giải này tương ứng với cách giải thứ nhất của VMO 2010.

Tuy nhiên, bài VMO 2004 còn có 1 cách giải đơn giản hơn là nhân phương trình thứ hai (của hệ ban đầu) với 3 rồi cộng với phương trình thứ nhất và đưa về dạng


(x+1)((x-1)2+3(y-4)2) =0.

Bài 4. Chứng minh rằng với mọi n nguyên dương, phương trình x2 + 15y2 = 4n có ít nhất n nghiệm tự nhiên.  

Giải.  
Ta chứng minh bằng quy nạp theo n. Với n = 1 ta có nghiệm (2; 0),với n = 2 ta có nghiệm (4 ;0) và (1 ;1). Dễ thấy rằng nếu (x1, y1), (x2, y2) …(xn, yn) là n nghiệm phân biệt của phương trình 


x2 + 15y2 = 4n
thì (2x1, 2y1), (2x2, 2y2) …(2xn, 2yn) là n nghiệm phân biệt của phương trình 

x2 + 15y2 = 4n+1
Và các nghiệm này đều có x, y cùng chẵn. Do đó để thực hiện phép chứng minh quy nạp, ta chỉ cần chứng minh bổ đề sau:

Bổ đề: Với mọi n ( 2, phương trình 


x2 + 15y2 = 4n
có nghiệm (x, y) mà x, y cùng lẻ. 
Chứng minh. Với n = 2 mệnh đề đúng (x=y=1). Giả sử (x, y) là nghiệm của phương trình 


x2 + 15y2 = 4n
với x, y lẻ. Xét cặp các số 
[image: image7.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

|

2

|

;

2

15

y

x

y

x

, 
[image: image8.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

2

|;

2

15

|

y

x

y

x

. Dễ dàng kiểm tra được chúng đều là nghiệm tự nhiên của phương trình 


x2 + 15y2 = 4n+1
Bây giờ, do x, y cùng lẻ nên chỉ có thể xảy ra hai trường hợp.

1. x và y cùng đồng dư với nhau theo modun 4 (đồng dư 1 hoặc 3). Khi đó cặp nghiệm thứ hai là cặp nghiệm lẻ. 

2. Trong hai số x và y có 1 số chia 4 dư 1 và 1 số chia 4 dư 3. Khi đó cặp nghiệm thứ nhất là cặp nghiệm lẻ. 

Bổ đề được chứng minh và bài toán được giải quyết hoàn toàn.  

Nhận xét. 
Rõ ràng ý tưởng nhân đôi nghiệm của phương trình với tham số n để được nghiệm của phương trình với tham số n+1 là khá hiển nhiên. Điểm mấu chốt của lời giải là tìm thêm 1 nghiệm khác. 

Ý tưởng xét bộ nghiệm như trong lời giải đến từ hằng đẳng thức Fibonacci quen thuộc   (x2+Dy2)(z2+Dt2) = (xz+Dyt)2 + D(xt-yz)2 = (xz-Dyt)2 + D(xt+yz)2.
Bài toán này có lẽ có xuất xứ từ bài Moscow MO năm  1985. Cụ thể như sau: 

Chứng minh rằng mọi số 2n với n ( 3 đều biểu diễn được dưới dạng  2n =7x2 +y2 với x, y là các số nguyên lẻ.

Ý tưởng giải trong đáp án MMO giống như bổ đề ở trên (hay ngược lại thì đúng hơn!): Xét các cặp nghiệm 
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Bài 5. Cho bảng 3 ( 3 và  n là một số nguyên dương cho trước. Tìm số các cách tô màu không như nhau khi tô mỗi ô bởi 1 trong  n màu.
Hai cách tô màu gọi la như nhau nếu 1 cách nhận được từ cách kia bởi 1 phép quay quanh tâm. 
Giải. 

	B1
	A1
	B2

	A4
	C
	A2

	B4
	A3
	B3


Ta đánh số các ô vuông như hình vẽ. Ta nhận thấy chỉ có 3 phép quay biến hình vuông thành hình vuông là các phép quay các góc 900, 1800 và 2700 theo chiều kim đồng hồ (phép quay 3600 giữ nguyên hình vuông). 
Qua các phép quay nói trên thì C luôn không đổi. Với phép quay 900 thì A1 ( A2 ( A3 ( A4 ( A1 và  B1 ( B2 ( B3 ( B4 ( B1. Tương tự với phép quay 2700 thì A1 ( A4 ( A3 ( A2 ( A1 và  B1 ( B4 ( B3 ( B2 ( B1. Do đó các phép quay này sẽ tạo ra một phép tô giống như cũ khi và chỉ khi các ô A được tô cùng màu và các ô B được tô cùng màu.
Với phép quay 1800 thì A1 <-> A3, A2 <-> A4, B1 <-> B3, B2 <-> B4 do đó phép quay này tạo ra một phép tô giống như cũ khi và chỉ khi các cặp ô (A1, A3), (A2, A4), (B1, B3), (B2, B4) được tô cùng màu. 

Bây giờ ta bắt đầu đếm số cách tô. Có n cách tô màu ô C. Trong số các cách tô màu 8 ô xung quanh, ta chia làm 3 loại.

Loại 1. Gồm các cách tô mà các ô A được tô cùng màu và các ô B được tô cùng màu. Có n cách chọn màu để tô các ô A và n cách chọn màu để tô các ô B. Suy ra có n2 cách tô loại 1. Với loại này thì các phép quay nói trên không tạo ra cách tô mới nên số các cách tô loại 1 không thu được từ nhau qua các phép quay là n2. 
Loại 2. Gồm các cách tô mà các cặp ô (A1, A3), (A2, A4), (B1, B3), (B2, B4) được tô cùng màu nhưng các cách tô này không thuộc loại 1. Dễ thấy Có n4 – n2 cách tô như vậy (chưa kể đến sự trùng nhau qua phép quay). Với loại này thì phép quay các góc 900 và 2700 sẽ tạo ra các cách tô mới (sẽ phải loại đi bớt) nhưng hai cách tô này trùng nhau. Như vậy có (n4-n2)/2 số cách tô loại 2 không thu được từ nhau qua phép quay. 
Loại 3. Gồm các cách tô mà ít nhất 2 ô trong 4 cặp nói trên được tô khác màu. Dễ thấy có n8 – n4 cách tô như vậy. Tuy nhiên, mỗi một cách tô sẽ tương ứng thêm với 3 cách tô khác thu được qua phép quay 900, 180 và 2700. Như vậy số cách tô loại 3 không thu được từ nhau qua phép quay là (n8 – n4)/4.

Như vậy, số cách tô cần tìm là
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Nhận xét. Bài này có thời gian và bình tĩnh thì không khó. Tuy nhiên trong áp lực phòng thi thì phải rất bản lĩnh mới dám làm. Và đây cũng thuộc dạng bài dễ sai đáp số.  
_1329831750.unknown

_1329834714.unknown

_1329844080.unknown

_1329846896.unknown

_1329834724.unknown

_1329831889.unknown

_1329830429.unknown

_1329831170.unknown

_1329826693.unknown

_1329828161.unknown

