Quy nạp toán học

Quy nạp toán học là một trong những nét đặc trưng của suy luận trong toán học. Tư duy quy nạp rất cần thiết trong số học, đại số, tổ hợp, hình học và giải tích, nói chung là trong tất cả các lĩnh vực của toán học. 

Quy nạp toán học và bất đẳng thức

Gặp các bất đẳng thức có nhiều biến số, ta có thể nghĩ ngay đến phép quy nạp toán học. Dĩ nhiên, việc áp dụng quy nạp thế nào luôn là cả một nghệ thuật. 

Ví dụ 1. (Chứng minh bất đẳng thức Cauchy bằng quy nạp tiến). 


Cho a1, a2, …, an là các số thực không âm. Chứng minh rằng ta luôn có
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Trong các tài liệu, bất đẳng thức này thường được chứng minh bằng phép quy nạp lùi, hay quy nạp kiểu Cauchy. Ở đây chúng ta trình bày một phép chứng minh khác.

Cơ sở quy nạp với n = 1, 2 được kiểm tra dễ dàng. Giả sử bất đẳng thức đã được chứng minh cho n số. Xét n+1 số không âm a1, a2, …, an+1. Đặt a1a2…an+1 = An+1. Nếu tất cả các số bằng nhau thì bất đẳng thức đúng. Trong trường hợp ngược lại, phải tồn tại hai số ai, aj sao cho ai < A < aj. Không mất tính tổng quát, có thể giả sử an < A < an+1. Khi đó ta có (an – A)(an+1 – A) < 0, suy ra an + an+1 > anan+1/A + A. Từ đó ta có  


a1 + a2 + …+ an + an+1 > a1 + … + an-1 + anan+1/A + A
(1)

Bây giờ áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho n số  a1 + … + an-1 + anan+1/A ta được 
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Kết hợp với (1) ta được đpcm.

Ví dụ 2. Cho x1, x2, …, xn là các số thực thuộc [0, 1]. Chứng minh rằng


x1(1-x2) + x2(1-x3) + … + xn(1-x1) ( [n/2]

Ví dụ 3. Cho n ( 2 và x1, x2, …, xn là n số nguyên phân biệt. Chứng minh rằng 


(x1-x2)2 + (x2-x3)2 + … + (xn – x1)2 ( 4n – 6

Ý tưởng chính khi xét bước quy nạp: Luôn có thể giả sử  xn+1 min và xn+1 = 0.
Bài tập 

1. Chứng minh rằng với x1 ( x2 ( … ( xn ( 0 ta có bất đẳng thức 



[image: image3.wmf]å

å

=

=

£

n

i

i

n

i

i

i

x

x

1

1

2


2. Chứng minh rằng nếu a1, a2, …, an là các số nguyên dương phân biệt thì ta có bất đẳng thức 
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3. (Bất đẳng thức Mc-Lauflin) Với mọi số thực a1, a2, …, a2n và b1, b2, …, b2n ta có bất đẳng thức
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Quy nạp trong số học

Quy nạp được sử dụng rộng rãi trong số học, đặc biệt là trong các bài toán về đồng dư, về bậc theo modulo m. Dưới đây ta xem xét một số ví dụ kinh điển.

Định lý nhỏ Fermat:  Nếu p là số nguyên tố thì ap – a chia hết cho p với mọi a nguyên. 

Định lý này có thể chứng minh bằng phép quy nạp toán học, sử dụng tính chất 
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 chia hết cho p với mọi k = 1, 2, …, p-1.

Ví dụ 4. (VMO 1997) Chứng minh rằng với mỗi số nguyên dương n đều chọn được số nguyên dương k để  19k – 97  chia hết cho 2n.

Với n = 1, n = 2 ta chọn k = 2 nên chỉ còn xét với n ( 3. Ta có nhận xét sau
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(1)

Thật vậy, với n = 3, khẳng định 1 đúng. Giả sử khẳng định đúng với n. Khi đó 
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  với (sntn) lẻ.

Nhận xét được chứng minh.

Ta chứng minh bài toán bằng quy nạp. Với n = 3 đúng. Giả sử tồn tại kn thuộc N* sao cho 
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Nếu a chẵn thì  
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 chia hết cho 2n+1. Nếu a lẻ, đặt kn+1 = kn + 2n-2. Khi đó theo nhận xét ta có 
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chia hết cho 2n+1 (đpcm).

Bài tập
4. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n số n! thoả mãn điều kiện sau: với mọi ước số của nó, khác với n! có thể tìm được một ước số khác của n! sao cho tổng hai ước số đó lại là ước số của n!. 

5. Chứng minh rằng nếu số nguyên dương N có thể biểu diễn dưới dạng tổng bình phương của ba số nguyên chia hết cho 3 thì nó cũng có thể biểu diễn dưới dạng tổng bình phương của ba số không chia hết cho 3. 

6. Chứng minh rằng tồn tại vô số hợp số n sao cho 3n-1 – 2n-1 chia hết cho n.

Quy nạp trong các bài toán trò chơi

Các bài toán trò chơi chính là dạng toán sử dụng đến quy nạp toán học nhiều nhất. Chú ý là quy nạp toán học đầy đủ bao gồm hai phần: dự đoán công thức và chứng minh công thức và trong rất nhiều trường hợp, việc dự đoán công thức đóng vai trò then chốt.

Ví dụ 5. Hai người A và B cùng chơi một trò chơi. Ban đầu trên bàn có 100 viên kẹo. Hai người thay phiên nhau bốc kẹo, mỗi lần được bốc k viên với k ( {1, 2, 6} . Hỏi ai là người có chiến thuật thắng, người đi trước hay người đi sau? 

Ví dụ 6. Cậu bé và Freken Bock cùng chơi một trò chơi. Trên bàn có một số kẹo. Bước đi đầu tiên, cậu bé chia số kẹo thành 3 đống khác rỗng, sau đó Freken chọn ra 2 đống đưa cho Carlson, đống còn lại Freken lại chia ra thành 3 đống khác rỗng và cậu bé lại chọn ra hai đống đưa cho Carlson, đống còn lại chia thành 3 đống khác rỗng … Ai đến lượt mình không đi được nữa thì thua. Hỏi ai là người có chiến thuật thắng nếu trên bàn có:

a) 7 viên kẹo ;

b) 9 viên kẹo ;

c) 12 viên kẹo ;

d) 14 viên kẹo ;

e) Một số kẹo bất kỳ.

Bài tập
7.  a) Trên bảng có số 2010. Hai người A và B cùng luân phiên thực hiện trò chơi sau: Mỗi lần thực hiện, cho phép xoá đi số N đang có trên bảng và thay bằng N-1 hoặc [N/2]. Ai thu được số 0 trước là thắng cuộc. Hỏi ai là người có chiến thuật thắng, người đi trước hay người đi sau.

     b) Cùng câu hỏi với luật chơi thay đổi như sau: Mỗi lần thực hiện, cho phép xoá đi số N đang có trên bảng và thay bằng N-1 hoặc [(N+1)/2].

8. Có bảng chữ nhật gồm m x n ô. Hai người A và B cùng luân phiên nhau tô màu các ô của bảng, mỗi lần tô các ô tạo thành một hình chữ nhật. Không được phép tô những ô đã tô. Ai phải tô ô cuối cùng là thua. Hỏi ai là người có chiến thuật thắng, người đi trước hay người đi sau?

9. An và Bình chơi trò đoán số. An nghĩ ra một số nào đó nằm trong tập hợp X = {1, 2, …, 144}. Bình có thể chọn ra một tập con bất kỳ A của X và hỏi « Số của bạn nghĩ có nằm trong A hay không ? ». An sẽ trả lời Có hoặc Không theo đúng sự thật. Nếu An trả lời có thì Bình phải trả cho An 2.000 đồng, nếu An trả lời Không thì Bình phải trả cho An 1.000 đồng. Hỏi Bình phải tốt ít nhất bao nhiêu tiền để chắc chắn tìm ra được số mà An đã nghĩ ? 

Quy nạp trong bài toán đếm
Xây dựng công thức truy hồi là một trong những phương pháp quan trọng để giải bài toán đếm. Tư tưởng quy nạp ở đây rất rõ ràng: Để tìm công thức cho bài toán đếm với kích thước n, ta sử dụng kết quả của bài toán đếm tương tự với kích thước nhỏ hơn. 

Ví dụ 7. (Bài toán chia kẹo của Euler)

Cho k, n là các số nguyên dương. Tìm số nghiệm nguyên không âm của phương trình


x1 + x2 + … + xn = k
(*)

Gi¶i. Gäi sè nghiÖm nguyªn kh«ng ©m cña ph­¬ng tr×nh trªn lµ  S(n, k). DÔ dµng thÊy r»ng S(1, k) = 1. §Ó tÝnh S(n, k), ta chó ý r»ng   (*) t­¬ng ®­¬ng víi


x1 + ...+ xn-1 = k - xn (**)

Suy ra víi  xn cè ®Þnh th× sè nghiÖm cña (**) lµ S(n-1, k-xn). Tõ ®ã ta ®­îc c«ng thøc


S(n, k) = S(n-1, k) + S(n-1, k-1) + ...+ S(n-1, 0)

§©y cã thÓ coi lµ c«ng thøc truy håi tÝnh S(n, k). Tuy nhiªn, c«ng thøc nµy ch­a thËt tiÖn lîi. ViÕt c«ng thøc trªn cho (n, k-1) ta ®­îc 


S(n, k-1) = S(n-1, k-1) + S(n-1, k-2) + ...+ S(n-1, 0)

Tõ ®©y, trõ c¸c ®¼ng thøc trªn vÕ theo vÕ, ta ®­îc


S(n, k) - S(n, k-1) = S(n-1, k)

Hay 
S(n, k) = S(n, k-1) + S(n-1, k)

Tõ c«ng thøc nµy, b»ng quy n¹p ta cã thÓ chøng minh ®­îc r»ng  S(n, k) = Ckn+k-1.
Trong nhiều trường hợp, việc xét thêm các bài toán phụ sẽ giúp chúng ta thiết lập nên các hệ phương trình truy hồi, từ đó suy ra công thức truy hồi cho các bài toán chính.
Ví dụ 8. Xét tập hợp E = {1, 2, …, 2010}. Với tập con A khác rỗng của E, ta đặt 


r(A) = a1 – a2 + … + (-1)k-1ak 

trong đó a1, a2, …, ak là tất cả các phần tử của A xếp theo thứ tự giảm dần. Hãy tính tổng   
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Đặt  En = {1, 2, …, n} và 
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. Xét Sn+1, bằng cách chia các tập con của En+1 thành 2 loại, loại không chứa n+1 và chứa n+1, ta có
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Ghi chú. Đây là tình huống may mắn đặc biệt khi chúng ta truy hồi mà không truy hồi, nghĩa là ra được công thức tường minh luôn.

Ví dụ 9. Có 2n người xếp thành 2 hàng dọc. Hỏi có bao nhiêu cách chọn ra một số người (ít nhất 1) từ 2n người này, sao cho không có hai người nào đứng kề nhau được chọn. Hai người đứng kề nhau là hai người có số thứ tự liên tiếp trong một hàng dọc hoặc có cùng số thứ tự ở hai hàng. 

Gọi Sn là số cách chọn ra một số người từ 2n người xếp thành 2 hàng dọc và Tn là số cách chọn ra một số người từ 2n-1 người xếp thành 2 hàng dọc, trong đó khuyết một chỗ ở đầu của một hàng. Ta có S1 = 2, T1 = 1.
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Hình 1. Sn với n = 5
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Hình 2. Tn với n = 5
Xét 2n người xếp thành 2 hàng dọc (như hình 1). Ta xét các cách chọn thoả mãn điều kiện đầu bài. Xảy ra các khả năng sau :

1) Người ở vị trí số 1 được chọn :  Khi đó người ở vị trí số 2 và số 3 không được chọn ( Có Tn-1 + 1 cách chọn (+1 là do bổ sung cách chọn « không chọn gì cả »  )

2) Người ở vị trí số 2 được chọn : Tương tự, có Tn-1 + 1 cách chọn.

3) Cả hai người ở vị trí số 1 và số 2 đều không được chọn: Có Sn-1 cách chọn. 

Vậy ta có  Sn = Sn-1 + 2Tn-1+ 2  (1).

Xét 2n-1 người xếp thành 2 hàng dọc (như hình 2). Ta xét các cách chọn thoả mãn điều kiện đầu bài. Xảy ra các khả năng sau :

1) Người ở vị trí số 1 được chọn : Khi đó người ở vị trí số 2 không được chọn ( có Tn-1 + 1 cách chọn 

2) Người ở vị trí số 1 không được chọn : có Sn-1 cách chọn. 

Vậy  ta có Tn = Sn-1 + Tn-1 + 1 (2)

Từ (1) ta suy ra 2Tn-1 = Sn – Sn-1 – 2, 2Tn = Sn+1 – Sn – 2. Thay vào (2), ta được


   Sn+1 – Sn – 2 = 2Sn-1+ Sn – Sn-1 – 2 + 2


   Sn+1 = 2Sn + Sn-1 + 2

Từ đây dễ dàng tìm được
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Bài tập
10. Tìm số cách lát đường đi kích thước 3 x 2n bằng các viên gạch kích thước 1 x 2.

11. Tìm số tất cả các bộ n số (x1, x2, …, xn) sao cho


(i) xi = ( 1 với i = 1, 2, …, n.


(ii) 0 ( x1 + x2 + … + xr < 4 với r = 1, 2, …, n-1 ;


(iii) x1 + x2 + … + xn = 4.

12. Trên bàn có 365 tấm bìa mà trên mặt úp xuống của nó có ghi các số khác nhau. Với 1.000 đồng An có thể chọn ba tấm bìa và yêu cầu Bình sắp xếp chúng từ trái sang phải sao cho các số viết trên chúng được xếp theo thứ tự tăng dần. Hỏi An, bỏ ra 2.000.000 có thể chắc chắn sắp xếp 365 tấm bìa sao cho các số được viết trên chúng được xếp theo thứ tự tăng dần hay không ?

13. (Bài toán con ếch, IMO 1979) Gọi A và E là hai đỉnh đối diện của một bát giác. Từ một đỉnh bất kỳ ngoại trừ E, con ếch nhảy đến hai đỉnh kề. Khi nó nhảy đến đỉnh E thì nó ngừng lại. Gọi an là số các đường đi khác nhau với đúng n bước nhảy và kết thúc tại E. Chứng minh rằng a2n-1 = 0, 
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