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Ty s0 kép - Hang diém dieu hoa — Cuc va doi cuc

Nhaén thay cac kién thirc vé ty sd kép, hang diém diéu hoa, cuc va dbi cuc c6 ung dung rat
16n trong viéc chimg minh mdt s6 16p cac bai toan hinh hoc nén toi viét bai | nay nham
gidi thiéu v6i ban doc mot sb kién thirc co ban vé van dé nay. Trong bai viét c6 mot sb
két qua khong qua kho nén t6i khong néu chimg minh ma danh cho ban doc, trong qua
trinh chtmg minh cac két qua d6 cac ban s& hiéu thém Vé kién thirc ndy.

Pé cho thudn tién ta sir dung khai niém “diém vO cung” va “duong thang vo cung”: Néu
hai duong thang song song voi nhau thi chung cat nhau tai mot diém v6 cung. Khoang
cach tir mot diém vo ciing dén mot dlem trén duong thang 1a oo, nhu vay moi duong
thang trén cing mot mat phang déu cat nhau. Ta ky hiéu diém vo cung 13 oo. Thém nita,
moi diém vo cung déu nam trén mot duong thang, duoc goi 1a dudng thang vo clng.

I. TY SO KEP VA HANG PIEM PIEU HOA:

1. Ty s6 kép: Xét bdn diém thang hang 4, B, C, D. Ty sb kép ciia bbn diém do6 duoc
ky hiéu 1a (4,C, B, D) duoc tinh nhu sau:

AB CB AB CD

AD CD BC.DA
2. Hang diém diéu hoa: 4, B, C, D dugc goi 1a hang diém diéu hoa khi va chi khi
(4,C, B,D) =—1. Vi khi d6 ta c6 cac dang thuc sau:
) 1 1
AC AB AD
(i) OC? = OB.OD ( Véi O la trung diém cta doan thang AC)
(111) Qua phep nghich ddo véi duong tron nghich dao 1a duong tron duong kinh AC thi
diém B bién thanh diém D.
(iv) Buong tron duong kinh AC va duong tron duong kinh BD truc giao.
3. Mot so bién ddi ddi voi ty s6 kép:
(i) (4,C,B,D)=(B,D, 4,C)
1
(C,4,B,D)
(iii) (4,C,B,D)=1-(4,B,C,D)
4. Chim diéu hoa:
Ta ky hiéu X(4,C, B, D) la chim duong thang (X4, XC, XB, XD).
4.1. Bén duong thang a, b, ¢, d ddng quy. Ty sb kép ciia bon dudng thang d6 1a:
(a,c,b,d) = s%n(a,b)s‘in(c, d)
sin(b, ¢ )sin(d, a)
42.a, b, c, d dugc goi la chum diéu hoa khi va chi khi (a,¢,b,d) = -
4.3. Buong théng [ cat céc duong théng a,b,c,dlanluottai A, B, C, D thi:
(a,c,b,d) = (A,C,B,D)
5. Twong Wng xa anh va twong @ng Ehéi canh:
5.1. Twong &ng xa anh: Néu hai hang diém 4, B, C, D va A', B', C', D' c6 cung ty
sb kép thi chiung dugc goi 1a tuong ing xa anh, ky hi¢u (A, C, B,D)X(A‘, C',B',D').

(4,C,B,D)=

(i) (4,C,B,D)=
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5.2. Twong @ng phéi canh: Néu hai hang diém 4, B, C, D va A', B', C', D' thoa
man cac duong thang AA4', BB', CC', DD' dong quy thi ching dugc goi la tuong ing
phdi canh, ky hiéu (4,C,B,D)A(4',C',B', D).

Ap dung 4.3 thi ta thiy ngay néu c6 (4,C,B,D)A(4',C',B',D') thi
(4,C,B,D)A(4',C',B',D").

6. Mot so6 dinh ly:

6.1. Pinh Iy 1: Néu (4,C,B,D)=(4',C',B',D') va A= A" thi cac dudng thiang BB',
CC' va DD' dong quy.

6.2. Dinh ly 2: Néu (a,c,b,d) = (a',c',b',d‘) va a = a' thi giao diém cua céc cap duong
thang sau thang hang (b,5'), (c,¢') va (d,d").

6.3. Pinh Iy 3: Néu X(4,C,B,D)=—-1 va B latrung diém ctia AC khi va chi khi
XD/l AC .

6.4. Pinh Iy 4: Néu X(4,C,B,D)=—1 va XB la phan giac cia AXC khi va chi khi
XB L XD.

6.3. Dinh‘ly 5 (Pinh ly Desargne): Hai tam giac A{BC va A'B'C' thoa man AA', BB’
va CC' dong quy. M, N, P theo thu tu la giao di€m cua cac cap doan thang
(BC,B'C"), (CA,C' A') va (4B, A'B'") thi ba diém d6 thang hang.

Chirng minh:

Goi giao diém cua cac dudng thang 44', BB' va CC' 1a O. Puong thing AA4' cit hai
duong thang BC va B'C' lan lugt tai 7 va J. Ta cé:

A(A',M,N,P)AA(I,M,C,B)NO(I,M ,C,B)ANJ,M,C",B)AA'(J,M,C'",B)NA'(4,M , N, P)
Vay ta dugc A(4',M,N,P)= A'(4,M,N,P), ap dung dinh Iy 2 suyra M, N va P

thang hang.

Chu y:

(1) Pinh ly ddo cua dinh ly trén cling dung.

(i1) HE qua cuta bai todn nay ta co6 bai toan quen thudc sau: Cho tam gidc ABC c6 ba
duong cevian AA', BB' va CC' dong quy, thi giao diém cia cac cip duong thang
(BC,B'C"), (C4,C' 4') va (4B, A'B') dong quy.

6.4. Pinh 1y 6 (Pinh Iy co ban ciia hinh hoc xa anh): 4, B, C va D 1a bon diém phan
biét trén mat phang. G, E va F 1an luot 1a giao diém cua cac cip dudng thing
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(AC, BD), (AD, CB) va (AB, DC). H va I lanluot 1a giao diém cua céc cap duong
théng (EG, AB) va (EG, CD). Chtrng minh rﬁng A, H,B,FvaD,I,C,F lacac
hang diém diéu hoa.

Chirng minh:

& H B F

Taco (4,B,H,F)AG(4,B,H,F)A(C,D,1,F)AE(C,D,1,F)A(B,4,H,F)

Mt khac ta c6 (4,B,H,F)=(B,A,H,F)= nén (4,B,H,F) =1,chay

(4,B,H,F)
ring (4,B,H,F)#1nén (4,B,H,F)=—1hay 4, H, B, F la hang diém diéu hoa tir
d6 dé dang suy ratiép D, I, C, F ciing la hang diém diéu hoa.

Chii y: Trong bai toan trén néu CD// AB thi F =oo suyra H va I lan luot la trung
diém cdu 4B va CD.

6.5. Pinh Iy 7 (Pinh ly Pappus): Hai duong thang / va m catnhautai O. 4, B, C la
cac diém phan bi¢t thuoc / va D, E, F lacac diém phan bi¢t thuoc m. G, H, K lan
luot 14 giao diém ctia cac cip doan thang (4E,BD), (AF,CD) va (BF,CE). Ching
minh rang ba diém do thing hang.

Chirng minh:

J va K lan luot 14 giao diém clia cac cip duong thiang (4E,CD) va (AF,CE). T a cé:

(4,G,J,E)ND(4,G,J,E)n(4,B,C,0)AF(4,B,C,0)A(K,1,C,E). Ap dung Pinh Iy 1 suy
ra AK, GI va JC ddng quy hay G, H, I thang hang (dpcm).

6.6. Pinh Iy 8: Cho duong tron (0) vabén diém 4, B, C, D cho trudc trén dudng
tron, X 1a mot diém thugc duong tron. Khi d6 d6 ty sé kép X(4,C, B, D) khong phu
thudc vao vi tri cia X . Hay néi cach khac véi moi X,Y < (0) thi
X(4,C,B,D)=Y(4,C,B,D)
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Chua y: TT ky hiéu tiép tuyén tai T ciia dudng tron (O)

6.7. Dinh ly 9 (Pinh ly Pascal): Cho sau diém trén duong tron 4,, 4,, 4;, B,, B,, B;.
C,, C,, C, la giao diém cia cac cip dudng thing (4,4;,B,B,), (4,4,,B,B,) va
(4,4,,B,B, ). Thi ba diém d6 thang hang.

Huwoéng din: Sir dung Dinh 1y 6 véi ¥ tudng chimg minh giéng nhu ching minh Dinh Iy
Pappus

6.8. Pinh ly 10 (Pinh ly Brianchon): Luc gidc 4,4, 4,4, A4,A, ngoai tiép mot dudng
tron, thi 4,4,, A,A; va A,A, dong quy.
Chii y: Day 1a dinh 1y d6i ngiu cta Dinh 1y Pascal.

&

Tir Dinh 1y nay ta c6 mot s6 két qua khi ddc biét hoéa cho mot s6 diém 4, niao d6 tring
nhau.

6.9. Pinh Iy 11 (V& tir giac diéu hoa): Tt gidc ABCD ndi tiép duong tron (O) dwoc goi
1a tr giac diéu hoa khi va chi khi mot trong céc diéu kién sau dugc thoa man:

(a) Ton tai mot diém X thudc (O) théa man X(4,C,B,D)= 1.

(b) Tiép tuyén tai hai dinh ddi dién ddng quy voi duong chéo con lai.
(c) AB.CD = AD.BC .
(d) AC 1a duong doi trung cua tam giac ABD.
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II. CUC VA POI CUC:

1. Puong tron truc giao: Hai dudng tron (O) va (O') duoc goi 14 truc giao néu hai
tiép tai mot trong hai diém chung vudng goc véi nhau. Ta ky hiéu (0) L (0').

Tinh chdt 1: (0) L (O') khi va chi khi P, =R* (R 1a ban kinh cta (0)).

Tinh chat 2: (0) L (0') khi va chi khi ton tai mot duong kinh ciia mot trong hai duong
tron bi hai duong tron chia diéu hoa (tore 1a giao diém cta hai duong tron voi duong
thang chira duong kinh do6 1a hang diém di€u hoa).

Chii y: Néu ton tai mot duong kinh chia diéu hoa thi moi dudng kinh déu chia diéu hoa.
2. Puong ddi cwe ciia mot diém ddi voi hai dwong thing:

2.1. Hai diém lién hop véi hai dwong thang: Hai diém M va N goi 1a lién hop véi hai
duong thang a va b khi va chi khi (M,N,4,B)=—1,6day 4 va B la giao diém cuia
duong thang MN v6i hai duong thang a va b ..

2.2. Puong dbi cuc cia mdt diém véi hai dwong thang: Tap hop tit ca cac diém N ma
M, N lién hop véi a, b 1la mdt duong thfmg n goi la duong ddicucctia M véia, b.
Vakhidotacongoi M lacuccian voia, b.

Chuy:

(1) Tap hop cac cuc cua n voi a, b 1a duong ddicuccia Nen véia, b.

(ii) Moi diém nam trén mot duong thang qua giao diém cta a va b déu c6 chung mot
ddi cuc.

3. Hai diém lién hop ddi véi mt dwdng tron:

3.1. Hai diém M va P duoc goi la lién hop vé6i (O) néu hai dudng tron (O) va dudng
tron duong kinh MP truc giao voi nhau.

0)L(0)= P, ,=R* < 00*-R"=R?
0/(0")
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2 2 4
3.2. Cuc va duong ddi cuc:
3.2.1. p la quy tich cac diém M ma M va P lién hop vdi (O) goi 1a duong ddi cuc cua

p? M?*  MP? — —_—
(O +0 - ]—RQ:RZ<:>0M.0P=R2<:>OH.OP=R2.

P véi (O) Nguoc lai P goila cyc cia p voi (O) Va H goi la chan ciia duong dbi
cuc. Mot cach khac tandi P va p lién hop véi (0).

Tur day tro di néu khong noi gi thi cac ky hiéu chii in va chir thudng tuong tmg 1a cuc va
duong doi cyc cua nhau, vidu 4 1a cuc cua a.

3.2.2. Mot cat tuyén tr A cit (0) tai C, D va cit duong ddi cuc cta no véi (0) tai B
thi (A, B,C ,D) =—1. Nén ta c6 thé dinh nghia duong ddi cuc theo cach khac nhu sau:
Mot cat tuyén ACD quay quanh A, trén d6 14y diém B saocho 4, C, B, D 1a hang
diém diéu hoa thi quy tich diém B 1a mot duong thang (Néu 4 nam trong (O)) hodc 1a
mdt doan thang (néu 4 nam ngoai (0)), thi duong thang do, hodc duong thang chira
doan thang d6 1a duong ddi cuc cia 4 dbi véi (0).

Chii y: Tir dinh nghia trén, ta c6 hai cach xac dinh dudng ddi cuc cuc ciia mot diém A
nam ngoai (O)

(i) Céch I: Pudng dbi cuc ciia 4 d6i voi (0) 1a duong thing ST voi A4S va AT 1a hai
tiép tuyén tir 4 t6i (0).

(ii) Cdch 2: Ké hai cat tuyén AMN va APQ tir A t6i (0). MQ cat NP tai I, MP cit
NQ tai J thi IJ 1a dwong déi cuc cia 4 véi (0).

4. Quan hé lién thugc:

4.1. 4, a lién hop véi (0), B, b lién hop véi (O) thi

Aeb< Bea

4.2. Mo rong cia 4.1) 4,, 4,, ..., A thang hang khi va chi khi «,, a,, ..., a, dong
quy.

5. Hai dwong thing lién hgp véi mot dwong tron: a, b lién hop véi (0) khi va
chikhi 4, B lién hop véi (0). Vakhi d6 dé thiy 4eb va Bea.

III. MOT SO BAI TOAN:

Bai toan 1: Tir gidc ABCD ndi tiép dudng tron (0). E, F va I theo thir tu 1 giao
diém cua cic cip dudng thang (4B,CD), (BC, AD) va (AC,BD). Ching minh rang /
la tryc tdm cua tam giac EOF .

Giai:
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Tacod EI latryc cyc ciia F d6i voi O nén EI L FO . Tuong tutacd FI L EO suyra
I 1a tryc tam cua tam giac EOF (dpcm).

Bai toan 2: Cho tir gisc ABCD. E, F, P lan luot 1a giao diém cua cac cip duong
thang (4D, BC), (4B,CD) va (AC,BD). O la hinh chiéu vuéng goc ctia P lén EF .
Ching minh rang ZAOD = Z/BOC.

Giai:

Dé ching minh bai toan ta chi can ching minh OP 1a phan giac ciia cac goc £Z40C va
ZBOD . Do vali tro cua chung la tuong duong nén ta chi can chimg minh OP 1a phan
giac cua goc L40C . Ta co:

0(4,C,P,E)AE(4,C,P,0)AE(D,C,P,F)

Ap dung Pinh 1y 6 suy ra O(A, C, P,E) =—1, tiép tuc ap dung Pinh Iy 3 ta c6 OP 1a
phén giac ZAOC (dpcm)

Bai toan 3: Cho duong tron tim O va mét diém / cb dinh trong (0) Day cung 4B cua
(0) quay quanh 7. OI cittiép tuyéntai 4 va B cua (0) lan luot tai M va N . Goi
giao diém ctia AN va BM 1a J. Tim quy tich diém J khi AB quay quanh 7 .
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Huéng din:
Goi giao diém ciia AM va BN la K, JK cit AB tai L.
Tacd AB la duong ddi cuc cia K dbi véi (O), I € AB nén K thudc duong ddi cuc cla
[ dbi véi (O) (1) (Theo su quan hé lién thudc giira cuc va dbi cuc).
Ap dung Dinh 1y 6 cho bon diém A, B, M va N suy ra K(J,I,B,A)z —1 suy ra
(L,B,I,4)=—1, theo 3.2.2 thi L thudc dudng dbi cuc ciia I dbi vai (0) (2).
Tu (1) va (2) suy ra KL 1a duong ddi cuc cua I ddi voi (O), vay J ludn thudc mat
duong thiang cb dinh, duong ddi cuc ctia 7 ddi véi (O).
Tiép theo dé tim quy tich ctia diém J , ta cdn gidi han lai “khoang” ma J di chuyén trén
duong théng ¢ dinh d6. Phan nay khong kho, ban doc co thé tu 1am, véi chi v réng J
chuyén dong t6i “bién” ctia quy tich (ma ban doc c6 thé du dodn ngay 1a doan thang, thi
bién 13 hai diu mut cua doan thing d6) khi mot trong hai tiép tuyén tai 4 hodc tai B
song song v&i dudng thang O .
Bai toan 4: O 1a mot diém nam trong tam gidc ABC . Cac duong thang qua 4, B va C
t6i O cit cac canh d6i dién tai K, L va M , theo thir tu. DPuong théng qua M song song
v6i KL cit cac duong thang BC va AK lan luot tai U va V. Chimg minh rang
MU = MV . (India Regional Mathematical Olympiad 2003)

A

Huéng dan: Ching minh K(U, V,M,L) =—1 16i 4p dung Pinh Iy 3.

lenamtruong@gmail. com



Le Nam Truong — HUT

Bai toan 5: Puong tron ndi tiép tam gidc ABC tiép xuc véi cac canh C4 va AB lan
luot tai £ va F . Cac duong thang BE va CF cat duong tron ndi ti€p lan nira tai M va

N , theo thtr tu. Tinh ME.NF )
MF .NE
Giai:
A
F
E
i
B P C

Goi tiép diém cua duong tron ndi tiép v6i canh BC 1a P. Ta c6 MFEP 1a ti giac diéu
hoa nén MF.EP = MP.EF (1)

Ap dung dinh 1y Ptoleme cho tir gidc MFEP ta co

ME.FP = MF .PE + MP.EF (2)

ME PE
Tu (1) va (2) suy ra ME.FP =2MF.PE = ——=2—— (3)
MF PF
Lo . . NF PF
Lap luan tuong ty doi véi to giac NEFP ta dugc —=2—— (4)
NE PE

MENF

MF.NE

Bai toan 6: Duong tron (] ) noi tiép tam giac ABC tiép xtic voi canh BC tai D. H 1a
hinh ghiéu vudng goc cua 4 1én BC, K la trung diém dpan AH . Puong thang DK
mot 1an nira cat duong tron ndi tiép tai L . Ching minh rang £BLD = ZCLD.

Giai:

T (3) va (4) suy ra
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