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  Phần một               BẤT ĐẲNG THỨC CÔ SI (AM-GM) VÀ KĨ THUẬT SỬ DỤNG
I-CÁC DẠNG BẤT ĐẲNG THỨC

1).Dạng cơ bản:  
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2).Dạng luỹ thừa: 
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3).Dạng cộng mẫu số: 
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4).Dạng trung bình 

a).Trung bình nhân: 
[image: image7.wmf](
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(Bất đẳng thức MinCôpxki)

Hệ quả: 
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b).Trung bình căn: 
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c). Trung bình điều hoà: 
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 Mối quan hệ giữa các dạng trung bình:  
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5).Dạng phân thức: 
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 (Bất đẳng thức Jen sen).

II-KỸ THUẬT SỬ DỤNG BẤT ĐẲNG THỨC CÔ SI
1. Ph­¬ng ph¸p c©n b»ng  tæng (Đánh giá từ trung bình cộng sang trung bình nhân)

Ph­¬ng ph¸p nµy xuÊt ph¸t tõ mét nhËn xÐt s©u s¾c trong s¸ch gi¸o khoa, tøc lµ khi 

“ NÕu hai sè d­¬ng cã tÝch kh«ng ®æi th× tæng cña chóng nhá nhÊt khi vµ chØ khi 

chóng b»ng nhau”. 

Më réng mét c¸ch tù nhiªn th× ®Ó chøng minh tæng S= S1 + S2+ ... + Sn 
[image: image15.wmf]³

 m ,

 ta biÕn ®æi  S = A1+A2+...+An lµ c¸c sè kh«ng ©m mµ cã tÝch A1A2...An = C kh«ng ®æi,

 sau ®ã ta ¸p dông bÊt ®¼ng thøc C«si.

Ví dụ 1.    T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña f(x) =  x + 
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  khi x > 1

Gi¶i: Áp dông bÊt ®¼ng thøc C«si cho hai sè x - 1 > 0 vµ 
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VËy f(x) ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt lµ 3 khi x = 2.

Ví dụ 2.  Chøng minh r»ng nÕu x > -1 th× 
[image: image19.wmf]2
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Ph©n tÝch: NÕu  ¸p dông ngay bÊt ®¼ng thøc C«si th× ta thÊy ch­a ra kÕt qu¶, nh­ng 

nÕu t¸ch 2x thµnh x+1+x+1-2 th× cã ngay ®iÒu ph¶i chøng minh.

Ví dụ 3. Chøng minh r»ng  
[image: image20.wmf]0
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Ph©n tÝch: BiÕn ®æi vÕ tr¸i thµnh mét tæng cña c¸c sè h¹ng cã tÝch kh«ng ®æi, v× vËy ph¶i

ph©n tÝch x thµnh 3 sè h¹ng lµ 
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Gi¶i: BÊt ®¼ng thøc ®· cho t­¬ng ®­¬ng 
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Áp dông bÊt ®¼ng thøc C«si cho 4 sè d­¬ng gåm ba sè 
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ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.

DÊu b»ng x¶y ra khi x=0

          §Ó luyÖn tËp ta cã thÓ cho c¸c em ¸p dông nh÷ng bµi t­¬ng tù sau:

1) T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc P = 
[image: image27.wmf]1
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2) Chøng minh r»ng nÕu nÕu x > - 3  th× 
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3) Chøng minh r»ng nÕu a > b >  0 th×    a + 
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)

1

)(

(

2

³

+

-

b

b

a

b


4) T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc Q = x + y biÕt x > 0, y > 0 tho¶ m·n: 
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H­íng dÉn: tõ biÓu thøc ta cã y =
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5) T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc R = 
[image: image33.wmf]ab
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HD: R = 
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 sau ®ã dïng bÊt ®¼ng thøc C«si. 
6. Chøng minh r»ng  
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7.  Chứng minh rằng

1).
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          8.  Cho 
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. Chứng minh rằng: 
[image: image41.wmf]1

81

abcd

£


         HD:
[image: image42.wmf](

)

(

)

(

)

3

1111

11130

1111111111

bcdbcd

abcdbcdbcd

æöæöæö

=-+-+-=++³³

ç÷ç÷ç÷

++++++++++

èøèøèø


         9. Cho 
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       Chú ý: Tách nghịch đảo trong kĩ thuật đánh giá trung bình cộng sang trung bình nhân là kĩ tách

        phần nguyên theo mẫu số để khi chuyển sang trung bình nhân thì các phần chứa biến số bị triệt tiêu.

         10. Chứng minh rằng:

1).
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3).
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11. Với mọi x, y, z dương, hãy chứng minh 
[image: image52.wmf]333
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12. Với x, y, z là các số dương có tích bằng 1, hãy chứng minh bất đẳng thức sau
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     2. Ph­¬ng ph¸p c©n b»ng tÝch ( Đánh giá từ trung bình nhân sang trung bình cộng)
Tõ mét hÖ qu¶  quan träng trong s¸ch gi¸o khoa: “ NÕu hai sè d­¬ng cã tæng kh«ng ®æi th× tÝch cña chóng lín nhÊt khi vµ chØ khi chóng b»ng nhau”.
Më réng ta cã: ®Ó chøng minh mét biÓu thøc cã d¹ng P= P1P2...Pn 
[image: image54.wmf]£

 M 

ta ph©n tÝch P = B1B2...Bn  lµ c¸c sè  kh«ng ©m mµ tæng B1 + B2+ ... + Bn = C lµ mét sè kh«ng ®æi.

Ví dụ 1. Cho a > 0, b > 0 vµ a + b = 1. Chøng minh r»ng ab2  
[image: image55.wmf]£
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Ph©n tÝch: ta cÇn t¸ch biÓu thøc ab2 thµnh mét tÝch cã tæng kh«ng ®æi mµ tæng ®ã 

ch¾c ch¾n ph¶i liªn quan ®Õn a + b = 1.

Gi¶i: ab2 = 
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 mµ theo bÊt ®¼ng thøc C«si cho 3 sè d­¬ng lµ a, b/2,b/2 

ta cã:     
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 EMBED Equation.3  [image: image59.wmf]Þ

®pcm.

DÊu b»ng x¶y ra khi a = 1/3; b = 2/3.

Bài tập tự luyện

Bài 1.  Chứng minh rằng: 
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Bài 2.  Chứng minh rằng:
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Tổng quát: 
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Bài 3. Chứng minh rằng:
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HDG: Biến đổi: 
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Bài 4. Cho 
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Giải: Theo giả thiết suy ra: 
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Ta sẽ chứng minh: 
[image: image78.wmf](
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Nếu có hai thừa số ở 
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Nếu có đúng một thừa số ở 
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Nếu cả ba thừa số ở VT đều dương thì ta có:
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Mà 
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Vậy ta có điều phải chứng minh.

Chú ý: Nhân thêm hằng số trong kĩ thuật đánh giá trung bình nhân sang trung bình cộng

Bài 5.  Chứng minh rằng: 
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Bài 6.  Cho 
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Bài 7. Cho 
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. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
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Bài  8. Cho 
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. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: 
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Bài 9. a). Cho 
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        b).  Cho 
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Tổng quát:  Cho 
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Bài 10. Chứng minh rằng;  
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Tổng quát:  
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Bài 11. (ĐỀ THI HSG Tỉnh Nghệ An-Bảng A-1992-1993)
Cho 
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Giải. Nhận xét vai trò của 
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Áp dụng bất đẳng thức Cô si :
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Cộng vế theo vế các BĐT trên ta được:
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Suy ra: 
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Đẳng thức xảy ra khi 
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.Vậy: 
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3. KÜ thuËt dïng ho¸n vÞ vßng.

§©y lµ mét kÜ thuËt phæ biÕn khi dïng bÊt ®¼ng thøc C«si , rÊt ®¬n gi¶n vµ hiÖu qu¶ khi dïng vµ t¹o rÊt nhiÒu høng thó cho häc sinh.

Ví dụ 1:   Chøng minh 
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Ph©n tÝch: NÕu ¸p dông ngay bÊt ®¼ng thøc C«si cho 3 sè h¹ng ta thÊy khã cã thÓ lµm ngay ®­îc, v× vËy ta cÇn linh ho¹t vËn dông cho tõng bé hai sè.

Gi¶i: V× a > 0, b > 0, c > 0 nªn
[image: image112.wmf]0

,

0

,

0

>

>

>

b

ac

a

bc

c

ab

 ¸p dông bÊt ®¼ng thøc C«si cho c¸c cÆp:
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DÊu b»ng x¶y ra khi a = b = c.

Chú ý:
       Ghép đối xứng

Phép cộng: 
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Phép nhân: 
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Ví dụ 1. Chứng minh rằng:


1). 
[image: image116.wmf],,,0

bccaab

abcabc

abc

++³++">



2). 
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Ví dụ 2. Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng:


1). 
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3).
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4). 
[image: image122.wmf]2
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Ví dụ 3.Các số thực dương 
[image: image126.wmf],,
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Hãy chứng minh rằng:
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HD: Bình phương 2 vế BĐT cần chứng minh  rồi ghép đối xứng.

4.Ghép cặp nghịch đảo
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Ví dụ 1. Chứng minh rằng:


1). 
[image: image130.wmf]6,,0

bccaab

abc

abc

+++

++³">



2).
[image: image131.wmf]2229

bccaababc

++³

+++++

 
[image: image132.wmf],,0

abc

">



3). 
[image: image133.wmf]3

2

abc

bccaab

++³

+++

  
[image: image134.wmf],,0

abc

">



4). 
[image: image135.wmf]222

2

abcabc

bccaab

++

++³

+++

  
[image: image136.wmf],,0

abc

">


Ví dụ 2. Cho 
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Ví dụ 3. Cho 
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5. Đánh giá mẫu số

Ví dụ 1. Chứng minh rằng:

1). 
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111

,,0

2

abc

abc

abcbcacababc

++

++£">

+++


2).
[image: image142.wmf]333333

1111

,,0

abc

ababcbcabccaabcabc

++£">

++++++


3).
[image: image143.wmf]+++£

++++++++++++

444444444444

11111

abcabcdbcdabcdcdaabcddababcdabcd

.

Tổng quát: Cho 
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Ví dụ 2.Cho 
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Tổng quát: 
Chứng minh rằng:
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với mọi 
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Giải: Giả sử 
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Cộng vế theo vế ta được:
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Ta sẽ chứng minh: 
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Nếu 
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Nếu 
[image: image155.wmf]1

1

a

¹

 thì 
[image: image156.wmf]1

10

a

->

.Do đó  
[image: image157.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2323

3..111...11

nn

aaaaaa

Û++++---£


Áp dụng BĐT Cauchy cho VT ta có: 
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Vậy (3) đúng.

Cộng vế theo vế của (2) và (3) ta có điều phải chứng minh.

Ví dụ 3. Cho 
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Tổng quát: Cho 
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 Chứng minh rằng: 
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Giải: Ta có:
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Ta sẽ chứng minh: 
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Áp dụng BĐT Cô si  ta có: 
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Tương tự ta có:
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Cộng vế theo (1), (2),…,(n) ta được:
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(vì  
[image: image170.wmf]222
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Từ đó suy ra ĐPCM.

Chú ý: Đánh giá mẫu số trong kĩ thuật Côsi ngược dấu 
Ví dụ 4: Các số dương a, b, c thoả mãn: 
[image: image171.wmf]3

abc

++=

. Chứng minh bất đẳng thức:
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Bình luận: Ta không thể dùng trực tiếp bất đẳng thức Cô si (AM-GM) với mẫu số vì bất đẳng thức sau đó sẽ đổi chiều
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Tuy nhiên, rất may mắn ta lại có thể dung bất đẳng thức đó theo cách khác:
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Ta đâ sử dụng bất đẳng thức AM-GM: 
[image: image174.wmf]2
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ở dưới mẫu nhưng lại có được một bất đẳng thức thuận chiều.

Sự may mắn ở đây là một cách dùng ngược dấu bất đẳng thức Cô si, một kĩ thuật khá ấn tượng và bất ngờ.

Giải: Ta có: 
[image: image175.wmf](

)

22

22

222

1

22

111

abb

aababab

aaa

b

bbb

+-

==-³-=-

+++


Tương tự: 
[image: image176.wmf]2
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Cộng vế theo vế cả bất đẳng thức ta được: 
[image: image178.wmf]222
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Vì 
[image: image179.wmf](
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Đẳng thức xảy ra khi ac= b = c = 1.

Bài tập tương tự: 1).Chứng minh rằng với mọi số dương a, b, c thoả mãn: 
[image: image180.wmf]3
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 Chứng minh bất đẳng thức:
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 2). Chứng minh rằng với mọi số dương a, b, c thoả mãn: 
[image: image182.wmf]3
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3).Chứng minh rằng với  a, b, c, d là các số thực dương thoả mãn: 
[image: image184.wmf]4
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4).Chứng minh rằng với  a, b, c, d là các số thực dương thoả mãn: 
[image: image186.wmf]4
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5).Chứng minh rằng với  a, b, c, d là các số thực dương thoả mãn: 
[image: image188.wmf]4
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Ví dụ 5: Chứng minh rằng với  a, b, c, d là các số thực dương thoả mãn: 
[image: image190.wmf]4
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 ta có bất đẳng thức:
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Giải: Theo bất đẳng thức Cô si ta có: 
[image: image192.wmf](
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Tương tự: 
[image: image193.wmf]2
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Cộng 4 bất đẳng thức trên ta có: 
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Ta lại có: 
[image: image197.wmf](
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Do đó:
[image: image199.wmf]2222
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Đẳng thức xảy ra khi a = b = c = d = 1.

Ví dụ 6: Chứng minh rằng với  a, b, c, d là các số thực dương ta luôn có:
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HDG: Ta có: 
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 Xây dựng ba bất đẳng thức tương tự. Đẳng thức xảy ra khi các biến bằng nhau.

Bài tập tương tự: Chứng minh rằng với  a, b, c, d là các số thực dương ta luôn có:
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Ví dụ 7.  Cho 
[image: image203.wmf],,0
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Giải: Theo bất đẳng thức Cô si ta có: 
[image: image206.wmf](
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Hoàn toàn tương tự ta cũng có 2 bất đẳng thức: 
[image: image207.wmf](
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Do đó ta chỉ cần chứng minh: 
[image: image209.wmf](
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Thật vậy, theo bất đẳng thức Cô si  ta có:
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Cộng vế theo vế ta có: 
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)

(

)

(

)

(

)

222

333

23

abcabbccaabbcca

éù

+++++³++

êú

ëû


Vì 
[image: image214.wmf]3
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Từ đó suy ra: 
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nên ta có điều phải chứng minh.

Đẳng thức xảy ra khi a = b = c =1.

Ví dụ 8.  Cho 
[image: image217.wmf],,0
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. Chứng minh bất đẳng thức:
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Giải: Chứng minh tương tự
Theo bất đẳng thức Cô si ta có: 
[image: image220.wmf](
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Do đó ta chỉ cần chứng minh: 
[image: image221.wmf]333
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Thật vậy, theo bất đẳng thức Cô si ta có:
[image: image222.wmf](
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Cộng vế theo vế ta có: 
[image: image223.wmf](
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Từ đó suy ra: 
[image: image224.wmf]333
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 nên ta có điều phải chứng minh.

Đẳng thức xảy ra khi a = b = c =1.

Ví dụ 9.  Cho x, y, x > 0 thoả mãn 
[image: image225.wmf]1

xyyzzx

++=
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Giải: Ta có: 
[image: image227.wmf](
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Chứng minh tương tự: 
[image: image228.wmf]2
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Suy ra: 
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Đẳng thức xảy ra khi x =  y = z = 
[image: image232.wmf]1
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 .

Vậy Min T = 
[image: image233.wmf]1
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 khi x =  y = z = 
[image: image234.wmf]1
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5. Ph­¬ng ph¸p thªm h¹ng tö vµ chän ®iÓm r¬i C«si

§©y lµ ph­¬ng ph¸p rÊt l«i cuèn häc sinh, b»ng c¸ch thªm c¸c sè h¹ng phï hîp vµ sö dông khÐo lÐo 
bÊt ®¼ng thøc C«si ta cã thÓ ®¹t nh÷ng kÕt qu¶ kh«ng ngê!

“ Kiểm tra điều kiện xảy ra dấu bằng, chọn điểm rơi và cân bằng hệ số”
5.1).Dấu bằng xảy ra tại  điểm mút.

Ví dụ 1. 1).Cho 
[image: image235.wmf]3
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. Chứng minh rằng: 
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Phân tích tìm lời giải:

Dấu “=” xảy ra khi a = 3

Chọn số 
[image: image237.wmf]a

 sao cho khi áp dụng BĐT Cô si cho 
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 thì dấu “=” xảy ra khi a = 3

Nghĩa là: 
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.Từ đó ta có lời giải:

Giải: Ta có: 
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Dấu “=” xảy ra khi a = 3

2).Cho 
[image: image241.wmf]2
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. Chứng minh rằng: 
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Phân tích tìm lời giải:

Dấu “=” xảy ra khi a = 2

Chọn số 
[image: image243.wmf]a

 sao cho khi áp dụng BĐT Cô si cho 
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 thì dấu “=” xảy ra khi a = 2

Nghĩa là: 
[image: image245.wmf]2
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Từ đó ta có lời giải:

Giải: 
   Ta có: 
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Dấu “=” xảy ra khi a = 2

3).Cho 
[image: image247.wmf]6

a

³

. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
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Phân tích tìm lời giải:

Dự đoán giá trị nhỏ nhất đạt được  khi a = 6

Cần chọn số 
[image: image249.wmf]a

 sao cho khi áp dụng BĐT Cô si cho 
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 thì dấu “=” xảy ra khi a = 6

Nghĩa là: 
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Giải: Ta có: 
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Dấu “=” xảy ra khi a = 6. Vậy  
[image: image253.wmf]3636
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4).Cho 
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0

2

a

<£

. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
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Phân tích tìm lời giải:

Dự đoán giá trị nhỏ nhất đạt được  khi a = 
[image: image256.wmf]1
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Cần chọn số 
[image: image257.wmf]a

 sao cho khi áp dụng BĐT Cô si cho 
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 thì dấu “=” xảy ra khi a = 
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Nghĩa là: 
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.Từ đó ta có lời giải:

Giải: Ta có: 
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Dấu “=” xảy ra khi a = 
[image: image262.wmf]1
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Vậy: Min S = 5 khi a = 
[image: image263.wmf]1
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* Hãy so sánh ví dụ 2 và 4  để xem có điều gì thú vị ở đây?

5.2). Các biến đều bình đẳng , dấu bằng xảy ra khi các biến bằng nhau

Ví dụ 2. Cho 
[image: image264.wmf],0
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Phân tích tìm lời giải:

Dấu “=” xảy ra khi a =  b = 
[image: image266.wmf]1
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 và nhận xét rằng: 
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Chọn số 
[image: image268.wmf]a

 sao cho khi áp dụng BĐT Cô si cho 
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 thì dấu “=” xảy ra khi a = b=  
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Nghĩa là: 
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.Từ đó ta có lời giải:

Giải: Ta có: 
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Dấu “=” xảy ra khi a = 
[image: image273.wmf]1
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Hãy giải tương tự câu a.
Ví dụ 3. (ĐỀ THI HSG Tỉnh Nghệ An -Bảng B-98-99  )

Cho 
[image: image275.wmf],0
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. Hãy tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức
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Phân tích tìm lời giải:

Dấu “=” xảy ra khi x =  y = 
[image: image277.wmf]1
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Chọn số 
[image: image278.wmf]a

 sao cho khi áp dụng BĐT Cô si cho 
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 thì dấu “=” xảy ra khi x = y = 
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Nghĩa là: 
[image: image281.wmf]111

4..

11

224

.

22

a

=Þa=

.Từ đó ta có lời giải:

Giải: Ta có: 
[image: image282.wmf]2222

121151

44

244

Axyxy

xyxyxyxyxyxy

æöæö

=++=++++

ç÷ç÷

++

èøèø

.


[image: image283.wmf](
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Dấu “=” xảy ra khi x = y = 
[image: image284.wmf]1
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Vậy Min A = 11 khi  khi x = y = 
[image: image285.wmf]1
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Ví dụ 4.T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña P = 
[image: image286.wmf]a
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 víi a, b lµ c¸c sè d­¬ng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ab = 1.

H­íng dÉn: DÊu b»ng x¶y ra khi a = b = 1, vËy ta ph¶i thªm cho 
[image: image287.wmf]3
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 sè h¹ng 
[image: image288.wmf]1
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§Ó tÝnh 
[image: image289.wmf]a

 ta thÊy cho a = b =1 th× 
[image: image290.wmf]a

 =4. Nh­ng nh­ thÕ ta thÊy chØ xuÊt hiÖn 
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 v× vËy ta thªm 
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 ®Ó ®­îc chøng minh sau:
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Ví dụ 5.  Chøng minh 
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Ph©n tÝch: tr­íc hÕt ta nhËn thÊy nÕu ¸p dông ngay bÊt ®¼ng thøc C« si th× còng kh«ng ra 
®­îc kÕt qu¶,  kÜ thuËt vßng còng kh«ng gi¶i quyÕt ®­îc. 

B©y giê ta ®¸nh gi¸ dÊu b»ng x¶y ra khi nµo, dÔ nhËn thÊy ®ã lµ khi a = b = c khi ®ã 
[image: image296.wmf]2
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v× vËy ta thªm b vµo phÇn tö ®¹i diÖn 
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 ®Ó cã chøng minh sau:

Chøng minh:

 Áp dông bÊt ®¼ng thøc C« si cho c¸c sè d­¬ng 
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Ví dụ 6. Chøng minh r»ng 
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Ph©n tÝch: Ta cÇn thªm cho 
[image: image302.wmf]c
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1. Rót gän ®­îc mÉu sè (b+c) sau khi ¸p dông b®t C«si (
[image: image303.wmf]c

b

a

+

2

+m 
[image: image304.wmf]³


[image: image305.wmf]2
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2. DÊu b»ng cña bÊt ®¼ng thøc C«si x¶y ra ®­îc nghÜa lµ 
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[image: image307.wmf]a

c

b

m

+

=

 .Vµ ®Ó tÝnh 
[image: image308.wmf]a

th×  
[image: image309.wmf]a

c

b

m

c

b

a

+

=

=

+

2

. DÔ thÊy khi thay a=b=c th× 
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        Chøng minh: ¸p dông bÊt ®¼ng thøc C« si cho c¸c sè d­¬ng 
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th× ta cã:
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DÊu b»ng x¶y ra khi a = b = c.

Tuy nhiªn thªm h¹ng tö nµo cho hîp lÝ th× tïy tõng bµi vµ vÝ dô cô thÓ

 Ví dụ 7: Chøng minh r»ng víi x,y,z > 0: 
[image: image313.wmf]2
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Ph©n tÝch: Ta thÊy r»ng víi h¹ng tö x3/ y cã thÓ cã hai h­íng sau:

 C¸ch 1: Học sinh sÏ thªm 
[image: image314.wmf]333
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x2  + y2 + z2 
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 xy + yz + zx, céng c¸c bÊt ®¼ng thøc ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.


C¸ch 2: 
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 Ví dụ 8. Chøng minh r»ng víi a, b, c>0 ta cã 
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Gi¶i: Áp dông bÊt ®¼ng thøc C«si  ta cã:
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  Ví dụ 9.  NÕu  a, b, c d­¬ng và abc=1 th×
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Ph©n tÝch: ta sÏ thªm cho 
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[image: image324.wmf]11

;

bc

aa

++

víi 
[image: image325.wmf]a


 lµ mét sè d­¬ng nµo ®ã. VÊn ®Ò  b»ng bao nhiªu, ta chØ cÇn chó ý lµ dÊu b»ng x¶y ra khi a=b=c=1;
 khi ®ã 
[image: image326.wmf]3

11

(1)(1)

abc

bc

aa

++

==

++

 sÏ cho ta 
[image: image327.wmf]4

a

=
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[image: image329.wmf]333

313

()

(1)(1)(1)(1)(1)(1)422

abc

abc

bccaab

+++³++³

++++++

§iÒu ph¶i chøng minh. 
   Ví dụ 10. Cho 
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Phân tích tìm lời giải:

Dấu “=” xảy ra khi a =  b = c = 
[image: image332.wmf]1
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 và nhận xét rằng: 
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Cần chọn số 
[image: image334.wmf]a

 sao cho khi áp dụng BĐT Cô si cho 
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thì dấu “=” xảy ra khi a =  b = c = 
[image: image336.wmf]1
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Nghĩa là: 
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   Giải:  Ta có: 
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 Dấu “=” xảy ra khi a =  b = c = 
[image: image339.wmf]1
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b). 
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              Phân tích tìm lời giải:

Dấu “=” xảy ra khi a =  b = c = 
[image: image341.wmf]1
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Cần chọn số 
[image: image342.wmf]a

 sao cho khi áp dụng BĐT Cô si cho 
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thì dấu “=” xảy ra khi a =  b = c = 
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             Giải:  Ta có:                    
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                Dấu “=” xảy ra khi a =  b = c = 
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    Ví dụ 11. Cho 
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           Tìm giá trị lớn nhất của:
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      Ví dụ 12. Cho 
[image: image351.wmf]444
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. Tìm giá trị lớn nhất của:



a). 
[image: image352.wmf]1
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b). 
[image: image353.wmf]222222
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c).  
[image: image354.wmf]3
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  ĐS: 
[image: image355.wmf]3
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Phân tich tìm lời giải:

              Do vai trò bình đẳng của x, y, z nên có thể dự đoán giá trị lớn nhất đạt được khi 
[image: image356.wmf]444

162

xyzxyz
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              Để xuất hiện biểu thức 
[image: image357.wmf]1

Sxyyzzx
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 ta cần áp dụng BĐT Cô si cho 4 số:
[image: image358.wmf]44
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như sau: 
[image: image359.wmf]44244
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 và dấu “=” xảy ra khi 
[image: image360.wmf]44
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Từ đó ta có lời giải:

Giải: Áp dụng BĐT Cô si: 
[image: image361.wmf]4444
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[image: image362.wmf]4444
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Cộng vế theo vế các bất đẳng thức trên ta được:



[image: image363.wmf](
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Dấu “=” xảy ra khi  
[image: image364.wmf]2
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Vậy Max
[image: image365.wmf]1
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 khi x = y = z = 2 hoặc x = y = z = -2.

Tổng quát 1: Cho 
[image: image366.wmf]222
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( n là số tự nhiên khác 0; M là số không âm cho trước).

Tìm giá trị lớn nhất của:



a). 
[image: image367.wmf]1
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b). 
[image: image368.wmf]2
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c).  
[image: image369.wmf]21
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[image: image370.wmf]*
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Ví dụ 7.  Cho 
[image: image371.wmf]333
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. Tìm giá trị lớn nhất của:



a). 
[image: image372.wmf]1
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b). 
[image: image373.wmf]2
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c).  
[image: image374.wmf]5
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[image: image375.wmf]5
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Tổng quát 2: Cho 
[image: image376.wmf],,0
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( n là số tự nhiên khác 0; M là số không âm cho trước).

Tìm giá trị lớn nhất của:



a). 
[image: image377.wmf]1
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b). 
[image: image378.wmf]2
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[image: image379.wmf],2
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Giải:a). Do vai trò bình đẳng của x, y, z nên có thể dự đoán giá trị lớn nhất đạt được khi 
[image: image380.wmf]3
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Để xuất hiện biểu thức 
[image: image381.wmf]1

Pxyyzzx
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 ta cần áp dụng BĐT Cô si cho n số:
[image: image382.wmf],µ2è
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Ta có: 
[image: image383.wmf](
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Suy ra: 
       
[image: image384.wmf](
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Tương tự: 
 
[image: image385.wmf](
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[image: image386.wmf](
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Cộng vế theo vế các bất đẳng thức trên ta được:


[image: image387.wmf](
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Vậy 
[image: image388.wmf]2
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b). Tương tự câu a ta áp dụng bất đẳng thức Cô si như sau:

  
Ta có: 
[image: image389.wmf](
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Suy ra: 
       
[image: image390.wmf](
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Tương tự: 
 
[image: image391.wmf](
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[image: image392.wmf](
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Cộng vế theo vế các bất đẳng thức trên ta được:


[image: image393.wmf](
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Vậy 
[image: image394.wmf]2
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Chẳng hạn: Với n = 2009 và M = 3 ta có bài toán 1:

1). Cho 
[image: image395.wmf]200920092009
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( n là số tự nhiên khác 0; M là số không âm cho trước).

Tìm giá trị lớn nhất của:  
[image: image396.wmf]1
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 .ĐS: 
[image: image397.wmf]1
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Với m = 2,  n = 2009 và M = 9 ta có bài toán 2:

2). Cho 
[image: image398.wmf]200920092009
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( n là số tự nhiên khác 0; M là số không âm cho trước).

Tìm giá trị lớn nhất của: 
[image: image399.wmf]2
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Ví dụ 8.a).  Cho 
[image: image401.wmf],,0
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. Tìm giá trị nhỏ nhất của 
[image: image402.wmf]333
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  b). Cho 
[image: image403.wmf],,
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 là các số thực thoả mãn 
[image: image404.wmf]1
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[image: image405.wmf]222
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Tổng quát:     a). Cho 
[image: image406.wmf],,
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 là các số thực không âm thoả mãn 
[image: image407.wmf]1
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Tìm GTNN của 
[image: image408.wmf]1
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[image: image409.wmf]3
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b).  Cho 
[image: image410.wmf],,
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 là các số thực không âm thoả mãn 
[image: image411.wmf]1
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Tìm GTNN của 
[image: image412.wmf]2
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[image: image413.wmf]2
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Giải:  a).Dự đoán đẳng thức xảy ra khi 
[image: image414.wmf]11
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Để xuất hiện biểu thức 
[image: image415.wmf]xyyzzx
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 ta cần áp dụng BĐT Cô si cho n số:
[image: image416.wmf]1
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Ta có: 
[image: image417.wmf](
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Suy ra: 
       
[image: image418.wmf](
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Tương tự: 
 
[image: image419.wmf](
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[image: image420.wmf](
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Cộng vế theo vế các bất đẳng thức trên ta được:


[image: image421.wmf](
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Vậy 
[image: image422.wmf]2
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5.3). Vai trò các biến không bình đẳng 

KÜ thuËt thªm nghÞch ®¶o
§©y lµ mét kÜ thuËt mµ nÕu kh«ng nh¾c vµ sö dông sÏ lµ mét thiÕu sãt rÊt lín trong viÖc sö dông vµ chøng minh bÊt ®¼ng thøc C«si. 

Bài toán 1.  T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña P = 
[image: image423.wmf]23

xy

+

 víi x, y lµ c¸c sè d­¬ng tháa m·n x+y=1.

Gi¶i: Ta ®· lµm bµi tËp nµy b»ng C«si nh­ng ta còng cè thÓ lµm nh­ sau:

P = 
[image: image424.wmf](
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 dÊu b»ng x¶y ra khi x+y=1 vµ 3x2 = 2y2
Khi 
[image: image425.wmf]23
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Bài toán 2.  Cho 
[image: image426.wmf],,
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 thoả mãn 
[image: image427.wmf]222
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. (k là hằng số dương; M là số không âm cho trước) Tìm GTLN của 
[image: image428.wmf]Sxyyzzx
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.
Phân tích và tìm lời giải:

Do vai trò bình đẳng của x, y nên có thể dự đoán giá trị lớn nhất đạt được khi 
[image: image429.wmf]xy
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 và các thao tác đối với x

và y là “giống nhau”. Ta tách 
[image: image430.wmf](

)

(

)

(

)

222222

1µ101

xmxmxvymymym

=+-=+-££

 đồng thời “chia đều” 

[image: image431.wmf]222
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 cho cả x và y.

Áp dụng BĐT Cô si như sau: 
[image: image432.wmf]
[image: image433.wmf](
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Để xuất hiện biểu thức 
[image: image434.wmf]Sxyyzzx
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[image: image435.wmf](
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(vì 
[image: image436.wmf]01
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Khi đó cộng vế theo vế suy ra: 
[image: image437.wmf](
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Vậy GTLN của 
[image: image438.wmf](
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Áp dụng:  Cho 
[image: image439.wmf],,
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 thoả mãn 
[image: image440.wmf]222
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[image: image441.wmf]Sxyyzzx
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Giải : Bước 1: Chọn 
[image: image442.wmf]2
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Bước 2: Áp dụng BĐT Cô si ta có:

[image: image443.wmf]22
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Cộng vế theo vế các BĐT trên ta được: 
[image: image444.wmf]222
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Vậy Max S = 
[image: image445.wmf]10
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  khi 
[image: image446.wmf]222
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Bài tập tương tự:
1). Cho 
[image: image447.wmf],,
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 thoả mãn 
[image: image448.wmf]222
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Tìm GTLN của 
[image: image449.wmf]Sxyyzzx
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[image: image450.wmf]31
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2). Cho 
[image: image451.wmf],,
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 thoả mãn 
[image: image452.wmf]222
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Tìm GTLN của 
[image: image453.wmf]Qxyyzzx
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Bài toán 2. Cho 
[image: image454.wmf],,
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 thoả mãn 
[image: image455.wmf](
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[image: image456.wmf]Sxyyzzx
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Phân tich và tìm lời giải:

Do vai trò bình đẳng của x, y nên có thể dự đoán giá trị lớn nhất đạt được khi 
[image: image457.wmf]xy
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 và các thao tác đối với x

và y là “giống nhau”. Ta tách 
[image: image458.wmf](
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[image: image459.wmf]222
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 cho cả x và y.

Áp dụng BĐT Cô si như sau: 
[image: image460.wmf](
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Để xuất hiện biểu thức 
[image: image461.wmf]Sxyyzzx
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 ta cần chọn m sao cho 
[image: image462.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

222

1

2242242048

4

nmmknmmkmnkmnmnkkkn

éù

-=Û-=Û-++=Þ=+-+

ëû

(vì 
[image: image463.wmf]0
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Khi đó cộng vế theo vế suy ra: 
[image: image464.wmf](
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Vậy GTLN của 
[image: image465.wmf](
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Áp dụng: Cho 
[image: image466.wmf],,
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 thoả mãn 
[image: image467.wmf](
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Bước 1: Chọn 
[image: image469.wmf](
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Bước 2: Áp dụng BĐT Cô si ta có:
[image: image470.wmf]22
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Cộng vế theo vế các BĐT trên ta được: 
[image: image471.wmf](
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Vậy Max S = 
[image: image472.wmf]10
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Bài tập tương tự:

1).Cho 
[image: image474.wmf],,
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 thoả mãn 
[image: image475.wmf](
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Tìm GTLN của 
[image: image476.wmf]Sxyyzzx
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2). Cho 
[image: image477.wmf],,
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Tìm GTLN của 
[image: image479.wmf]Sxyyzzx
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[image: image480.wmf],,
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Tìm GTLN của 
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4). Cho 
[image: image483.wmf],,
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Tìm GTLN của 
[image: image485.wmf]Sxyyzzx
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Bài toán 3.  Cho 
[image: image486.wmf],,
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[image: image487.wmf]222
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[image: image488.wmf]Sxyyzkzx
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.
Phân tich và tìm lời giải:

a).Do vai trò bình đẳng của x, z nên có thể dự đoán giá trị lớn nhất đạt được khi x và z và các thao tác đối với

x và z là “giống nhau”. Để xuất hiện biểu thức:
[image: image489.wmf]Sxyyzkxz
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 thì khi ta áp dụng BĐT Cô si


[image: image490.wmf](
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[image: image492.wmf]22
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Cộng vế theo vế ba bất đẳng thức trên ta có: 
[image: image493.wmf]222
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Ta cần chọn m (
[image: image494.wmf]01
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 Khi đó suy ra: 
[image: image496.wmf](
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Do đó: 
[image: image497.wmf](
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Vậy: 
[image: image498.wmf](
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Áp dụng: (ĐỀ THI HSG Tỉnh Nghệ An Lớp 11-Bảng A-2002-2003)

 Cho 
[image: image499.wmf],,
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 thoả mãn 
[image: image500.wmf]222
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.  Tìm GTLN của 
[image: image501.wmf]2
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Giải. Ta áp dụng cho trường hợp: 
[image: image502.wmf]1µ2
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Bước 1: Tìm  
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Bước 2: Áp dụng BĐT Cô si ta có:
[image: image504.wmf](
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Cộng vế  theovế các BĐT trên ta được:


[image: image505.wmf](
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Vậy: 
[image: image506.wmf]1
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Chắc các bạn phải thấy rằng nếu không có định hướng cách giải rõ ràng thì bài toán trở nên khó với kết quả khá phức tạp  và đầy bất ngờ chứ nhỉ? 

Bài toán 4.  Cho 
[image: image507.wmf],,0
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Tìm giá trị lớn nhất của:
a).
[image: image508.wmf]Pxyaz
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b). 
[image: image509.wmf](
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(Với n là số tự nhiên; 
[image: image510.wmf]2

n

³

, M là số không âm cho trước; a là hằng số dương).

Phân tich và tìm lời giải:

a).Do vai trò bình đẳng của x, y nên có thể dự đoán giá trị lớn nhất đạt được khi 
[image: image511.wmf]xy
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 và các thao tác đối với
x và y là “giống nhau”. Để xuất hiện biểu thức:
[image: image512.wmf]Pxyaz
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 thì khi áp dụng BĐT Cô si
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Ta cần chọn các số 
[image: image516.wmf],
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 sao cho :
[image: image517.wmf]2
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Ta có:
 
[image: image518.wmf](
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Suy ra: 
[image: image519.wmf](
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b).Tương tự để xuất hiện biểu thức  
[image: image520.wmf](
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 ta chọn các số 
[image: image521.wmf],
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 sao cho :
[image: image522.wmf]2
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Áp dụng: Cho 
[image: image523.wmf]222

,,0

18

xyz

xyz

³

ì

í

++=

î

. 

Tìm giá trị lớn nhất của:
a). 
[image: image524.wmf]2

Pxyz

=++


b). 
[image: image525.wmf]22
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Giải. a).Ta áp dụng cho trường hợp: 
[image: image526.wmf]2,18µ2
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Bước 1: Tìm 
[image: image527.wmf],
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 sao cho :
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Bước 2: Áp dụng BĐT Cô si ta có:
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Cộng vế theo vế các BĐT trên ta có:


[image: image530.wmf](
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Suy ra: 
[image: image531.wmf]263
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Vậy: 
[image: image532.wmf]633;23
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b).Ta áp dụng cho trường hợp: 
[image: image533.wmf]2,18µ2
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Bước 1: Tìm 
[image: image534.wmf],

ab

 sao cho :
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Bước 2: Áp dụng BĐT Cô si ta có:
[image: image536.wmf]2

2

2

82842

82842

222

xxx

yyy

zz

ì

+³=

ï

ï

+³=

í

ï

+³

ï

î


Cộng vế theo vế các BĐT trên ta có:


[image: image537.wmf](

)

(

)

222

182222362222

xyzxyzxyz

+++³++Û³++


Suy ra: 
[image: image538.wmf]2292
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Vậy: 
[image: image539.wmf]6322;2
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Bài toán 5.  Cho 
[image: image540.wmf],,
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[image: image541.wmf]xyyzzxM

++=

(M là số không âm cho trước)
Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image542.wmf](
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Phân tich và tìm lời giải:

Do vai trò bình đẳng của x, y nên có thể dự đoán giá trị lớn nhất đạt được khi 
[image: image543.wmf]xy
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 và các thao tác đối với

x và y là “giống nhau”.”. Ta tách 
[image: image544.wmf](
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Áp dụng BĐT Cô si ta có: 
[image: image546.wmf](
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Để xuất hiện biểu thức 
[image: image547.wmf]xyyzzx
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 ta cần chọn m sao cho 
[image: image548.wmf](
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Khi đó cộng vế theo ba BĐT trên ta được: 
[image: image550.wmf](
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Áp dụng: 1). Cho 
[image: image552.wmf],,
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 thoả mãn 
[image: image553.wmf]15
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.Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image554.wmf]222
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Ta áp dụng cho trường hợp: 
[image: image555.wmf]1

1,15µ

3

nMvk

===


Bước 1: Tìm 
[image: image556.wmf]11112

4.18..1

43933

m

éù

æö

=+-+=

êú

ç÷

èø

ëû


Bước 2: Áp dụng BĐT Cô si ta có: 
[image: image557.wmf]22

22

22

1122

3333

2122

3633

2122

3633

xyxyxy

xzxzxz

yzyzyz

ì

+³³

ï

ï

ï

+³³

í

ï

ï

+³³

ï

î


Cộng vế theo các BĐT trên ta được:
[image: image558.wmf](
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Vậy 
[image: image559.wmf]3;23
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2). Cho 
[image: image560.wmf],,
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 thoả mãn 
[image: image561.wmf]1
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.Chứng minh rằng: 
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(Tương tự bài toán trong đề thi học sinh giỏi Tỉnh 12-Năm 1999-2000)

HDG: Ta áp dụng cho trường hợp: 
[image: image563.wmf]2,1µ1
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Bước 1: Tìm 
[image: image564.wmf](
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Bước 2: Kiểm nghiệm kết quả: 
[image: image565.wmf](
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Phần hai


                 BẤT ĐẲNG THỨC BUNHIACÔPXKI (CAUCHY-SCHWARZ) 

I-CÁC DẠNG BẤT ĐẲNG THỨC

Dạng cơ bản:  
[image: image566.wmf](
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image568.wmf](
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là hai bộ số tỉ lệ, nghĩa là tồn tại số k sao cho 
[image: image569.wmf]1,
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Hệ quả: 1).  Với hai dãy số 
[image: image570.wmf](
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 (Bất  đẳng thức  Schwarz ).
2). Với hai dãy số thực 
[image: image573.wmf](
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(Bất đẳng thức Mincôpxki)

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image575.wmf](
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II-MỘT SỐ DẠNG BÀI TẬP
1). Sử dụng trực tiếp BĐT Bunhiacôpxki
a).Đánh giá vế bé sang vế lớn

Ví dụ 1. Cho 
[image: image576.wmf]222
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. Chứng minh rằng: 
[image: image577.wmf]3535
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.

Giải: Theo Bất đẳng thức Bunhiacốpxki ta có: 
[image: image578.wmf](

)

(

)

222222

3513535

abcabc

++£++++=

 đpcm.

Ví dụ 2. Cho 
[image: image579.wmf]22
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. Chứng minh rằng: 
[image: image580.wmf]1122
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Giải: Theo Bất đẳng thức Bunhiacốpxki ta có:
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Ví dụ 3. Cho 
[image: image582.wmf]22
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. Chứng minh rằng: 
[image: image583.wmf]5
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Giải: Theo Bất đẳng thức Bunhiacốpxki ta có:
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Suy ra: 
[image: image585.wmf]5
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Ví dụ 4. Cho 
[image: image586.wmf](
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Giải: 
 Theo giả thiết ta có:
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)

(

)

(

)

222

1114325

111

2223412

aabbccabc

æöæöæö

-+-+-=-+-+-£+=

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø


Áp dụng Bất đẳng thức Bunhiacốpxki ta có:
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Ta có đpcm.

 Ví dụ 5. (Đề thi học sinh giỏi Tỉnh 10-Bảng A-Năm 1992-1993)

Chứng minh: 
[image: image590.wmf](
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      với mọi a, b, c, d thoả mãn điều kiện:
[image: image591.wmf]2222
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Giải: Theo Bất đẳng thức Bunhiacốpxki ta có:
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Cộng vế theo vế ta được: 
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(Vì  
[image: image595.wmf]2222

1

abcd

+++=

).
Ví dụ 6. (Đề thi học sinh giỏi Tỉnh 10-Bảng A-Năm 1995-1996)

Cho 
[image: image596.wmf],,µ1
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Giải: Theo Bất đẳng thức Bunhiacốpxki ta có:
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Suy ra 
[image: image599.wmf]6
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Ví dụ 7. (Đề thi học sinh giỏi Tỉnh 10-Bảng A-Năm 1998-1999)

Cho biết phương trình 
[image: image600.wmf](

)

(

)

(

)

222

2

xaybxyc

+++++=

 có nghiệm. 

Chứng minh rằng:
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Giải: Theo Bất đẳng thức Bunhiacốpxki ta có:
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Vậy 
[image: image603.wmf](
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b).Đánh giá vế vế lớn sang vế bé.
Ví dụ 1. (ĐỀ THI HSG Tỉnh Nghệ An-Lớp 10-Bảng A-1999-200)

Cho 
[image: image604.wmf](
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a).Chứng minh rằng: 
[image: image605.wmf](
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b).Giả sử 
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Giải: a). Xét hàm số 
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Nếu 
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thay vào BĐT đúng.
Nếu 
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Suy ra: 
[image: image612.wmf](
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b). Ta có: 
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Vậy 
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Ví dụ 2. Cho 
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[image: image616.wmf]222

12

abc

++³

.

Giải: Theo Bất đẳng thức Bunhiacốpxki ta có: 
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Ví dụ 3.Chứng minh rằng: Nếu phương trình 
[image: image618.wmf]432
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Giải: Giả sử 
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Đặt 
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 Khi đó ta có: 
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Suy ra: 
[image: image626.wmf](
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Ví dụ 4. Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số 
[image: image627.wmf](
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Giải. Áp dụng BĐT Bunhiacôpxki ta có:
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Nếu 
[image: image629.wmf]4
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[image: image630.wmf]0

f

³

 và dấu bằng xảy ra khi 
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Nếu 
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Vậy: Với  
[image: image635.wmf]4
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 thì 
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Nếu 
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Ví dụ 5. (ĐỀ THI HSG Tỉnh Nghệ An-Lớp 10-Bảng A-2002-20030

Cho a, b, c, x, y, z là các số thực thoả mãn 
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Hãy tính giá trị của biểu thức 
[image: image640.wmf]abc
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Giải. Áp dụng BĐT Bunhiacôpxki ta có:
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Theo bài ra ta có: 
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Do đó đẳng thức xảy ra khi: 
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Suy ra: 
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Vậy: 
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2). Sử dụng kĩ thuật nghịch đảo

Dạng 1. 
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Dạng 2.
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Ví dụ 1. Chứng minh rằng:
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Giải. Theo BĐT Bunhiacôpxki ta có:
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Ví dụ 2. Chứng minh rằng:



[image: image651.wmf]3

,,0

2

abc

abc

bccaab

++³">

+++

.

Giải. Ta có: 
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Theo BĐT Bunhiacôpxki ta có:
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Mà: 
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 Do đó:  
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Ví dụ 3. Chứng minh rằng:
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Giải. Ta có: 
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Theo BĐT Bunhiacôpxki ta có:

Mà: 
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Do đó:  
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Suy ra đpcm.

Ví dụ 4.(Mỹ MO-1993) Chứng minh rằng:
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Giải. Ta có: 
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Áp dụng BĐT Svacxơ ta có: 
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Do đó:
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Suy ra đpcm.

Ví dụ 5. (IRAN MO 1998). Giả sử 
[image: image665.wmf]111
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Giải. Vì 
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Theo BĐT Bunhiacôpxki ta có:
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Suy ra: 
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image670.wmf]3
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Ví dụ 6. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức
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abc

P

bccaab

=++

+++

   với a, b, c là các số thực dương tuỳ ý.

Giải.  Sử dụng BĐT Bunhiacôpxki ta có:
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Suy ra: 
[image: image673.wmf](
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image674.wmf]2
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Vậy 
[image: image675.wmf](
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Ví dụ 7. Chứng minh rằng nếu 
[image: image677.wmf],,0µ1
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Giải.Ta có: 
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Tồn tại các số thực 
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Theo BĐT Svacxơ ta có: 
[image: image683.wmf](
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Đẳng thức xảy ra khi 
[image: image684.wmf]1
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Từ đó suy ra đpcm.

Ví dụ 8.(IMO-2001). Với mọi số dương a, b, c dương ta có:
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 Ta có: 
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Theo BĐT Svacxơ ta có:
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)

(

)

2

222

222

222

888

888

abc

abc

aabcbbacccab

aabcbbacccab

++

++³

+++

+++++


Ta có 
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Áp dụng BĐT Bunhiacôpxki ta có:
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Do đó:  
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Ta cần chứng minh:
[image: image691.wmf](
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Bất đẳng thức cuối cùng đúng theo BĐT Cô si . Từ đó suy ra đpcm.
Phần ba     TÌM THÊM PHƯƠNG PHÁP CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC

I-MỘT PHƯƠNG PHÁP CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC

Để chứng minh 
[image: image692.wmf]AB
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 trong một số trường hợp ta có thể nghĩ đến một phương pháp sau:

“Tìm C sau đó chứng minh 
[image: image693.wmf]µ
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”. Vấn đề quan trọng ở đây là phải tìm C?

  Để tìm C ta có thể theo các cách sau
Cách 1-Dựa trên hai bổ đề sau:

Bổ đề 1. “Trong ba số bất kì 
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 luôn tồn tại hai số 
[image: image695.wmf];
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 (a là số thực bất kỳ)”

Chứng minh: Không mất tính tổng quát ta có thể giả sử 
[image: image697.wmf]123
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Nếu 
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 ta có điều phải chứng minh.

Nếu 
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Bổ đề 2. “Nếu 
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 Chứng minh: Từ giả thiết ta có: 
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II-VẬN  DỤNG  BỔ ĐỀ CHỨNG MINH MỘT SỐ BẤT ĐẲNG THỨC
Ví dụ 1. Cho x, y, z là các số thực dương. Chứng minh rằng ta luôn có bất đẳng thức:
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(Chào IMO 2007-Tạp chí THTT số 357 tháng 3 năm 2007)
Chứng minh: Theo Bổ đề 1 và vai trò x, y, z trong bài toán bình đẳng nên không mất tính tổng quát 
ta có thể giả sử 
[image: image706.wmf]11
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.Khi đó theo Bổ đề 2 ta có: 
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Suy ra: 
[image: image708.wmf](
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Ta sẽ chứng minh: 
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 Thật vậy:
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Từ (1) và (2) suy ra: 
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Đẳng thức xảy ra khi 
[image: image712.wmf]1
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Nhận xét: 1).Ta có thể sử dụng định lí về dấu âm thức bậc hai để chứng minh (2)

2).Tương tự ta có thể chứng minh:

a).  “ Cho x, y, z là các số thực dương. Chứng minh rằng ta luôn có bất đẳng thức:
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Trong đó m là số thực cho trước 
[image: image714.wmf]2
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b).“ Cho x, y, z là các số thực dương. Chứng minh rằng ta luôn có bất đẳng thức:
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Trong đó m là số thực cho trước 
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c).“ Nếu x, y, z là  ba số thực không âm  thì: 
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d).“ Nếu x, y, z là các số thực dương thì: 
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Ví dụ 2. Cho x, y, z là các số thực không âm. Chứng minh rằng ta luôn có bất đẳng thức:
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Chứng minh:

Theo Bổ đề 1 và vai trò x, y, z trong bài toán bình đẳng nên không mất tính tổng quát ta có thể giả sử 
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.Khi đó theo Bổ đề 2 ta có: 
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Suy ra: 
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Ta sẽ chứng minh: 
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 Mà theo Bất đẳng thức Cô si ta có:
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Cộng vế theo vế các Bất đẳng thức trên ta được:
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Từ (1) và (2) suy ra: 
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Ví dụ 3. Cho x, y, z là các số thực không âm thoả mãn: x + y + z = 1. Chứng minh rằng ta luôn có bất đẳng thức:
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. Đẳng thức xảy ra khi nào?

Chứng minh: 
Theo Bổ đề 1 và vai trò x, y, z trong bài toán bình đẳng nên không mất tính tổng quát ta có thể giả sử 
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.Khi đó theo Bổ đề 2 ta có: 
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Suy ra: 
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Ta sẽ chứng minh: 
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 Từ (1) và (2) suy ra: 
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Đẳng thức xảy ra khi 
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Nhận xét: Tương tự ta có thể chứng minh:
Cho x, y, z là các số thực không âm thoả mãn: x + y + z = k. Chứng minh rằng ta luôn có bất đẳng thức:
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. Đẳng thức xảy ra khi nào?

Ví dụ 4. Cho x, y, z là các số thực không âm thoả mãn: x + y + z = 1.  Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức
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Giải. * Theo ví dụ 3 ta có: 
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Suy ra: 
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Nếu 
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0

44

mhaym

+³³-

 thì 
[image: image741.wmf]3

991

4432712

xyzm

mxyzm

++

æöæöæö

+£+=+

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø

.

Do đó: 
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. Đẳng thức xảy ra chẳng hạn khi x = y = z = 
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Nếu  
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. Do đó: 
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Đẳng thức xảy ra chẳng hạn khi x = y = 
[image: image747.wmf]1
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; z = 0.

*) Theo bất đẳng thức Cô si ta có: 
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Suy ra: 
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Nếu 
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Do đó: 
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. Đẳng thức xảy ra chẳng hạn khi x = y = 0 và z = 1.

Nếu  
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 Do đó: 
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27

m

A

+

³

. Đẳng thức xảy ra chẳng hạn khi x = y = z =
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Kết luận: Nếu 
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 thì giá trị lớn nhất của A là 
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4
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Nếu 
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 thì giá trị lớn nhất của A là 
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Nếu 
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 thì giá trị lớn nhất của A là 
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, giá trị nhỏ nhất của A là 0.

Vậy ta có các bất đẳng  thức:
Nếu x, y, z là các số thực không âm thoả mãn: x + y + z = 1 thì

a).  
[image: image765.wmf]91
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 (trong đó m là số thực cho trước và m < -9)

a).  
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(trong đó m là số thực cho trước và 
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a).  
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(trong đó m là số thực cho trước và 
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Chẳng hạn với m = -2 ta có bài toán:

Bài toán 1.Cho x, y, z là các số thực không âm thoả mãn: x + y + z = 1.  Chứng minh rằng:
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 (Đề thi IMO 1984) 

Với nhận xét rằng : 

*) Nếu x, y, z là các số thực không âm thoả mãn: x + y + z = 1 thì
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Do đó ta có bài toán sau:

Bài toán 2.Cho x, y, z là các số thực không âm thoả mãn: x + y + z = 1.  Chứng minh rằng:
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 *) Nếu x, y, z là các số thực không âm thoả mãn: x + y + z = 1 thì
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 Do đó ta có:

Bài toán 3. Cho x, y, z là các số thực không âm thoả mãn: x + y + z = 1.  Chứng minh rằng:
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Bây giờ nếu chúng ta  thay đổi giả thiết: Nếu x, y ,z là độ dài ba cạnh của một tam giác có chu vi bằng 1 thì
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Từ đó ta có các bài toán sau:
Bài toán 1.1. Cho a, b, c  là độ dài ba cạnh của tam giác có chu vi bằng 1.  Chứng minh rằng:

a).
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                                       b). 
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                                        c). 
[image: image779.wmf]333

21

3

94

abcabc

£+++<


Bài toán 2.2.Cho a, b, c  là độ dài ba cạnh của tam giác có chu vi bằng 2.  Chứng minh rằng:
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  (Đề thi HSG Tỉnh lớp 10-Năm học 2005-2006)
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