
GIAÛI TÍCH SOÁ I

Trònh Anh Ngoïc

1/9/2009



i

Muïc ñích cuûa giaûi tích soá: phaùt trieån caùc phöông phaùp hieäu quaû vaø chính
xaùc ñeå tính xaáp xæ caùc ñaïi löôïng maø khoù hoaëc khoâng theå nhaän ñöôïc baèng caùc
phöông tieän giaûi tích.

Muïc ñích

1. Cung caáp kieán thöùc cô sôû veà phöông phaùp tính.

2. Sinh vieân bieát aùp duïng, thöïc hieän (baèng maùy tính) vaø phaân tích keát quaû
tính toaùn.

3. Sinh vieân coù theå töï ñoïc caùc saùch, baøi baùo veà phöông phaùp tính.

Noäi dung

1. Sai soá vaø soá hoïc daáu chaám ñoäng

2. Heä phöông trình ñaïi soá tuyeán tính

3. Noäi suy

4. Caùc phöông trình phi tuyeán

5. Ñaïo haøm vaø tích phaân soá

6. Phöông trình vi phaân thöôøng
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Chöông 1

Sai soá vaø soá hoïc daáu chaám ñoäng

Caùc loaïi sai soá:
- sai soá khi thieát laäp moâ hình (toaùn hoïc);
- sai soá do pheùp ño döõ lieäu cuûa baøi toaùn;
- sai soá do phöông phaùp tính, goïi laø sai soá rôøi raïc hoùa (discretization error)

hay sai soá chaët cuït (truncation error);
- sai soá do pheùp bieåu dieãn soá (baèng moät soá höõu haïn caùc bit) vaø tính toaùn

trong maùy tính, goïi laø sai soá laøm troøn (roundoff error).

1.1 Caùc khaùi nieäm cô baûn

Hai caùch ño ñoä chính xaùc cuûa moät ñaïi löôïng xaáp xæ: sai soá tuyeät ñoái (absolute
error) vaø sai soá töông ñoái (relative error).

Ñònh nghóa 1.1. Cho Qx laø giaù trò xaáp xæ cuûa x. Thì sai soá tuyeät ñoái trong Qx laø

�x D x � Qx;

vaø neáu x 6D 0 sai soá töông ñoái laø

�x

x
D x � Qx

x
:

Sai soá töông ñoái theå hieän ñoä chính xaùc toát hôn, nhöng sai soá tuyeät ñoái
laïi coù ích khi giaù trò chính xaùc gaàn baèng khoâng.
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Baøi toaùn soá (numerical problem) laø moái quan heä haøm giöõa döõ lieäu nhaäp
(input data) - "bieán ñoäc laäp" trong baøi toaùn - vaø döõ lieäu xuaát (output data) -
keát quaû caàn tìm. Döõ lieäu nhaäp vaø xuaát goàm moät soá höõu haïn caùc ñaïi löôïng
thöïc (hoaëc phöùc) vaø nhö vaäy ñöôïc bieåu dieãn bôûi caùc vectô coù kích thöôùc höõu
haïn. Moái quan heä haøm coù theå bieåu dieãn döôùi daïng aån hoaëc hieån. Thöôøng ta
ñoøi hoûi döõ lieäu xuaát phaûi ñöôïc xaùc ñònh duy nhaát vaø phuï thuoäc lieân tuïc vaøo
döõ lieäu nhaäp.

Thuaät toaùn (algorithm) cho moät baøi toaùn soá laø söï moâ taû ñaày ñuû caùc pheùp
toaùn xaùc ñònh toát qua ñoù moãi vectô döõ lieäu nhaäp khaû dó ñöôïc chuyeån thaønh
moät vectô döõ lieäu xuaát. Caùc"pheùp toaùn" ôû ñaây ñöôïc hieåu laø caùc pheùp toaùn
soá hoïc vaø loâgic maø maùy tính coù theå thöïc hieän ñöôïc, hoaëc laø tham chieáu ñeán
nhöõng thuaät toaùn ñaõ bieát.

Phöông phaùp soá (numerical method) laø moät thuû tuïc ñeå xaáp xæ moät baøi
toaùn toaùn hoïc baèng moät baøi toaùn soá hay ñeå giaûi moät baøi toaùn soá (hay ít nöõa
laø daãn noù veà moät baøi toaùn ñôn giaûn hôn). Thuaät ngöõ phöông phaùp soá toång
quaùt vaø ñöôïc duøng roäng raõi hôn thuaät toaùn, noù ít nhaán maïnh vaøo caùc chi tieát
tính toaùn.

Thí duï 1.1. Xaùc ñònh nghieäm thöïc lôùn nhaát cuûa phöông trình baäc ba

p.z/ D a0z
3 C a1z

2 C a2z
1 C a3 D 0

vôùi caùc heä soá thöïc a0; a1; a2; a3, laø moät baøi toaùn soá. Vectô döõ lieäu nhaäp laø
.a0; a1; a2; a3/. Döõ lieäu xuaát laø nghieäm x caàn tìm. Moät thuaät toaùn cho baøi
toaùn naøy coù theå ñöôïc xaây döïng döïa vaøo phöông phaùp Newton, cuøng quy taéc
choïn giaù trò ñaàu vaø ñieäu kieän döøng thuaät toaùn. Cuõng coù theå xaây döïng thuaät
toaùn treân cô sôû coâng thöùc (cho nghieäm chính xaùc) cuûa Cardano. Coâng thöùc
naøy chöùa caên baäc hai vaø baäc ba vì vaäy ta caàn chæ ñònh thuaät toaùn tính caùc
caên thöùc naøy ı

Moät baøi toaùn toaùn hoïc vôùi döõ lieäu nhaäp x vaø döõ lieäu xuaát y D F.x/

ñöôïc goïi laø ñieàu kieän toát (well-conditioned) neáu nhöõng thay ñoåi "nhoû" trong
x daãn ñeán nhöõng thay ñoåi "nhoû" trong y . Neáu söï thay ñoåi trong y lôùn, baøi
toaùn ñöôïc goïi laø (ôû trong) ñieàu kieän xaáu (ill-condition). Ñieàu kieän toát hay xaáu
coù theå phuï thuoäc vaøo caùch ño söï thay ñoåi. Veà phöông dieän tính toaùn, ñieàu
kieän cuûa baøi toaùn coù lieân heä vôùi tính oån ñònh (stability) cuûa thuaät toaùn. Moät
thuaät toaùn laø oån ñònh (stable) neáu nhöõng thay ñoåi "nhoû" trong döõ lieäu nhaäp
daãn ñeán nhöõng thay ñoåi "nhoû" trong döõ lieäu xuaát. Tröôøng hôïp ngöôïc laïi, ta
noùi thuaät toaùn khoâng oån ñònh (unstable).

Thí duï 1.2. Cho haøm F.x/ khaû vi. Giaû söû ñoái soá nhaäp x coù sai soá töông ñoái
baèng �, khi ñoù sai soá tuyeät ñoái trong giaù trò xuaát cuûa F.x/ laø

F.x/ � F.x C �x/ � ��xF 0.x/:
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Sai soá töông ñoái laø

F.x/ � F.x C �x/

F.x/
D ��xF

0.x/

F.x/
:

Tröôøng hôïp F.x/ D ex, sai soá tuyeät ñoái trong giaù trò cuûa haøm muõ gaây
ra do sai soá �x trong ñoái soá x ñöôïc xaáp xæ bôõi ��xe x , vaø sai soá töông ñoái aùng
chöøng ��x. Khi x lôùn, ñieàu kieän cuûa pheùp (baøi toaùn) ñaùnh giaù haøm naøy ñoái
vôùi sai soá töông ñoái � nhoû phuï thuoäc raát nhieàu vaøo vieäc choïn caùch ño sai soá.

Tröôøng hôïp F.x/ D cos.x/, ôû gaàn x D �=2, sai soá tuyeät ñoái do söï nhieãu
x thaønh xC �x xaáp xæ baèng �x sin.x/ � ��=2. Sai soá töông ñoái taïi �=2 khoâng
xaùc ñònh. Tuy nhieân, caùc giaù trò chính xaùc

cos.1:57079/ D 0:63268 � 10�5; cos.1:57078/ D 1:6327 � 10�5

cho thaáy moät thay ñoåi raát nhoû trong ñoái soá gaàn �=2 coù theå daãn tôùi sai soá
töông ñoái trong giaù trò haøm raát lôùn (61%) ı

Thí duï 1.3. Tích phaân töøng phaàn thöôøng ñöôïc duøng ñeå thieát laäp coâng thöùc
truy hoài. Thí duï, xeùt

En D
Z 1

0

xnex�1dx vôùi n D 1; 2; : : : (1.1)

Töø (1.1) ta coù ngay

E1 > E2 > : : : > 0: (1.2)

AÙp duïng coâng thöùc tích phaân töøng phaàn, sau moät soá bieán ñoåi, ta ñöôïc
coâng thöùc truy hoài.

En D 1 � nEn�1: (1.3)

Thaønh phaàn ñaàu

E1 D 1 �
Z 1

0

ex�1dx D 1=e;
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duøng Matlab (IEEE-641 , chính xaùc ñôn) ta tính ñöôïc:

E1 D 0:3679

E2 D 0:2642

: : :

E16 D 0:0555

E17 D 0:0572 En khoâng giaûm!
E18 D �0:0295 En khoâng döông!
: : :

E20 D �30:1924 En khoâng naèm giöõa 0 vaø 1!

Ñaây laø moät thí duï veà thuaät toaùn khoâng oån ñònh. Phaân tích: Giaû söû ta baét ñaàu
baèng OE1 D E1 C ı, vaø caùc tính toaùn theo sau khoâng coù sai soá. Thì

OE2 D 1 � 2 OE1 D 1 � 2 OE1 � 2ı D E2 � 2ı;
OE3 D 1 � 3 OE2 D 1 � 3 OE2 C 6ı D E3 C 6ı;

: : :

OEn D En C .�1/n�1nŠı:

Moät thay ñoåi nhoû trong giaù trò ñaàu E1 "lôùn leân" raát nhanh trong En sau ñoù.

AÛnh höôûng naøy laø "xaáu" vì caùc ñaïi löôïng En giaûm khi n taêng.
Moät phöông phaùp thöôøng duøng ñeå caûi thieän tính oån ñònh laø vieát laïi coâng

thöùc hoaëc thay ñoåi thöù töï tính toaùn. Giaû söû ta bieát giaù trò xaáp xæ OEN cuûa EN

vôùi N naøo ñoù, ta coù theå ñaùnh giaù tích phaân theo coâng truy hoài ngöôïc:

En�1 D 1 �En

n
n D N;N � 1; : : : ; 2: (1.4)

1IEEE, vieát taét cuûa Institute of Electrical and Electronics Engineers, laø moät hieäp hoäi theá
giôùi caùc chuyeân gia kyõ thuaät.
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Nghieân cöùu söï oån ñònh cuûa thuaät toaùn gioáng nhö treân. Neáu OEN D EN C � thì

OEN �1 D 1 � OEN

N
D 1 � EN

N
� �

N
D EN �1 � �

N

OEN �2 D EN �2 C �

N.N � 1/

:::

OE1 D E1 ˙ �

N Š
:

Baèng coâng thöùc (1.4) ta coù theå tính xaáp xæ En baét ñaàu töø OEN vôùi N ñuû lôùn.
Thaät vaäy, töø baát ñaúng thöùc

0 < En <

Z 1

0

xndx D 1

nC 1

ta thaáy coù theå choïn N ñeå cho sai soá tuyeät ñoái cuûa En caàn tính khoâng vöôït
quaù giôùi haïn cho tröôùc ı

1.2 Bieåu dieãn soá trong maùy tính

1.2.1 Soá daáu chaám ñoäng

Soá thöïc x 6D 0 baát kyø coù theå ñöôïc bieåu dieãn trong heä thaäp phaân nhö sau

x D ˙:d1d2 : : : dsdsC1 : : : � 10e; (1.5)

trong ñoù d1 > 0 vaø moãi di (i D 2; 3; : : :) nhaän moät trong caùc giaù trò 0; : : : ; 9.
Phaàn :d1d2 : : : ñöôïc goïi laø phaàn ñònh trò (mantissa),

:d1d2 : : : D d1 � 10�1 C d2 � 10�2 C : : :

Caùc tính toaùn treân maùy tính ñöôïc thöïc hieän treân heä thoáng soá daáu chaám
ñoäng (floating point). Ñaây laø heä thoáng soá duøng moät soá höõu haïn caùc con soá ñeå
xaáp xæ heä thoáng soá thöïc (voâ haïn). Taát caû caùc soá thuoäc heä thoáng vôùi s con soá
duøng cô soá 10 coù daïng

x D ˙:d1d2 : : : ds � 10e (1.6)
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trong ñoù m � e � M . Soá khoâng laø moät tröôøng hôïp ñaëc bieät, noù ñöôïc vieát nhö
laø

0:0 : : : 0 � 10m .‹/

Thí duï 1.4. Neáu s D 1, m D �1, M D 1, thì taäp hôïp caùc soá daáu chaám ñoäng laø

˙0:1 � 10�1;˙0:2 � 10�1; : : : ;˙0:9 � 10�1;

˙0:1 � 100;˙0:2 � 100; : : : ;˙0:9 � 100;

˙0:1 � 101;˙0:2 � 101; : : : ;˙0:9 � 101

cuøng vôùi soá khoâng 0:0 � 10�1. Nhö vaäy coù taát caû 55 con soá ı

Hình 1.1: Phaân boá soá daáu chaám ñoäng vôùi ˇ D 4; s D 1; m D �1; M D 1.

Do taäp hôïp soá daáu chaám ñoäng, kyù hieäu F , laø höõu haïn neân moät soá daáu
chaám ñoäng bieåu dieãn (xaáp xæ) nhieàu soá thöïc. Khi soá muõ e trong (1.5) lôùn hôn
M thì x khoâng theå ñöôïc bieåu dieãn trong heä thoáng daáu chaám ñoäng naøy. Neáu
trong quaù trình tính toaùn xuaát hieän soá vôùi e > M thì ta noùi tính toaùn ñaõ
overflow. Caùc heä ñieàu haønh khi gaëp tröôøng hôïp naøy seõ döøng laïi vieäc tính
toaùn. Tröôøng hôïp khi e < m, moät caùch töï nhieân, ta coù theå xaáp xæ x baèng
khoâng. Khi tính toaùn gaëp soá nhö vaäy ta noùi tính toaùn ñaõ underflow. Moät soá
heä ñieàu haønh, trong tröôøng hôïp naøy, gaùn cho keát quaû baèng khoâng roài tieáp
tuïc, moät soá khaùc thì döøng chöông trình. Khi söû duïng caùc ngoân ngöõ laäp trình
hoaëc caùc phaàn meàm tính toaùn ta caàn löu yù ñeán heä thoáng soá daáu chaám ñoäng
maø noù söû duïng ñeå traùnh nhöõng keát quaû khoâng ñaùng coù.

Thí duï 1.5. Moät thuaät toaùn ñôn giaûn duøng ñeå giaûi phöông trình f .x/ D 0 laø
thuaät toaùn chia ñoâi khoaûng. Trong thuaät toaùn naøy caàn phaûi xaùc ñònh xem
f .a/ vaø f .b/ coù traùi daáu khoâng, nghóa laø f .a/f .b/ < 0 ñuùng hay sai. Tuy
nhieân, khi a hay b khaù gaàn nghieäm cuûa phöông trình thì tích f .a/f .b/ coù
theå underflow vaø daáu cuûa noù khoâng xaùc ñònh! ı

Thí duï 1.6. Ñònh thöùc cuûa ma traän cheùo ñöôïc tính theo coâng thöùc

det D a1a2 � � � an:

Trong nhieàu tröôøng hôïp khi duøng coâng thöùc naøy ta gaëp underflow hay over-
flow. Chaúng haïn, vôùi heä thoáng daáu chaám ñoäng M D 100, a1 D 1050,
a2 D 1060, a3 D 10�30, taát caû caùc soá ai coøn laïi ñeàu thuoäc phaïm vi bieåu dieãn
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ñöôïc vaø det D 1080. Nhöng .a1 � a2/� a3 laø overlow trong khi a1 � .a2 � a3/

laïi thöïc hieän ñöôïc. Ñieàu naøy cho thaáy caùc soá daáu chaám ñoäng khoâng tuaân
theo luaät keát hôïp cuûa pheùp nhaân trong heä thoáng soá thöïc.

Moät vaán ñeà cuõng cô baûn khoâng keùm laø söï "nhaïy caûm" cuûa ñònh thöùc
khi nhaân ma traän vôùi moät soá. Neáu A laø ma traän vuoâng caáp n thì det.cA/ D
cn det.A/, khi n lôùn ñieàu naøy coù theå gaây ra overflow hay underflow.

Ñeå giaûi quyeát vaán ñeà ôû ñaây, phaàn meàm LINPACK môû roäng phaïm vi
hieäu löïc cuûa soá muõ. Moät caùch laøm khaùc laø duøng haøm loâgarit vaø haøm muõ

ln j det j D
n
X

iD1

ln jai j

det D exp.ln j det j/:

Neáu ñieàu naøy daãn ñeán overflow thì laø vì baûn thaân keát quaû khoâng bieåu dieãn
ñöôïc trong heä thoáng soá daáu chaám ñoäng ı
Thí duï 1.7. Khi tính moâñun cuûa soá phöùc z D x C iy ,

jzj D
p

x2 C y2;

ta gaëp trôû ngaïi khi x hay y lôùn. Giaû söû jxj � jyj. Neáu x ñuû lôùn, x2 seõ overflow
vaø ta khoâng theå tính ñöôïc jzj ngay caû tröôøng hôïp noù laø ñieåm daáu chaám ñoäng
coù hieäu löïc. Neáu tính toaùn ñöôïc thöïc hieän nhö sau

jzj D jxj
r

1C
�y

x

�2

;

chöôùng ngaïi ñöôïc vöôït qua.
Vieäc ñaùnh giaù chuaån Euclide cuûa vectô v D .v1; v2; : : : ; vn/,

kvk2 D
 

n
X

iD1

v2
i

!0:5

;

cuøng moät kieåu tính toaùn nhö treân. Moät soá ngöôøi laäp trình phaàn meàm toaùn
hoïc ñeà nghò duøng chuaån maximum

kvk1 D max
1�i�n

jvi j;
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vì noù traùnh ñöôïc caùc overflow vaø underflow. ı

Neáu moät soá thöïc x coù soá muõ trong phaïm vi cho pheùp thì coù hai caùch
xaáp xæ x thaønh soá daáu chaám ñoäng, kyù hieäu fl.x/. Neáu fl.x/ laø keát quaû cuûa
vieäc loaïi boû taát caû caùc chöõ soá sau s chöõ soá ñaàu trong (1.5) thì fl.x/ ñöôïc goïi
laø bieåu dieãn chaët cuït (chopped, truncated) cuûa x. Neáu coäng theâm 5� 10�.sC1/

vaøo (1.5) roài chaët cuït thì ta ñöôïc moät soá daáu chaám ñoäng gaàn vôùi x hôn (bieåu
dieãn chaët cuït). Xaùc ñònh fl.x/ theo caùch naøy goïi laø laøm troøn soá (rounding).

Thí duï 1.8. Neáu m D �99, M D 99, s D 5 vaø � D 3:1415926 : : : thì soá chaët
cuït

fl.�/ D 0:31415 � 101

trong khi
fl.�/ D 0:31416 � 101

laø soá laøm troøn ı

Neáu duøng bieåu dieãn chaët cuït thì sai soá töông ñoái cuûa fl.x/:

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

x � fl.x/
x

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

D 0:00 : : : 0dsC1dsC2 : : : � 10e

0:d1d2 : : : dsdsC1dsC2 : : : � 10e

� 0:00 : : : 099 : : :

0:10 : : : 000 : : :

� 0:00 : : : 100 : : :

0:10 : : : 000 : : :
D 101�s :

Trong heä thaäp phaân, khi pheùp chaët cuït ñöôïc duøng, con soá 101�s ñöôïc ñònh
nghóa laø ñôn vò laøm troøn (unit roundoff), kyù hieäu u. Neáu duøng pheùp laøm troøn
thì

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

x � fl.x/
x

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

� 1

2
101�s

vaø u D 0:5 � 101�s .
Soá u laø chaën treân cuûa sai soá töông ñoái trong pheùp bieåu dieãn daáu chaám

ñoäng cuûa moät soá khaùc khoâng. Neáu bieåu dieãn

fl.x/ D x.1C ı/

thì ı � u.
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maùy ˇ s m M u

VAX 2 24 �128 127 6:0 � 10�08

VAX 2 48 �128 127 1:4 � 10�17

CRAY-1 2 56 �16384 16383 3:6 � 10�15

IBM 3081 16 6 �64 63 9:5 � 10�07

IBM 3081 16 14 �64 63 2:2 � 10�16

IEEE
single 2 24 �125 128 6:0 � 10�08

double 2 53 �1021 1024 1:1 � 10�16

Baûng 1.1: Caùc thí duï veà heä thoáng soá daáu chaám ñoäng.

Thí duï 1.9. Caùc chöông trình hieän nay tìm nghieäm cuûa phöông trình, tính
tích phaân xaùc ñònh, giaûi phöông tình vi phaân v.v. . . . , thöôøng cho pheùp ngöôøi
söû duïng chæ ñònh ñoä chính xaùc. Roõ raøng laø khoâng theå coù lôøi giaûi chính xaùc
hôn bieåu dieãn daáu chaám ñoäng cuûa nghieäm ñuùng. Ñieàu naøy coù nghóa laø ngöôøi
söû duïng khoâng neân yeâu caàu sai soá töông ñoái nhoû hôn ñôn vò laøm troøn u. Nghe
coù veû kyø quaëc, ñieàu naøy vaãn xaûy ra! Lyù do laø ngöôøi söû duïng khoâng bieát giaù trò
cuûa u neân ñöa ra yeâu caàu quaù ñaùng veà ñoä chính xaùc. Moät lyù do thöôøng thaáy
hôn laø ngöôøi söû duïng chæ ñònh sai soá tuyeät ñoái r . Ñieàu naøy coù nghóa laø soá baát
kyø y� seõ ñöôïc chaáp nhaän nhö laø moät xaáp xæ cuûa y neáu

jy � y�j � r:

Yeâu caàu nhö vaäy töông öùng vôùi ñoøi hoûi sai soá töông ñoái

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

y � y�

y

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

� r

jyj :

Khi jr=yj < u, nghóa laø, r < ujyj, yeâu caàu naøy khoâng chaáp nhaän ñöôïc. Neáu
nghieäm ñuùng laø cöïc lôùn, moät chaën sai soá tuyeät ñoái "vöøa phaûi" thöôøng laø khoâng
theå trong thöïc haønh. Caùc chöông trình cho pheùp ngöôøi duøng chæ ñònh chaën
sai soá tuyeät ñoái caàn phaûi coù theå giaùm saùt ñoä lôùn cuûa nghieäm vaø ñöa ra khuyeán
caùo cho ngöôøi duøng khi yeâu caàu veà ñoä chính xaùc laø khoâng theå. ı

Caùc cô soá ˇ D 2 (nhò phaân), ˇ D 16 (thaäp luïc phaân) thöôøng ñöôïc duøng
trong maùy tính hôn laø cô soá 10. Caùc trình baøy treân coù theå thöïc hieän cho cô
soá ˇ baát kyø.

Ñònh lyù 1.1. Trong heä thoáng soá daáu chaám ñoäng F cô soá ˇ giöõ s chöõ soá vôùi
m < e < M , kyù hieäu F D F.ˇ; s;m;M/, moïi soá thöïc trong phaïm vi cuûa F coù theå



10 CHÖÔNG 1. SAI SOÁ VAØ SOÁ HOÏC DAÁU CHAÁM ÑOÄNG

ñöôïc bieåu dieãn vôùi sai soá töông ñoái khoâng vöôït quaù ñôn vò laøm troøn u,

u D
�

ˇ1�s ; chaët cuït
0:5ˇ1�s ; laøm troøn: (1.7)

1.2.2 Thuaät toaùn chuyeån ñoåi giöõa caùc heä thoáng soá

Cho a laø soá nguyeân trong heä thoáng soá vôùi cô soá ˛. Ta caàn xaùc ñònh bieåu dieãn
cuûa noù trong heä thoáng soá vôùi cô soá ˇ:

a D bnˇ
n C bn�1ˇ

n�1 C : : : C b0; 0 � bi < ˇ: (1.8)

Caùc pheùp tính trong (1.8) phaûi ñöôïc thöïc hieän trong heä thoáng soá vôùi cô soá ˛
vaø cuõng vaäy ˇ ñöôïc bieåu dieãn trong heä thoáng soá naøy. Söï chuyeån ñoåi ñöôïc
thöïc hieän baèng caùch chia lieân tieáp cuûa a cho ˇ:

Ñaët q0 D a, vaø

qk D qkC1ˇ C bk; k D 0; 1; : : : : (1.9)

(qkC1 laø thöông coøn bk laø dö trong pheùp chia.)
Neáu a khoâng laø soá nguyeân, ta vieát a D bCc, trong ñoù b laø phaàn nguyeân

(integer part) vaø

c D b�1ˇ
�1 C b�2ˇ

�2 C : : : (1.10)

laø phaàn phaân soá (fractional part) phaûi ñöôïc xaùc ñònh. Caùc chöõ soá naøy nhaän
ñöôïc nhö phaàn nguyeân (cuûa keát quaû) khi nhaân lieân tieáp c vôùi ˇ:

Ñaët p�1 D c, vaø

pk � ˇ D bk C pk�1; k D �1;�2; : : : : (1.11)

Vì moät phaân soá höõu haïn trong heä thoáng soá vôùi cô soá ˇ thöôøng khoâng töông
öùng vôùi moät phaân soá höõu haïn trong heä thoáng soá vôùi cô soá ˇ neân caàn thieát
phaûi laøm troøn.

Khi chuyeån ñoåi baèng tay giöõa heä thaäp phaân vaø, chaúng haïn, heä nhò phaân
taát caû caùc pheùp tính ñöôïc laøm trong heä thaäp phaân (˛ D 10 vaø ˇ D 2). Neáu
ngöôïc laïi, söï chuyeån ñoåi ñöôïc thöïc hieän treân moät maùy nhò phaân, caùc pheùp
tính ñöôïc laøm trong heä nhò phaân (˛ D 2 vaø ˇ D 10).
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Thí duï 1.10. Chuyeån ñoåi soá thaäp phaân 176:524 thaønh daïng tam phaân (ternary)
(cô soá ˇ D 3). Vôùi phaàn nguyeân ta coù 173=3 D 58 dö 2; 58=3 D 19 dö 1;
19=3 D 6 dö 1; 6=3 D 2 dö 0; 2=3 D 0 dö 2. Nhö vaäy, .176/10 D .20112/3.

Vôùi phaàn phaân soá ta tính :524� 3 D 1:572, :572� 3 D 1:716, :716� 3 D
2:148, . . . . Tieáp tuïc ta nhaän ñöôïc .:524/10 D .:112010222 : : :/3. Soá thaäp phaân
höõu haïn khoâng töông öùng vôùi phaân soá höõu haïn trong heä tam phaân! ı

1.2.3 Soá hoïc daáu chaám ñoäng

Soá chaám ñoäng cuõng laø soá thöïc. Caùc keát quaû khi thöïc hieän pheùp C, �, �,
= trong heä thoáng soá daáu chaám ñoäng luoân keøm theo moät pheùp "laøm troøn"
naøo ñoù, nghóa laø xaáp xæ keát quaû nhaän ñöôïc cuûa pheùp tính töông öùng trong heä
thoáng soá thöïc. Sau naøy ta duøng caùc kyù hieäu ˚, 	, ˝, ˛ ñeå chæ xaáp xæ daáu
chaám ñoäng (floating point approximation) cuûa caùc pheùp tính C, �, �, = trong
heä thoáng soá thöïc. Ta giaû söû caùc thuû tuïc soá hoïc cuûa phaàn cöùng sinh ra caùc keát
quaû thoûa

x ˚ y D fl.x C y/;

x 	 y D fl.x � y/;

x ˝ y D fl.x � y/;
x ˛ y D fl.x=y/

mieãn laø keát quaû tính naèm trong phaïm vi heä thoáng soá daáu chaám ñoäng. Moâ
hình phaàn cöùng thoûa caùc ñieàu kieän treân goïi laø moâ hình chuaån.

Nhö vaäy, trong moâ hình chuaån, vôùi x; y 2 F , ta coù

fl.x op y/ D .x op y/.1C ı/; jıj � u; (1.12)

trong ñoù u laø ñôn vò laøm troøn vaø "op" thay cho moät trong boán pheùp tính C,
�, � vaø =.

Ñeå thöïc hieän caùc pheùp tính trong moâ hình soá hoïc naøy baèng tay, vôùi moãi
pheùp tính C;�;�; =, thöïc hieän pheùp toaùn baèng soá hoïc chính xaùc, chuaån hoùa
keát quaû, vaø laøm troøn (chaët cuït) noù. Duøng moät caùch khaùc, vôùi moãi pheùp tính,
tính keát quaû vaø chuyeån ñoåi noù thaønh bieåu dieãn trong maùy tröôùc khi tieáp tuïc
pheùp tính keá tieáp.

1.3 Caùc thí duï tính toaùn soá daáu chaám ñoäng

Heä thoáng soá daáu chaám ñoäng coù caùc tính chaát nhö heä thoáng soá thöïc nhöng
khoâng phaûi taát caû. Ta seõ thaáy pheùp nhaân vaø pheùp chia thoûa maõn caùc tính
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chaát cuûa heä thoáng soá thöïc toát hôn pheùp coäng vaø pheùp tröø.
Vôùi x; y; z 2 F ,

x ˝ y D xy.1C ı1/;

.x ˝ y/˝ z D .xy.1C ı1//z.1C ı2/

D xyz.1C ı1/.1C ı2/:

Tích
.1C ı1/.1C ı2/ D 1C �;

trong ñoù � laø "nhoû" vaø coù theå ñaùnh giaù so vôùi ñôn vò laøm troøn u

.1C ı1/.1C ı2/ D 1C ı1 C ı2 C ı1ı2 � 1C ı1 C ı2

suy ra
� � ı1 C ı2

vaø chaën treân cuûa � laø 2u. Tröôùc khi toång quaùt hoùa keát quaû naøy, ta löu yù raèng
coù theå xaûy ra tröôøng hôïp maø

x ˝ .y ˝ z/ 6D .x ˝ y/˝ z;

ngay caû khi soá muõ khoâng vöôït quaù phaïm vi. Tuy nhieân

x ˝ .y ˝ z/ D xyz.1C ı3/.1C ı4/

suy ra

x ˝ .y ˝ z/

.x ˝ y/˝ z
D .1C ı3/.1C ı4/

.1C ı1/.1C ı2/
D 1C �;

trong ñoù � laø "nhoû". Nhö vaäy, luaät keát hôïp cho pheùp nhaân laø ñuùng moät caùch
xaáp xæ.

Trong tröôøng hôïp toång quaùt, neáu ta muoán nhaân x1; x2; : : : ; xn ta coù theå
laøm baèng thuaät toaùn laëp

P1 D x1

Pi D Pi�1 ˝ xi ; i D 2; 3; : : : ; n:

Tính trong heä thoáng soá thöïc ta coù

Pi D x1x2 � � � xi D .1C ı1/.1C ı2/ � � � .1C ıi /;
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trong ñoù caùc jıi j � u. Sai soá töông ñoái cuûa moãi Pi coù theå ñöôïc chaën nhôø u
khoâng khoù, neáu duøng xaáp xæ

Pi � x1x2 � � � xi .1C ı1 C ı2 C : : : C ıi /;

thì
jı1 C ı2 C : : : C ıi j � iu:

Ñieàu naøy cho thaáy chaën treân sai soá töông ñoái phaùt trieån moät caùch coäng doàn.
Moãi pheùp nhaân laøm gia taêng sai soá töông ñoái moät löôïng khoâng nhieàu hôn
ñôn vò laøm troøn. Pheùp chia coù theå phaân tích theo cuøng moät caùch vaø keát luaän
cuõng töông töï (xem boå ñeà 1.2).

Thí duï 1.11. Haøm gamma, ñònh nghóa nhö laø

�.x/ D
Z 1

0

tx�1e�tdt;

toång quaùt hoùa haøm giai thöøa (factorial function) cho caùc soá nguyeân leân caùc soá
thöïc x (vaø cuõng cho soá phöùc x). Töø coâng thöùc truy hoài cô baûn

�.x/ D .x � 1/�.x � 1/ (1.13)

vaø söï kieän laø �.1/ D 1. Moät phöông phaùp chuaån ñeå xaáp xæ �.x/ vôùi x � 2 laø
duøng coâng thöùc treân daãn veà vieäc xaáp xæ �.y/ vôùi 2 � y � 3. Ñieàu naøy ñöôïc
thöïc hieän baèng caùch cho N laø moät soá nguyeân sao cho N � x < N C 1, baèng
caùch cho y D x �N C 2, vaø roài chuù yù raèng aùp duïng lieân tieáp (1.13) ta ñöôïc

�.x/ D �.y/.x �N C 2/.x �N C 3/ � � � .x � 2/.x � 1/:

Haøm �.y/ coù theå xaáp xæ toát bôûi tæ soá R.y/ cuûa hai ña thöùc vôùi 2 � y � 3. Suy
ra, ta xaáp xæ

�.x/ � R.y/.x � N C 2/ � � � .x � 1/:
Neáu x khoâng quaù lôùn, moät chuùt chính xaùc bò maát khi caùc pheùp nhaân naøy
ñöôïc thöïc hieän trong soá hoïc daáu chaám ñoäng. Tuy nhieân khoâng theå tính �.x/
vôùi x lôùn baèng caùch tieáp caän naøy bôûi vì giaù trò cuûa noù phaùt trieån raát nhanh
nhö laø haøm cuûa x. Ñieàu naøy coù theå thaáy töø coâng thöùc Stirling

�.x/ �
p

2�=x
�x

e

�x

:
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Thí duï naøy cho thaáy moät vaán ñeà khaùc: do soá hoïc daáu chaám ñoäng töï
ñoäng ñoái xöû vôùi caùc soá coù ñoä lôùn khaùc nhau. Nhöng nhieàu haøm ñaëc bieät cuûa
vaät lyù toaùn laïi phaùt trieån hoaëc suy giaûm raát nhanh, thöôøng laø ra ngoaøi phaïm
vi soá muõ. Khi ñieàu naøy xaûy ra caàn thieát vieát laïi coâng thöùc cho baøi toaùn ñeå
nhaän ñöôïc keát quaû toát hôn. Chaúng haïn, thöôøng ta laøm vieäc vôùi haøm ñaëc bieät
ln�.x/ hôn laø vôùi �.x/. ı

Pheùp coäng vaø pheùp tröø raát ít thoûa maõn trong soá hoïc daáu chaám ñoäng
so vôùi pheùp nhaân vaø pheùp chia. Khi caùc soá coù ñoä lôùn raát khaùc nhau ñöôïc
coäng (hay ñöôïc tröø), moät soá thoâng tin coù theå bò maát. Thí duï ta muoán coäng
0:123456 � 10�4 vôùi 0:100000 � 101 trong soá hoïc chaët cuït saùu-chöõ soá. Tröôùc
heát, soá muõ ñöôïc ñieàu chænh ñeå trôû neân gioáng nhau vaø roài caùc soá ñöôïc coäng laïi

0:100000 �101

C 0:00000123456 �101

0.10000123456 �101.

Keát quaû ñöôïc chaët cuït thaønh 0:100001 � 101. Chuù yù raèng moät vaøi chöõ soá ñaõ
khoâng tham gia vaøo pheùp coäng. Thaät vaäy, neáu jyj < jxju, thì x ˚ y D x vaø
soá y chaúng ñoùng vai troø gì. Söï maát maùt thoâng tin khoâng coù nghóa laø ñaùp soá
khoâng chính xaùc; thaät ra noù chính xaùc ñeán moät ñôn vò laøm troøn. Vaán ñeà laø
thoâng tin bò maát naøy coù theå caàn ñeán cho caùc tính toaùn veà sau.

Thí duï 1.12. Ta coù coâng thöùc xaáp xæ

F 0.x/ � F.x C ı/ � F.x/
ı

:

Veá phaûi cuûa coâng thöùc naøy ñöôïc goïi laø tæ sai phaân (difference quotient) cuûa
haøm F taïi ñieåm x. Trong nhieàu aùp duïng coâng thöùc naøy ñöôïc duøng ñeå xaáp xæ
F 0.x/. Ñeå coù xaáp xæ chính xaùc, ı phaûi "nhoû" so vôùi x. Toát hôn noù khoâng neân
quaù nhoû (ñeå coù söï chính xaùc) neáu khoâng ta seõ coù x ˚ ı D x vaø giaù trò tính
cuûa F 0.x/ seõ baèng khoâng. Neáu ı ñuû lôùn ñeå aûnh höôûng ñeán toång nhöng vaãn
"nhoû", moät vaøi chöõ soá cuûa noù (ı) seõ khoâng aûnh höôûng ñeán toång theo nghóa
x ˚ ı � x 6D ı. Trong tæ sai phaân ta caàn chia cho hieäu thöïc cuûa ñoái soá chöù
khoâng phaûi laø ı, nhö vaäy neân ñònh nghóa

� D .x ˚ ı/	 x
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vaø xaáp xæ

F 0.x/ � F.x C�/ � F.x/
�

:

Hai xaáp xæ cuûa F 0.x/ ôû treân laø töông ñöông veà maët toaùn hoïc, nhöng veà maët
tính toaùn thì khaùc. Thí duï, giaû söû F.x/ D x vaø ta xaáp xæ F 0.x/ taïi x D 1

baèng caùch duøng ı D 0:123456� 10�4 trong soá hoïc chaët cuït saùu-chöõ soá. Ta coù
1˚ ı D 0:100001 � 101; töông töï, � D 0:100000 � 10�4 chæ theå hieän nhöõng
chöõ soá cuûa ı coù aûnh höôûng thöïc ñeán toång. Coâng thöùc ñaàu tieân cho

.1˚ ı/	 1

ı
D 0:100000 � 10�4

0:123456 � 10�4
D 0:810000 � 100:

Coâng thöùc thöù hai cho

.1˚ ı/	 1

�
D 0:100000 � 10�4

0:100000 � 10�4
D 0:100000 � 101:

Hieån nhieân coâng thöùc thöù hai cho xaáp xæ toát hôn F 0.1/ D 1. ı
Thí duï 1.13. Xaáp xæ tích phaân xaùc ñònh

Z b

a

f .x/dx

coù theå ñöôïc thöïc hieän baèng caùch phaân hoaïch Œa; b� thaønh nhöõng ñoaïn con
Œ˛; ˇ� vaø xaáp xæ tích phaân treân moãi ñoaïn con naøy. Giaû söû ta duøng coâng thöùc

Z ˇ

˛

f .x/dx � ˇ � ˛
6

�

f .˛/C 4f

�
˛ C ˇ

2

�

C f .ˇ/

�

:

Ñoä chính xaùc cuûa coâng thöùc naøy phuï thuoäc vaøo ñoä daøi jˇ � ˛j, ñoä daøi caøng
nhoû thì caøng chính xaùc. Tuy nhieân, neáu jˇ � ˛j < 2uj˛j, caùc soá daáu chaám
ñoäng ˛ vaø ˛ C .ˇ � ˛/=2 laø gioáng nhau. Neáu ˛ vaø ˇ khoâng theå ñöôïc phaân
bieät trong ñoä chính xaùc (ñang duøng), caùc keát quaû tính seõ khoâng gioáng caùc keát
quaû toaùn hoïc trong heä thoáng soá thöïc. Trong tröôøng hôïp naøy ngöôøi söû duïng
phaàn meàm phaûi ñöôïc caûnh baùo laø söï chính xaùc nhö yeâu caàu laø khoâng khaû thi.
ı
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Thí duï 1.14. Toång S cuûa chuoãi soá

1
X

mD1

am

laø giôùi haïn cuûa daõy caùc toång rieâng

Sn D
nX

mD1

am:

Moät thuaät toaùn töï nhieân ñeá tính S :

S1 D a1;

Sn D Sn�1 ˚ an n D 2; 3; : : : ;

tieáp tuïc cho ñeán khi toång rieâng khoâng coøn thay ñoåi. Moät thí duï coå ñieån veà
chuoãi phaân kyø laø chuoãi ñieàu hoøa

1X

mD1

1

m
:

Neáu thuaät toaùn treân ñöôïc aùp duïng cho chuoãi ñieàu hoøa, giaù trò tính toaùn Sn

taêng vaø an D 1=n giaûm cho ñeán khi

Sn D Sn�1 ˚ an D Sn

vaø thuaät toaùn döøng! Trong soá hoïc daáu chaám ñoäng chuoãi phaân kyø naøy coù toång
höõu haïn! Nhö vaäy caàn phaûi coù vaøi phaân tích toaùn hoïc phuï theâm (khi tính
toång cuûa chuoãi soá) ñeå coù keát quaû tin caäy. ı

Thí duï 1.15. Hai soá coù caùc chöõ soá ñaàu gioáng nhau thì pheùp tröø giöõa chuùng seõ
khöû ñi caùc chöõ soá naøy. Thí duï, neáu x D 0:123654�10�5 vaø y D 0:123456�10�5,
thì

0:123654 �10�5

� 0:123456 �10�5

0.000198 �10�5 D 0:198000 � 10�8.
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Ñieàu ñaùng quan taâm laø khi söï khöû ñöôïc thöïc hieän, pheùp tröø ñöôïc thöïc hieän
chính xaùc, x 	 y D x � y . Nhöng coù söï "maát maùt" thoâng tin, ñöôïc goïi laø söï
maát yù nghóa (loss of significane). Khi söï khöû xaûy ra, keát quaû x � y laø nhoû hôn
x vaø y veà ñoä lôùn, vì vaäy caùc sai soá ñaõ hieän dieän trong x vaø y laø töông ñoái lôùn
so vôùi x � y . Giaû söû x laø moät xaáp xæ cuûa X vaø y laø moät xaáp xæ cuûa Y . Chuùng
coù theå laø caùc giaù trò ño hay keát quaû cuûa moät vaøi tính toaùn. Hieäu x� y laø moät
xaáp xæ cuûa X � Y vôùi sai soá töông ñoái thoûa

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

.x � y/� .X � Y /

X � Y

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

D
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

.x �X/� .y � Y /
X � Y

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

�
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

x �X
X

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

X

X � Y

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
C
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

y � Y
Y

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

Y

X � Y

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
:

Neáu x gaàn y ñeán ñoä coù söï khöû, sai soá töông ñoái coù theå lôùn vì maãu soá X � Y
laø nhoû so vôùi X hay Y . Thí duï, neáu X D 0:123654700 : : : � 10�5, thì x gioáng
X sai khaùc moät ñôn vò laøm troøn trong soá hoïc saùu-chöõ soá. Vôùi Y D y giaù trò
ta tìm laø X � Y D 0:198700 : : : � 10�8. Maëc duø hieäu x � y D 0:198000� 10�8

ñöôïc thöïc hieän caùch chính xaùc, x � y vaø X � Y khaùc nhau ôû soá leû thöù boán.
Trong thí duï naøy, x vaø y coù ít nhaát saùu chöõ soá coù nghóa, nhöng hieäu cuûa
chuùng chæ coøn ba chöõ soá coù nghóa. ı
Nhaän xeùt 1.1. Moät nhaän xeùt coù giaù trò laø ta ñaõ duøng söï khöû trong thí duï 1.12
khi tính

� D .x ˚ ı/	 x:

Vì ı laø nhoû so vôùi x, coù söï khöû vaø � D .x ˚ ı/ � x. Theo caùch naøy ta nhaän
ñöôïc trong � caùc chöõ soá cuûa ı thöïc söï aûnh höôûng ñeán toång.

Thí duï 1.16. Coâng thöùc tính nghieäm phöông trình baäc hai

x2 C bx C c D 0

laø

x1;2 D �b
2

˙

s
�
b

2

�2

� c;

giaû söû b � 0. Neáu c nhoû so vôùi b, caên baäc hai coù theå vieát laïi vaø xaáp xæ baèng
caùch duøng chuoãi nhò thöùc

b

2

r

1 � 4c

b2
� b

2

�

1 � 2c

b2
C : : :

�

:
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Ñieàu naøy chöùng toû caùc nghieäm thöïc

x1 � �b;
x2 � �c=b:

Trong soá hoïc coù ñoä chính xaùc höõu haïn moät vaøi chöõ soá cuûa c khoâng aûnh höôûng
leân toång .b=2/2 � c. Tröôøng hôïp tôùi haïn laø

�
b

2

�2

	 c D
�
b

2

�2

:

Ñieàu quan troïng ñeå nhaän thöùc ñuùng laø ñaïi löôïng naøy ñöôïc tính moät caùch
chính xaùc theo nghóa töông ñoái. Tuy nhieân, moät vaøi thoâng tin bò maát vaø ta
seõ thaáy trong vaøi tröôøng hôïp ta caàn ñeán noù trong tính toaùn sau naøy. Moät caên
baäc hai ñöôïc tính vôùi moät sai soá töông ñoái nhoû cuõng ñuùng vôùi pheùp tröø theo
sau. Vaäy thì nghieäm lôùn hôn x1 � �b ñöôïc tính chính xaùc bôûi coâng thöùc ôû
treân. Trong tính toaùn nghieäm nhoû hôn, coù söï khöû khi soá haïng caên baäc hai
bò tröø töø �b=2. Baûn thaân pheùp tröø ñöôïc thöïc hieän chính xaùc, nhöng sai soá ñaõ
hieän dieän trong .b=2/2 	 c trôû neân quan troïng theo nghóa töông ñoái. Trong
tröôøng hôïp tôùi haïn coâng thöùc cho keát quaû baèng khoâng nhö moät xaáp xæ cuûa
x2. Saép xeáp laïi coâng thöùc tính coù theå traùnh ñöôïc khoù khaên naøy. Duøng coâng
thöùc x1x2 D c, nghieäm x2 coù theå ñöôïc tính baèng

x2 D c=x1

cho giaù trò chính xaùc hôn. ı

Thí duï 1.17. Muoán tính toång cuûa moät chuoãi, ñieàu quan troïng laø bieát khi
naøo ñaõ laáy ñuû caùc soá haïng töø chuoãi ñeå xaáp xæ giôùi haïn (toång cuûa chuoãi) vôùi
ñoä chính xaùc mong muoán. Chuoãi ñan daáu thu huùt söï chuù yù naøy. Giaû söû
a0 � a1 � : : : � an � anC1 � : : : � 0. Thì chuoãi ñan daáu

1
X

mD0

.�1/mam

hoäi tuï tôùi giôùi haïn S vaø sai soá cuûa toång rieâng

Sn D
nX

mD0

.�1/mam
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thoûa
jS � Snj � anC1:

Xem moät tröôøng hôïp cuï theå, ñaùnh giaù sin.x/ baèng chuoãi Maclaurin cuûa noù

sin.x/ D x � x3

3Š
C x5

5Š
� x7

7Š
C : : : :

Maëc daàu chuoãi naøy hoäi tuï nhanh vôùi x cho tröôùc baát kyø, coù khoù khaên soá khi
jxj lôùn. Neáu, chaúng haïn, x D 10, am laø

10;
103

6
;
105

120
;
107

5040
; : : : :

Roõ raøng coù moät vaøi soá haïng thöïc söï lôùn caàn phaûi loaïi ñeå nhaän ñöôïc keát quaû
sin 10 coù ñoä lôùn khoâng quaù 1. Caùc soá haïng am laø keát quaû cuûa moät soá pheùp
tính ôû ñaây coù theå nhaän ñöôïc vôùi sai soá töông ñoái nhoû. Tuy nhieân, neáu am laø
lôùn so vôùi toång S , moät sai soá töông ñoái nhoû trong am seõ khoâng nhoû so vôùi S
vaø S seõ khoâng ñöôïc tính chính xaùc.

Ngöôøi ta ñaõ laäp trình ñaùnh giaù chuoãi naøy baèng moät caùch tröïc tieáp, caån
thaän tính, cuï theå,

�x
7

7Š
D �

�
x5

5Š

��x

6

� �x

7

�

;

ñeå traùnh nhöõng con soá lôùn khoâng caàn thieát. Baèng caùch duøng soá hoïc daáu chaám
ñoäng chính xaùc ñôn tieâu chuaån IEEE ngöôøi ta coäng caùc soá haïng cho ñeán khi
caùc toång rieâng khoâng coøn thay ñoåi. Caùch tính naøy cho giaù trò �0:544040 trong
khi giaù trò chính xaùc laø �0:544021. Do phaïm vi soá muõ trong chính xaùc ñôn
laø nhoû neân ta seõ gaëp tröôøng hôïp overflow neáu coá gaéng tính vôùi x D 100! Roõ
raøng soá hoïc daáu chaám ñoäng khoâng thoaùt khoûi taát caû nhöõng ñieàu coù lieân quan
veà ñoä lôùn.

Caùc chuoãi thöôøng ñöôïc duøng nhö moät caùch ñaùnh giaù giaù trò caùc haøm
soá. Neáu giaù trò cuûa haøm caàn tính laø nhoû vaø neáu moät vaøi soá haïng trong chuoãi
töông ñoái lôùn, thì phaûi ñöôïc loaïi boû vaø ta phaûi nghó raèng söï khoâng chính xaùc
trong tính toaùn caùc soá haïng seõ laøm cho giaù trò cuûa haøm khoâng chính xaùc theo
moät nghóa töông ñoái. ı

Ta ñaõ thaáy caùc thí duï chöùng toû toång cuûa nhieàu soá phuï thuoäc vaøo thöù
töï trong ñoù chuùng ñöôïc coäng. Nhö vaäy thöù töï naøo laø "toát"? Trôû laïi vôùi thuaät
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toaùn trong thí duï 1.14 ñeå tính toång a1 C a2 C : : : C aN . Tröôùc heát toång rieâng
thöù nhaát laø

fl.S2/ D a1 ˚ a2 D .a1 C a2/.1C ı2/

D S2 C ı2a1 C ı2a2;

trong ñoù jı2j � u. Tieáp tuïc,

fl.S3/ D fl.S2/˚ a3 D .fl.S2/C a3/.1C ı3/

D S3 C .ı2 C ı3/a1 C .ı2 C ı3/a2 C ı3a3 C ı2ı3a1 C ı2ı3a2;

trong ñoù jı3j � u. Boû qua caùc soá haïng chöùa caùc tích cuûa caùc thöøa soá beù,

fl.S3/ D S3 C .ı2 C ı3/a1 C .ı2 C ı3/a2 C ı3a3:

Cuoái cuøng ta tìm ñöôïc

fl.a1 C : : : C aN / � .a1 C : : : C aN /

C.ı2 C ı3 C : : : C ıN /a1

C.ı2 C ı3 C : : : C ıN /a2

C.ı3 C ı4 C : : : C ıN /a3

C : : : C ıNaN :

Theo xaáp xæ naøy, sai soá phaùt sinh khi ak ñöôïc coäng vaøo Sk coù theå taêng leân
nhöng aûnh höôûng cuûa noù trong S seõ khoâng lôùn hôn .N � k C 1/ujakj. Ñieàu
naøy ñeà nghò raèng ñeå giaûm sai soá toaøn phaàn, caùc soá haïng neân ñöôïc coäng theo
thöù töï ñoä lôùn taêng.

Sai soá xaáp xæ coù theå öôùc löôïng bôûi

jfl.SN /� SN j � Nu

N
X

nD1

janj:

ÔÛ ñaây ta duøng kyù hieäu � coù nghóa laø "nhoû hôn hay baèng vôùi moät ñaïi löôïng
maø laø moät caùch xaáp xæ". Sai soá töông ñoái cuûa toång

jfl.SN /� SN j
jSN j � Nu

PN
nD1 janj

j
PN

nD1 anj
:

Tröôøng hôïp nguy hieåm laø khi j
PN

nD1 anj �
PN

nD1 janj, luùc ñoù xaûy ra söï khöû.
Moät heä quaû quan troïng laø neáu taát caû caùc soá haïng coù cuøng daáu, toång seõ ñöôïc
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tính chính xaùc theo nghóa töông ñoái, mieãn laø soá caùc soá haïng khoâng quaù lôùn
ñeå söï chính xaùc coù hieäu löïc.

Vôùi chuoãi hoäi tuï

S D
1X

mD0

am

thì jamj ! 0 khi m ! 1. Tröôùc heát ta laáy toång theo thöù töï töï nhieân
m D 0; 1; : : :, ñeå choïn soá soá haïng caàn thieát N ñeå tính toång roài tính SN theo
thöù töï ñaûo m D N;N � 1; : : : ; 0.
Thí duï 1.18. Cho f .x/ D x2 � 2x C 1 ñöôïc ñaùnh giaù taïi x D 1:018 vôùi soá
hoïc chaët cuït 3-chöõ soá vaø �100 < e < 100. Ñaùp soá chính xaùc laø f .1:018/ D
0:324� 10�3. Vì caùc heä soá cuûa f laø soá nguyeân beù, khoâng coù sai khi bieåu dieãn
nhö laø soá daáu chaám ñoäng. Tuy nhieân, vôùi x thì khaùc, fl.x/ D 0:101 � 101,
pheùp bieåu dieãn coù sai soá. Coù nhieàu thuaät toaùn ñeå tính f .x/:

f .x/ D Œ.x2/� .2x/�C 1;

f .x/ D x.x � 2/C 1;

f .x/ D .x � 1/2:

Caùc daïng naøy cho:

yl D Œ.x ˝ x/	 .2˝ x/�˚ 1 D 0:000 � 10�100;

y2 D x ˝ .x 	 2/˚ 1 D 0:100 � 10�2;

y3 D .x 	 1/˝ .x 	 1/ D 0:100 � 10�3:

Taát caû caùc keát quaû coù sai soá töông ñoái lôùn. Ñoù laø vì baøi toaùn laø ñieàu kieän xaáu.
ı

1.4 AÛnh höôûng cuûa sai soá laøm troøn - söï truyeàn sai
soá

Trong tính toaùn caùc baøi toaùn khoa hoïc, döõ lieäu nhaäp thöôøng khoâng chính
xaùc, sai soá trong döõ lieäu nhaäp ñöôïc truyeàn ñi trong quaù trình tính toaùn gaây ra
sai soá trong döõ lieäu xuaát. Ngoaøi ra sai soá laøm troøn ôû moãi böôùc tính cuõng ñöôïc

truyeàn ñi vaø xuaát hieän trong keát quaû cuoái cuøng. AÛnh höôûng cuûa sai soá laøm
troøn leân keát quaû cuoái cuøng coù theå ñöôïc ñaùnh giaù baèng caùch duøng caùc boå ñeà
sau.
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Boå ñeà 1.1. Trong pheùp coäng vaø pheùp tröø, caùi chaën cho sai soá tuyeät ñoái trong keát
quaû ñöôïc cho bôûi toång cuûa caùc chaën cho sai soá tuyeät ñoái cuûa caùc toaùn haïng

y D
n
X

iD1

˙xi ; j�yj �
n
X

iD1

j�xi j: (1.14)

Ñeå nhaän ñöôïc keát quaû töông öùng cho pheùp nhaân vaø chia, ta baét ñaàu
baèng nhaän ñònh raèng vôùi y D ln.x/ ta coù �.ln.x// � �x=x. Phaùt bieåu baèng
lôøi: sai soá töông ñoái trong moät ñaïi löôïng xaáp xæ baèng sai soá tuyeät ñoái trong logarit töï
nhieân cuûa noù. Töø nhaän xeùt naøy ta coù:

Boå ñeà 1.2. Trong pheùp nhaân vaø pheùp chia, caùi chaën xaáp xæ cho sai soá töông ñoái
ñöôïc nhaän baèng caùch coäng caùc sai soá töông ñoái cuûa caùc toaùn haïng. Toång quaùt hôn,
cho y D x

m1

1 x
m2

2 � � � xmn

n ,

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

�y

y

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

<�
n
X

iD1

jmi j
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

�xi

xi

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
: (1.15)

Chöùng minh. Chöùng minh baèng caùch laáy ñaïo haøm ln.y/ D m1 ln.x1/ C
m2 ln.x2/C : : : Cmn ln.xn/ roài ñaùnh giaù nhieãu trong töøng soá haïng

Thí duï 1.19. Trong phöông phaùp Newton giaûi phöông trình phi tuyeán f .x/ D
0 moät hieäu chænh �xk (töø nghieäm xaáp xæ ôû böôùc k, xk) phaûi ñöôïc tính nhö
laø tæ soá y D f .xk/=f

0.xk/. Giaû söû raèng f .xk/ chæ ñöôïc bieát vôùi ñoä chính xaùc
töông ñoái naøo ñoù, ta neân tính f 0.xk/ chính xaùc theá naøo ñeå coù ñoä chính xaùc
cao hôn? Vì giôùi haïn cuûa sai soá töông ñoái trong y baèng toång cuûa caùc chaën cho
sai soá töông ñoái trong f .xk/ vaø f 0.xk/, neân seõ khoâng coù lôïi neáu coá gaéng ñaït
sai soá töông ñoái trong f 0.xk/ "raát ít hôn" sai soá töông ñoái trong f .xk/ ı

Baây giôø ta nghieân cöùu söï truyeàn sai soá trong caùc bieåu thöùc phi tuyeán
toång quaùt hôn. Giaû söû ta caàn tính haøm y D f .x/ cuûa moät bieán ñoäc laäp x. Sai
soá trong x truyeàn tôùi y nhö theá naøo? Cho �x D x � Qx. Bôûi ñònh lyù giaù trò
trung gian,

�y D f .x/ � f . Qx/ D f 0.�/�x;

trong ñoù � naèm giöõa x vaø Qx. Giaû söû j�xj � � thì

j�yj � max
�

jf 0.�/j�; � 2 Œx � �; x C ��:
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Trong thöïc haønh, thöôøng ta thay � baèng ñaùnh giaù coù hieäu löïc cuûa x laø ñuû.
Ngay caû neáu caàn söï chính xaùc cao trong giaù trò cuûa f .x/, hieám khi caàn söï
chính xaùc töông ñoái cao trong caùi chaën sai soá hoaëc ñaùnh giaù sai soá. Chæ caàn
caån thaän hôn khi � naèm trong laân caän cuûa khoâng ñieåm cuûa f 0.x/.

Hình 1.2: Sai soá truyeàn trong haøm y D f .x/.

Tröôøng hôïp y laø haøm aån cuûa x xaùc ñònh bôûi phöông trình g.x; y/ D 0.
Neáu @g=@y 6D 0 thì

j�yj � max
�

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

@g

@x
.�/ W @g

@y
.�/

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
�; � 2 Œx � �; x C ��:

Thí duï 1.20. Trong thí duï 1.16 beân döôùi, giaûi phöông trình baäc hai

ax2 C bx C c D 0;

ta thaáy nghieäm tính toaùn raát "nhaïy caûm" vôùi sai soá cuûa c. Thaät vaäy, ñaïo haøm
phöông trình x2 C bx C c D 0, trong ñoù x D x.c/ ñoái vôùi c ta ñöôïc

.2ax C b/
dx

dc
C 1 D 0 ) dx

dc
D � 1

2ax C b
:

Laáy x D x1 vaø duøng caùc heä thöùc lieân heä giöõa nghieäm x1;2 vôùi caùc heä soá a; b; c
ta coù

dx1

dc
D � c=a

c.2x1 C b=a/
) dx1

x1

D �dc
c

x2

x1 � x2

:
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Ñieàu naøy chöùng toû khi jx1 � x2j << jx2j coù theå raát nhaïy caûm vôùi nhieãu töông
ñoái nhoû trong c.

Khi x1 D x2 D r , phöông trình coù nghieäm keùp, phaân tích treân khoâng
coøn hieäu löïc. Tuy nhieân, neáu goïi x laø nghieäm cuûa phöông trình vôùi c bò
nhieãu

ax2 C bx C c C a�c D 0;

thì (do b2 � 4ac D 0, r D �b=2a)

.x � r/2 C�c D 0:

Phöông trình naøy coù nghieäm x D r ˙
p
�c. ı

Ñeå phaân tích söï truyeàn sai soá trong moät haøm nhieàu bieán f D f .x1; x2; : : : ; xn/

ta caàn moät toång quaùt hoùa cuûa ñònh lyù giaù trò trung gian:

Ñònh lyù 1.2. Giaû söû haøm laáy giaù trò thöïc f khaû vi trong moät laân caän cuûa ñieåm
x=.x1; x2; : : : ; xn/, vaø cho x D xC�x laø ñieåm naèm trong laân caän naøy. Thì toàn taïi
soá � , 0 � � � 1, sao cho

�f D f .x C�x/ � f .x/ D
nX

iD1

@f

@xi

.x C ��x/�xi :

Töông töï nhö treân ta deã daøng chöùng minh:

Ñònh lyù 1.3 (Coâng thöùc toång quaùt cho söï truyeàn sai soá). Giaû söû haøm laáy giaù
trò thöïc f khaû vi trong moät laân caän cuûa ñieåm x=.x1; x2; : : : ; xn/ vôùi sai soá �x1 ,
�x2 ,. . . , �xn. Thì öôùc löôïng sau laø coù hieäu löïc

�f �
n
X

iD1

@f

@xi

�xi ; (1.16)

trong ñoù caùc ñaïo haøm rieâng ñöôïc ñaùnh giaù taïi x.
Vôùi sai soá cöïc ñaïi trong f .x1; x2; : : : ; xn/ ta coù chaën cuûa xaáp xæ

j�f j <�
nX

iD1

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

@f

@xi

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
j�xi j: (1.17)
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Trong (1.17) j@f=@xi j laø giaù trò lôùn nhaát cuûa trò tuyeät ñoái caùc ñaïo haøm
rieâng trong laân caän cuûa ñieåm ñaõ bieát x. Trong haàu heát caùc tröôøng hôïp thöïc
haønh chæ caàn tính @f=@xi taïi x roài coäng theâm moät löôïng khoaûng 5 ñeán 10
phaàn traêm cho an toaøn.

Thí duï 1.21. Tính caùc chaën sai soá cho f D x2
1 �x2, trong ñoù x1 D 1:03˙0:01,

x2 D 0:45˙ 0:01. Ta nhaän ñöôïc

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

@f

@x1

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

D j2x1j � 2 � 1:03 < 2:1;
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

@f

@x2

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

D j � 1j D 1;

suy ra �f � 2:1 � 0:01C 1 � 0:01 D 0:031 hay f D 1:061 � 0:450˙ 0:032 D
0:611 ˙ 0:032; chaën sai soá ñaõ ñöôïc naâng leân 0.001 vì söï laøm troøn trong khi
tính x2

1 . ı

Trong giaûi tích soá raát hieám tröôøng hôïp yeâu caàu cho caùc chaën sai soá ñeå
baûo ñaûm toaùn hoïc. Thöôøng thì chæ caàn cho moät ñaùnh giaù veà caáp cuûa ñoä lôùn
(order of magnitude) cuûa döï baùo sai soá.

1.5 Soá ñieàu kieän

Nhö ñaõ bieát, moät baøi toaùn soá laø ñieàu kieän xaáu neáu döõ lieäu nhaäp thay ñoåi moät
chuùt nhöng döõ lieäu xuaát laïi thay ñoåi raát lôùn. Vì vaäy vieäc coù moät soá ño cho
söï nhaïy caûm cuûa döõ lieäu xuaát khi döõ lieäu nhaäp thay ñoåi laø raát höõu ích. Trong
baøi toaùn tính soá giaù trò haøm y D f .x/ ta coù theå laáy jf 0.x/j laøm soá ño ñoä nhaïy
caûm cuûa f .x/ ñoái vôùi nhieãu �x cuûa x. Trong nhieàu taøi lieäu, tæ soá giöõa sai soá
töông ñoái trong f .x/ vaø x ñöôïc duøng.

Ñònh nghóa 1.2. Giaû söû x 6D 0 vaø f .x/ 6D 0, thì soá ñieàu kieän � cho baøi toaùn
tính giaù trò haøm y D f .x/, bôûi ñònh nghóa laø

� D lim
j�xj!0

jf .x C�x/ � f .x/j
jf .x/j W j�xj

jxj D jxj jf
0.x/j

jf .x/j : (1.18)

Ta noùi baøi toaùn tính f .x/ töø x laø ñieàu kieän xaáu neáu � "lôùn" vaø ñieàu
kieän toát neáu ngöôïc laïi.

Soá ñieàu kieän laø moät thuoäc tính cuûa baøi toaùn soá vaø khoâng phuï thuoäc vaøo
thuaät toaùn ñöôïc duøng! Moät baøi toaùn ñieàu kieän xaáu coù khoù khaên noäi taïi khi
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giaûi baèng baát kyø thuaät toaùn naøo. Ngay caû neáu döõ lieäu nhaäp laø chính xaùc sai
soá laøm troøn xuaát hieän khi tính toaùn baèng soá hoïc daáu chaám ñoäng vaãn coù theå
gaây ra nhieãu raát lôùn trong keát quaû cuoái cuøng.

Thí duï 1.22. Xeùt heä phöông trình tuyeán tính

�

1 ˛

˛ 1

��

x

y

�

D
�

1

0

�

trong ñoù ˛ laø döõ lieäu nhaäp. Nghieäm chính xaùc laø

x D 1=.1� ˛2/; y D �˛=.1 � ˛2/:

Ma traän suy bieán khi ˛ D 1, vaø baøi toaùn tính x; y laø ñieàu kieän xaáu khi ˛ � 1.
Duøng phöông trình (1.18) ta thaáy soá ñieàu kieän khi tính x laø

� D ˛x0.˛/=x.˛/ D 2˛2=j1 � ˛2j:

Vôùi ˛ D 0:9950 ta coù baèng caùch duøng pheùp khöû Gauss vaø tính toaùn trong heä
thaäp phaân boán chöõ soá caùc giaù trò tính ñöôïc laø

Ny D �0:995=.1� 0:9900/ D �99:50; Nx D 1C 0:9950 � 99:50 D 100:0025;

thay vì giaù trò chính xaùc y D �99:7494, x D 100:2506. Chuù yù raèng hai chöõ soá
bò maát khi laøm troøn trong maãu soá luùc tính y (˛2 D 0:990025 ! 0:9900). Soá
ñieàu kieän � D 198 chæ ra moät caùch chính xaùc raèng ta coù theå maát ñi söï chính
xaùc cuûa hai chöõ soá thaäp phaân coù nghóa. ı

Baây giôø ta xeùt baøi toaùn soá nhieàu bieán P trong ñoù döõ lieäu xuaát yj D fj .x/,
j D 1; 2; : : : ;m phuï thuoäc vaøo döõ lieäu nhaäp x D .x1; x2; : : : ; xn/. Thì, bôûi
coâng thöùc truyeàn sai soá toång quaùt (1.17), ta coù ñaùnh giaù sai soá cöïc ñaïi

j�fj j <�
nX

iD1

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

@fj

@xi

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
j�xi j: (1.19)

Ñieàu naøy cho ta moät ma traän caùc soá ñieàu kieän (töông ñoái)

�ij D
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

@fj

@xi

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

jxi j
jyj j i D 1; 2; : : : ; n; j D 1; 2; : : : ;m:

Thuaän tieän hôn neáu duøng moät soá duy nhaát ñeå ño ñieàu kieän cuûa baøi
toaùn. Ñieàu naøy coù theå thöïc hieän ñöôïc baèng caùch duøng chuaån
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Ñònh nghóa 1.3. Soá ñieàu kieän � cuûa baøi toaùnP vôùi döõ lieäu nhaäp .x1; x2; : : : ; xn/

vaø döõ lieäu xuaát .y1; y2; : : : ; ym/ laø

�.P / D lim
�!0

sup
1

�

k Qy � yk
kyk ; k Qx � xk � �kxk: (1.20)

Chuù yù raèng �.P / laø moät haøm cuûa döõ lieäu nhaäp x vaø phuï thuoäc vaøo caùch
choïn chuaån trong khoâng gian döõ lieäu vaø khoâng gian nghieäm. Vôùi � ñuû beù ta
coù ñaùnh giaù

k Qy � yk � ��kyk CO.�2/:

Keát quaû laø nghieäm seõ coù, veà ñaïi theå, ít hôn s.D log10 �/ chöõ soá thaäp phaân coù
nghóa so vôùi döõ lieäu nhaäp.

1.6 Phaân tích sai soá thuaät toaùn

Cho thuaät toaùn vôùi döõ lieäu nhaäp .a1; a2; : : : ; ar/ qua caùc tính toaùn giaù trò
trung gian baèng caùc pheùp toaùn soá hoïc cho lôøi giaûi .w1; w2; : : : ; wt/. Coù hai
kieåu phaân tích sai soá laøm troøn cô baûn cho moät thuaät toaùn nhö vaäy.

Cho ñeán nay ta ñaõ xeùt caùch phaân tích sai soá tieán (forward error analysis).
Phaân tích naøy tìm caùc chaën sai soá trong lôøi giaûi jwi � Qwi j, i D 1; 2; : : : ; t , baèng
caùch chaën taïi moãi böôùc tính caùc sai soá coù theå xuaát hieän vaø aûnh höôûng cuûa
chuùng.

Ñeå cuï theå, nhaéc laïi bieåu thöùc cho sai soá cuûa toång ba soá:

fl.S3/ D S3 C .ı2 C ı3 C ı2ı3/x1 C .ı2 C ı3 C ı2ı3/x2 C ı3x3:

Moät phaân tích sai soá tieán coù theå chaën sai soá tuyeät ñoái bôûi

jfl.S3/� S3j � .2uC u2/.jx1j C jx2j/C ujx3j:

Phaân tích sai soá luøi2 (backward error analysis) ñi tìm moät taäp caùc döõ lieäu
Qai sao cho lôøi giaûi tính toaùn Qwi laø lôøi giaûi chính xaùc neáu caùc Qai ñöôïc laáy laøm
döõ lieäu nhaäp; ñoàng thôøi cho caùc chaën cuûa jai � Qai j. Coù theå coù voâ soá taäp hôïp
döõ lieäu nhö vaäy; thænh thoaûng coù ñuùng moät taäp vaø coù theå xaûy ra, ngay caû vôùi
thuaät toaùn raát ñôn giaûn, khoâng toàn taïi taäp naøo caû.

2Do J.H. Wilkinson ñeà xuaát vaøo thaäp nieân 50 cuûa theá kyû 20.
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Ta haõy dieãn giaûi bieåu thöùc cho fl.S3/ theo caùch phaân tích naøy. Ta thaáy
raèng

fl.S3/ D y1 C y2 C y3;

trong ñoù

y1 D x1.1C ı2 C ı3 C ı2ı3/;

y2 D x2.1C ı2 C ı3 C ı2ı3/;

y3 D x3.1C ı3/:

Theo phaân tích sai soá luøi, toång tính toaùn laø toång chính xaùc cuûa caùc soá haïng
yk maø moãi soá haïng gaàn vôùi giaù trò cho xk theo nghóa töông ñoái.

Ñònh nghóa 1.4. Moät thuaät toaùn oån ñònh, theo nghóa phaân tích sai soá luøi,
neáu noù cho nghieäm chính xaùc cuûa baøi toaùn laø .w1; w2; : : : ; wt/ vôùi döõ lieäu
. Qa1; Qa2; : : : ; Qar/ gaàn vôùi döõ lieäu .a1; a2; : : : ; ar/ cuûa baøi toaùn goác.

Veà phaàn hai lôøi giaûi (chính xaùc vaø tính toaùn) coù gaàn nhau hay khoâng,
ñoù laø vaán ñeà veà ñieàu kieän cuûa baøi toaùn. Hieäu löïc cuûa caùch nhìn sai soá naøy laø
taùch rôøi vai troø oån ñònh cuûa thuaät toaùn vaø ñieàu kieän cuûa baøi toaùn. Do pheùp
phaân tích sai soá luøi khoâng tham chieáu ñeán lôøi giaûi chính xaùc cho döõ lieäu goác,
neân noù ñaëc bieät haáp daãn khi döõ lieäu nhaäp coù ñoä chính xaùc höõu haïn, chaúng
haïn, khi döõ lieäu ñöôïc ño hoaëc tính toaùn. Coù theå xaûy ra laø moät thuaät toaùn
oån ñònh cho nghieäm chính xaùc moät baøi toaùn vôùi döõ lieäu maø khoâng theå phaân
bieät ñöôïc vôùi döõ lieäu cho tröôùc vì söï chính xaùc höõu haïn cuûa chuùng. Thaät ra
ta khoâng theå yeâu caàu nhieàu hôn veà sô ñoà soá trong tröôøng hôïp nhö vaäy, nhöng
moät laàn nöõa ta phaûi nhaán maïnh laø gaàn nghieäm nhö theá naøo, töông öùng vôùi döõ
lieäu cho tröôùc, phuï thuoäc vaøo ñieàu kieän cuûa baøi toaùn.

Moät thí duï soá seõ giuùp neâu leân vaán ñeà naøy. Cho x1 D 0:12 � 102,
x2 D 0:34 � 101, x3 D �0:15 � 102, giaù trò thöïc cuûa toång laø S3 D 0:40 � 100.
Khi tính toaùn baèng soá hoïc thaäp phaân chaët cuït hai chöõ soá, fl.S3/ D 0:00�100,
moät keát quaû raát khoâng chính xaùc. Tuy nhieân, vôùi y1 D 0:116 � 102, y2 D x2

vaø y3 D x3, ta coù fl.S3/ D y1 C y2 C y3. Keát quaû tính laø toång chính xaùc cuûa
caùc soá gaàn vôùi döõ lieäu goác. Thaät vaäy, hai soá truøng vôùi döõ lieäu goác vaø soá coøn
laïi sai khaùc moät löôïng ít hôn ñôn vò laøm troøn.

1.7 Bieåu dieãn soá daáu chaám ñoäng 64-bit IEEE

Caâu chuyeän lòch söû
Naêm 1991 teân löûa Patriot ñaõ thaát baïi khi ñöôïc duøng ñeå ñaùnh chaën teân löûa Scud

taán coâng vaøo Saudi Arabi do söï sai leäch trong baøi toaùn quyeát ñònh. Teân löûa Scud ñaõ
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baén truùng moät doanh traïi gieát cheát 28 lính Myõ. Nguyeân nhaân: maùy tính duøng ñeå
ñieàu khieån teân löûa Patriot duøng thieát keá soá hoïc 24-bit töø naêm 1970. Thôøi gian hieäu
chænh ñöôøng ñi ñöôïc thöïc hieän nhôø ñoàng hoà heä thoáng vôùi ñôn vò moät phaàn möôøi giaây
nhöng chuyeån thaønh soá daáu chaám ñoäng 24-bit. Sai soá laøm troøn trong pheùp chuyeån ñoåi
gaây ra moät sai soá khi hieäu chænh. Sau 100 giôø lieân tuïc vaän haønh thôøi gian tính toaùn
baèng giaây laø 359999.6567 thay vì giaù trò chính xaùc laø 360000, moät sai soá 0.3433 giaây
daãn ñeán sai leäch 687 meùt! Moät phaàn meàm sau ñoù ñaõ ñöôïc caøi ñaët ñeå hieäu chænh sai
leäch naøy.

Soá daáu chaám ñoäng 64-bit IEEE (duøng trong Matlab) [14]
Soá daáu chaám ñoäng 64-bit laø moät caáu truùc töø (word) goàm bit daáu S (sign

bit), vuøng muõ Exp (exponent field) vaø vuøng ñònh trò M (mantissa field)

63 62 52 51 0
S Exp M

Moãi vuøng naøy bieåu dieãn S, E, M cuûa moät soá f theo caùch sau.
� Bit daáu

S D b63 D
�

0 vôùi caùc soá döông
1 vôùi caùc soá aâm

� Vuøng muõ .b62b61b60 : : : b52/: theo maõ "quaù 1023"

E D Exp � 1023 D f0; 1; : : : ; 211 � 1 D 2047g � 1023
D f�1023;�1022; : : : ;C1023;C1024g

D

8

<

:

�1023C 1 khi jf j < 2�1022 .Exp D .00000000000//

�1022 � 1023 khi 2�1022 � jf j < 21024 .vuøng chuaån/
1024 khi ˙ 1

� Vuøng ñònh trò .b51b50 : : : b1b0/:
Trong vuøng khoâng chuaån ôû ñoù caùc soá nhoû ñeán noãi chuùng coù theå ñöôïc

bieåu dieãn chæ baèng giaù trò cuûa bit aån (hide bit) 0, soá bieåu dieãn bôûi ñònh trò laø

M D 0:b51b50 : : : b1b0 D Œb51b50 : : : b1b0� � 2�52 (1.21)

Ta coù theå nghó raèng giaù trò cuûa bit aån ñöôïc theâm vaøo soá muõ thay vì vaøo ñònh
trò.
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Trong vuøng chuaån, soá bieåu dieãn bôûi ñònh trò cuøng vôùi giaù trò cuûa bit aån
bh D 1 laø

M D 1:b51b50 : : : b1b0 D 1C Œb51b50 : : : b1b0� � 2�52

D 1C b51 � 2�1 C b50 � 2�2 C : : : C b1 � 2�51 C b0 � 2�52

D f1; 1C 2�52; 1C 2 � 2�52; : : : ; 1C .252 � 1/ � 2�52g
D f1; 1C 2�52; 1C 2 � 2�52; : : : ; .2 � 2�52/g
D f1; 1C�; 1C 2�; : : : ; 2 ��g .� D 2�52/ (1.22)

Vôùi S, E, M, soá f ñöôïc bieåu dieãn laø

f D ˙M � 2E (1.23)

Ta phaân loaïi phaïm vi cuûa caùc soá phuï thuoäc vaøo giaù trò (E) cuûa soá muõ vaø kyù
hieäu noù nhö laø

Œ2E; 2EC1/ vôùi � 1022 � E � C1023 (1.24)

Trong moãi vuøng, ñôn vò nhoû nhaát -- nghóa laø giaù trò cuûa LSB (least significant
bit, bit coù nghóa nhoû nhaát) hay hieäu giöõa hai soá lieân tieáp bieåu dieãn bôûi ñònh
trò 52 bit -- laø

�E D � � 2E D 2E�52 (1.25)

Cuï theå:
0. 0 (soá khoâng)
63 62 52 51 0
S 000. . . 0000 0000 0000 . . . 0000 0000
1. Vuøng khoâng chuaån (vôùi giaù trò cuûa bit aån bh D 0)

R�1023 D Œ2�1074; 2�1023/ vôùi Exp D 0; E D Exp � 1023C 1 D �1022

S 000. . . 0000 0000 0000 . . . 0000 0001

.0C 2�52/ � 2E D .0C 2�52/ � 2�1022

. . .
S 000. . . 0000 1111 1111 . . . 1111 1111

f.0C .252 � 1/2�52/ D .1 � 252/g � 2�1022

Giaù trò cuûa LSB: ��1023 D ��1022 D 2�1022�52 D 2�1074

2. Vuøng chuaån nhoû nhaát (vôùi giaù trò cuûa bit aån bh D 1)

R�1022 D Œ2�1022 ; 2�1021/ vôùi Exp D 1; E D Exp � 1023 D �1022
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S 000. . . 0001 0000 0000 . . . 0000 0000

.1C 0/ � 2E D .1C 0/ � 2�1022

S 000. . . 0001 0000 0000 . . . 0000 0001
.1C 2�52/ � 2�1022

. . .
S 000. . . 0001 1111 1111 . . . 1111 1111

f.1C .252 � 1/2�52/ D .2 � 2�52/g � 2�1022

Giaù trò cuûa LSB: ��1022 D 2�1022�52 D 2�1074

3. Vuøng chuaån cô sôû (vôùi giaù trò cuûa bit aån bh D 1)

R0 D Œ20; 21/ vôùi Exp D 210 � 1; E D Exp � 1023 D 0

S 011. . . 1111 0000 0000 . . . 0000 0000

.1C 0/ � 2E D .1C 0/ � 20 D 1

S 011. . . 1111 0000 0000 . . . 0000 0001
.1C 2�52/ � 20

. . .
S 011. . . 1111 1111 1111 . . . 1111 1111

f.1C .252 � 1/2�52/ D .2 � 2�52/g � 20

Giaù trò cuûa LSB: �0 D 2�52

4. Vuøng chuaån lôùn nhaát (vôùi giaù trò cuûa bit aån bh D 1)

R1024 D Œ21023; 21024/ vôùi Exp D 211 � 2; E D Exp � 1023 D 1023

S 111. . . 1110 0000 0000 . . . 0000 0000

.1C 0/ � 2E D .1C 0/ � 21023

S 111. . . 1110 0000 0000 . . . 0000 0001
.1C 2�52/ � 21023

. . .
S 111. . . 1110 1111 1111 . . . 1111 1111

f.1C .252 � 1/2�52/ D .2 � 2�52/g � 21023

Giaù trò cuûa LSB: �1023 D 21023�52 D 2971

5. ˙1 (inf) Exp D 211 � 1 D 2047; E D Exp � 1023 D 1024 (voâ nghóa)
0 111. . . 1111 0000 0000 . . . 0000 0000
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C1 6D .1C 0/ � 2E D .1C 0/ � 21024

1 111. . . 1111 0000 0000 . . . 0000 0000

�1 6D �.1C 0/ � 2E D �.1C 0/ � 21024

S 111. . . 1111 0000 0000 . . . 0000 0001
khoâng hieäu löïc (khoâng duøng)
. . .
S 111. . . 1111 1111 1111 . . . 1111 1111
khoâng hieäu löïc (khoâng duøng)
Soá döông nhoû nhaát vaø lôùn nhaát coù theå bieåu dieãn laø

fmin D .0C 2�52/ � 2�1022 D 2�1074 D 4:9407 � 10�324

fmax D .2 � 2�52/ � 21023 D 1:7977 � 10C308

Cô cheá thöïc hieän pheùp tính soá hoïc trong maùy tính. Thí duï, pheùp coäng
3 cho 14 ñöôïc thöïc hieän nhö sau.

Ñoåi thaäp phaân thaønh nhò phaân ! Chuaån hoùa ! Bieåu dieãn 64-bit

310 D 112 D 1:12 � 21 D 1 :12 � 21024�1023

1410 D 11102 D 1:1102 � 23 D 1 :1102 � 21026�1023

Bieåu dieãn 64-bit

310 D 0 102410 1 :10000 : : : : : : 0

1410 D 0 102610 1 :11000 : : : : : : 0

310 D 0 102610 0 :01100 : : : : : : 0

1410 D 0 102610 1 :11000 : : : : : : 0

0 102610 10:00100 : : : : : : 0

Chuaån hoùa 0 102710 1 :00010 : : : : : : 0 D 1:00012 � 21027�1023 D 100012

Chuyeån ñoåi D 1 � 24 C 1 � 20 D 1710

Trong quaù trình coäng hai soá, moät söï "gioùng coät" ñöôïc thöïc hieän ñeå cho
hai soá muõ trong bieåu dieãn 64-bit baèng nhau; vaø noù loaïi ñi phaàn lôùn hôn 52
bit, ñieàu naøy laøm xuaát hieän sai soá.

Nhaän xeùt 1.2. Moãi vuøng coù ñôn vò toái thieåu (giaù trò LSB) khaùc nhau. Ñieàu
naøy haøm yù raèng caùc soá ñöôïc phaân boá ñeàu trong moãi vuøng. Caùc vuøng gaàn 0 truø
maät hôn. Pheùp bieåu dieãn soá nhö vaäy laøm cho löôïng sai soá tuyeät ñoái lôùn/nhoû
ñoái vôùi soá lôùn/nhoû, giaûm khaû naêng sai soá töông ñoái lôùn. �
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Caâu hoûi vaø baøi taäp

1.1. Phaân tích ñieàu kieän cuûa thuaät toaùn duøng coâng thöùc truy hoài (1.4). AÙp
duïng tính E5 vôùi sai soá tuyeät ñoái khoâng quaù 10�6.

1.2. Cho heä thoáng soá daáu chaám ñoäng vôùi ˇ D 2, s D 3, m D �1, M D 2. Heä
naøy coù bao nhieâu soá? Bieåu dieãn caùc soá naøy treân truïc soá.

1.3. Vieát thuaät toaùn chuyeån ñoåi heä cô soá 10 sang cô soá ˇ vaø ngöôïc laïi.

1.4. Cho A laø ma traän vuoâng vaø n laø soá nguyeân döông. Ta caàn tính An . Ñeå
tính AkC1 D AAk , k D 1; : : : ; n� 1, ñoøi hoûi n� 1 pheùp nhaân ma traän. Chöùng
toû soá caùc pheùp nhaân coù theå giaûm bôùt coøn 2Œlog2 n� baèng caùch chuyeån ñoåi n
thaønh daïng nhò phaân vaø luõy thöøa lieân tieáp A2k D .Ak/2, k D 1; : : : ; Œlog2 n�.

1.5. Cho a vaø b laø hai soá daáu chaám ñoäng vôùi a � b. Chöùng toû raèng baát ñaúng
thöùc

a � .a˚ b/˛ 2 � b

coù theå sai trong bieåu dieãn theo cô soá 10.

1.6. Cho u D .u1; u2/ vaø v D .v1; v2/ laø hai vectô. Goùc ' giöõa hai vectô naøy
ñöôïc cho bôûi coâng thöùc

cos' D u � v
jujjvj

a) Chöùng toû tính ' töø caùc thaønh phaàn cuûa u vaø v luoân laø baøi toaùn ñieàu
kieän toát.

b) Chöùng toû coâng thöùc treân laø khoâng oån ñònh khi ' nhoû.
c) Chöùng toû thuaät toaùn sau laø oån ñònh. Tröôùc heát chuaån hoùa hai vectô

thaønh Qu, Qv, roài tính ˛ D kQu� Qvk2 vaø ˇ D kQuC Qvk2. Baây giôø laáy

' D
�

2arctg.˛=ˇ/; neáu ˛ � ˇI
� � 2arctg.˛=ˇ/; neáu ˛ > ˇ:
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1.7. Thieát laäp coâng thöùc truy hoài tieán vaø luøi ñeå tính tích phaân

In D
Z 1

0

xndx

4x C 1
:

Phaân tích tính oån ñònh cuûa töøng thuaät toaùn.



Chöông 2

Heä phöông trình ñaïi soá tuyeán tính

Moät trong caùc baøi toaùn thöôøng gaëp trong tính toaùn khoa hoïc laø giaûi heä phöông
trình ñaïi soá tuyeán tính

a11x1 C a12x2 C : : : C a1nxn D b1

a21x1 C a22x2 C : : : C a2nxn D b2

:::
:::

an1x1 C an2x2 C : : : C annxn D bn;

9

>>>=

>>>;

(2.1)

trong ñoù veá phaûi bi , i D 1; : : : ; n, vaø caùc heä soá aij , i; j D 1; : : : ; n laø caùc döõ
lieäu cho tröôùc; x1; : : : ; xn laø aån.

Heä phöông trình (2.1) coù theå vieát döôùi daïng ma traän,

Ax D b; (2.2)

trong ñoù

A D

2

6
6
6
4

a11 a12 : : : a1n

a21 a22 : : : a2n

:::
:::

:::

an1 an2 : : : ann

3

7
7
7
5
; x D

2

6
6
6
4

x1

x2

:::

xn

3

7
7
7
5
; b D

2

6
6
6
4

b1

b2

:::

bn

3

7
7
7
5
: (2.3)

Xeùt tröôøng hôïp n D 1 trong (2.1),

a11x1 D b1:

35
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Neáu a11 6D 0, phöông trình coù nghieäm duy nhaát x1 D b1=a11. Neáu a11 D 0

thì coù luùc phöông trình voâ nghieäm (b1 6D 0), coù luùc phöông trình coù voâ soá
nghieäm (b1 D 0). Ñieàu naøy cuõng ñuùng vôùi n toång quaùt. Coù hai loaïi ma traän,
khoâng suy bieán (nonsingular) vaø suy bieán (singular). Neáu ma traän A khoâng
suy bieán, thì heä toàn taïi duy nhaát vectô nghieäm x vôùi veá phaûi cho tröôùc baát
kyø b. Neáu A suy bieán, thì heä voâ nghieäm vôùi moät vaøi b nhöng voâ soá nghieäm
vôùi caùc b khaùc. Trong chöông naøy ta xeùt heä phöông trình ñaïi soá tuyeán tính
vôùi caùc ma traän heä soá khoâng suy bieán.

2.1 Phöông phaùp khöû Gauss

YÙ töôûng ñaèng sau phöông phaùp khöû Gauss laø duøng caùc pheùp bieán ñoåi sô caáp
ñeå khöû caùc aån cuûa heä (2.1). Heä phöông trình töông ñöông, sau khi bieán ñoåi, coù
daïng tam giaùc treân (upper trianglular system), ñöôïc giaûi baèng pheùp theá ngöôïc
(back-substitution).

Neáu a11 6D 0, thì ôû böôùc ñaàu tieân ta khöû x1 khoûi .n � 1/ phöông trình
cuoái baèng caùch tröø phöông trình thöù i vôùi nhaân töû (multiplier)

mi1 D ai1=a11; i D 2; : : : ; n

laàn phöông trình ñaàu. Ñieàu naøy sinh ra moät heä ruùt goïn goàm .n � 1/ phöông
trình vôùi caùc aån x2; : : : ; xn , trong ñoù caùc heä soá môùi ñöôïc cho bôûi

a
.2/
ij D aij �mi1a1j ; b

.2/
i D bi �mi1b1; j D 1; 2; : : : ; n:

Neáu a.2/
22 6D 0, tieáp theo baèng caùch töông töï ta khöû x2 töø .n� 2/ phöông trình

cuoái cuûa heä phöông trình naøy. Sau k� 1 böôùc, k � n, cuûa pheùp khöû Gauss ma
traän A trôû thaønh ma traän coù daïng

A.k/ D

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

a
.1/
11 a

.1/
12 : : : a

.1/

1k
: : : a

.1/
1n

0 a
.2/
22 : : : a

.2/

2k
: : : a

.2/
2n

:::
:::

:::
:::

0 0 : : : a
.k/

kk
: : : a

.k/

kn
:::

:::
:::

:::

0 0 : : : a
.k/

nk
: : : a

.k/
nn

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

; b.k/ D

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

b
.1/
1

b
.2/
2
:::

b
.k/

k
:::

b
.k/
n

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

; (2.4)
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trong ñoù ta ñaõ ñaët A.1/ D A, b.1/ D b. Caùc phaàn töû cheùo (diagonal elements)

a
.1/
11 ; a

.2/
22 ,. . . , xuaát hieän trong quaù trình khöû ñöôïc goïi laø caùc phaàn töû truï (pivotal

elements).
Kyù hieäu Ak laø ma traän con chính cuûa A,

Ak D

2

6
6
6
4

a11 a12 : : : a1k

a21 a22 : : : a2k

:::
:::

:::

ak1 ak2 : : : akk

3

7
7
7
5
:

Vì ñònh thöùc cuûa ma traän khoâng thay ñoåi döôùi pheùp bieán ñoåi sô caáp thöù ba
neân

det.Ak/ D a
.1/
11 a

.2/
22 � � � a.k/

kk
; k D 1; : : : ; n:

Caùc phaàn töû truï a.i/
i i , i D 1; : : : ; n, trong pheùp khöû Gauss laø khaùc khoâng neáu

vaø chæ neáu det.Ak/ 6D 0, k D 1; : : : ; n. Trong tröôøng hôïp naøy ta coù theå khöû
cho ñeán sau böôùc thöù .n � 1/, coøn laïi moät phöông trình duy nhaát

a.n/
nnxn D b.n/

n .a.n/
nn 6D 0/:

Caùc aån cuûa phöông trình coù theå tính baèng coâng thöùc truy hoài

xn D b.n/
n =a.n/

nn ; xi D
 

b
.i/
i �

n
X

kDiC1

a
.i/

ik
xk

!

=a
.i/
i i ; i D n� 1; : : : ; 1: (2.5)

Quaù trình naøy goïi laø theá ngöôïc.
Giaû söû ôû böôùc thöù k cuûa pheùp khöû Gauss ta coù

a
.k/

kk
D 0:

Neáu A khoâng suy bieán, thì k coät ñaàu cuûa ma traän A laø ñoäc laäp tuyeán tính.

Ñieàu naøy cuõng ñuùng vôùi ma traän ñaõ bieán ñoåi. Nghóa laø toàn taïi a.k/

pk
6D 0

(k < p � n). Baèng caùch hoaùn vò doøng k vaø doøng p thì phaàn töû naøy coù theå
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laáy laøm phaàn töû truï vaø pheùp khöû ñöôïc tieáp tuïc. Toùm laïi, ma traän khoâng suy
bieán baát kyø coù theå daãn veà daïng tam giaùc treân baèng pheùp khöû Gauss neáu pheùp hoaùn
vò doøng ñöôïc duøng neáu caàn.

Khi hoaùn vò doøng ñònh thöùc cuûa ma traän bò ñoåi daáu, do ñoù

det.A/ D .�1/sa.1/
11 a

.2/
22 � � � a.n/

nn ; (2.6)

trong ñoù s laø toång soá laàn thöïc hieän pheùp hoaùn vò. ÔÛ ñaây, ta ñaõ thay ñoåi kyù
hieäu khi thöïc hieän pheùp hoaùn vò doøng cho phuø hôïp.

Neáu rank.A/ < n thì coù theå xaûy ra ôû böôùc thöù k � 1 naøo ñoù

a
.k/

ik
D 0; i D k; : : : ; n:

Neáu toaøn boä caùc phaàn töû a.k/
ij D 0, i; j D k; : : : ; n thì rank.A/ D k � 1 vaø ta

döøng laïi. Ngöôïc laïi, neáu coù phaàn töû khaùc khoâng, chaúng haïn

a.k/
pq ;

ta coù theå mang noù ñeán vò trí truï baèng caùch hoaùn vò doøng k vôùi p, coät k vôùi q
(khi coät cuûa ma traän A bò hoaùn vò thì ta cuõng phaûi hoaùn vò caùc phaàn töû töông
öùng trong vectô x. Tieán haønh theo caùch naøy moïi ma traän A ñeàu coù theå ñöa
veà daïng hình thang (trapezoidal form) treân

A.r/ D

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

a
.1/
11 . . . a

.1/
1r a

.1/
1;rC1 . . . a

.1/
1n

0
: : :

:::
:::

:::
::: a

.r/
rr a

.r/
r;rC1 . . . a

.r/
rn

0 . . . 0 0 . . . 0
:::

:::
:::

:::

0 . . . 0 0 . . . 0

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

; b.r/ D

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

b
.1/
1
:::

b
.r/
r

b
.r/
rC1
:::

b
.r/
n

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

; (2.7)

ôû böôùc r D rank.A/.
Töø (2.7) ta ñoïc ñöôïc haïng cuûa ma traän A.
Baèng caùch duøng pheùp bieán ñoåi sô caáp thöù nhaát (hoaùn vò), quaù trình khöû

Gauss coù phaàn töû truï baèng khoâng chæ neáu baøi toaùn goác laø suy bieán. Phaùt bieåu
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naøy laø ñuùng veà phöông dieän lyù thuyeát, nhöng söï phaân bieät giöõa suy bieán vaø
khoâng suy bieán cuûa caùc baøi toaùn laø "mô hoà" trong thöïc haønh do aûnh höôûng
cuûa vieäc laøm troøn. Tröø phi phaàn töû truï chính xaùc baèng khoâng, coøn thì söï
hoaùn vò caùc phöông trình laø khoâng caàn thieát veà phöông dieän lyù thuyeát. Tuy
nhieân, bieán ñoåi vôùi moät phaàn töû truï haàu nhö baèng khoâng seõ daãn ñeán vaán
ñeà veà söï chính xaùc trong soá hoïc daáu chaám ñoäng. Xem thí duï döôùi ñaây do
Forsythe vaø Moler ñöa ra.

Thí duï 2.1. Cho heä phöông trình

0:000100x1 C 1:00x2 D 1:00;

1:00x1 C 1:00x2 D 2:00:

Baèng caùch duøng soá hoïc daáu chaám ñoäng thaäp phaân laøm troøn ba-chöõ soá, moät
böôùc trong quaù trình khöû x1 trong phöông trình thöù hai khoâng duøng hoaùn vò

Œ1:00 � 10000� 1:00�x2 D Œ2:00 � 10000 � 1:00�
�10; 000x2 D �10; 000:

Roõ raøng, x2 D 1:00 vaø baèng pheùp theá ngöôïc, x1 D 0:00. Chuù yù thoâng tin chöùa
trong phöông trình thöù hai bò maát ôû böôùc naøy. Ñieàu naøy xaûy ra vì phaàn töû
truï nhoû gaây ra moät nhaân töû lôùn vaø sau ñoù pheùp tröø caùc soá coù ñoä lôùn raát khaùc
nhau. Neáu duøng hoaùn vò ta coù

1:00x1 C 1:00x2 D 2:00;

1:00x2 D 1:00

vaø x1 D 1:00, x2 D 1:00. Nghieäm chính xaùc laø xaáp xæ x1 D 1:00010, x2 D
0:99990 ı

Caùc phaàn töû truï nhoû coù theå daãn ñeán keát quaû khoâng chính xaùc. Nhö ñaõ
thaáy trong thí duï treân, khi khöû bieán xk trong doøng i , moät phaàn töû truï nhoû

daãn tôùi nhaân töû mik D a
.k/

ik
=a

.k/

kk
lôùn. Khi tính

a
.kC1/
ij D a

.k/
ij �mika

.k/

kj
;

coù söï maát maùt thoâng tin baát cöù khi naøo mika
.k/

kj
lôùn hôn raát nhieàu a.k/

ij , thoâng

tin maø coù theå raát caàn ñeán sau ñoù. Moät nhaân töû lôùn gaây ra haäu quaû cuõng gioáng
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nhö phaàn töû trong ma traän tam giaùc treân lôùn do pheùp khöû. Trong pheùp giaûi
heä phöông trình tuyeán tính baèng pheùp theá ngöôïc ta tính

xk D
b

.k/

k
�
Pn

j DkC1 a
.k/

kj
xj

a
.k/

kk

:

Neáu phaàn töû truï (maãu soá) laø nhoû vaø giaù trò ñuùng xk coù ñoä lôùn vöøa phaûi, thì töû

soá cuõng phaûi nhoû. Nhöng neáu coù caùc thaønh phaàn a.k/
ij cuûa ma traän tam giaùc

treân maø lôùn, ñieàu naøy chæ coù theå neáu söï khöû xaûy ra ôû töû soá. Caùc thaønh phaàn
lôùn coù theå ñaõ ñöôïc tính vôùi sai soá töông ñoái vöøa phaûi, nhöng vì caùc thaønh
phaàn laø lôùn daãn ñeán sai soá tuyeät ñoái lôùn trong töû soá sau khi coù söï khöû. Maãu
soá nhoû khueách ñaïi sai soá naøy daãn ñeán sai soá töông ñoái ñaùng keå trong xk .

Coù moät caùch ñeå traùnh phaàn töû truï nhoû ñöôïc goïi laø pheùp xoay cuïc boä (taïm
dòch chöõ partial pivoting). Theo caùch naøy, khi khöû xk , ta choïn heä soá lôùn nhaát
(veà giaù trò tuyeät ñoái) cuûa xk trong n� kC 1 phöông trình cuoái nhö laø phaàn töû

truï. Nghóa laø, neáu ja.k/

lk
j laø lôùn nhaát cuûa caùc ja.k/

jk
j vôùi j D k; k C 1; : : : ; n ta

hoaùn vò doøng k vaø l . Baèng caùch ñaùnh soá laïi ta coù theå giaû söû raèng phaàn töû truï

a
.k/

kk
coù ñoä lôùn lôùn nhaát. Pheùp xoay cuïc boä cho ta caùc nhaân töû coù ñoä lôùn

jmik j D
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

a
.k/

ik

a
.k/

kk

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

� 1:

Söï ñieàu khieån ñoä lôùn cuûa caùc nhaân töû laøm bôùt ñi söï taêng leân cuûa caùc thaønh
phaàn trong ma traän tam giaùc treân gaây ra do pheùp khöû (Gauss). Cho a D

maxi;j ja.1/

jk
j. Baáy giôø

a
.2/
ij D ja.1/

ij �mi1a
.1/
ij j � 2a

vaø cöù theá ta coù
ja.k/

ij j � 2k�1a:
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Ñieàu naøy haøm yù

max
i;j;k

ja.k/
ij j � 2n�1max

i;j
jaij j (2.8)

khi pheùp xoay cuïc boä ñöôïc thöïc hieän. Wilkinson ñaõ chæ ra raèng daáu baèng
trong baát ñaúng thöùc treân coù theå xaûy ra vôùi caùc ma traän coù daïng

2

6
6
6
6
4

1 0 0 0 1

�1 1 0 0 1

�1 �1 1 0 1

�1 �1 �1 1 1

�1 �1 �1 �1 1

3

7
7
7
7
5

:

Tuy nhieân, thöôøng thì söï gia taêng laø vöøa phaûi.
Con soá

gn D max
i;j;k

ja.k/
ij j=max

i;j
jaij j (2.9)

thöôøng ñöôïc duøng laøm soá ño cho söï gia taêng cuûa caùc phaàn töû trong ma traän
ruùt goïn, vaø ñöôïc goïi laø tæ soá gia taêng (growth ratio).

2.2 Thuaät toaùn khöû Gauss

Tröôøng hôïp "vuoâng". Cho ma traän A D A.1/ 2 R
n�n vaø vectô b D b.1/ 2 R

n,

% Khöû Gauss
for k=1:n-1

hoaùn vò caùc doøng sao cho abs(a(k,k))=max(abs(a(k:n,k))

if abs(a(k,k) == 0, ’ suy bieán’, return

for i=k+1:n

t=a(i,k)/a(k,k)

for j=k+1:n

a(i,j)=a(i,j)-t*a(k,j)

end

b(i)=b(i)-t*b(k)
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end

end

if abs(a(n,n)) ==0, ’ suy bieán’, return

% Theá ngöôïc
for i=n:-1:1

x(i)=b(i)

for j=i+1:n

x(i)=x(i)-a(i,j)*x(j)

end

x(i)=x(i)/a(i,i)

end

Nhaän xeùt 2.1. Ñeå ño khoái löôïng coâng vieäc ta ñeám soá pheùp toaùn soá hoïc ñöôïc
thöïc hieän. Giai ñoaïn khöû:

+ Moãi böôùc cuûa voøng laëp j goàm 1 pheùp nhaân vaø 1 pheùp tröø. Nhö vaäy coù
(n-k) pheùp nhaân vaø (n-k) pheùp tröø.

+ Moãi böôùc cuûa voøng laëp i goàm 1 pheùp chia (khoâng keå pheùp tính hieäu
chænh b) vaø caùc pheùp tính trong voøng laëp j. Voøng laëp i goàm (n-k) böôùc. Nhö
vaäy coù (n-k)2 pheùp nhaân, (n-k)2 pheùp tröø vaø (n-k) pheùp chia.

+ Moãi böôùc cuûa voøng laëp k chöùa caùc pheùp toaùn cuûa voøng laëp i töông
öùng. Voøng laëp k coù (n-1) böôùc. Nhö vaäy soá pheùp tính nhaân (=soá pheùp tính
tröø) vaø soá pheùp tính chia laàn löôït laø

.n� 1/2 C .n � 2/2 C : : : C 12 D n.n� 1/.2n� 1/
6

;

.n � 1/C .n � 2/C : : : C 1 D n.n� 1/
2

:

Phaàn hieäu chænh b ñoøi hoûi soá pheùp tính nhaân (=soá pheùp tính tröø) baèng
n.n � 1/=2.

Giai ñoaïn theá ngöôïc, soá pheùp tính nhaân (=soá pheùp tính tröø) vaø pheùp
tính chia laàn löôït laø n.n � 1/=2 vaø n. Toùm laïi, khoái löôïng tính toaùn baèng
thuaät toaùn khöû Gauss: n.4n2 C 9n � 7/=6. �
Nhaän xeùt 2.2. Khi phaûi giaûi nhieàu heä phöông trình coù cuøng ma traän A vôùi
caùc vectô b khaùc nhau, caùc nhaân töû mik caàn ñöôïc löu tröõ ñeå hieäu chænh vectô
b. Ñeå yù raèng, khi mik ñöôïc tính thì phaàn töû a

.k/

ik
ñöôïc ñaët baèng khoâng, vì vaäy

nhaân töû mik coù theå ñöôïc ñaët vaøo vò trí naøy (khoâng caàn theâm vuøng nhôù ñeå
löu tröõ noù). �
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2.3 Pheùp nhaân töû hoùa ma traän (matrix factoriza-
tion)

Trong muïc naøy ta seõ thaáy neáu khoâng duøng pheùp xoay cuïc boä, thuaät toaùn khöû
chính laø pheùp nhaân töû hoùa, phaân tích ma traän A thaønh tích LU cuûa moät ma
traän tam giaùc döôùi L D Œlij �, trong ñoù

lij D 0 neáu i < j;

vaø moät ma traän tam giaùc treân U D Œu ij �, trong ñoù

uij D 0 neáu i > j:

Nhìn laïi pheùp khöû ñöôïc moâ taû trong muïc tröôùc, ta thaáy neáu a.1/
11 6D 0, ta

coù theå thay doøng i baèng doøng i tröø vôùi mi1 D a
.1/
i1 =a

.1/
11 laàn doøng 1. Ñieàu naøy

ñöôïc thöïc hieän cho caùc doøng 2; 3; : : : ; n. Deã daøng kieåm chöùng, neáu nhaân beân
traùi ma traän A vôùi ma traän

M1 D

2

6
6
6
6
6
4

1

�m21 1

�m31 0 1
:::

:::
:::
: : :

�mn1 0 0 1

3

7
7
7
7
7
5

ta nhaän ñöôïc cuøng moät keát quaû nhö khi thöïc hieän pheùp khöû; nghóa laø

M1A D

2

6
6
6
4

a
.1/
11 a

.1/
12 a

.1/
13 : : : a

.1/
1n

0 a
.2/
22 a

.2/
23 : : : a

.2/
2n

:::
:::

:::
:::

0 a
.2/
n2 a

.2/
n3 : : : a

.2/
nn

3

7
7
7
5
:

Hôn nöõa, nghòch ñaûo cuûa ma traän M1 laø

M�1
1 D

2

6
6
6
6
6
4

1

m21 1

m31 0 1
:::

:::
:::
: : :

mn1 0 0 1

3

7
7
7
7
7
5

:
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Tieáp tuïc khöû caùc aån, sau n � 1 böôùc ta ñöôïc

Mn�1Mn�2 � � �M1A DD

2

6
6
6
4

a
.1/
11 a

.1/
12 : : : a

.1/
1n

a
.2/
22 : : : a

.2/
21

: : :

a
.n/
nn

3

7
7
7
5

D U:

Suy ra,
A D M�1

1 M
�1
2 � � �M�1

n�1U D LU;

trong ñoù L D M�1
1 M�1

2 � � �M�1
n�1. Kieåm tröïc tieáp ta thaáy L laø ma traän tam giaùc

döôùi,

L D

2

6
6
6
6
6
4

1

m21 1

m31 m32 1
:::

:::
:::

: : :

mn1 mn2 mn3 : : : 1

3

7
7
7
7
7
5

:

Vì caùc phaàn töû treân ñöôøng cheùo chính cuûa ma traän L ñeàu baèng 1 neân ta khoâng
caàn löu tröõ chuùng. Caùc coät cuûa ma traän L xuaát lieän laàn löôït theo thöù töï cuûa
pheùp khöû neân coù theå vieát choàng leân vò trí töông öùng cuûa ma traän A maø trong
pheùp khöû ñöôïc ñaët baèng khoâng. Ma traän tam giaùc treân U chính laø keát quaû
cuûa pheùp khöû Gauss.

Vôùi pheùp nhaân töû hoùa ma traän A, heä phöông trình Ax D b daãn veà vieäc
giaûi laàn löôït hai heä phöông trình vôùi ma traän heä soá coù daïng tam giaùc,

Ly D b; (2.10)

vaø

Ux D y: (2.11)

Thaät vaäy, b D Ly D L.Ux/ D .LU/x D Ax.
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Heä tam giaùc döôùi (2.10) ñöôïc giaûi baèng theá tieán (forward substitution),

y1 D b1

y2 D b2 �m21y1

:::

yn D bn �
n�1
X

j D1

mnjyj :

Heä tam giaùc treân (2.11) ñöôïc giaûi baèng pheùp theá luøi (backward substitution)

xn D yn=unn

xn�1 D .yn�1 � un�1;nxn/=un�1;n�1

:::

x1 D

0

@y1 �
nX

j D2

u1j xj

1

A =u11:

Nhaän xeùt 2.3. Khi coù söû duïng pheùp xoay cuïc boä, aùp duïng pheùp nhaân töû hoùa
cho ma traän PA vôùi P laø ma traän ñöôïc xaây döïng töø ma traän ñôn vò baèng caùch
hoaùn vò caùc doøng töông öùng. Ta coù PA D LU. �

2.4 Söï chính xaùc

Coù hai nguoàn sai soá trong nghieäm tính toaùn z cuûa heä phöông trình Ax D b.
Thöù nhaát, döõ lieäu A vaø b coù theå khoâng ñöôïc ño chính xaùc, vaø ngay caû neáu coù
chính xaùc, thì vaãn coù caùc sai soá ñöôïc phaùt sinh khi bieåu dieãn chuùng baèng soá
daáu chaám ñoäng. Thöù hai, sai soá laøm troøn xuaát hieän trong quaù trình khöû vaø
thuaät toaùn thay theá tieán/luøi. Moät caùch töï nhieân ta caàn nghieân cöùu sai soá

e D x � z:

Nhöng coù moät caùch tieáp caän khaùc veà vaán ñeà chính xaùc. Phaân tích sai soá luøi
xem z nhö laø nghieäm chính xaùc cuûa baøi toaùn nhieãu

.AC�A/z D bC�b:
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Neáu caùc nhieãu, �A vaø �b laø so saùnh ñöôïc vôùi caùc sai soá ño ñaïc hay laøm troøn
trong caùc phaàn töû cuûa A vaø b, thì coù lyù ñeå noùi raèng z gaàn nhö laø nghieäm toát
nhö ta coù theå hy voïng.

2.4.1 Phaân tích sai soá luøi

Xeùt heä phöông trình

u11x1 C u12x2 D b1;

u22x2 D b2:

Ta baøn veà caùch moät phaàn töû beù, ôû ñaây laø u11 vaø u22, coù theå gaây nguy hieåm
vì caùc aûnh höôûng tröïc tieáp cuûa noù laãn baûn thaân noù coù theå daãn ñeán caùc phaàn
töû lôùn trong ma traän tam giaùc treân, ôû ñaây laø u12. Pheùp theá luøi baèng pheùp tính
soá hoïc chính xaùc cho nghieäm ñuùng laø

x2 D b2

u22

;

x1 D b1 � x2u12

u11

:

Trong soá hoïc daáu chaám ñoäng,

x�
2 D b2 ˛ u22 D b2

u22

.1C ı1/ D x2.1C ı1/:

Tính toaùn thaønh phaàn coøn laïi bao goàm nhieàu böôùc. Tröôùc heát ta tính

x�
2 ˝ u12 D x�

2u12.1C ı2/ D x2u12.1C ı1/.1C ı2/;

thì
b1 	 .x�

2 ˝ u12/ D .b1 � .x�
2 ˝ u12//.1C ı3/;
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vaø cuoái cuøng

x�
1 D .b1 	 .x�

2 ˝ u12//˛ u11

D .b1 	 .x�
2 ˝ u12//

u11

.1C ı4/

D .b1 � x�
2u12.1C ı2//

u11

.1C ı3/.1C ı4/:

Trong phaân tích sai soá luøi, ta bieåu dieãn nghieäm x�
1 , x

�
2 (keát quaû tính

baèng soá hoïc daáu chaám ñoäng) nhö laø nghieäm (tính baèng soá hoïc chính xaùc) cuûa
moät baøi toaùn nhieãu (baøi toaùn gaàn):

u�
11x

�
1 C u�

12x
�
2 D b1;

u�
22x

�
2 D b2:

ÔÛ ñaây khoâng coù nhieãu ôû veá phaûi. Phöông trình

x�
2 D b2

u�
22

D b2

u22

.1C ı1/

seõ ñuùng neáu ta ñònh nghóa

u�
22 D u22

1C ı1

� u22.1� ı1/:

Töông töï, phöông trình

x�
1 D b1 � x�

2u
�
12

u�
11

D b1 � x�
2u12.1C ı2/

u11

.1C ı3/.1C ı4/
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seõ ñuùng neáu ta ñònh nghóa

u�
12 D u12.1C ı2/;

u�
11 D u11

.1C ı3/.1C ı4/
� u11.1� ı3 � ı4/:

Vôùi caùc ñònh nghóa naøy ta ñaõ bieåu dieãn nghieäm tính toaùn cuûa baøi toaùn
cho tröôùc nhö laø nghieäm chính xaùc cuûa baøi toaùn vôùi ma traän caùc heä soá bò
nhieãu. Noù cho thaáy khoâng coù heä soá naøo cuûa ma traän bò nhieãu nhieàu hôn hai
ñôn vò laøm troøn.

Phaân tích naøy noùi cho chuùng ta raèng thuaät toaùn theá ngöôïc baûo ñaûm sinh
ra moät keát quaû toát theo nghóa nghieäm tính toaùn laø nghieäm chính xaùc cuûa baøi
toaùn gaàn vôùi baøi toaùn cho. Tuy nhieân, ñieàu ñoù khoâng ñoàng nghóa vôùi phaùt
bieåu: nghieäm tính toaùn gaàn vôùi nghieäm thöïc.

Phaân tích sai soá tieán cho pheùp öôùc löôïng söï khaùc nhau giöõa nghieäm tính
toaùn vaø nghieäm thöïc. Giaû thieát cô baûn cuûa chuùng ta veà soá hoïc daáu chaám
ñoäng laø moät pheùp toaùn ñöôïc thöïc hieän vôùi moät sai soá töông ñoái bò chaën bôûi
ñôn vò laøm troøn u, vì vaäy ta coù

x�
2 � x2

x2

D jı1j � u:

Thay theá caùc bieåu thöùc ñaõ phaùt trieån tröôùc ñaây vaø moät tính toaùn nhoû chöùng
toû raèng

x�
1 � x1

x1

D �2 � x2u12

x1u11

�1.1C �2/;

trong ñoù

�1 D ı1 C ı2 C ı1ı2;

�2 D ı3 C ı4 C ı3ı4:

Suy ra
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

x�
1 � x1

x1

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

� .2uC u2/

�

1C
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

x2u12

x1u11

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
.1C 2uC u2/

�

:

Theo öôùc löôïng naøy, sai soá töông ñoái noùi chung laø nhoû. Moät sai soá töông
ñoái lôùn chæ coù theå xaûy ra khi jx2u12j � jx1u11j. Neáu nghieäm laø sao cho caû
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hai thaønh phaàn coù ñoä lôùn so saùnh ñöôïc, moät sai soá töông ñoái lôùn chæ xaûy ra
khi phaàn töû truï u11 laø nhoû vaø/hay phaàn töû u12 trong ma traän tam giaùc treân laø
lôùn. Caùc sai soá töông ñoái lôùn coù khaû naêng xaûy ra nhieàu hôn khi jx2j � jx1j.
Maãu soá coù theå vieát laïi döôùi daïng

x1u11 D b1 � x2u12;

chöùng toû raèng sai soá töông ñoái coù theå laø lôùn khi töû soá laø lôùn vaø maãu soá laø nhoû
bôûi söï khöû (xem thí duï 1.15, Ch. 1).

2.4.2 Phaân tích söï laøm troøn

Moät caùch töï nhieân ñeå ño chaát löôïng cuûa moät nghieäm xaáp xæ z laø thay noù vaøo
phöông trình goác roài xem noù thoûa phöông trình "toát" nhö theá naøo. Vôùi caùch
laøm naøy giaù trò thaëng dö (residual),

r D b � Az;

cho bieát möùc ñoä chính xaùc cuûa lôøi giaûi. Moät nghieäm toát z thì coù giaù trò thaëng
dö nhoû. Vì söï khöû, neáu ta caàn giaù trò thaëng dö chính xaùc cho moät nghieäm
toát thì phaûi tính noù baèng soá hoïc coù ñoä chính xaùc cao hôn, maø ñieàu naøy thì
khoâng theå. Giaù trò thaëng dö cung caáp moät nhieãu �b cho phaân tích sai soá luøi,
cuï theå,

�b WD �r:
Giaù trò thaëng dö r lieân heä vôùi sai soá e bôûi

r D b � Az D Ax � Az D A.x � z/ D Ae

hay e D A�1r.
Moät giaù trò thaëng dö nhoû r, thì �b nhoû vaø theo quan ñieåm phaân tích

sai soá luøi thì z laø nghieäm toát ngay caû khi sai soá töông öùng e khoâng nhoû.

Thí duï 2.2. Ñeå minh hoïa söï khaùc bieät giöõa hai quan ñieåm, xeùt heä phöông
trình

�

0:747 0:547

0:623 0:457

��

x1

x2

�

D
�

0:200

0:166

�

: (2.12)

Thöïc hieän pheùp khöû duøng soá hoïc thaäp phaân chaët cuït ba-chöõ soá. Sau böôùc
ñaàu ta coù

�

0:747 0:547

0 0:001

��

x1

x2

�

D
�

0:200

0:000

�

:
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Suy ra

z2 D 0:000;

z1 D .0:200 � 0:547z2/=0:747 D 0:267:

Nhö vaäy nghieäm tính toaùn laø

z D
�

0:267

0:000

�

Deã thaáy nghieäm chính xaùc laø x1 D 1 vaø x2 D �1. Vì vaäy

e D x � z D
�

0:733

�1

�

:

Traùi laïi, giaù trò thaëng dö (trong soá hoïc chính xaùc) laø

r D b � Az

D
�

0:200 � Œ.0:747 � 0:267/C .0:547 � 0:000/�
0:166 � Œ.0:623 � 0:267/C .0:457 � 0:000/�

�

D
�

0:000551

�0:000341

�

:

Ñieàu naøy chöùng toû z laø nghieäm chính xaùc cuûa Az D bC �b, trong ñoù b1 D
0:200 bò nhieãu thaønh 0:199449 vaø b2 D 0:166 bò nhieãu thaønh 0:166341. Nhö
vaäy, z laø nghieäm cuûa baøi toaùn raát gaàn vôùi baøi toaùn cho, maëc duø noù sai so vôùi
nghieäm x raát ñaùng keå ı

Khoù khaên cô baûn trong thí duï 2.2 laø ma traän cuûa heä (2.12) gaàn suy bieán.
Thaät vaäy phöông trình ñaàu, trong phaïm vi sai soá laøm troøn, baèng 1:2 laàn phöông
trình thöù hai. Trong quaù trình giaûi ta thaáy z2 ñöôïc tính töø hai ñaïi löôïng maø
baûn thaân chuùng coù ñoä lôùn cuøng caáp vôùi sai soá laøm troøn. Thöïc hieän tính toaùn
vôùi nhieàu chöõ soá hôn ta seõ thaáy z2 coù giaù trò hoaøn toaøn khaùc. Sai soá trong
z2 ñöôïc truyeàn ñeán sai soá trong z1 vaø nghieäm tính toaùn laø khoâng toát. Nhöng
taïi sao giaù trò thaëng dö laïi nhoû? Baát keå z2, soá z1 ñöôïc tính ñeå laøm cho giaù trò
thaëng dö cuûa phöông trình ñaàu gaàn baèng khoâng. Thaëng dö cuûa phöông trình
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thöù hai cuõng nhoû vì heä thoáng gaàn nhö kyø dò: phöông trình ñaàu xaáp xæ baèng
moät boäi cuûa phöông trình thöù hai.

Ñeå phaân tích sai soá laøm troøn trong quaù trình khöû Gauss ta duøng caùch
dieãn giaûi nhaân töû hoùa. Ñôn giaûn ta xeùt tröôøng hôïp khoâng duøng pheùp xoay
cuïc boä. Goïi �L vaø �U laø sai soá khi tính toaùn L vaø U. Nhö vaäy ma traän A
khoâng baèng .LC�L/.UC�U/. Ñaët �A laø sai bieät, ta coù

�A D .�L/UC L.�U/C .�L/.�U/:

Ta coù theå hy voïng laø quaù trình tính L cuõng nhö U coù sai soá töông ñoái nhoû.
Tuy nhieân, bieåu thöùc cuûa �A chöùng toû raèng ñoä lôùn cuûa L vaø U ñoùng vai troø
quan troïng trong keát quaû nhaân töû hoùa ma traän A. Pheùp xoay cuïc boä giöõ cho
caùc phaàn töû cuûa L nhoû hôn hay baèng 1 veà maët ñoä lôùn. Ta cuõng thaáy trong

(2.8) raèng ñoä lôùn cuûa caùc phaàn töû cuûa U, a.k/
ij , ñöôïc laøm "dòu" ñi baèng pheùp

xoay cuïc boä. Ñaëc bieät, chuùng khoâng theå vöôït quaù 2n�1 �maxij jaij j vôùi n�n-
ma traän. Coù theå chæ ra, baèng caùch tính sai soá cuûa pheùp nhaân töû hoùa vaø pheùp
theá tieán/luøi, nghieäm tính toaùn z cuûa phöông trình Ax D b thoûa

.AC�A/z D b; (2.13)

trong ñoù caùc phaàn töû cuûa �A thöôøng laø nhoû. Ñeå chính xaùc ta caàn ñöa vaøo
caùch ño ñoä lôùn cuûa vectô vaø ma traän. Moät caùch ño ñoä daøi quen thuoäc cuûa
vectô laø chuaån Euclide (p D 2), .

Pn
iD1 x

2
i /

1=2. Tuy nhieân trong taøi lieäu naøy
ta duøng chuaån maximum (p D 1)

kxk D max
1�i�n

jxi j: (2.14)

Neáu A laø ma traän vuoâng caáp n vaø x laø moät n-vectô. Chuaån cuûa ma traän A
ñöôïc ñònh bôûi

kAk D max
x 6D0

kAxk
kxk : (2.15)

Moät caùch hình hoïc, ñieàu naøy noùi raèng kAk laø söï leäch töông ñoái cöïc ñaïi
(maximum relative distorsion) maø ma traän A taïo ra khi noù nhaân vôùi vectô
x 6D 0. Do chuaån naøy khoâng deã tính toaùn, thöôøng ta duøng moät chuaån töông
ñöông vôùi noù:

kAk D max
1�i�n

8

<

:

nX

j D1

jaij j

9

=

;
: (2.16)
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Chuù yù, ta coù baát ñaúng thöùc quan troïng sau

kAxk � kAkkxk: (2.17)

Thí duï 2.3. Cho

x D

2

4

�1
2

3

3

5 :

Thì
kxk D maxfj � 1j; j2j; j3jg D 3:

Cho

A D

2

4

1 �1 0

2 �2 3

�4 1 �1

3

5 :

Thì

kAk D maxfj1j C j � 1j; j2j C j � 2j C j3j; j � 4j C j1j C j � 1jg D 7 ı

Trôû laïi vaán ñeà phaân tích sai soá laøm troøn cho pheùp khöû Gauss. Ngöôøi ta
chöùng minh ñöôïc raèng nghieäm tính toaùn z thoûa phöông trình (2.13) trong ñoù

k�Ak � 
nukAk: (2.18)

Nhö thöôøng leä, u laø ñôn vò laøm troøn, nhaân töû 
n phuï thuoäc n vaø coù theå taêng
nhö 2n�1.

Töø ñaây coù theå keát luaän raèng pheùp khöû Gauss luoân cho nghieäm z laø
nghieäm chính xaùc cuûa baøi toaùn gaàn vôùi baøi toaùn goác. Vì Az�b D ��Az neân
thaëng dö thoûa

krk D kAz � bk � k�Akkzk � 
nukAkkzk:

Ñieàu naøy noùi raèng kích thöôùc thaëng dö haàu nhö töông ñoái nhoû so vôùi kích
thöôùc cuûa A vaø z. Tuy nhieân, nhaéc laïi raèng, ñieàu naøy khoâng aùm chæ raèng sai
soá thöïc e laø nhoû.

Nhaän xeùt 2.4. Ñeå hieåu theâm lyù do taïi sao pheùp khöû Gauss daãn ñeán caùc nghieäm
tính toaùn vôùi thaëng dö nhoû, xeùt phaân tích LU cuûa A. Quaù trình theá tieán duøng
ñeå giaûi heä tam giaùc döôùi Ly D b tính lieân tieáp y1; y2; : : : ; yn ñeå laøm cho thaëng
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dö baèng khoâng. Chaúng haïn, baát chaáp sai soá trong y1 vaø m2;1 giaù trò y2 ñöôïc
tính ñeå maø

m2;1y1 C y2 D b2;

nghóa laø, thaëng dö cuûa phöông trình naøy laø khoâng (trong soá hoïc chính xaùc)
vôùi giaù trò naøy cuûa y2. Ñieàu gioáng nhö vaäy xaûy ra trong quaù trình theá luøi ñeå
tính xn; xn�1; : : : ; x1 thoûa Ux D y. Vaäy, raát töï nhieân veà quaù trình phaûn öùng
vôùi caùc sai soá trong döõ lieäu theo caùch nhö vaäy nhaän ñöôïc moät thaëng dö beù.
Ñieàu naøy khoâng ñuùng chuùt naøo khi x ñöôïc tính baèng A�1b. Theâm moät chuùt
"thao taùc" coù theå laøm pheùp khöû Gauss oån ñònh theo nghóa maïnh. �

2.4.3 Öôùc löôïng chuaån cho sai soá

Baây giôø ta xeùt aûnh höôûng cuûa sai soá trong döõ lieäu nhaäp leân sai soá e. Cho
xC�x laø nghieäm cuûa

.AC�A/.xC�x/ D bC�b:

Tröø cho Ax D b ta ñöôïc .AC�A/�x D ��AxC�b. Giaû söû ma traän AC�A
khoâng suy bieán, ta coù theå nhaân hai veá vôùi A�1 roài giaûi ra �x

�x D .IC A�1�A/�1A�1.��AxC�b/: (2.19)

Duøng baát ñaúng thöùc cho chuaån ta suy ra

k�xk � k.IC A�1�A/�1kkA�1k.k�Akkxk C k�bk/: (2.20)

Boû qua caùc soá haïng caáp hai (nhieãu �A ñuû nhoû) vaø duøng baát ñaúng thöùc
kbk D kAXk � kAkkxk,

k�xk
kxk

<� kAkkA�1k
�k�bk

kbk C k�Ak
kAk

�

: (2.21)

Trong tröôøng hôïp ñôn giaûn �A D 0, ta coù

k�xk � kA�1kk�bk; (2.22)

k�xk
kxk

<� kAkkA�1kk�bk
kbk : (2.23)

Baát ñaúng thöùc (2.20) töông öùng (2.22) cho sai soá coøn baát ñaúng thöùc (2.21) töông
öùng (2.23) cho sai soá theo nghóa töông ñoái. Ñaïi löôïng kAkkA�1k, kyù hieäu bôûi
cond.A/ hay �.A/, ñöôïc goïi laø soá ñieàu kieän (condition number) cuûa A .

Ñònh lyù sau cho ta yù nghóa cuûa soá ñieàu kieän.
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n �2.Hn/ n �2.Hn/

1 1 7 4:753 � 108

2 19:281 8 1:526 � 1010

3 5:241 � 102 9 4:932 � 1011

4 1:551 � 104 10 1:602 � 1013

5 4:766 � 105 11 5:220 � 1014

6 1:495 � 107 12 1:678 � 1016

Baûng 2.1: Soá ñieàu kieän cuûa ma traän Hilbert caáp � 12.

Ñònh lyù 2.1. toàn taïi ma traän suy bieán S sai khaùc A theo nghóa töông ñoái baèng
nghòch ñaûo soá ñieàu kieän cuûa A

min
det.S/D0

kS � Ak
kAk D 1

cond.A/
:

Nhö vaäy, neáu A coù soá ñieàu kieän "lôùn" thì noù gaàn vôùi ma traän suy bieán.

Thí duï 2.4. Ma traän Hilbert Hn caáp n laø ma traän n � n vôùi caùc phaàn töû

Hn.i; j / D hij D 1

i C j � 1:

Ma traän naøy laø moät thí duï cho ma traän ñieàu kieän xaáu.
Baûng 2.1 cho keát quaû tính soá ñieàu kieän cuûa caùc ma traän Hilbert caáp � 12

duøng soá chính xaùc keùp IEEE (chuaån p D 2). Ta thaáy soá ñieàu kieän taêng daïng
muõ cuûa n. Khi n > 12 ma traän Hn cöïc kyø xaáu ngay caû vôùi soá chính xaùc keùp!
Theo moät keát quaû cuûa G. Szeg Ro ta coù öôùc löôïng sau

�.Hn/ � .
p
2C 1/4.nC1/

215=4
p
�n

� e3:5n ı

Thí duï 2.5. Cho A D
�

1 2

3 4

�

. Tìm kAk, kA�1k, cond.A/.

kAk D maxfj1j C j2j; j3j C j4jg D 7:
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Theo coâng thöùc tính ma traän nghòch ñaûo,

A�1 D
�

�2 1
3
2

�1
2

�

;

neân
kA�1k D maxfj � 2j C j1j; j3=2j C j � 1=2jg D 3:

Vaäy, cond.A/ D kAkkA�1k D 21 ı

Thí duï 2.6. Ma traän A D
�

1 �1
1 �1C 10�5

�

"gaàn" kyø dò vì

A�1 D
�

1 � 105 105

�105 105

�

;

kAk D 2, kA�1k D 2 � 105 vaø cond.A/ D 4 � 105.
Ñònh lyù 2.1 khaúng ñònh söï toàn taïi moät ma traän suy bieán sai khaùc (töông

ñoái) vôùi A khoaûng 1=cond.A/ D 2:5 � 10�6. Maëc duø khoâng hoaøn toaøn gaàn A,

ma traän ñôn giaûn S D
�

1 �1
1 �1

�

laø kyø dò vaø
kS � Ak

kAk D 5 � 10�6 ı

Thí duï 2.7. Giaû söû ta giaûi phöông trình Ax D b treân moät maùy vôùi u D 5�10�11

vaø nhaän ñöôïc

z D
�

6:23415

18:6243

�

; cond.A/ D 1:0 � 104:

Giaû söû döõ lieäu laø chính xaùc ñeå cho k�Ak=kAk � 5�10�10, töø (2.23), chaën treân
cuûa sai soá töông ñoái laø

k�xk
kxk

<� 104 � 5 � 10�10 D 5 � 10�6:
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Neáu döõ lieäu nhaäp coù sai soá, chaúng haïn, k�Ak=kAk � 10�6, k�bk=kbk �
10�6, thì chaën treân cuûa sai soá töông ñoái laø

k�xk
kxk

<� 104 � 2 � 10�6 D 0:02:

Laáy kxk � kzk � 18:6 chaën treân sai soá tuyeät ñoái laø 0:37. Vì vaäy phaân tích
naøy cho

x1 D 6:23˙ 0:37; x2 D 18:62˙ 0:37 ı

2.5 Chöông trình

Muïc naøy giôùi thieäu hai function vieát baèng ngoân ngöõ laäp trình Matlab. Sinh
vieân töï nghieân cöùu vaø chaïy thöû cho caùc baøi taäp.

2.5.1 Factor

Muïc ñích: Phaân tích ma traän A baèng caùch duøng pheùp khöû Gauss vaø ñaùnh giaù
soá ñieàu kieän cuûa noù. Factor ñöôïc duøng chung vôùi Solve ñeå giaûi A*x=b.
Ñoái soá nhaäp:

A - ma traän neq doøng vaø cols coät caàn ñöôïc phaân tích.
Ñoái soá xuaát:

A - chöùa ma traän tam giaùc treân U trong phaàn treân cuûa noù vaø moät phieân
baûn hoaùn vò cuûa ma traän tam giaùc döôùi (I-L). Nhaân töû hoùa thoûa (ma traän
hoaùn vò)*A=L*U.

flag - thoâng baùo söï thaønh coâng hay thaát baïi. flag = 0 chæ söï thaønh
coâng. Neáu flag > 0, moät phaàn töû truï baèng khoâng vaø döøng tính toaùn.

pivots - baûn ghi caùc hoaùn vò doøng. Ñöa vaøo pivots(neq)=(-1)^(soá cuûa
doøng thay ñoåi).

Khi flag > 0, ñònh thöùc cuûa A baèng 0 vaø
khi flag = 0, det(A)=pivots(neq) * A(1,1) * � � � * A(neq,neq).

Ñoái soá xuaát tuøy choïn:
Cond - khi flag >D 0, moät ñaùnh giaù soá ñieàu kieän cuûa A trong chuaån

voâ cuøng.

Factor.m
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function [A,flag,pivots,Cond] = Factor(A)

[neq,cols] = size(A);

flag = 0;

pivots = zeros(neq,1);

pivots(neq) = 1;

if nargout == 4

% Initialize Cond for A that is numerically singular.

Cond = realmax;

% Compute the infinity norm of A before the matrix is

% overwritten by its factorization.

Anorm = norm(A,inf);

end

if neq == 1

if A(1,1) == 0

flag = 1;

elseif nargout == 4

Cond = 1;

end

return

end

% Gaussian elimination with partial pivoting.

for k = 1:neq-1

% Determine the row m containing the largest element in

% magnitude to be used as a pivot and its magnitude biggest.

[biggest,occurred] = max(abs(A(k:neq,k)));

m = occurred + k - 1;

% If all possible pivots are zero, A is numerically singular.

if biggest == 0

flag = k;

return

end

pivots(k) = m;

if m ~= k

% Interchange the current row k with the pivot row m.

A([m k],k:neq) = A([k m],k:neq);

pivots(neq) = - pivots(neq);

end

% Eliminate subdiagonal entries of column k.

for i = k+1:neq

t = A(i,k) / A(k,k);

A(i,k) = - t;
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if t ~= 0

A(i,k+1:neq) = A(i,k+1:neq) - t * A(k,k+1:neq);

end

end

end

if A(neq,neq) == 0

flag = neq;

return

end

if nargout == 4

% Estimate the condition number of A by computing the infinity

% norm of A directly and a lower bound for the norm of A^(-1).

% A lower bound for the norm of A^(-1) is provided by the ratio

% norm(y)/norm(d) for any vectors such that A*y = d and d ~= 0.

% A "large" ratio is obtained by computing y as one iteration of

% inverse iteration for the smallest singular value of A, i.e.,

% by solving for y such that (A’*A)*y = e. This exploits the

% fact that an LU decomposition of A can be used to solve the

% linear system A’*d = e as well as A*y = d. The entries of e

% are +1 or -1 with the sign chosen during the computation of d

% to increase the size of the entry of d and so make a "large"

% lower bound for the norm of A^(-1) more likely.

% Solve A’*d = e using the decomposition of A.

d = zeros(neq,1);

d(1) = -1 / A(1,1);

for k = 2:neq

t = A(1:k-1,k)’ * d(1:k-1);

if t < 0

ek = -1;

else

ek = 1;

end

d(k) = -(ek + t) / A(k,k);

end

for k = neq-1:-1:1

d(k) = d(k) + A(k+1:neq,k)’*d(k+1:neq);

m = pivots(k);

d([m k]) = d([k m]);

end

% Solve A*y = d.

y = Solve(A,pivots,d);
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% Compute the infinity norms of the vectors.

dnorm = norm(d,inf);

ynorm = norm(y,inf);

Cond = max(Anorm * ynorm / dnorm, 1);

end

2.5.2 Solve

Muïc ñích: Giaûi heä neq phöông trình tuyeán tính theo neq aån baèng caùch duøng
phaân tích LU nhaän ñöôïc baèng caùch goïi Factor.
Ñoái soá nhaäp:

A - output cuûa Factor.
pivots - output cuûa Factor.
b - veá phaûi, vectô coù ñoä daøi neq.

Ñoái soá xuaát:
x - vectô nghieäm coù cuøng kích thöôùc nhö b.

Solve.m

function x = Solve(A,pivots,b)

neq = length(b);

x = b;

if neq == 1

x(1) = x(1)/A(1,1);

else

% Forward elimination.

for k = 1:neq-1

m = pivots(k);

x([m k]) = x([k m]);

x(k+1:neq) = x(k+1:neq) + A(k+1:neq,k)*x(k);

end

% Back substitution.

x(neq) = x(neq) / A(neq,neq);

for i = neq-1:-1:1

x(i) = (x(i) - A(i,i+1:neq)*x(i+1:neq)) / A(i,i);

end

end
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2.6 Ma traän coù caáu truùc ñaëc bieät

Haàu heát caùc boä giaûi (solver) heä phöông trình ñaïi soá tuyeán tính ñeàu döïa treân
pheùp khöû Gauss vôùi pheùp xoay cuïc boä. Khi ma traän A coù tính chaát ñaëc bieät,
ta coù theå giaûm bôùt vieäc löu tröõ vaø chi phí cho vieäc giaûi heä.

Khi quaù trình khöû khoâng caàn ñeán pheùp xoay cuïc boä thì vieäc löu tröõ
giaûm ñi cuõng nhö quaù trình tính seõ nhanh hôn raát nhieàu. Coù hai loaïi ma
traän, noùi chung, khoâng caàn ñeán pheùp xoay cuïc boä. Moät ma traän n�n A ñöôïc
goïi laø troäi treân ñöôøng cheùo (diagonally dominant), neáu vôùi moãi coät

jAjj j �
nX

i 6Dj

jAij j:

Coù theå thaáy, vôùi ma traän naøy ta khoâng caàn ñeán pheùp xoay cuïc boä trong quaù
trình khöû Gauss. Loaïi ma traän coøn laïi laø ma traän ñoái xöùng, A D AT .

2.6.1 Ma traän baêng

Nhaéc laïi raèng trong thuaät toaùn khöû Gauss, voøng laëp trong cuøng coù theå ñöôïc
boû ñi khi nhaân töû t D 0. Ñieàu naøy phaûn aûnh söï kieän bieán (töông öùng) khoâng
hieän dieän trong phöông trình vaø vì vaäy khoâng caàn ñeán pheùp khöû. Khi ma
traän A "gaàn" vôùi ma traän tam giaùc treân, vieäc kieåm tra nhaân töû baèng khoâng
coù theå tieát kieäm ñöôïc löôïng tính toaùn. Moät loaïi ma traän cöïc kyø quan troïng
trong nhieàu laõnh vöïc tính toaùn laø ma traän baêng. Ma traän A D Œaij � ñöôïc goïi
laø ma traän baêng khi moïi phaàn töû khaùc khoâng naèm trong moät daûi "doïc theo"
ñöôøng cheùo chính. Cuï theå, khi aij D 0 neáu i�j > m` vaø j � i > mu, ma traän
ñöôïc goïi laø coù chieàu roäng baêng döôùi m`, chieàu roäng baêng treân mu, vaø chieàu
roäng baêng m` Cmu C 1. Moät thí duï cuûa ma traän vôùi m` D 2, mu D 1 laø

2

6
6
6
6
4

� � 0 0 0

� � � 0 0

� � � � 0

0 � � � �
0 0 � � �

3

7
7
7
7
5

ÔÛ ñaây � chæ phaàn töû coù theå khaùc khoâng. Khi tieán haønh pheùp khöû treân ma
traän nhö vaäy, toái ña m` phaàn töû phaûi ñöôïc khöû ôû moãi böôùc. Xem xeùt caùc
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phaàn töû treân ñöôøng cheùo chöùng toû raèng nhieàu phaàn töû khoâng vaãn giöõ baèng

khoâng. Thaät vaäy, pheùp xoay cuïc boä seõ ñeå laïi caùc soá khoâng trong a.k/
ij vôùi

j � i > m` Cmu. Vì vôùi caùc nhaân töû khoâng, ta coù theå taêng toác quaù trình tính
toaùn baèng caùch nhaän dieän caùc phaàn töû khoâng vaãn coøn baèng khoâng. Quan
saùt quan troïng khaùc laø, baèng caùch duøng sô ñoà löu tröõ ñaëc bieät, khoâng caàn löu

tröõ caùc phaàn töû a.k/
ij vôùi i � j > m`, hay j � i > m` Cmu. Maõ caøi ñaët pheùp

khöû Gauss ñaëc bieät cho caùc ma traän baêng coù theå tìm thaáy trong LINPACK
cuõng nhö LAPACK. Maëc duø coù khoù khaên trong vieäc caøi ñaët A theo caùch löu
tröõ ñaëc bieät, nhöng söï tieát kieäm coù theå raát lôùn. Caùc keát quaû soá laø gioáng nhau,
nhöng vieäc löu tröõ ôû daïng baêng xaáp xæ n.2m` C mu/ thay vì n2. Khoái löôïng
tính toaùn vaøo khoaûng nm`.m` C mu/ thay vì n3=3, vaø coù söï thuaän lôïi töông
töï trong pheùp theá tieán vaø luøi.

Baây giôø ta xeùt moät daïng khaùc cuûa pheùp khöû Gauss thuaän tieän cho caùch
caøi ñaët ma traän baêng. Giaû söû pheùp phaân tích A D LU toàn taïi. Tröôùc heát chuù
yù raèng

a11 D
nX

mD1

`1mum1 D `11u11

vì caùc ma traän laø tam giaùc. Choïn `11 6D 0 thì

u11 D a11=`11:

Vôùi i > 1,

ai1 D
n
X

mD1

`imum1 D `i1u11;

vì vaäy
`i1 D ai1=u11 vôùi i D 2; : : : ; n:

Cuõng vaäy, vôùi j > 1,

a1j D
nX

mD1

`1mumj D `11u1j ;
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vaäy,
u1j D a1j=`11 vôùi j D 2; : : : ; n:

Noùi chung, moãi laàn ta laäp moät coät cuûa L vaø moät doøng cuûa U. Giaû söû ta ñaõ
tính ñöôïc caùc coät 1; : : : ; k � 1 cuûa L vaø caùc doøng 1; : : : ; k � 1 cuûa U. Thì

akk D
n
X

mD1

`kmumk D `kkukk C
k�1
X

mD1

`kmumk:

Caùc soá haïng trong toång cuoái cuøng laø ñaõ bieát. Choïn `kk , thì

ukk D
 

akk �
k�1X

mD1

`kmumk

!

=`kk:

Vôùi i > k,

aik D
nX

mD1

`imumk D `ikukk C
k�1X

mD1

`imumk ;

vì vaäy

`ik D
 

aik �
k�1
X

mD1

`imumk

!

=ukk vôùi i D k C 1; : : : ; n:

Vôùi j > k,

akj D
nX

mD1

`kmumj D `kkukj C
k�1X

mD1

`kmumj ;

vaäy,

ukj D
 

akj �
k�1X

mD1

`kmumj

!

=`kk vôùi j D k C 1; : : : ; n:
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Neáu taát caû caùc phaàn töû treân ñöôøng cheùo chính cuûa L laáy baèng 1, thuaät toaùn
naøy laø pheùp khöû Gauss khoâng duøng pheùp xoay cuïc boä. Trong baøn luaän cuûa
chuùng ta veà pheùp khöû aùp duïng cho ma traän baêng A, ta thaáy nhieàu coâng vieäc
vaø vuøng löu tröõ coù theå ñöôïc tieát kieäm. Neáu A laø ma traän baêng vôùi chieàu roäng
baêng döôùi m` vaø chieàu roäng baêng treân mu, thì L cuõng laø ma traän baêng vôùi
chieàu roäng baêng döôùi m` vaø U laø ma traän baêng vôùi chieàu roäng baêng treân mu.
Neáu ta choïn caùc phaàn töû cheùo cuûa L baèng 1, thì khoâng caàn löu tröõ chuùng vaø
gioáng nhö tröôøng hôïp ma traän ñaày ñuû, nhaân töû L vaø U coù theå ñöôïc vieát choàng
leân A khi chuùng ñöôïc tính toaùn.

2.6.2 Ma traän ba ñöôøng cheùo

Khi m` D mu D 1 ma traän caùc heä soá ñöôïc goïi laø ma traän ba ñöôøng cheùo
(tridiagonal matrix). Vieäc giaûi soá phöông trình ñaïo haøm rieâng thöôøng daãn veà
vieäc giaûi caùc heä phöông trình goàm moät soá raát lôùn caùc aån, coù theå leân ñeán haøng
ngaøn. Khi aáy vieäc duøng Factor/Solve laø khoâng thích hôïp, nhöng vôùi thuaät
toaùn coù muïc ñích ñaëc bieät thì gaëp khoù khaên naøy. Giaû söû heä ba ñöôøng cheùo
ñöôïc vieát döôùi daïng

2

6
6
6
6
6
4

a1 c1

b2 a2 c2 0
: : :

: : :
: : :

0 bn�1 an�1 cn�1

an cn

3

7
7
7
7
7
5

2

6
6
6
6
6
4

x1

x2

:::

xn�1

xn

3

7
7
7
7
7
5

D

2

6
6
6
6
6
4

d1

d2

:::

dn�1

dn

3

7
7
7
7
7
5

:

Khi khoâng duøng pheùp xoay cuïc boä, khöû caùc bi ta ñöôïc

2

6
6
6
6
6
4

f1 c1

f2 c2 0
: : :

: : :
: : :

0 fn�1 cn�1

fn cn

3

7
7
7
7
7
5

2

6
6
6
6
6
4

x1

x2

:::

xn�1

xn

3

7
7
7
7
7
5

D

2

6
6
6
6
6
4

e1

e2

:::

en�1

en

3

7
7
7
7
7
5

:

Nhö ta thaáy caùc ci khoâng thay ñoåi. Baây giôø thieát laäp coâng thöùc cho fi , ei ,
tröôùc heát ta thaáy f1 D a1, e1 D d1. Ñeå khöû b2, khoâng duøng pheùp xoay cuïc
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boä, nhaân töû m2 D b2=f1, suy ra:

f2 D a2 �m2c1;

c2 D c2 �m2 � 0 D c2;

e2 D d2 �m2d1:

Ñeå hoaøn taát vieäc thieát laäp ta duøng quy naïp. Giaû söû raèng ta ñaõ thieát laäp ñöôïc
fi vaø ei ñeán doøng k. Thì ta coù

0 fk ck 0 j ek

0 bkC1 akC1 ckC1 j dkC1

treân doøng k vaø k C 1. Roõ raøng nhaân töû laø mkC1 D bkC1=fk . Pheùp khöû doøng
k C 1 cho:

fkC1 D akC1 �mkC1ck;

ckC1 D ckC1 �mkC1 � 0 D ckC1;

ekC1 D dkC1 �mkC1dk:

Vieäc löu tröõ coù theå ñöôïc toå chöùc cöïc kyø hieäu quaû. Moät ma traän toång
quaùt caáp n caàn löu tröõ n2 phaàn töû, nhöng moät ma traän tam giaùc treân chæ caàn
löu tröõ 3n � 2 phaàn töû khaùc khoâng. Moät sô ñoà töï nhieân laø löu tröõ ba daûi ak ,
bk vaø ck nhö laø ba vectô chieàu daø n. Ta coù theå vieát mk leân bk vaø fk leân ak

khi chuùng ñöôïc tính; theo caùc böôùc theá tieán vaø luøi ek vaø xk coù theå vieát choàng
leân dk ñeå cho chæ caàn theâm moät vectô chieàu daøi n. Thuaät toaùn treân khoâng
duøng pheùp xoay cuïc boä neân keát quaû soá coù theå raát xaáu. Vôùi heä ba ñöôøng cheùo
coù moät ñieàu kieän ñôn giaûn, thöôøng thoûa maõn trong thöùc haønh, baûo ñaûm keát
quaû thu ñöôïc laø toát. Tröôùc heát chuù yù raèng neáu baát kyø ck hay bk trieät tieâu, heä
coù theå "beû" thaønh caùc heä nhoû hôn maø cuõng laø ba ñöôøng cheùo. Suy ra, ta coù
theå giaû söû ck vaø bk khaùc khoâng vôùi moïi k. Giaû thieát then choát laø

ja1j > jb2j;
jakj � jbkC1j C jckC1j; k D 2; : : : ; n � 1;
janj > jcn�1j:

Ñieàu kieän naøy maïnh hôn ñieàu kieän troäi treân ñöôøng cheùo, cho pheùp chöùng toû
ma traän khoâng suy bieán.

2.6.3 Ma traän ñoái xöùng

Neáu ma traän A coù theå phaân tích thaønh UTU vôùi U laø ma traän tam giaùc treân,
thì A laø ma traän ñoái xöùng, xaùc ñònh döông. Ngöôïc laïi, moät ma traän ñoái xöùng,
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xaùc ñònh döông A coù theå phaân tích thaønh tích UTU vôùi U laø ma traän tam giaùc
treân khoâng suy bieán. Baèng thuû tuïc trình baøy ôû treân ta coù theå xaùc ñònh U. Ta
phaûi coù LT D U neân

a11 D `11u11 D u2
11;

suy ra u11 D p
a11, vaø nhö tröôùc

u1j D aij=u11 j D 2; : : : ; n:

Baây giôø

akk D
n
X

mD1

`kmumk D
n
X

mD1

u2
mk; (2.24)

töø ñaây suy ra

ukk D
 

akk �
k�1X

mD1

u2
mk

!1=2

:

Roài, cuõng nhö tröôùc,

ukj D
 

akj �
k�1
X

mD1

umkumj

!

=ukk; j D k C 1; : : : ; n:

Töø (2.24) ta thaáy
akk � u2

mkI
suy ra

jumk j � p
akk

vôùi moïi m � k, vôùi moïi k. Ñieàu naøy noùi raèng caùc nhaân töû khoâng theå lôùn ñoái
vôùi A. Pheùp phaân tích naøy goïi laø phöông phaùp Cholesky hay pheùp phaân tích
caên baäc hai. Noù baûo veä toát hôn caáu truùc baêng cuûa ma traän.

2.7 Caùc phöông phaùp laëp

Trong muïc naøy ta xeùt hai phöông phaùp laëp Jacobi vaø Gauss-Seidel cho phöông
trình Ax D b. Vieát laïi phöông trình döôùi daïng

Mx D bC .M� A/x;
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trong ñoù M laø ma traän "gaàn" A; tính daõy nghieäm xaáp xæ x.k/ bôûi

Mx.kC1/ D bC .M� A/x.k/:

Pheùp laëp Jacobi coù daïng naøy vôùi M laø ma traän cheùo vôùi ñöôøng cheùo chính laø
ñöôøng cheùo chính cuûa ma traän A. Töông töï, pheùp laëp Gauss-Seidel öùng vôùi
tröôøng hôïp M laø ma traän tam giaùc döôùi goàm ñöôøng cheùo chính cuûa M vaø caùc
phaàn töû beân döôùi ñöôøng cheùo chính cuûa noù. Roõ raøng raát deã giaûi caùc phöông
trình ôû daïng naøy.

Qua giôùi haïn caû hai veá cuûa phöông trình xaùc ñònh pheùp laëp, ta thaáy neáu
xaáp xæ hoäi tuï thì chuùng phaûi hoäi tuï veà x. Sai soá e.k/ D x � x.k/ thoûa

e.kC1/ D M�1.M� A/e.k/;

suy ra
ke.kC1/k � kM�1.M� A/kke.k/k:

Neáu � D kM�1.M � A/k < 1, baát ñaúng thöùc naøy chöùng toû quaù trình laëp hoäi
tuï vôùi x.0/ baát kyø. Sai soá giaûm do nhaân töû � ôû moãi böôùc laëp, vì vaäy neáu M
caøng gaàn A theo nghóa � caøng nhoû thì quaù trình hoäi tuï caøng nhanh. Chuù yù,
löôïng � laø moät loaïi sai soá töông ñoái cuûa xaáp xæ A baèng M.

Thöôøng ta tính nghieäm xaáp xæ lieân tieáp nhôø löôïng hieäu chænh ı.kC1,
x.kC1/ D x.k/ C ı.kC1/, trong ñoù ı.kC1 xaùc ñònh bôûi

Mı.kC1/ D b � Ax.k/ D r.k/:

Ngay caû khi A laø ma traän ñieàu kieän xaáu, M ñöôïc choïn ñuû gaàn A thì keát quaû
vöøa thieát laäp ñaûm baûo hoäi tuï.

Caâu hoûi vaø baøi taäp
2.1. Vieát chöông trình, theo thuaät toaùn khöû Gauss, giaûi phöông trình Ax D b.

2.2. Giaûi heä

0:461x1 C 0:311x2 D 0:150

0:209x1 C 0:141x2 D 0:068

duøng soá thaäp phaân chaët cuït ba chöõ soá. So saùnh keát quaû tìm ñöôïc vôùi nghieäm
chính xaùc x1 D 1; x2 D �1.
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2.3. Vôùi heä phöông trình trong baøi taäp 2.2. Cho

y D
�

0:999

�1:001

�

; z D
�

0:463

�0:204

�

:

Trong soá hoïc chính xaùc, tính caùc thaëng dö r D b�Ay, s D b�Az. Xaáp xæ toát
hôn coù thaëng dö nhoû hôn?

2.4. Cho heä phöông trình tuyeán tính

x1 C 1

2
x2 C 1

3
x3 D 1

1

2
x1 C 1

3
x2 C 1

4
x3 D 0

1

3
x1 C 1

4
x2 C 1

5
x3 D 0

a) Giaûi heä baèng caùch duøng soá hoïc chính xaùc.
b) Vieát heä döôùi daïng ma traän duøng bieåu dieãn thaäp phaân chaët cuït 2 chöõ

soá.
c) Giaûi heä ôû caâu b) khoâng duøng pheùp xoay cuïc boä (duøng soá hoïc nhö ôû

caâu b).
d) Giaûi heä ôû caâu b) duøng pheùp xoay cuïc boä (duøng soá hoïc nhö ôû caâu b)).
e) Giaûi heä ôû caâu b) duøng soá hoïc chính xaùc.

2.5. Cho heä

x1 C x2 D 2

10x1 C 1018x2 D 10C 1018

Khoâng duøng soá hoïc thaäp phaân hôn 15-chöõ soá ñeå tính toaùn caâu a) vaø b).
a) Giaûi heä baèng phöông phaùp khöû Gauss vôùi pheùp xoay cuïc boä.
b) Chia moãi doøng vôùi jaij j lôùn nhaát cuûa noù roài duøng phöông phaùp khöû

Gauss vôùi pheùp xoay cuïc boä.
c) Giaûi heä baèng tay baèng baát kyø phöông phaùp naøo vaø duøng soá hoïc chính

xaùc.
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d) Duøng soá hoïc chính xaùc tính caùc thaëng dö cho moãi nghieäm tìm ñöôïc
ôû caùc caâu treân. Phöông phaùp naøo coù veû toát hôn. Thaëng dö coù chæ ra ñieàu naøy
khoâng?

e) Tính cond.A/.

2.6. Giaû söû nghieäm tính toaùn cuûa heä phöông trình khoâng suy bieán laø

.�10:4631; 0:00318429; 3:79144; �0:000422790/

vaø soá ñieàu kieän laø 1200.
a) Giaû söû döõ lieäu chính xaùc vaø ñôn vò laøm troøn u D 10�6. Thì sai soá

tuyeät ñoái (˙) trong moãi thaønh phaàn nghieäm baèng bao nhieâu?
b) Caâu hoûi töông töï vôùi k�Ak=kAk � 10�5, k�bk=kbk � 10�5.

2.7. Vieát thuaät toaùn vaø chöông trình phaân tích LU cho ma traän vuoâng.

2.8. Coù bao nhieâu pheùp toaùn caàn thieát ñeå:
a) Thöïc hieän phaân tích LU moät ma traän vuoâng.
b) Giaûi phöông trình Ax D b khi caùc ma traän tam giaùc cuûa phaân tích laø

ñaõ bieát.

2.9. Giaûi heä

x1 C x2 C x3 D 110:00

x1 C x2 D 78:33

x2 C x3 D 58:33

baèng caùch duøng Factor/Solve. So saùnh vôùi nghieäm chính xaùc.

2.10. Cho ma traän
2

4

1 2 3

4 5 6

7 8 9:01

3

5 :

Duøng Factor/Solve tìm ma traän nghòch ñaûo.

2.11. Xeùt heä tuyeán tính

2

4

0:217 0:732 0:414

0:508 0:809 0:376

0:795 0:886 0:338

3

5 x D

2

4

0:741

0:613

0:485

3

5
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a) Giaûi tìm x baèng Factor/Solve.
b) Neáu caùc phaàn töû ñöa vaøo cuûa A vaø b coù sai soá tuyeät ñoái ˙0:0005, ñoä

tin caäy cuûa x nhö theá naøo.
c) Taïo nhieãu ˙0:0005 trong caùc phaàn töû ñöa vaøo cuûa A vaø b ñeå coù

AC �A vaø bC �b. Giaûi .AC �A/.xC �x/ D bC�b ñeå coù xC�x. Tính
k�xk=kxk. Ñieàu naøo coù töông thích vôùi caâu b)? Söï thay ñoåi töông ñoái trong
moãi xi ?

2.8 Vaán ñeà nghieân cöùu

Vaán ñeà 2 - Heä phöông trình coù nghieäm khoâng oån ñònh
Nhö ñaõ thaáy trong nhieàu thí duï soá, giaù trò thaëng dö cuûa nghieäm raát nhoû nhöng

nghieäm laïi khoâng gaàn vôùi nghieäm chính xaùc. Sai soá trong nhöõng tröôøng hôïp nhö vaäy
khoâng phaûi do söï tích luõy cuûa sai soá laøm troøn trong quaù trình tính toaùn.

Theo [2], coù nhieàu caùch ñeå nhaän ra moät heä phöông trình coù nghieäm
khoâng oån ñònh1:

- Söï thay ñoåi nhoû trong caùc haèng soá cuûa heä cuõng daãn ñeán söï thay ñoåi
lôùn cuûa lôøi giaûi;

- Neáu heä coù ma traän caùc heä soá laø A, ñònh nghóa ñònh thöùc chuaån cuûa A
laø

normjAj WD jAj
˛1˛2 � � �˛n

;

trong ñoù ˛k D
Pn

j D1 a
2
kj
, k D 1; 2; : : : ; n.

Neáu heä coù nghieäm khoâng oån ñònh thì normjAj nhoû hôn so vôùi jAj.
Cuõng trong taøi lieäu ñaõ daãn, taùc giaû giôùi thieäu phöông phaùp hoaøn thieän

lôøi giaûi cho heä phöông trình coù nghieäm khoâng oån ñònh.
Moät caùch tieáp caän khaùc, chænh hoùa baøi toaùn theo phöông phaùp chính

quy hoùa Tikhonov, xem [2].
Haõy tìm hieåu caùc phöông phaùp vöøa neâu (cô sôû lyù thuyeát, phaân tích sai

soá). Vieát thuaät toaùn, chöông trình cho caùc phöông phaùp. Tính toaùn treân caùc

1Ngoaøi caùch duøng soá ñieàu kieän.
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thí duï soá ñieån hình ñeå neâu nhaän xeùt.

Tö lieäu

[1] V.A. Ilyin and E.G. Poznyak, Linear Algebra, Mir Publisher, Moscow, 1986.

[2] Ñaëng Vaên Lieät, Giaûi tích soá, NXB ÑHQG TP. HCM, 2004.



Chöông 3

Noäi suy

Trong thöïc haønh ta thöôøng gaëp caùc haøm maø giaù trò cuûa noù chæ bieát taïi moät
soá ñieåm (nhôø thí nghieäm) nhöng laïi caàn thieát phaûi tính tích phaân, ñaïo haøm,
hoaëc thaäm chí giaù trò cuûa haøm taïi ñieåm maø döõ lieäu thí nghieäm khoâng cung
caáp. Khi ñoù ta caàn xaáp xæ haøm baèng moät haøm ñaõ bieát maø giaù trò taïi caùc ñieåm
ñaõ cho truøng vôùi döõ lieäu thí nghieäm. Cuõng coù theå bieåu thöùc xaùc ñònh haøm
quaù phöùc taïp ñeå coù theå thöïc hieän vieäc tính toaùn. Moät nguyeân lyù cô baûn cuûa
giaûi tích soá: neáu ta khoâng theå thöïc hieän moät pheùp tính cô baûn vôùi haøm ñang
xeùt, ta xaáp xæ noù baèng moät haøm ñôn giaûn hôn maø ta coù theå thöïc hieän ñöôïc
pheùp tính.

Trong chöông naøy ta xeùt vaán ñeà xaáp xæ haøm f .x/ baèng moät haøm F.x/,
truøng vôùi f .x/ taïi caùc ñieåm naøo ñoù. Ta noùi F.x/ noäi suy (interpolate) f .x/
taïi caùc ñieåm naøy. Quaù trình xaây döïng haøm F.x/ ñöôïc goïi laø pheùp noäi suy
(interpolation). Coù nhieàu loaïi haøm xaáp xæ, vieäc choïn löïa phuï thuoäc vaøo baûn
chaát cuûa döõ lieäu. Coù leõ haøm xaáp xæ ñôn giaûn nhaát laø ña thöùc. Nhö ñaõ bieát,
moïi haøm lieân tuïc treân moät khoaûng höõu haïn ñeàu coù theå ñöôïc xaáp xæ toát baèng
moät ña thöùc. Hôn nöõa, ña thöùc vaø caùc tæ soá cuûa chuùng (phaân thöùc) laø caùc haøm
duy nhaát coù theå ñöôïc tính tröïc tieáp nhôø maùy tính. Vì lyù do naøy ña thöùc ñöôïc
duøng khoâng chæ ñeå noäi suy maø coøn laø cô sôû cho haàu heát caùc phöông phaùp
cuûa giaûi tích soá. Caùc spline ña thöùc, nghóa laø caùc haøm ña thöùc töøng maûnh, laø
moät coâng cuï raát höõu ích ñeå xaáp xæ haøm vaø laø ñoái töôïng nghieân cöùu chính cuûa
chöông naøy.

71
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3.1 Noäi suy ña thöùc

Trong muïc naøy haøm xaáp xæ F.x/ laø ña thöùc vaø ta seõ duøng kyù hieäu gôïi nhôù
PN thay cho F .

Noäi suy Lagrange. Baøi toaùn noäi suy ñöôïc phaùt bieåu nhö sau.
Cho tröôùc caùc caëp .xj ; fj / vôùi j D 1; 2; : : : ; N , trong ñoù caùc fj laø giaù trò

cuûa haøm f .x/ (coù theå khoâng bieát) taïi caùc ñieåm xj , fj D f .xj /. Tìm ña thöùc
PN .x/ sao cho

PN .xj / D fj ; 1 � j � N: (3.1)

Caùc ñieåm xj , goïi laø caùc ñieåm noäi suy (interpolation points) hay caùc nuùt (nodes).
Moät ña thöùc ñöôïc xaùc ñònh bôûi caùc heä soá cuûa noù, ôû ñaây caùc ñieàu kieän

(3.1) cho caùc phöông trình xaùc ñònh caùc heä soá cuûa ña thöùc noäi suy. Ta coù ngay
PN .x/ phaûi coù baäc nhoû hôn N . Döôùi ñaây ta seõ duøng kyù hieäu PN ñeå chæ taäp
hôïp taát caû caùc ña thöùc coù baäc nhoû hôn N (khoâng gian vectô).

Ñònh lyù 3.1. Cho N ñieåm phaân bieät fx1; x2; : : : ; xN g coù moät vaø chæ moät ña thöùc
PN .x/ baäc nhoû hôn N noäi suy haøm cho tröôùc f .x/ taïi caùc ñieåm naøy.

Chöùng minh. Daïng Lagrange cuûa ña thöùc noäi suy:

PN .x/ D
N
X

kD1

fkLk.x/; (3.2)

trong ñoù caùc haøm Lk.x/ ñöôïc choïn ñoäc laäp ñoái vôùi f .x/. Vì PN .x/ laø ña thöùc
baäc nhoû hôn N vôùi baát kyø caùch choïn f1; f2; : : : ; fN neân moãi Lk.x/ cuõng phaûi
laø ña thöùc coù baäc nhoû hôn N . Hôn nöõa, ñeå coù PN .xj / D fj vôùi 1 � j � N ,
moät laàn nöõa vôùi caùch choïn döõ lieäu baát kyø thì Lk.x/ phaûi thoûa

Lk.xj / D
�

0 neáu j 6D k

1 neáu j D k:

Nghóa laø, caùc khoâng ñieåm cuûa Lk.x/ laø caùc ñieåm xj vôùi j 6D k, nhö vaäy Lk.x/

coù daïng

Lk.x/ D C

N
Y

j D1;j 6Dk

.x � xj /
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vôùi haèng soá C naøo ñoù. Ñieàu kieän Lk.xk/ D 1 cho

C D 1=

N
Y

j D1;j 6Dk

.xk � xj /I

suy ra

Lk.x/ D
N
Y

j D1;j 6Dk

x � xj

xk � xj

: (3.3)

Ñeå chöùng minh PN .x/ duy nhaát, goïi QN .x/ laø ña thöùc khaùc coù baäc nhoû hôn
N thoûa QN .xj / D fj vôùi 1 � j � N . Hieäu D D PN .x/ �QN .x/ cuõng laø ña
thöùc coù baäc nhoû hôn N trieäu tieâu taïi N ñieåm xj neân D � 0 suy ra PN � QN .

Thí duï 3.1. Cho f .x/ D sin x. Tìm P3.x/ noäi suy f .x/ taïi ba ñieåm f0; �=2; �g.
Caùc giaù trò haøm töông öùng laø f0; 1; 0g, nhö vaäy

P3.x/ D 0 � L1.x/C 1 �L2.x/C 0 � L3.x/

D .x � 0/.x � �/
.�

2
� 0/.�

2
� �/

D � 4

�2
x.x � �/:

Thí duï 3.2. Cho baûng döõ lieäu

x 1.82 2.50 3.65 4.03
y 0.00 1.30 3.10 2.52

Xaây döïng noäi suy P4.x/ theo baûng döõ lieäu.
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Daïng Lagrange cuûa P4.x/ laø

P4.x/ D 0L1.x/C 1:30L2.x/C 3:10L3.x/C 2:52L4.x/

D 1:30
.x � 1:82/.x � 3:65/.x � 4:03/

.0:68/.�1:15/.�1:53/ C 3:10
.x � 1:82/.x � 2:50/.x � 4:03/

.1:83/.1:15/.�0:38/

C2:52.x � 1:82/.x � 2:50/.x � 3:65/
.2:21/.1:53/.0:38/

D 1:09.x � 1:82/.x � 3:65/.x � 4:03/ � 3:88.x � 1:82/.x � 2:50/.x � 4:03/
C1:96.x � 1:82/.x � 2:50/.x � 3:65/:

Hình 3.1: Ñoà thò haøm P4.x/ trong thí duï 3.2.

Nhaän xeùt 3.1. Moät caùch tieáp caän khaùc ñeå tính PN .x/ laø vieát

pN .x/ D c1q1.x/C c2q2.x/C : : : C cNqN .x/; (3.4)

trong ñoù q1.x/; q2.x/; : : : ; qN .x/ laø caùc ña thöùc laäp thaønh moät cô sôû cuûa PN .
Baøi toaùn noäi suy daãn veà giaûi moät heä phöông trình tuyeán tính

c1q1.xi /C c2q2.xi/C : : : C cNqN .xi / D f .xi/; i D 1; 2; : : : ; N: (3.5)
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Ñöa vaøo ma traän caùc heä soáMq D Œqj .xi/�
m
i;j D1, caùc vectô coät c D .c1; c2; : : : ; cN /

T ,

Qf D .f .x1/; f .x2/; : : : ; f .xN //
T . Heä phöông trình (3.5) coù theå vieát laïi

Mqc D QfI

suy ra c D M�1
q

Qf. �

Thí duï 3.3 (Moät öùng duïng vaøo tích phaân soá). Tìm moät coâng thöùc ñeå tính caùc
tích phaân coù daïng

I D
Z 1

0

x�1=2f .x/dx

sao cho coâng thöùc naøy laø chính xaùc khi f 2 PN vaø duøng caùc giaù trò f .xi/,
i D 1; 2; : : : ; N .

Ñaët �j D
R 1

0
x�1=2qj .x/dx vaø ñöa vaøo vectô doøng �T D .�1; �2; : : : ; �N /.

Thì

I �
Z 1

0

x�1=2PN .x/dx D
NX

j D1

cj�j D �T c D �TM�1
q

Qf:

Sai soá trong noäi suy ña thöùc. Baây giôø ta xeùt chaát löôïng cuûa söï xaáp xæ. PN .x/

xaáp xæ f .x/ toát nhö theá naøo? Vieäc taêng soá nuùt noäi suy coù caûi thieän ñöôïc söï
chính xaùc hay khoâng? Ñònh lyù döôùi ñaây giuùp traû lôøi nhöõng caâu hoûi naøy.

Ñònh lyù 3.2. Giaû söû f .x/ coù ñaïo haøm ñeán caáp N treân khoaûng I chöùa caùc ñieåm
noäi suy fxj gN

j D1. Neáu PN .x/ laø ña thöùc baäc nhoû hôn N noäi suy f .x/ treân caùc döõ
lieäu naøy, thì vôùi moãi x 2 I coù ñieåm �x 2 I sao cho sai soá trong noäi suy ña thöùc laø

f .x/ � PN .x/ D 1

NŠ
f .N /.�x/wN .x/; (3.6)

trong ñoù

wN .x/ D
N
Y

j D1

.x � xj / (3.7)
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vaø
min.x1; : : : ; xN ; x/ < �x < max.x1; : : : ; xN ; x/:

Chöùng minh. Roõ raøng ñaúng thöùc (3.6) ñuùng vôùi x D xj , 1 � j � N . Vôùi x
khoâng truøng vôùi caùc ñieåm noäi suy, ñònh nghóa haøm môùi

G.t/ D f .t/� PN .t/ � f .x/ � PN .x/

wN .x/
wN .t/:

Ta thaáy haøm G coù ñaïo haøm ñeán caáp N treân I vaø

G.xj / D fj � fj � 0f .x/ � PN .x/

wN .x/
D 0; 1 � j � N:

Cuõng vaäy, G.x/ D f .x/�PN.x/�wN .x/Œf .x/�PN .x/�=wN .x/ D 0, nhö vaäy
G coù N C 1 khoâng ñieåm phaân bieät. Bôûi ñònh lyù Rolle, G0 coù ít nhaát N khoâng
ñieåm phaân bieät trong I . Laäp laïi chöùng minh naøy, G00 coù ít nhaát N � 1 khoâng
ñieåm phaân bieät trong I , . . . , vaø G.N / coù ít nhaát moät khoâng ñieåm trong I . Kyù
hieäu khoâng ñieåm naøy baèng �x , ta thaáy

0 D G.N /.�x/ D f .N /.�x/� P .N /

N .�x/ �w.N /

N .�x/
f .x/� PN .x/

wN .x/
:

Ña thöùc PN coù baäc nhoû hôn N , vì vaäy ñaïo haøm caáp N ñoàng nhaát khoâng. Ña
thöùc wN .x/ coù baäc N vôùi soá haïng baäc cao nhaát laø tN neân ñaïo haøm caáp N laø
NŠ. Toùm laïi,

0 D f .N /.�x/ �NŠf .x/ � PN .x/

wN .x/
;

ñieàu naøy chöùng minh ñònh lyù.
Neáu I D Œa; b� vaø ñaët

MN D max
x2I

jf .N /.x/j;
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thì ta coù hai chaën treân cuûa sai soá noäi suy:

jf .x/ � PN .x/j � MN

NŠ
jwN .x/j (3.8)

� MN .b � a/N
NŠ

vôùi x 2 .a; b/: (3.9)

Öôùc löôïng saéc hôn cuûa chaën thöù hai laø

max
x2I

jf .x/ � PN .x/j � MN

NŠ
max
x2I

jwN .x/j:

Thí duï 3.4. Xeùt noäi suy cuûa haøm f .x/ D sin x taïi caùc ñieåm noäi suy f0:0; 0:2; 0:4; 0:6; 0:8g.
Baát ñaúng thöùc (3.8) coù theå ñöôïc duøng ñeå chaën sai soá trong xaáp xæ sin.0:28/ bôûi
P5.0:28/. Vì

M5 D max
t2Œ0;0:8�

j sin.5/ t j D max
t2Œ0;0:8�

j cos t j D 1;

ta coù chaën

j sin.0:28/�P5.0:28/j � j0:28.0:28�0:2/.0:28�0:4/.0:28�0:6/.0:28�0:8/j=5Š D 3:7�10�6:

Ñaùnh giaù thöïc P5.0:28/ D 0:2763591, sin.0:28/ D 0:2763556, vaäy sai soá chính
xaùc laø �3:5 � 10�6.

Ñònh lyù 3.2 vaø caùc chaën cho ta söï hieåu bieát vaø nhöõng höôùng daãn khi
thöïc hieän pheùp noäi suy. Nhaân töû wN .x/ trong bieåu thöùc sai soá taêng ôû gaàn
caùc ñieåm cuoái cuûa khoaûng döõ lieäu vaø taêng raát nhanh khi x ra xa khoûi ñoaïn
Œa; b�; ôû baäc cao hôn ñieàu naøy caøng ñuùng. Vì ñieàu naøy chaën (3.8) taêng raát
nhanh. Nhöng ñaúng thöùc saéc hôn (3.6) chöùng toû raèng aûnh höôûng naøy coù ñöôïc
giaûm thieåu vôùi f vaø x cho tröôùc baèng caùch laáy nhaân töû ñaïo haøm nhoû hôn.
Xaáp xæ f .x/ baèng PN .x/ beân ngoaøi khoaûng I ñöôïc goïi laø pheùp ngoaïi suy
(extrapolation). Noùi chung, raát nguy hieåm khi ngoaïi suy ôû nhöõng ñieåm quaù xa
khoaûng döõ lieäu, ñaëc bieät khi duøng ña thöùc baäc cao. Maëc khaùc, wN .x/ töông
ñoái nhoû khi x ôû giöõa caùc ñieåm nuùt. Vaø, taát nhieân, vì tính lieân tuïc, sai soá phaûi
nhoû khi x gaàn moät nuùt. Hai nhaän ñònh naøy ñeà nghò, khi coù theå, toát nhaát noäi
suy taïi caùc nuùt xoay quanh x vaø caøng gaàn x caøng toát.

Ñoà thò cuûa w9.x/ treân Œ�4; 4� (hình 3.2) theå hieän daùng ñieäu ñònh tính
cuûa nhaân töû naøy trong bieåu thöùc sai soá. Haøm naøy phaùt trieån cöïc kyø nhanh
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Hình 3.2: Ñoà thò haøm w9.x/ treân khoaûng Œ�4; 4�.

beân ngoaøi khoaûng chöùa caùc nuùt vaø lôùn ôû caùc ñaàu muùt, nhöng noù coù ñoä lôùn
vöøa phaûi ôû giöõa. Hình 3.5 theå hieän moät noäi suy ña thöùc baäc cao. Roõ raøng noäi
suy P12 khoâng xaáp xæ toát f .x/ treân toaøn khoaûng. Tuy nhieân, ôû giöõa khoaûng
naøy söï phuø hôïp xuaát hieän laø chaáp nhaän ñöôïc. Daùng ñieäu ñònh tính thaáy ôû ñaây
vôùi noäi suy ña thöùc baäc cao coù theå ñoaùn ñöôïc töø söï khaûo saùt nhaân töû wN .x/

trong sai soá.
Thænh thoaûng ta coù theå ñaùnh giaù moät haøm taïi baát kyø ñaâu ta muoán trong

moät khoaûng, nhöng muoán xaáp xæ noù bôûi moät haøm ñôn giaûn hôn ñeå tính xaáp
xæ ñaïo haøm hay tích phaân cuûa noù hay . . . Thì töï nhieân phaûi hoûi xem coù caùch
choïn caùc nuùt noäi suy toát hay khoâng theo nghóa laøm cho

max
a�x�b

jwN .x/j (3.10)

nhoû. Caâu traû lôøi laø coù. Caùc ñieåm

xj D b C a

2
C b � a

2
cos

.2j � 1/�
2N

; j D 1; : : : ; N; (3.11)

goïi laø caùc ñieåm Chebyshev, laøm cho (3.10) nhoû nhö coù theå. Ta seõ xeùt chi tieát
veà xaáp xæ naøy trong muïc tieáp theo.

Noäi suy Hermite. Neáu taïi caùc nuùt xj ta bieát theâm giaù trò cuûa ñaïo haøm caáp
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moät f 0
j thì coù theå noäi suy haøm f .x/ theo giaù trò haøm vaø giaù trò ñaïo haøm taïi

caùc nuùt. Coù nhieàu caùch thöïc hieän pheùp noäi suy nhö vaäy, ôû ñaây ta chæ xeùt noäi
suy Hermite (Hermite interpolation). Giaû söû ta coù caùc giaù trò fj vaø ñaïo haøm
f 0

j taïi caùc nuùt xj vôùi j D 1; : : : ; N . Vôùi 2N giaù trò ñoäc laäp coù theå thaáy ña

thöùc noäi suy coù baäc 2N � 1. Hôn nöõa, coù theå chöùng minh caùc ña thöùc cô sôû
�k.x/,  k.x/ coù baäc beù hôn 2N thoûa

�k.x/ D
�

0 neáu j 6D k

1 neáu j D k;
� 0

k.xj / D 0 vôùi moïi j

 0
k.x/ D

�

0 neáu j 6D k

1 neáu j D k;
 k.xj / D 0 vôùi moïi j;

ñöôïc cho bôûi

�k.x/ D Œ1 � 2L0
k
.xk/.x � xk/�L

2
k
.x/;

 k.x/ D .x � xk/L
2
k
.x/:

(3.12)

ÔÛ ñaây Lk.x/ laø caùc ña thöùc noäi suy cô sôû. Hieån nhieân, ña thöùc noäi suy:

P.x/ D
NX

kD1

fk�k.x/C
NX

kD1

f 0
k k.x/

thoûa

P.xj / D fj ; P 0.xj / D f 0
j ; j D 1; : : : ; N:

Ta cuõng coù moät keát quaû töông töï nhö (3.6) cho noäi suy Hermite:

f .x/ � P.x/ D 1

2NŠ
f .2N /.�x/w

2
N .x/: (3.13)

Trong pheùp giaûi soá caùc phöông trình vi phaân thöôøng ta duøng ña thöùc
baäc naêm (quintics) ñeå noäi suy f vaø f 0 taïi ba ñieåm. Trong chöông naøy ta duøng
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caùc ña thöùc baäc ba ñeå noäi suy f vaø f 0 taïi hai ñieåm. Ñeå duøng ñeán sau naøy ta
bieåu dieãn noäi suy Hermite baäc ba ôû daïng khaùc. Neáu ta vieát

H.x/ D aC b.x � xn/C c.x � xn/
2 C d.x � xn/

3 (3.14)

vaø ñoøi hoûi laø

H.xn/ D fn; H 0.xn/ D f 0
n;

H.xnC1/ D fnC1; H 0.xnC1/ D f 0
nC1

thì deã daøng chöùng toû raèng vôùi h D xnC1 � xn

a D fn; (3.15)
b D f 0

n; (3.16)
c D Œ3.fnC1 � fn/=h � 2f 0

n � f 0
nC1�=h; (3.17)

d D Œf 0
n C f 0

nC1 � 2.fnC1 � fn/=h�=h
2: (3.18)

3.2 Caùc chaën sai soá

Trong muïc naøy moät soá keát quaû höõu ích ñöôïc baøn luaän vaø moät vaøi keát quaû veà
sai soá lieân quan ñeán xaáp xæ ñaïo haøm baèng ñaïo haøm cuûa ña thöùc noäi suy.

Moät soá ño caùch PN .x/ xaáp xæ f .x/ treân khoaûng Œa; b� laø sai soá teä nhaát

kf � PN k D max
a�x�b

jf .x/ � PN .x/j:

Moät ñònh lyù cô baûn cuûa Weierstrass phaùt bieåu raèng haøm baát kyø f .x/ lieân tuïc
treân khoaûng höõu haïn Œa; b� coù theå xaáp xæ toát tuøy yù baèng moät ña thöùc, nghóa
laø, cho tröôùc � > 0, toàn taïi ña thöùc P.x/ sao cho kf � P k < �. Thaät hôïp lyù
khi cho raèng caøng nhieàu ñieåm noäi suy hôn seõ cho xaáp xæ toát hôn. Chaën (3.9)
chöùng toû raèng neáu MN khoâng taêng nhanh khi N ! 1, noäi suy PN xaáp xæ f
toát tuøy yù. Ñaùng tieác, ñieàu naøy khoâng ñuùng cho moïi haøm lieân tuïc. Moät keát

quaû do Faber chæ ra raèng vôùi taäp caùc nuùt cho tröôùc baát kyø fx .1/
1 g, fx.2/

1 ; x
.2/
2 g,

. . . trong Œa; b�, toàn taïi moät haøm f .x/ lieân tuïc trong Œa; b� sao cho caùc noäi suy
PN .x/ coù baäc nhoû hôn N xaùc ñònh bôûi

PN .x
.N /
i / D f .x

.N /
i /; i D 1; : : : ; N;
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khoâng coù ngay caû kf � PN k bò chaën khi N ! 1. Haøm Runge

f .x/ D 1

1C x2
(3.19)

treân Œ�5; 5� laø moät thí duï coå ñieån. Coù veû hieån nhieân noäi suy moät haøm trôn
nhö vaäy taïi caøng nhieàu ñieåm noäi suy caùch ñeàu seõ daãn ñeán hoäi tuï, nhöng thöïc
teá cho thaáy ngay caû vôùi N vöøa phaûi, noäi suy hoaøn toaøn khoâng chaáp nhaän
ñöôïc.

Hình 3.3: Ñoà thò haøm Runge vaø caùc ña thöùc noäi suy P5.x/ vaø P9.x/.

Neáu coù theå noäi suy taïi caùc nuùt toát (3.11), thì hoùa ra pheùp noäi suy laø caùch
toát ñeå xaáp xæ f .x/ baèng ña thöùc baäc thaáp nhaát coù theå. Thöïc teá laø haøm Runge
coù theå ñöôïc xaáp xæ moät caùch hoaøn toaøn chính xaùc bôûi ña thöùc noäi suy taïi caùc
ñieåm Chebyshev. Trong tröôøng hôïp toång quaùt, toàn taïi moät ña thöùc P �

N .x/

baäc nhoû hôn N xaáp xæ f .x/ toát nhaát treân Œa; b� theo nghóa kf �P �
N k cho giaù

trò nhoû nhaát cuûa kf � P k vôùi moïi ña thöùc P baäc nhoû hôn N . Cho PN .x/

noäi suy f .x/ taïi caùc nuùt x1; : : : ; xN trong Œa; b�. Vôùi baát kyø x,

f .x/� PN .x/ D f .x/ � P �
N .x/C P �

N .x/ � PN .x/:



82 CHÖÔNG 3. NOÄI SUY

Baây giôø P �
N .x/ � PN .x/ laø moät ña thöùc baäc nhoû hôn N , vaäy

P �
N .x/ � PN .x/ D

NX

kD1

.P �
N .xk/� PN .xk//Lk.x/

vì noäi suy Lagrange taïi N ñieåm laø chính xaùc vôùi caùc ña thöùc nhö vaäy. Duøng
söï kieän laø PN .xk/ D fk , ta thaáy raèng

jf .x/ � PN .x/j � jf .x/� P �
N .x/j C

N
X

kD1

jP �
N .xk/ � fkjjLk.x/j

� kf � P �
N k
 

1C max
a�x�b

NX

kD1

jLk.x/j
!

;

vaø roài

kf � PN k D max
a�x�b

jf .x/ � PN .x/j � kf � P �
N k
 

1C max
a�x�b

N
X

kD1

jLk.x/j
!

;

Baát ñaúng thöùc naøy lieân heä sai soá cuûa PN vôùi sai soá cuûa ña thöùc xaáp xæ toát nhaát
P �

N bôûi moät thöøa soá

1C max
a�x�b

N
X

kD1

jLk.x/j;

maø ñöôïc cho tröôùc chæ nhôø caùc ñieåm noäi suy. Ñaëc bieät, neáu caùc nuùt noäi suy
laø ñieåm Chebyshev (3.11) thì (xem [11])

1C max
a�x�b

N
X

kD1

jLk.x/j � 1C 1

N

N
X

kD1

tg
.2k � 1/�
4N

:

Ñieàu ngaïc nhieân laø vôùi baäc N côõ trung bình thì chaën naøy laø quaù nhoû. Vôùi
N � 20, noù ít hôn 4. Nhö vaäy

kf � P �
N k � kf � PN k � 4kf � P �

N k
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vôùi moïi N � 20. Caùc ña thöùc noäi suy nhö vaäy ñöôïc xaây döïng deã daøng vaø laø
toát nhö coù theå.

Pheùp noäi suy khoâng ñaït hieäu quaû nhö vaäy khi caùc nuùt noäi suy khoâng
theå ñöôïc choïn, vaø nhö ñònh lyù cuûa Faber chæ ra, noäi suy caáp cao coù theå khoâng
hoaøn toaøn thoûa maõn. Thöôøng trong thöïc haønh noäi suy ña thöùc caáp cao theå
hieän caùc dao ñoäng coù bieân ñoä lôùn ngay caû khi döõ lieäu laáy töø moät haøm trôn.

Xaáp xæ ñaïo haøm baèng ñaïo haøm cuûa ña thöùc noäi suy. Noäi suy ña thöùc laø coâng
cuï cô baûn trong giaûi tích soá. Nhö moät thí duï, caùc ñaïo haøm cuûa noäi suy PN .x/

cuûa f .x/ coù theå ñöôïc duøng ñeå xaáp xæ caùc ñaïo haøm cuûa f .x/. Moät chöùng minh
töông töï nhö ñònh lyù 3.2 (xem [8]) coù theå ñöôïc duøng ñeå chöùng toû vôùi baát kyø
r < N

f .r/.x/ � P .r/
N .x/ D f .N /.�x/

.N � r/Š

N �r
Y

kD1

.x � �k/;

trong ñoù caùc ñieåm f�kg ñöôïc bieát laø phaân bieät vaø thoûa

xk < �k < xkCr ; 1 � k � N � r:

Ñieåm �k phuï thuoäc x vaø naèm trong cuøng khoaûng I nhö �x trong ñònh lyù 3.2.
Nhö moät heä quaû,

jf .r/.x/ � P .r/
N .x/j � MN .xN � x1/

N �r

.N � r/Š (3.20)

mieãn laø x1 � x � xN . Daïng Lagrange cuûa ña thöùc noäi suy laø tieän lôïi ñeå thieát
laäp coâng thöùc vi phaân soá. Ñeå xaáp xæ ñaïo haøm cuûa f .x/ taïi ñieåm z, cho tröôùc
caùc giaù trò fk taïi caùc ñieåm fx1; : : : ; xN g, ta ñôn giaûn thieát laäp noäi suy, ñaïo haøm
noù, vaø ñaùnh giaù noù taïi z:

f .r/.z/ � P
.r/
N .z/ D

NX

kD1

fkL
.r/

k
.z/:

Bôûi vì caùc heä soá trong bieåu thöùc naøy chæ phuï thuoäc vaøo caùc nuùt, ta coù ôû ñaây
moät coâng thöùc maø coù theå duøng cho baát kyø haøm f .x/ naøo.
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Nhaän xeùt 3.2. Caùc chaën sai soá nhö (3.20) coù theå ñöôïc thieát laäp cho caùc ña
thöùc Hermite (xem [2]). Duøng kyù hieäu nhö treân, neáu f coù ñaïo haøm caáp boán
vôùi x baát kyø trong khoaûng Œxn; xn C h�, thì vôùi M4 D maxxn�x�xnCh jf .4/.x/j ,

jf .x/ �H.x/j � 1

384
M4h

4; (3.21)

jf 0.x/ �H 0.x/j �
p
3

216
M4h

3; (3.22)

jf 00.x/ �H 00.x/j � 1

12
M4h

2; (3.23)

jf 000.x/ �H 000.x/j � 1

2
M4h

4: (3.24)

3.3 Daïng Newton cuûa ña thöùc noäi suy

Caùch bieåu dieãn ña thöùc noäi suy döôùi daïng Lagrange (3.2) tuy coù tieän lôïi vì söï
phuï thuoäc vaøo caùc fj ñôn giaûn, nhöng caùch thöùc caùc nuùt xj xuaát hieän laïi
khoâng ñôn giaûn chuùt naøo. Ñaëc bieät, noù khoâng tieän lôïi khi chuùng ta khoâng
bieát tröôùc baäc cuûa ña thöùc xaáp xæ. Vì vaäy moät daïng khaùc do Newton ñeà nghò
thöôøng ñöôïc duøng hôn trong thöïc haønh. Daãn chöùng: hai loaïi phöông phaùp soá
ñöôïc duøng roäng raõi khi giaûi baøi toaùn Cauchy cho phöông trình vi phaân thöôøng
laø (1) caùc phöông phaùp Adams, vaø (2) coâng thöùc sai phaân luøi (caùc phöông phaùp
Gear). Trong caùc phöông phaùp naøy, ôû moãi böôùc giaûi (laëp), caùc thuaät toaùn tìm
baäc thích hôïp nhaát cho ña thöùc noäi suy. Vì theá nhöõng thuaät toaùn nhö vaäy
duøng daïng Newton cuûa ña thöùc. Maëc duø phöông phaùp thieát laäp daïng Newton
môùi nhìn xem ra thaät "kinh khuûng".

Tæ sai phaân. Moät thuû thuaät cô baûn cuûa giaûi tích soá laø ñaùnh giaù sai soá veà löôïng
(ñaùnh giaù haäu nghieäm) baèng caùch so saùnh noù vôùi moät ñaïi löôïng ñöôïc cho laø
chính xaùc hôn. Neáu PN .x/ noäi suy taïi caùc nuùt fx1; : : : ; xN g vaø PN C1.x/ laø
noäi suy taïi caùc nuùt fx1; : : : ; xN ; xN C1g, thì trong caùc tröôøng hôïp phuø hôïp ña
thöùc sau xaáp xæ f .x/ toát hôn vaø f .x/ � PN .x/ � PN C1.x/ � PN .x/. Neáu ta
khoâng bieát baäc thích hôïp, ñieàu naøy ñeà nghò moät caùch tieán haønh. Baét ñaàu
baèng ña thöùc haèng P1.x/ D f1 noäi suy taïi x1. Töø PN .x/ ñaõ tính, tính PN C1

vaø duøng noù ñeå ñaùnh giaù sai soá cuûa PN .x/. Neáu sai soá ñaùnh giaù quaù lôùn, taêng
baäc baèng caùch noäi suy theâm taïi nuùt khaùc vaø laëp laïi quaù trình. Thuû tuïc naøy
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laø cô sôû cuûa daïng Newton cuûa ña thöùc noäi suy.
Vôùi moãi n, ña thöùc noäi suy Pn.x/ ñöôïc xaây döïng nhö laø moät "hieäu chænh"

Pn�1.x/. Vì Pn�1.x/ coù baäc nhoû hôn n � 1 vaø Pn.x/ coù baäc toái ña laø n � 1,
hieäu cuûa chuùng phaûi laø ña thöùc coù baäc toái ña baèng n � 1:

Pn.x/ D Pn�1.x/CQn.x/: (3.25)

Ña thöùc Pn.x/ noäi suy taïi x1; : : : ; xn�1 gioáng nhö Pn�1.x/, nhö vaäy vôùi j D
1; : : : ; n � 1,

fj D Pn.xj / D Pn�1.xj /CQn.xj / D fj CQn.xj /:

Ñieàu naøy aùm chæ x1; : : : ; xn�1 laø caùc nghieäm cuûa Qn.x/. Vì baäc cuûa noù toái ña
baèng n � 1, Qn.x/ phaûi coù daïng

Qn.x/ D cn.x � x1/.x � x2/ � � � .x � xn�1/

vôùi cn laø haèng soá naøo ñoù. Ña thöùc Pn.x/ cuõng noäi suy taïi xn:

fn D Pn.xn/ D Pn�1.xn/CQn.xn/ D Pn�1.xn/C cn

n�1
Y

j D1

.xn � xj /:

Vì caùc nuùt laø phaân bieät neân khoâng coù nhaân töû .xn � xj / naøo baèng khoâng, vaø

cn D fn � Pn�1.xn/
Qn�1

j D1.xn � xj /
: (3.26)

Caùc heä thöùc (3.25) vaø (3.26) cuøng vôùi P1.x/ D f1 cho daïng Newton cuûa
ña thöùc noäi suy. Caùc heä soá cn ñöôïc goïi laø tæ sai phaân caáp .n � 1/ (.n � 1/st
order divided difference) treân caùc ñieåm x1; : : : ; xn , kyù hieäu

cn D f Œx1; : : : ; xn�:

Theo kyù hieäu naøy daïng tæ sai phaân Newton laø

PN .x/ D f Œx1�C f Œx1; x2�.x � x1/C f Œx1; x2; x3�.x � x1/.x � x2/C : : :

Cf Œx1; : : : ; xN �

N �1
Y

j D1

.x � xj /: (3.27)
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Roõ raøng töø (3.27) ta thaáy heä soá daãn ñaàu (heä soá cuûa soá haïng baäc cao nhaát)
cuûa PN .x/ laø f Œx1; : : : ; xN �. Moät soá taùc giaû duøng ñieàu naøy nhö laø ñònh nghóa
cuûa tæ sai phaân caáp .N � 1/.

Ñònh lyù döôùi ñaây cho moái lieân heä giöõa tæ sai phaân caáp n vôùi moät caëp caùc
tæ sai phaân caáp .n � 1/. Lieân heä naøy daãn ñeán moät thuaät toaùn tính cn thuaän
tieän hôn (3.26).

Ñònh lyù 3.3. Vôùi caùc nuùt phaân bieät fxj g vaø k > i baát kyø,

f Œxi ; : : : ; xk�1; xk� D f ŒxiC1; : : : ; xk � � f Œxi ; : : : ; xk�1�

xk � xi

(3.28)

vaø
f Œxi � D fi :

Chöùng minh. Cho R1.x/ laø ña thöùc baäc nhoû hôn k � i noäi suy f .x/ treân
xiC1; : : : ; xk vaø cho R2.x/ laø ña thöùc baäc nhoû hôn k � i noäi suy f .x/ treân
xi ; : : : ; xk�1. Ña thöùc

S.x/ D .xk � x/R2.x/C .x � xi /R1.x/

xk � xi

(3.29)

coù baäc toái ña hôn R1.x/, R2.x/ moät baäc. Theo ñoù, baäc cuûa noù nhoû hôn
k � i C 1. Vôùi j D i C 1; : : : ; k � 1,

S.xj / D .xk � xj /R2.xj /C .xj � xi /R1.xj /

xk � xi

D .xk � xj /fj C .xj � xi /fj

xk � xi

D fj ;

vì vaäy S.x/ noäi suy f .x/ treân xiC1; : : : ; xk�1. Hôn nöõa, S.xi/ D fi vaø S.xk/ D
fk . Bôûi ñònh lyù 3.1, S.x/ laø ña thöùc baäc nhoû hôn k � i C 1 noäi suy f .x/ treân
taát caû döõ lieäu. Keát quaû (3.28) bieåu dieãn moät caùch ñôn giaûn söï kieän heä soá daãn
ñaàu cuûa veá traùi (3.29) baèng heä soá daãn ñaàu cuûa veá phaûi.

Ñeå minh hoïa caùch duøng ñònh lyù naøy, ta xaây döïng baûng tæ sai phaân. Giaû
söû ba doøng vaø coät cuûa tæ sai phaân ñaõ ñöôïc tính vaø ñöôïc vieát döôùi daïng ma traän
tam giaùc döôùi nhö sau:

x1 f Œx1�

x2 f Œx2� f Œx1; x2�

x3 f Œx3� f Œx2; x3� f Œx1; x2; x3�:
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Ñeå theâm vaøo doøng môùi töông öùng vôùi nuùt x4, baét ñaàu baèng döõ lieäu f Œx4� D f4.
Roài

f Œx3; x4� D f Œx4� � f Œx3�

x4 � x3

f Œx2; x3; x4� D f Œx3; x4� � f Œx2; x3�

x4 � x2

f Œx1; x2; x3; x4� D f Œx2; x3; x4� � f Œx1; x2x3�

x4 � x1

Chuù yù caùch thöùc tính toaùn ôû ñaây

x1 f Œx1�

x2 f Œx2� f Œx1; x2�

x3 f Œx3� f Œx2; x3� f Œx1; x2; x3�

& & &
x4 f Œx4� ! f Œx3; x4� ! f Œx2; x3; x4� ! f Œx1; x2; x3; x4�:

Toång quaùt, coät ñaàu cuûa baûng tæ sai phaân laø xj , thöù hai laø fj , keá tieáp laø
tæ sai phaân thöù nhaát, vaø vaân vaân. Baûng tæ sai phaân cung caáp moät phöông saùch
tieän lôïi ñeå xaây döïng caùc tæ sai phaân caàn thieát: caùc heä soá cuûa ña thöùc noäi suy
laø caùc ñaïi löôïng doïc theo ñöôøng cheùo.

Thí duï 3.5. Vôùi caùc döõ lieäu töø thí duï 3.2, tröôùc heát laäp baûng

x1 fj f Œ ; � f Œ ; ; � f Œ ; ; ; �

1:82 0:00

2:50 1:30 1:30�1:00
2:50�1:82

D 1:91

3:65 3:10 3:10�1:30
3:65�2:50

D 1:56 1:56�1:91
3:65�1:82

D �0:19
4:03 2:52 2:52�3:10

4:03�3:65
D �1:53 �1:53�1:56

4:03�2:50
D �2:02 �2:02C0:19

4:03�1:82
D �:83

Roài theo (3.27),

P4.x/ D 0:0C1:91.x�1:82/�0:19.x�1:82/.x�2:50/�0:83.x�1:82/.x�2:50/.x�3:65/:

Ñeå tính toaùn hieäu quaû ta neân ñaùnh giaù ôû daïng xeáp loàng vaøo nhau

P4.x/ D .x � 1:82/f1:91C .x � 2:50/Œ�0:19 � 0:83.x � 3:65/�g: ı
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Thuaät toaùn tìm daïng Newton. Thuaät toaùn goàm hai phaàn. Tröôùc heát tính caùc
tæ sai phaân caàn cho caùc heä soá cuûa PN .x/. Khoâng caàn thieát phaûi löu tröõ toaøn
boä baûng vì ta coù theå duøng vectô c ñeå löu tröõ muïc nhaäp (entry) trong doøng
hieän haønh j mieãn laø moãi laàn ta tính moät ñöôøng cheùo (vaø thöïc hieän caùc pheùp
tính theo thöù töï chính xaùc):

c(N)=f(N);

for j=N-1:-1:1

c(j)=f(j);

for k=j+1:N

c(k)=(c(k)-c(k-1))/(x(k)-x(j));

end

end

Ñeå deã hieåu ta xem "noäi dung" vectô c ôû moãi böôùc tính j, tröôøng hôïp
N=4, vaø so saùnh vôùi baûng tæ sai phaân ôû treân

j vectô c

1 2 3 4
4 f Œx4�

3 f Œx3� f Œx3; x4�

2 f Œx2� f Œx2; x3� f Œx2; x3; x4�

1 f Œx1� f Œx1; x2� f Œx1; x2; x3� f Œx1; x2; x3; x4�

Ta thaáy, ôû böôùc cuoái cuøng (j=1), vectô c chöùa caùc heä soá cuûa ña thöùc noäi suy.
Ngay khi caùc heä soá naøy ñöôïc tính xong, phaàn thöù hai cuûa thuaät toaùn laø

ñaùnh giaù PN .x/ taïi x cho tröôùc:

P(N)=c(N);

for k=N-1:-1:1

P(N)=P(N)*(x-x(k))+c(k);

end

Lieân heä giöõa tæ sai phaân vaø caùc ñaïo haøm cuûa f .x/. AÙp duïng ñònh lyù 3.2 cho
Pn�1.x/ vôùi x D xn ta coù

f .xn/ � Pn�1.xn/ D f .n�1/.�n/

.n� 1/Š

n�1
Y

j D1

.xn � xj /;
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trong ñoù
min.x1; : : : ; xn/ < �n < max.x1; : : : ; xn/:

Tuy nhieân, ta cuõng coù

f .xn/ � Pn�1.xn/ D Pn.xn/ � Pn�1.xn/ D cn

n�1
Y

j D1

.xn � xj /:

Caân baèng hai bieåu thöùc chöùng toû raèng

f Œx1; : : : ; xn� D f .n�1/.�n/

.n� 1/Š
(3.30)

vôùi ñieåm �n naèm trong mieàn döõ lieäu x1; : : : ; xn .

Nhaän xeùt 3.3. 1) Vôùi caùch tính hieäu quaû tæ sai phaân trình baøy treân vaø (3.30)
ta coù moät caùch xaáp xæ ñaïo haøm cuûa haøm f .x/ maø chæ bieát giaù trò cuûa noù taïi
caùc ñieåm naøo ñoù.

2) Ñaúng thöùc (3.30) cho ta hieåu bieát toát hôn veà vieäc ñaùnh giaù sai soá maø
ta thöôøng duøng. Theo ñònh lyù 3.2,

f .x/ � PN .x/ D 1

NŠ
f .N /.�/

NY

j D1

.x � xj /:

Ta vöøa thaáy raèng

PN C1.x/ � PN .x/ D f Œx1; : : : ; xN C1�

N
Y

j D1

.x � xj / D 1

NŠ
f .N /.�/

N
Y

j D1

.x � xj /:

So saùnh hai bieåu thöùc naøy cho thaáy neáu f .N / khoâng thay ñoåi nhieàu treân
mieàn döõ lieäu, sai soá cuûa PN .x/ coù theå ñöôïc ñaùnh giaù baèng caùch so saùnh noù
vôùi PN C1.x/.

3) Daïng (3.27) lieân heä maät thieát vôùi chuoãi Taylor cuûa f .x/ ñoái vôùi ñieåm
x1:

f .x1/C f .1/.x1/

1Š
.x � x1/C f .2/.x1/

2Š
.x � x1/

2 C : : : C f .N �1/.x1/

.N � 1/Š .x � x1/
N �1 C : : :
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Nhö moät heä quaû cuûa (3.30), daïng Newton cuûa ña thöùc noäi suy PN .x/ trôû thaønh
ña thöùc Taylor baäc N � 1 khi caùc nuùt x2; : : : ; xn tieán tôùi x1.

3.4 Ñònh giaù söï chính xaùc

Laøm theá naøo bieát ñöôïc ta coù xaáp xæ toát? Ta ñaõ thaáy hai khaû naêng. Moät laø
duøng (3.6), nghóa laø, f .x/ � PN .x/ D f .N /.�x/wN .x/=N Š. Vì wN .x/ laø moät
ña thöùc neân deã daøng ñaùnh giaù taïi x baát kyø. Tuy nhieân, nhaân töû ñaïo haøm laø
vaán ñeà vì ta khoâng bieát �x vaø thaäm chí khoâng bieát caû f .N /. Khaû naêng khaùc
laø so saùnh keát quaû noäi suy treân moät taäp caùc nuùt vôùi keát keát quaû noäi suy coù
baäc cao hôn nhôø noäi suy treân cuøng moät taäp vôùi moät nuùt boå sung. Moät bieán
theå khaùc laø so saùnh vôùi keát quaû coù cuøng baäc nhaän ñöôïc treân moät taäp nuùt noäi
suy khaùc. Thöôøng caùch tieáp caän toát nhaát laø giöõ laïi moät soá nuùt vaø ñaùnh giaù
sai soá chính xaùc f .x/ � PN .x/ taïi caùc nuùt naøy. Moät ñaùnh giaù thöïc teá coù theå
ñoøi hoûi nhieàu döõ lieäu ñöôïc giöõ laïi, vaø khoù maø roõ ñöôïc duøng nuùt naøo ñeå noäi
suy vaø nuùt naøo giöõ laïi ñeå so saùnh. Thoâng thöôøng ta coù moät vaøi yù töôûng veà
daùng ñieäu cuûa haøm ñang xeùt. Moät ñoà thò cuûa döõ lieäu vaø noäi suy laø söï trôï giuùp
quan troïng trong quyeát ñònh xem pheùp noäi suy coù moâ phoûng daùng ñieäu naøy
moät caùch thích ñaùng khoâng.

Thí duï minh hoïa döôùi ñaây cho thaáy duøng caùc ña thöùc noäi suy baäc cao
(nhieàu ñieåm nuùt), noùi chung, khoâng phaûi laø yù töôûng toát.

Thí duï 3.6. Baûng döôùi ñaây cho ñoä nhôùt töông ñoái V cuûa ethanol nhö laø haøm
phaàn traêm cuûa troïng löôïng chaát tan w

w 5 10 15 20 30 40

V.w/ 1:226 1:498 1:882 2:138 2:622 2:840

50 60 70 80 90 100

2:807 2:542 2:210 1:877 1:539 1:201

Ñeå xem P.w/ toát hay xaáu nhö theá naøo, moät vaøi döõ lieäu ñöôïc giöõ laïi. Ñaëc bieät,
ta xaùc ñònh P6.w/ nhö laø ña thöùc noäi suy taïi caùc nuùt f10; 20; 40; 60; 80; 100g.
Sai soá cuûa pheùp noäi suy naøy ñöôïc ñònh giaù baèng caùch tính noù taïi caùc nuùt coøn
laïi ôû ñoù ta bieát giaù trò cuûa haøm:

w 5 15 30 50 70 90

P6.w/ 1:201 1:824 2:624 2:787 2:210 1:569

V.w/� P6.w/ 0:025 �0:002 0:038 0:020 0:000 �0:030
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Ñaây coù leõ laø keát quaû toát (hình 3.4).

Hình 3.4: Ñoà thò haøm P6.x/.

Neáu duøng taát caû 12 ñieåm noäi suy thì keát quaû khoâng toát (hình 3.5).

3.5 Noäi suy spline

Coâng thöùc bieåu dieãn sai soá cuûa ñònh lyù 3.2 ñeà nghò naâng baäc ña thöùc noäi suy
seõ laøm cho xaáp xæ chính xaùc hôn. Ñaùng tieác, caùc nhaân toá khaùc thöôøng laøm
cho ñieàu naøy khoâng thöïc hieän ñöôïc. Sai soá phuï thuoäc maïnh vaøo ñoä daøi cuûa
khoaûng chöùa caùc nuùt. Neáu ta coù theå baèng caùch naøo ñoù laøm giaûm ñoä daøi naøy,
thì ñònh lyù chæ ra raèng ta seõ coù moät xaáp xæ toát hôn. YÙ töôûng cô baûn cuûa muïc
naøy laø xaáp xæ f .x/ bôûi haøm ña thöùc töøng maûnh, noäi suy kieåu naøy goïi laø spline.
Cuï theå hôn, haøm f .x/ ñöôïc xaáp xæ treân Œx1; xN �. Khoaûng Œx1; xN � ñöôïc phaân
hoaïch thaønh caùc khoaûng con Œxn; xnC1�, trong ñoù x1 < x2 < : : : < xN . Moät
spline laø moät ña thöùc treân töøng khoaûng Œxn; xnC1�, caùc ñieåm fxig ñöôïc goïi laø
ñieåm caét (breakpoint) hay ñieåm guùt (knot). Moät vaán ñeà then choát laø taïi caùc
guùt haøm xaáp xæ trôn nhö theá naøo, vaø ñieàu naøy chi phoái baäc cuûa spline.
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Hình 3.5: Ñoà thò haøm P6.x/ vaø P12.x/.

3.5.1 Spline giaùn ñoaïn vaø spline lieân tuïc

Caùc spline ñôn giaûn nhaát laø nhöõng haøm xuaát phaùt töø pheùp noäi suy moät caùch
ñoäc laäp treân moãi khoaûng con Œxn; xnC1�. Chaën (3.9) coù theå ñöôïc duøng cho caùc
khoaûng con. Chaúng haïn, giaû söû raèng boán nuùt baát kyø ñöôïc choïn trong moãi
khoaûng con Œxn; xnC1�. Cho noäi suy spline S.x/ goàm caùc ña thöùc noäi suy baäc
ba treân caùc khoaûng con. Neáu h D max.xnC1 � xn/ vaø

M4 D max
x1�x�xN

jf .4/.x/j;

thì

jf .x/ � S.x/j � M4

4Š
h4 khi x1 � x � xN :

Khi h ! 0, moät xaáp xæ toát nhaän ñöôïc treân toaøn khoaûng. Hieån nhieân thuû
thuaät coá ñònh baäc vaø xaáp xæ haøm treân töøng maûnh coù trieån voïng hôn caùch xaáp
xæ haøm treân toaøn khoaûng nhôø gia taêng baäc ña thöùc.

Noùi chung ña thöùc treân Œxn; xnC1� khoâng truøng taïi xn vôùi ña thöùc treân
Œxn�1; xn�, vì vaäy spline naøy noùi chung baát lieân tuïc taïi caùc ñieåm guùt. Khi xaáp
xæ moät haøm lieân tuïc f .x/ ñieàu naøy khoâng chaáp nhaän ñöôïc. Deã daøng söûa ñoåi
caáu truùc naøy ñeå nhaän ñöôïc moät spline lieân tuïc. Taát caû ñieàu caàn laøm laø bao
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goàm caùc ñieåm muùt cuûa moãi khoaûng con vaøo caùc ñieåm ôû ñoù f .x/ ñöôïc noäi suy.
Ña thöùc treân Œxn; xnC1� seõ coù giaù trò f .xn/ taïi xn vaø cuõng vaäy vôùi ña thöùc treân
Œxn�1; xn�.

Chæ döõ lieäu töø Œxn�1; xn� ñöôïc duøng khi xaây döïng spline treân khoaûng con
naøy, vì vaäy sai soá chæ phuï thuoäc vaøo daùng ñieäu cuûa f .x/ treân khoaûng con naøy.
Ñieàu naøy seõ khoâng ñuùng vôùi caùc spline ñöôïc ñeà caäp ñeán sau naøy. Trong moät
soá hoaøn caûnh spline phaûi ñöôïc xaây döïng tröôùc khi taát caû döõ lieäu coù hieäu löïc
vaø ñaëc ñieåm naøy cuûa pheùp xaây döïng spline laø coát yeáu.

Spline lieân tuïc ñôn giaûn nhaát laø tuyeán tính töøng maûnh, nghóa laø, ñoà thò
cuûa haøm S.x/ laø ñöôøng gaáp khuùc. Neáu S.x/ ñöôïc yeâu caàu noäi suy f .x/ taïi
caùc guùt, thì treân Œxn; xnC1� vôùi 1 � n � N � 1 daïng Lagrange laø

S.x/ D fn

x � xnC1

xn � xnC1

C fnC1

x � xn

xnC1 � xn

;

hay coù theå vieát laïi laø

S.x/ D fn C fnC1 � fn

xnC1 � xn

.x � xn/: (3.31)

Thí duï 3.7. Vôùi döõ lieäu .5; 1:226/ .30; 2:662/ .60; 2:542/ .100; 1:201/ ta coù haøm
spline tuyeán tính laø

S.x/ D

8

<

:

1:266C 0:05744.x � 5/; 5 � x � 30

2:662 � 0:00400.x � 30/; 30 � x � 60

2:542 � 0:03352.x � 60/; 60 � x � 100 ı

Spline noäi suy tuyeán tính (3.31) raát deã ñaùnh giaù moät khi khoaûng con cuï
theå ñöôïc xaùc ñònh. Taát caû caùc chöông trình con ñaùnh giaù phaûi chöùa moät thuaät
toaùn tìm ñuùng khoaûng con. Thöôøng vieäc naøy chieám nhieàu thôøi gian hôn vieäc
ñaùnh giaù ña thöùc. Vôùi noäi suy tuyeán tính, moät chaën sai soá laø

jf .x/ � S.x/j � 1

8
M2h

2 khi x1 � x � xN ; (3.32)

trong ñoù M2 D maxx1�x�xN
jf 00.x/j. Söï hoäi tuï ñöôïc baûo ñaûm khi h ! 0 neáu

jf 00j bò chaën. Moät chöùng minh töông töï duøng (3.20) cho
jf 0.x/ � S 0.x/j � M2h; xn � x � xnC1; 1 � n < N � 1: (3.33)
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Hình 3.6: Ñoà thò haøm spline tuyeán tính, thí duï 3.7.

Vaäy, S 0.x/ coù theå duøng ñeå ñaùnh giaù f 0.x/ maø keát quaû toát hôn khi h ! 0.
Caùc spline lieân tuïc ñöôïc duøng trong giaûi soá baèng phaàn töû höõu haïn baøi

toaùn bieân cho caùc phöông trình vi phaân caáp hai. Baäc cao hôn cho xaáp xæ
chính xaùc hôn, nhöng baäc cao hôn laïi coù theå coù nhöõng dao ñoäng khoâng mong
ñôïi. Ñieàu naøy khoâng thaønh vaán ñeà khi duøng spline cho caùc phaàn töû höõu haïn,
nhöng noù phaûi ñöôïc traùnh khi duøng spline ñeå bieåu dieãn döõ lieäu. Vôùi muïc
ñích bieåu dieãn döõ lieäu moät choïn löïa toát laø duøng ña thöùc baäc ba.

Sai soá cuûa spline baäc ba lieân tuïc xaây döïng bôûi noäi suy caùch ñoäc laäp treân
moãi khoaûng con coù theå ñöôïc phaân tích baèng caùch duøng caùc bieåu thöùc sai soá
thieát laäp cho ña thöùc noäi suy. Treân moãi khoaûng con

jf .k/.x/ � P .k/
4 .x/j � Ckh

4�k

vôùi k D 0; : : : ; 3 vaø caùc haèng soá Ck thích hôïp. Keát quaû töông töï coù theå ñöôïc
thieát laäp cho taát caû caùc spline baäc ba ta ñeà caäp ñeán. Khi k D 1 baát ñaúng thöùc
treân aùm chæ raèng, vôùi h ñuû nhoû, treân moãi khoaûng con P 0

4.x/ � f 0.x/, nghóa
laø P 0

4.x/ coù cuøng daáu vôùi f
0.x/ mieãn laø f 0.x/ 6D 0. Noùi caùch khaùc, ngoaïi tröø

gaàn cöïc trò cuûa f .x/, vôùi h nhoû spline laø ñôn ñieäu taêng (giaûm) gioáng nhö f .x/.
Cuøng moät chöùng minh aùp duïng cho ñaïo haøm caáp hai, daãn tôùi keát luaän ngoaïi
tröø gaàn ñieåm uoán cuûa f .x/, vôùi h nhoû spline laø loài (loõm) gioáng nhö f .x/. Ta
keát luaän vôùi h ñuû nhoû, spline seõ taùi hieän hình daïng cuûa haøm maø noù noäi suy.
Ñieàu naøy ñuùng cho taát caû caùc spline baäc ba ta ñeà caäp ñeán. Ñaây laø lyù do giaûi
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thích taïi sao noäi suy spline thoûa maõn nhieàu hôn noäi suy baèng ña thöùc baäc cao.
Nhöng ñieàu gì xaûy ra neáu h khoâng nhoû? Khi döõ lieäu laø thöa? Caàn phaûi ñaët
caùc ñieàu kieän treân spline ñeå baûo veä hình daïng cuûa haøm.

3.5.2 Ñaïo haøm caáp moät lieân tuïc

Neáu ta coù döõ lieäu veà ñaïo haøm, deã daøng môû roäng caùch tieáp caän cuûa tieåu muïc
tröôùc ñeå nhaän ñöôïc moät noäi suy vôùi ñaïo haøm lieân tuïc. Chaúng haïn, ta coù theå
noäi suy f .xn/, f 0.xn/, f .xnC1/, f 0.xnC1/ baèng ña thöùc noäi suy Hermite baäc
ba treân Œxn; xnC1�. Laøm ñieàu naøy treân moãi khoaûng con ta ñöôïc moät spline
H.x/ vôùi ñaïo haøm caáp moät lieân tuïc. Moãi khoaûng con ñöôïc ñoái xöû caùch ñoäc
laäp, vì vaäy caùc chaën (3.21)-(3.24) ñuùng vaø chöùng toû raèng xaáp xæ nhaän ñöôïc laø
toát. Lieân quan ñeán phöông trình vi phaân ta thöôøng phaûi xaáp xæ haøm y.x/ vaø
ñaïo haøm cuûa noù taïi caùc ñieåm xn, xn C h=2, xn C h. Baèng caùch laäp noäi suy
Hermite baäc naêm cho caùc döõ lieäu naøy, moät spline vôùi ñaïo haøm lieân tuïc ñöôïc
thieát laäp xaáp xæ y.x/ vaø y 0.x/ vôùi moïi x.

Baây giôø chuùng ta haõy bieåu dieãn döõ lieäu khi chæ coù caùc giaù trò f .xi/ laø
ñöôïc bieát vaø khoâng coù nhieàu nhöõng giaù trò nhö vaäy. Nhö ñaõ bieát spline H.x/
coù ñoà thò ñeïp maét neáu noù coù ñaïo haøm lieân tuïc vaø neáu noù giöõ tính ñôn ñieäu
cuûa haøm cho. Vaán ñeà laø phaûi traùnh khoâng cho nhöõng dao ñoäng xuaát hieän
trong döõ lieäu. Thoaït nghó thì caùc spline tuyeán tính baûo veä tính ñôn ñieäu.
Vaán ñeà laø ñoà thò cuûa chuùng coù theå coù nhöõng "ñieåm goùc". Baèng caùch naâng
leân baäc ba vaø giöõ ñaïo haøm caáp moät lieân tuïc, ta traùnh ñöôïc caùc ñieåm goùc. Moät
noäi suy "baûo veä hình daïng" nhö vaäy coù theå xaây döïng theo caùc ñöôøng cuûa noäi
suy Hermite baäc ba. Caùc ña thöùc baäc ba treân Œxn�1; xn� vaø Œxn; xnC1� caû hai
noäi suy fn taïi xn . Neáu ñaïo haøm caáp moät phaûi lieân tuïc thì caùc ñaïo haøm caáp
moät cuûa hai ña thöùc baäc ba ñang xeùt phaûi coù cuøng giaù trò taïi xn, nhöng baây
giôø giaù trò cuûa ñaïo haøm caáp moät laø tham soá chöa bieát maø ta phaûi choïn ñeå coù
ñöôïc tính ñôn ñieäu.

Nhö trong (3.14) ña thöùc baäc ba ñöôïc vieát döôùi daïng

H.x/ D an C bn.x � xn/C cn.x � xn/
2 C dn.x � xn/

3

khi xn � x � xnC1, 1 � n � N � 1. Chuù yù raèng tham soá bn chính laø ñoä doác
cuûa H.x/ taïi ñieåm xn . Tieán haønh nhö trong thieát laäp (3.15)-(3.18) vôùi kyù hieäu
hn D xnC1 � xn vaø �n D .fnC1 � fn/=hn ta ñöôïc

an D fn;

cn D .3�n � 2bn � bnC1/=hn;

dn D .bn C bnC1 � 2�n/=h
2
n:

(3.34)
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Caùc phöông trình naøy laø keát quaû pheùp giaûi ba ñieàu kieän noäi suy H.xn/ D
fn, H.xnC1/ D fnC1, vaø H 0.xnC1/ D bnC1 cho ba aån an, cn , vaø dn .

Ñaïi löôïng �n laø ñoä doác cuûa ñöôøng thaúng ñi qua .xn; fn/ vaø .xnC1; fnC1/.
Neáu �n D 0. Coù veû hôïp lyù ñeå eùp H.x/ laø haèng treân Œxn; xnC1�, nghóa laø,
cho caùc ñoä doác bn D bnC1 D 0. Neáu �n 6D 0, ta ñònh nghóa ˛n D bn=�n vaø
ˇn D bnC1=�n. Ñeå giöõ tính ñôn ñieäu caàn thieát laø daáu cuûa ñoä doác cuûa H.x/
taïi xn vaø xnC1 gioáng nhö daáu cuûa �n taïi caùc ñieåm ñoù. Moät caùch toaùn hoïc
ñieàu naøy laø ˛n � 0, ˇn � 0.

Moät ñieàu kieän ñuû treân ˛ vaø ˇ ñeå giöõ tính ñôn ñieäu ñöôïc phaùt hieän bôûi
Ferguson vaø Miller [4]. Ñieàu naøy cuõng ñöôïc phaùt hieän ñoäc laäp bôûi Fritsch vaø
Carson [6]. Chöùng minh ñieàu kieän treân bao goàm vieäc nghieân cöùu H 0.x/ nhö
laø moät haøm cuûa ˛n vaø ˇn. Moät ñieàu kieän ñôn giaûn ñaûm baûo tính ñôn ñieäu
ñöôïc giöõ laø ˛n; ˇn 2 Œ0; 3�. Coù nhieàu coâng thöùc cho ˛n vaø ˇn thoûa haïn cheá
naøy. Keát quaû hay duøng laø [5]

bn D �n�1�n

rn�n C .1� rn/�n�1

(3.35)

vôùi

rn D hn�1 C 2hn

3.hn�1 C hn/
(3.36)

khi n D 2; 3; : : : ; N � 1. Neáu �n�1�n < 0, thì caùc ñoä doác ñoåi daáu taïi xn.
Trong tröôøng hôïp nhö vaäy coù leõ ta khoâng neân ñaët baát kyø ñoøi hoûi naøo leân ñoä
doác cuûa H.x/ taïi xn. Moät soá ngöôøi ñeà nghò daët bn D 0 khi ñieàu naøy xaûy ra.
Moät soá khaùc duøng (3.35) mieãn laø khoâng coù pheùp chia cho khoâng. Vieäc choïn
löïa moø maãm coù theå laøm maát söï baûo toaøn hình daïng cuûa spline baäc ba gaàn
nhöõng mieàn ôû ñoù �n�1�n < 0. Taïi caùc ñieåm cuoái quy taéc ñôn giaûn nhaát laø
duøng b1 D �1 vaø bN D �N �1. Moät choïn löïa toát hôn laø duøng ñoä doác cuoái
cuûa noäi suy baäc hai cuûa ba ñieåm döõ lieäu gaàn nhaát (giaû söû noù thoûa raøng buoäc
treân ˛ vaø ˇ); caùc khaû naêng khaùc ñöôïc cho trong [5]. Vôùi (3.35) vaø löïa choïn
ñôn giaûn cho b1 vaø bN deã daøng chöùng toû raèng caùc ñieàu kieän ñuû treân ˛n vaø ˇn

ñöôïc thoûa. Thaät vaäy, taïi caùc ñieåm cuoái ˛1 D 1 vaø ˇN �1 D 1, maø chaéc chaén
thuoäc Œ0; 3�. Khi n D 2; 3; : : : ; N � 1, roõ raøng 1

3
� rn � 2

3
vì vaäy

˛n D �n�1

Œrn�n C .1 � rn/�n�1�
� 1

1 � rn
� 3
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vaø

ˇn�1 D �n

Œrn�n C .1� rn/�n�1�
� 1

rn
� 3

nhö ñoøi hoûi.
Thuaät toaùn cho H.x/ raát ñôn giaûn. Tính b1 baèng baát kyø coâng thöùc naøo;

vôùi n D 2; 3; : : : ; N � 1 laáy bn D 0 neáu �n�1�n � 0, neáu khaùc tính bn töø
(3.35), (3.36). Tính bN . Caùc giaù trò cn vaø dn coù theå ñöôïc tính töø (3.34) khi
n D 1; : : : ; N � 1.

3.5.3 Ñaïo haøm caáp hai lieân tuïc

Ñeå xaây döïng spline baäc ba trôn, ta vieát

S.x/ D an C bn.x � xn/C cn.x � xn/
2 C dn.x � xn/

3 (3.37)

treân moãi Œxn; xnC1�, 1 � n � N � 1. Coù 4.N � 1/ tham soá töï do phaûi ñöôïc xaùc
ñònh. Ñieàu kieän noäi suy ñoøi hoûi raèng khi 1 � n � N � 1

S.xC
n / D fn vaø S.x�

nC1/ D fnC1 (3.38)

cho 2.N � 1/ ñieàu kieän. Coøn laïi 2.N � 1/ baäc töï do maø coù theå ñöôïc duøng ñeå
laøm S.x/ trôn treân toaøn boä Œx1; xN �. Chuù yù raèng (3.38) baûo ñaûm laø S lieân tuïc
treân Œx1; xN �. Khi S 0 lieân tuïc taïi caùc guùt trong,

S 0.x�
n / D S 0.xC

n /; 2 � n � N � 1: (3.39)

Ñieàu naøy cho N � 2 ñieàu kieän, vì vaäy coøn laïi N baäc töï do. Khi S 00 lieân tuïc
taïi caùc guùt trong,

S 00.x�
n / D S 00.xC

n /; 2 � n � N � 1: (3.40)

cho N � 2 ñieàu kieän khaùc. Chính xaùc coøn laïi 2 baäc töï do. Ñieàu naøy khoâng
ñuû ñeå coù S 000 lieân tuïc. Coù nhieàu khaû naêng cho hai raøng buoäc boå sung, coøn
ñöôïc goïi laø ñieàu kieän cuoái,

Loaïi (1). S 0.x1/ D f 0.x1/, S 0.xN / D f 0.xN /.
Loaïi (2). S 00.x1/ D S 00.xN / D 0.
Loaïi (3). S 00.x1/ D f 000.x1/, S 000.xN / D f 000.xN /.
Loaïi (4). S 00.x1/ D S 00.xN /, S 00.x1/ D S 00.xN /.

Ñieàu kieän (2) daãn tôùi spline vaät lyù. Caùc spline vaät lyù laøm thaúng nhieàu nhaát coù
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theå qua caùc ñieåm cuoái, vì vaäy noù trôû thaønh ñöôøng thaúng vôùi ñaïo haøm caáp hai
baèng khoâng. Caùc ñieàu kieän (1) vaø (3) höõu duïng chæ neáu coù theâm thoâng tin veà
f .x/. Tuy nhieân, ñoä doác chính xaùc hay ñoä cong caàn ñeán ôû ñaây thöôøng ñöôïc
thay theá baèng xaáp xæ noäi suy trong thöïc haønh. Ñieàu kieän (4) thích hôïp khi
f .x/ laø tuaàn hoaøn vôùi chu kyø xN � x1.

Thí duï 3.8. Cho

S.x/ D
�

2C x � 3x2 C x3; 0 � x � 1

1 � 2.x � 1/C 5.x � 1/3; 1 � x � 2:

Deã daøng kieåm tra raèng S thuoäc lôùp haøm C 2Œ0; 2�, vaø thoûa caùc ñieàu kieän noäi
suy S.0/ D 2, S.1/ D 1, S.2/ D 4 vaø caùc ñieàu kieän cuoái S 0.0/ D 1, S 0.2/ D 13.
Ñoà thò cuûa S vaø S 00 ñöôïc cho treân hình 3.7 vaø 3.8. Chuù yù raèng ñoà thò cuûa S
raát trôn, trong khi ñoù S 00 coù ñieåm goùc taïi guùt x D 1. ı

Hình 3.7: Ñoà thò haøm S.x/ thí duï 3.8.

Trôû laïi söï ñaëc tröng hoùa S.x/ ôû treân, ta coù 4.N � 1/ ñieàu kieän leân
4.N � 1/ aån cho bôûi (3.37). Phöông phaùp ma traän coù theå duøng ôû ñaây, nhöng
tröôùc heát ta laøm moät soá bieán ñoåi. Treân moãi khoaûng Œxn; xnC1�

S 0.x/ D bn C 2cn.x � xn/C 3dn.x � xn/
2 (3.41)

S 00.x/ D 2cn C 6dn.x � xn/ (3.42)
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Hình 3.8: Ñoà thò haøm S 00.x/ thí duï 3.8.

Ñieàu kieän noäi suy cho, töø (3.37),

an D fn; 1 � n � N � 1; (3.43)

vaø cuõng vaäy fnC1 D an C bnhn C cnh
2
n C dnh

3
n maø coù theå vieát nhö sau

bn D .fnC1 � fn/=hn � cnhn � dnh
2
n; 1 � n � N � 1: (3.44)

Ñieàu naøy khöû ñi moät nöûa soá aån. Ñieàu kieän lieân tuïc (3.40) treân S 00.x/ noùi raèng
2cn D 2cn�1 C 6dn�1hn�1. AÙp ñaët theâm cN D S 00.xN /=2 (ñöôïc gôïi yù töø (3.42),
ta ñöôïc:

dn D cnC1 � cn

3hn

; 1 � n � N � 1: (3.45)

Chæ coøn laïi caùc coâng thöùc cho caùc c1; : : : ; cN . Chuùng ñöôïc cho bôûi hai ñieàu
kieän cuoái vaø tính lieân tuïc cuûa S 0.x/. Töø (3.39) vaø (3.41) ta coù ngay bn D
bn�1 C 2cn�1hn�1 C 3dn�1h

2
n�1 khi 2 � n � N � 1. Thay vaøo (3.44) vaø (3.45)

cho:

fnC1 � fn

hn

� cnhn � 1

3
hn.cnC1 � cn/ D fn � fn�1

hn�1

C cn�1hn�1 C 2

3
hn�1.cn � cn�1/;
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vaø saép xeáp laïi ta ñöôïc

hn�1cn�1 C 2.hn�1 C hn/cn C hncnC1 D 3

�
fnC1 � fn

hn

� fn � fn�1

hn�1

�

(3.46)

vôùi 2 � n � N � 1.
Chæ loaïi thöù nhaát cuûa caùc ñieàu kieän cuoái (ñoä doác cho tröôùc) ñöôïc ñeà caäp

ñeán ôû ñaây. Töø (3.37), (3.44), vaø (3.45),

f 0.x1/ D S 0.x1/ D b1 D f2 � f1

h1

�c1h1�d1h
2
1 D f2 � f1

h1

�c1h1� 1
3
h1.c2�c1/;

vaäy

2h1c1 C h1c2 D 3

�
f2 � f1

h1

� f 0.x1/

�

: (3.47)

Töông töï, f 0.xN / D S 0.xN / daãn ñeán

hN �1cN �1 C 2hN �1cN D 3

�

f 0.xN / � fN � fN �1

hN �1

�

: (3.48)

Caùc phöông trình (3.45)-(3.48) cho N phöông trình theo N aån c1; : : : ; cN . Ma
traän caùc heä soá coù caáu truùc raát ñaëc bieät

2

6
6
6
6
6
4

2h1 h1

h1 2.h1 C h2/ h2

: : :
: : :

: : :

hN �2 2.hN �2 C hN �1/ hN �1

hN �1 2hN �1

3

7
7
7
7
7
5

Ma traän nhö vaäy ñöôïc goïi laø ma traän ba ñöôøng cheùo. Heä phöông trình vôùi ma
traän caùc heä soá coù daïng ba ñöôøng cheùo coù nghieäm duy nhaát vôùi moïi veá phaûi
vaø nghieäm coù theå ñöôïc tìm chính xaùc baèng pheùp khöû Gauss maø khoâng caàn
hoaùn vò doøng.
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Veá hai:
2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

3
�

f2�f1

h1
� f 0.x1/

�

3
�

f3�f2

h2
� f2�f1

h1

�

:::

3
�

fN �fN �1

hN �1
� fN �1�fN �2

hN �2

�

3
�

f 0.xN /� fN �fN �1

hN �1

�

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

:

Vôùi caùc c1; c2; : : : ; cN tìm ñöôïc, tính caùc heä soá bk , dk (k D 1; : : : ; N � 1) theo
caùc coâng thöùc töông öùng.

Toùm laïi, ta ñaõ chöùng minh ñöôïc ñònh lyù sau.

Ñònh lyù 3.4. Cho tröôùc caùc guùt x1 < x2 < : : : < xN vaø fn D f .xn/, 1 � n � N ,
toàn taïi moät vaø chæ moät haøm S.x/ thoûa caùc ñieàu kieän sau

1. S.x/ laø ña thöùc baäc ba trong moãi Œxn; xnC1�, 1 � n � N � 1.

2. S.x/ thuoäc lôùp C 2Œx1; xN �.

3. S.xn/ D fn, 1 � n � N .

4. S 0.x1/ D f 0.x1/, S 0.xN / D f 0.xN /.

Vôùi söï choïn löïa naøy cuûa ñieàu kieän cuoái, S.x/ ñöôïc goïi laø spline baäc ba ñaày ñuû
(complete cubic spline). Ma traän heä soá coù cuøng caáu truùc cho caùc ñieàu kieän
loaïi (2) vaø (3) vaø caùc keát quaû töông töï laø ñuùng vôùi chuùng. Vôùi söï choïn löïa
(2), S.x/ ñöôïc goïi laø spline baäc ba töï nhieân (natural cubic spline). Vôùi ñieàu kieän
cuoái loaïi (4) ma traän heä soá coù daïng khaùc nhöng keát quaû töông töï laø ñuùng vaø
spline coù theå ñöôïc tính moät caùch tieän lôïi.

Nhaän xeùt 3.4. Trong thieát laäp spline baäc ba ñaày ñuû ôû treân ta ñaõ duøng

cN D S 00.xN /=2:

Thaät ra, coù theå xaây döïng spline baäc ba nhö ôû ñaây maø khoâng caàn aùp ñaët naøy.
Khi ñoù, coâng thöùc (3.45) chæ coù hieäu löïc vôùi 1 � n � N � 2. Nhö vaäy, sau ñoù
ta phaûi tìm caùc coâng thöùc cho dN �1 vaø caùc c1; : : : ; cN �1 . Vieäc thieát laäp theo
caùch naøy xem nhö baøi taäp.

Function spline 3 döôùi ñaây ñöôïc vieát döïa treân caùc phaân tích ôû treân
(spline baäc ba ñaày ñuû)1. Maõ cuûa function naøy goïi trisolve, ñaây laø function
giaûi heä phöông trình ñaïi soá tuyeán tính 3 ñöôøng cheùo.

1Trong Matlab, function spline cuõng ñöôïc vieát vôùi cuøng thuaät toaùn neâu ra ôû ñaây.
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spline_3.m

function s=spline_3(t,y,d1,dn)

% SPLINE_3 tra ve mang cac he so cua da thuc bac 3 tren cac khoang con

% cu phap: s = spline_3(t,y)

% input:

% t: vector chua cac nut noi suy

% y: vector chua cac gia tri ham noi suy

% d1: gia tri dao ham tai diem dau

% dn: gia tri dao ham tai diem cuoi

% output:

% s: mang chua cac he so cua da thuc bac 3 tren cac khoang con

% theo thu tu luy thua lui

N=length(t);

s=zeros(N-1,4);

f=zeros(N,1);

k=1:N-1;

h=t(k+1)-t(k);

dy=(y(k+1)-y(k))./h(k);

% an=fn (cot 4)

s(:,4)=y(1:N-1);

% ma tran cac he so va vecto xac dinh cac cn (cot 2)

% lline, dline, uline la ba duong cheo

dline(1)=2*h(1);

uline(1)=h(1);

f(1)=3*(dy(1)-d1);

for i=2:N-1

lline(i-1)=h(i-1);

dline(i)=2*(h(i-1)+h(i));

uline(i)=h(i);

f(i)=3*(dy(i)-dy(i-1));

end

lline(N)=h(N-1);

dline(N)=2*h(N-1);

f(N)=3*(dn-dy(N-1));

c=trisolve(lline,dline,uline,f);

s(:,2)=transpose(c(1:N-1));

% xac dinh dn (cot 1)

for i=1:N-1

s(i,1)=(c(i+1)-c(i))/h(i)/3;

end

% xac dinh bn (cot 3)
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for i=1:N-1

s(i,3)=dy(i)-s(i,2)*h(i)-s(i,1)*h(i)^2;

end

trisolve.m

function [b]= trisolve(lline,dline,uline,b)

% TRISOLVE giai he ba duong cheo

% cu phap = trisolve(lline,dline,uline,b)

% input:

% lline - duong cheo duoi

% dline - duong cheo chinh

% uline - duong cheo tren

% b - ve phai

% output: b - nghiem

N=length(dline);

% khu

for i=1:N-1

lline(i)=lline(i)/dline(i);

dline(i+1)=dline(i+1)-lline(i)*uline(i);

end

% giai Ly = b bang phep the tien

for i=2:N

b(i)=b(i)-lline(i-1)*b(i-1);

end

% giai Ux = y bang phep the lui

b(N)=b(N)/dline(N);

for i=N-1:-1:1

b(i)=(b(i)-uline(i)*b(i+1))/dline(i);

end

Chöông trình vieát baèng Matlab döôùi ñaây goïi function spline 3 tính
spline baäc ba ñaày ñuû vôùi soá lieäu cho taïi caùc nuùt: x, y.

clear all

x = -4:4;

y = [0 .15 1.12 2.36 2.36 1.46 .49 .06 0];

cs=spline_3(x,y,0,0);

hold on

for i=1:length(x)-1

xx=linspace(x(i),x(i+1));

yy=polyval(cs(i,:),xx-x(i));

plot(xx,yy,’r-’);

end
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Hình 3.9: Xaáp xæ baèng spline baäc ba ñaày ñuû.

plot(x,y,’o’);

Chuù giaûi
? linspace - phaùt sinh vectô caùc ñieåm caùch ñeàu. linspace(x1, x2) sinh

ra vectô doøng chöùa 100 ñieåm caùch ñeàu giöõa x1 vaø x2. linspace(x1, x2, N)

sinh ra N ñieåm. Neáu N < 2, linspace traû veà x2.
? polyval - ñaùnh giaù ña thöùc.
y = polyval(p,x) traû veà giaù trò cuûa ña thöùc p ñöôïc ñaùnh giaù taïi x. p

laø vectô doøng maø caùc phaàn töû laø caùc heä soá cuûa ña thöùc theo thöù töï luõy thöøa
luøi. Neáu x laø laø ma traän hay vectô, ña thöùc ñöôïc ñaùnh giaù taïi taát caû caùc ñieåm
trong x.

? plot - veõ ñöôøng noái. Neáu x,y laø vectô coù ñoä daøi N+1, plot(x,y) seõ veõ
ñöôøng "gaáp khuùc" goàm caùc ñoaïn thaúng noái (x(i),y(i) vôùi (x(i+1),y(i+1),
i=1,...,N. plot coù caùc tuøy choïn lieân quan ñeán loaïi ñöôøng noái, maøu saéc, kyù
hieäu. Thí duï, plot(x,y,’r+:’ veõ ñöôøng chaám chaám maøu ñoû vôùi daáu C taïi
moãi ñieåm döõ lieäu (xem theâm trôï giuùp cuûa Matlab, duøng leänh help plot.).

? hold - giöõ ñoà thò hieän haønh. hold on giöõ ñoà thò hieän haønh vaø taát caû
caùc tính chaát cuûa truïc toïa ñoä. hold off traû veà moát maëc ñònh moãi khi leänh
plot xoùa caùc ñoà thò tröôùc ñoù vaø ñaët laïi taát caû caùc tính chaát cuûa truïc tröôùc khi
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veõ ñoà thò môùi.

Caâu hoûi vaø baøi taäp
3.1. Baäc cuûa ña thöùc noäi suy Lagrange luoân luoân baèng N � 1? Neáu khoâng,
haõy minh hoïa baèng moät thí duï.

3.2. Giaû söû f .x/ laø ña thöùc baäc nhoû hôn hay baèng N � 1. Chöùng minh raèng
neáu PN .x/ noäi suy f .x/ taïi N ñieåm phaân bieät, thì PN .x/ � f .x/. Cho moät
thí duï .N � 3/ vaø tính toaùn tröïc tieáp ñeå kieåm tra.

3.3. Cho baûng döõ lieäu

x 1 2
f .x/ 2 4

Xaây döïng ña thöùc noäi suy Lagrange P2.x/. Tìm moät ña thöùc Q.x/ baäc hai
cuõng noäi suy caùc döõ lieäu naøy. Ñieàu naøy coù maâu thuaån vôùi tính duy nhaát cuûa
ña thöùc noäi suy khoâng? Giaûi thích.

3.4. Moät phöông phaùp khaùc ñeå tính PN .x/ laø vieát

PN .x/ D c1 C c2x C : : : C cNx
N �1:

Caùc ñieàu kieän noäi suy, PN .xj / D fj vôùi 1 � j � N , cho heä goàm N phöông
trình ñaïi soá tuyeán tính theo N aån c1; : : : ; cN . Chuù yù, ma traän caùc heä soá coù
theå raát "xaáu". Vieát thuaät toaùn vaø chöông trình tính.

3.5. Coù hai caùch tính giaù trò cuûa PN .x/ D c1 C c2x C : : : C cNx
N �1 .

(a) Thuaät toaùn 1
P:=c1

for i=2:N
begin

P:=P+ci � xi�1

end i
Coù bao nhieâu pheùp nhaân ñöôïc thöïc hieän trong thuaät toaùn naøy?

(b) Thuaät toaùn 2 (duøng daïng xeáp loàng vaøo nhau cuûa PN .x/)
P:=cN

for i=N-1:-1:1



106 CHÖÔNG 3. NOÄI SUY

begin

P:=P�x C ci

end i
So saùnh soá pheùp nhaân cuûa hai thuaät toaùn.

3.6. Ñaïo haøm cuûa f .x/ coù theå ñöôïc ñaùnh giaù nhôø ñaïo haøm töông öùng cuûa
PN .x/ vôùi caùch choïn cuûa N vaø fxngN

nD1. Caùch tieáp caän thoâng thöôøng laø

f .N �1/.x/ � P
.N �1/

N .x/:

Vì PN .x/ coù baäc N � 1 neân P .N �1/
N .x/ phaûi laø haøm haèng.

(a) Chöùng minh

P
.N �1/

N .x/ D .N � 1/Š
NX

kD1

fk
Q

j 6Dk.xk � xj /
:

(b) Khi N D 2 xaáp xæ cuûa f 0.x/ laø gì?

3.7. Thieát laäp caùc phöông trình (3.15)-(3.18).

3.8. Kieåm tra baèng caùch duøng noäi suy ña thöùc taïi N D 2m C 1 ñieåm caùch
ñeàu xj D �5C 5.j � 1/=m cho xaáp xæ xaáu haøm Runge treân Œ�5; 5�.

a) Tính giaù trò cöïc ñaïi cuûa jf .x/ � P2mC1.x/j treân moät taäp hôïp nhieàu
giaù trò x (khoâng laø ñieåm noäi suy) trong Œ�5; 5� vôùi m D 7, m D 10, vaø m D 13.
Sai soá taêng hay giaûm khi m lôùn hôn.

b) Laäp laïi caâu a) nhöng laàn naøy chæ tính treân Œ�1; 1�. Duøng cuøng fxj g
vaø cuøng ba giaù trò m nhö caâu a). Laàn naøy thì ñieàu gì xaûy ra khi N taêng?

3.9. Kieåm tra baèng caùc duøng noäi suy ña thöùc taïi caùc ñieåm Chebyshev (3.11)
cho xaáp xæ toát haøm Runge. Nhö trong baøi taäp treân, tính giaù trò cöïc ñaïi cuûa
jf .x/�PN .x/j treân moät taäp hôïp nhieàu giaù trò x (khoâng laø ñieåm noäi suy) trong
Œ�5; 5� vôùi N D 15, N D 21, vaø N D 27. Daùng ñieäu cuûa sai soá khi N lôùn hôn?

3.10. Cho baûng döõ lieäu

x �1 0 1 2

f 2 2 2 5
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tính P4.x/

a) ôû daïng Lagrange (3.2),
b) duøng phöông phaùp ma traän trong baøi taäp 3.4,
c) ôû daïng tæ sai phaân (3.27).

3.11. Cho baûng döõ lieäu

x �2 �1 0 1 2

f �4 1 1 2 10

tính P5.x/ vôùi caùc tröôøng hôïp nhö baøi taäp 3.10.

3.12. Tính baûng tæ sai phaân vaø P3.x/ cho döõ lieäu cuûa thí duï 3.1. Kieåm laïi
raèng ña thöùc naøy gioáng ña thöùc ôû daïng Lagrange.

3.13. Vieát chöông trình tính ña thöùc noäi suy ôû daïng tæ sai phaân Newton.

3.14. Soá pheùp tính ñeå ñaùnh giaù caùc heä soá trong daïng tæ sai phaân cuûa ña thöùc
noäi suy laø bao nhieâu? Soá pheùp tính ñeå ñaùnh giaù giaù trò PN .x/ laø bao nhieâu?
So saùnh vôùi daïng Lagrange.
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Chöông 4

Nghieäm phöông trình phi tuyeán

Tìm nghieäm cuûa heä phöông trình phi tuyeán

f .x/ D 0 (4.1)

laø coâng vieäc thöôøng gaëp trong tính toaùn. Haàu heát chöông naøy ñöôïc daønh cho
tröôøng hôïp f .x/ laø haøm thöïc lieân tuïc theo moät bieán thöïc x vì noù quan troïng
vaø coù theå ñöôïc baøn luaän moät caùch sô caáp. Tröôøng hôïp toång quaùt n phöông
trình n aån soá thì khoù hôn caû veà lyù thuyeát laãn thöïc haønh. Tuy vaäy lyù thuyeát
cuõng ñöôïc trình baøy ôû ñaây, moät vaøi phöông phaùp ñôn giaûn ñöôïc baøn luaän
caùch vaén taét ôû cuoái chöông.

4.1 Nhaäp moân

Nghieäm cuûa (4.1), hay khoâng ñieåm cuûa f .x/, laø soá ˛ sao cho f .˛/ D 0. Moät
nghieäm ñöôïc moâ taû ñaày ñuû hôn bôûi boäi m cuûa noù. Ñieàu naøy coù nghóa laø vôùi
x ñuû gaàn ˛, f .x/ coù theå ñöôïc bieåu dieãn döôùi daïng

f .x/ D .x � ˛/mg.x/ (4.2)

trong ñoù g.x/ laø haøm thöïc lieân tuïc gaàn ˛ vaø g.˛/ 6D 0. Neáu m D 1, nghieäm
ñöôïc goïi laø ñôn (simple), neáu khaùc ñöôïc goïi laø boäi (multiple). Ñònh nghóa cô
baûn thöøa nhaän m laø höõu tæ. Chaúng haïn, vôùi haøm

f .x/ D x
p
x � 1;

phöông trình (4.1) coù ˛ D 1 laø nghieäm boäi 1=2 (vaø ˛ D 0 laø nghieäm ñôn). Tuy
nhieân, neáu f .x/ ñuû trôn, thì m phaûi laø nguyeân döông. Thaät vaäy, neáu f .x/ coù

109
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ñaïo haøm ñeán caáp m lieân tuïc treâân moät khoaûng chöùa ˛ vaø

8

<

:

f .˛/ D 0;

f 0.˛/ D f 00.˛/ D : : : D f .m�1/.˛/ D 0;

f .m/.˛/ 6D 0;

(4.3)

thì ˛ laø moät nghieäm boäi m. Ñieàu naøy ñöôïc thaáy baèng caùch khai trieån f .x/
thaønh chuoãi Taylor trong laân caän ˛

f .x/ D f .˛/C .x � ˛/f 0.˛/C .x � ˛/2

2
f 00.˛/C : : :

C.x � ˛/m�1

.m � 1/Š f
.m�1/.˛/C .x � ˛/m

mŠ
f .m/.�x/;

trong ñoù �x naèm giöõa x vaø ˛. Duøng (4.3), phöông trình treân thaønh

f .x/ D .x � ˛/m

mŠ
f .m/.�x/: (4.4)

Neáu ta laáy g.x/ D f .m/.�x/=mŠ, thì g.˛/ D f .m/.˛/=mŠ 6D 0. Ta seõ luoân giaû
söû raèng f .x/ ñuû trôn trong laân caän ˛ ñeå coù theå duøng (4.4) thay vì duøng ñònh
nghóa cô baûn (4.2) vaø ñaëc bieät, nghieäm laø boäi nguyeân.

Theo ñònh nghóa cuûa nghieäm ˛, ñoà thò cuûa f .x/ tieáp xuùc vôùi truïc x taïi
˛ (hình 4.1). Vôùi nghieäm boäi m, haøm f .m/.x/ khoâng ñoåi daáu trong laân caän
cuûa ˛ vì noù lieân tuïc vaø f .m/.˛/ 6D 0. Nhaän xeùt naøy vaø heä thöùc (4.4) chöùng toû
raèng neáu m chaün, f .x/ tieáp xuùc vôùi truïc x taïi ˛ nhöng khoâng ñi qua ñieåm
ñoù vaø neáu m leû, f .x/ caét truïc x taïi ˛.

Khaûo saùt haøm soá vaø veõ phaùc ñoà thò cuûa noù laø caùch thöôøng duøng ñeå
ñònh vò caùc nghieäm vaø xaùc ñònh boäi cuûa chuùng. Xeùt moät tröôøng hôïp ñaëc
bieät cuûa hoï caùc baøi toaùn daïng 0 D f .x/ D F.x/ � 
 vôùi tham soá 
 > 0, cho
F.x/ D x exp.�x/ vaø moät giaù trò ñaïi dieän cuûa 
 laø 0:07. Vôùi hoï naøy, khi
x ! �1, f .x/ ! �1 vaø khi x ! C1, f .x/ ! �
 . Töø ñaïo haøm caáp moät,
f 0.x/ D .1 � x/ exp.�x/, coù theå thaáy raèng f taêng ngaët khi x < 1 vaø giaûm
ngaët khi x > 1. Taïi cöïc trò f .1/ D e�1 � 
 laø döông vôùi 
 D 0:07. Cuõng vaäy,
f .0/ D �
 laø aâm. Caùc söï kieän naøy vaø tính lieân tuïc cuûa haøm f baùo cho ta
bieát khi 
 D 0; 07, coù ñuùng hai nghieäm ñôn, moät naèm trong .0; 1/ vaø moät thì
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Hình 4.1:

lôùn hôn 1. Noùi chung, vôùi nghieäm cuûa f .x/ laø boäi, f 0.x/ phaûi trieät tieâu taïi
nghieäm. Vì vaäy, baát cöù ñaâu maø haøm soá taêng ngaët hay giaûm ngaët, thì nghieäm
neáu coù phaûi laø nghieäm ñôn. Vôùi hoï caùc haøm soá, söï kieän f 0.x/ D 0 chæ taïi
x D 1 coù nghóa laø ñaây laø vò trí duy nhaát ôû ñoù haøm soá coù theå coù nghieäm boäi.
Deã thaáy raèng phöông trình coù moät nghieäm boäi chæ khi 
 D e�1 vaø nghieäm laø
boäi 2 (nghieäm keùp).

Moät nghieäm xaáp xæ z laøm cho giaù trò tính toaùn f .z/ D 0 thì khoâng hieám,
ñaëc bieät khi noù xaáp xæ moät nghieäm boäi ˛. Sau heát, muïc ñích laø phaûi tìm z

laøm cho f .z/ trieät tieâu. Khi nghieäm laø boäi m, f .z/ � .z � ˛/mg.˛/. Vaøi con
soá giuùp chuùng ta hieåu ñieàu naøy. Vôùi moät nghieäm soá boäi cao nhö m D 10, moät
xaáp xæ chính xaùc nhaát gioáng nhö z D ˛ C 10�4 daãn ñeán f .z/ D 10�40g.˛/.
Thì neáu jg.˛/j � 1, haøm f .z/ underflow trong soá hoïc chính xaùc ñôn IEEE.

Nhö ta seõ thaáy, caùc phöông phaùp chuaån khoâng coù hieäu quaû ñoái vôùi
nghieäm boäi nhö chuùng laø ñoái vôùi nghieäm ñôn. Ñeå hieåu söï thöïc hieän cuûa
chöông trình (maõ) ñaët cô sôû treân caùc phöông phaùp naøy, caàn thieát hieåu roõ raèng
caùc nghieäm gaàn nhau coù veû gioáng nhö nghieäm boäi. Giaû söû f .x/ coù hai nghieäm
ñôn ˛1 6D ˛2. Ñònh nghóa cô baûn vaø moät chuùt chöùng minh chöùng toû raèng
f .x/ D .x � ˛1/.x � ˛2/G.x/ vôùi G.x/ khoâng trieät tieâu taïi caû hai nghieäm.
Bieåu thöùc naøy coù theå ñöôïc vieát

f .x/ D .x � ˛1/Œ.x � ˛1/C .˛1 � ˛2/�G.x/:

Khi x xa caùc nghieäm theo nghóa jx � ˛1j � j˛2 � ˛1j, caëp nghieäm ñôn
"coù veû" gioáng nhö caëp nghieäm keùp vì

f .x/ � .x � ˛1/
2G.x/:

Moät khaùi nieäm töø lyù thuyeát bieán phöùc lieân heä vôùi nghieäm boäi m laø cöïc
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ñieåm (pole) boäi m. Neáu ta coù theå vieát

F.x/ D .x � ˛/�mG.x/;

trong ñoù G.˛/ 6D 0, thì ta noùi raèng ˛ laø moät cöïc ñieåm cuûa F.x/ boäi m. Deã thaáy
neáu ˛ laø nghieäm cuûa f .x/ boäi m, thì noù laø moät cöïc ñieåm cuûa F.x/ D 1=f .x/

cuøng soá boäi, vaø ngöôïc laïi. Moät thí duï quen thuoäc laø tan.x/ D sin.x/= cos.x/,
veõ treân hình 4.1. Haøm naøy coù nghieäm nôi sin.x/ trieät tieâu vaø cöïc ñieåm nôi
cos.x/ trieät tieâu. Caùc haøm ñoåi daáu taïi cöïc ñieåm coù boäi leû.

Moät khoù khaên trong tính toaùn nghieäm cuûa f .x/ D 0 laø quyeát ñònh khi
naøo moät xaáp xæ z laø ñuû toát. Thaëng dö f .z/ coù veû laø caùch hieån nhieân ñeå
khaúng ñònh chaát löôïng cuûa moät nghieäm xaáp xæ. MATHCAD laøm ñieàu naøy
moät caùch chính xaùc. Noù chaáp nhaän z nhö moät nghieäm khi jf .z/j < TOL,
vôùi TOL D 10�3 laø giaù trò maëc nhieân. Ñieàu phieàn nhieãu vôùi kieåm tra thaëng
dö laø khoâng coù thang ño hieån nhieân. Caùc nghieäm boäi theå hieän khoù khaên vì
haøm gaàn nhö phaúng trong moät khoaûng laân caän cuûa nghieäm. Vaán ñeà khoâng
chæ lieân heä tôùi ñieàu kieän cuûa nghieäm, nhöng coøn lieân heä tôùi caùch chuùng ta
ñaët phöông trình.

Khi thieát laäp baøi toaùn, ta choïn moät tæ leä. Ñieàu naøy coù theå ñôn thuaàn
chæ laø choïn heä ñôn vò, nhöng thöôøng ta duøng söï kieän raèng khoâng ñieåm baát
kyø cuûa f .x/ laø khoâng ñieåm cuûa f .x/g.x/. Vieäc ñöa vaøo moät tæ leä g.x/ coù
theå taïo moät khaùc bieät hoaøn toaøn. Chaúng haïn, hai baøi toaùn sin.x/ D 0 vaø
F.x/ D 10�38 sin.x/ D 0 laø töông ñöông veà maët toaùn hoïc, nhöng phöông trình
thöù hai ñöôïc laáy tæ leä xaáu vì söï hình thaønh F.z/ maø vôùi ngay caû moät nghieäm
xaáp xæ toát vöøa phaûi z seõ gaây ra underflow trong soá hoïc chính xaùc ñôn IEEE.
Thöôøng ta laáy tæ leä caùc baøi toaùn maø khoâng suy nghó chuùt naøo veà vaán ñeà naøy,
nhöng moät tæ leä toát coù theå hoaøn toaøn höõu ích. Ñoù laø lôøi khuyeân raát höõu ích
khi ñoái xöû vôùi caùc kyø dò thöïc hay bieåu kieán. Haøm f .x/ D sin.x/=x coù daùng
ñieäu hoaøn toaøn toát taïi x D 0 (noù laø giaûi tích), nhöng noù coù kyø dò bieåu kieán ôû
ñoù vaø caàn moät chuùt caån thaän khi ñaùnh giaù noù. Ñieàu naøy coù theå ñöôïc phaù vôõ
baèng caùch tính nghieäm cuûa haøm ñöôïc laáy tæ leä F.x/ D xf .x/. Caàn giöõ trong
trí raèng nhö vôùi thí duï naøy, F.x/ coù taát caû caùc nghieäm cuûa f .x/, nhöng noù
coù theå laáy theâm nghieäm ngoaïi lai töø g.x/. Moät thí duï ñaùng keå hôn ñöôïc cung
caáp bôûi phöông trình

f .x/ D 1

180
�
�

1 � cos.�=10/
cos.�=10/� cos.x/

�
sin.x/
x

Haøm naøy coù moät cöïc ñieåm ñôn taïi taát caû nhöõng ñieåm maø ôû ñoù cos.x/ D
cos.�=10/ vaø moät kyø dò bieåu kieán taïi x D 0. Laáy tæ leä haøm naøy vôùi g.x/ D
x.cos.�=10/� cos.x// laøm cho vieäc tính nghieäm tröïc tieáp hôn.
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Thænh thoaûng moät ñoä ño tæ leä töï nhieân ñöôïc cung caáp bôûi heä soá trong
phöông trình. Moät thí duï cho ñieàu naøy laø hoï caùc baøi toaùn f .x/ D F.x/ � 
 ,
vôùi 
 > 0. Gioáng nhö khi giaûi phöông trình tuyeán tính, thaëng dö r D f .z/ D
F.z/�
 coù theå ñöôïc duøng trong phaân tích sai soá luøi. Hieån nhieân z laø nghieäm
chính xaùc cuûa baøi toaùn 0 D F.x/ � 
 0, trong ñoù 
 0 D 
 C r . Neáu jrj laø nhoû
so vôùi j
 j, thì z laø nghieäm chính xaùc cuûa moät baøi toaùn gaàn vôùi baøi toaùn cho.
Vôùi nhöõng baøi toaùn nhö vaäy chuùng ta coù moät caùch hôïp lyù ñeå chæ ñònh thaëng
dö phaûi nhoû nhö theá naøo.

4.2 Phöông phaùp chia ñoâi

Neáu haøm lieân tuïc f .x/ coù daáu ñoái nhau taïi caùc ñieåm x D B vaø x D C ,
thì noù coù ít nhaát moät khoâng ñieåm trong khoaûng giöõa B vaø C . Phöông phaùp
chia ñoâi (hay tìm kieám nhò phaân) döïa treân söï kieän naøy. Neáu f .B/f .C / < 0,
haøm f .x/ ñöôïc ñaùnh giaù taïi ñieåm giöõa M D .B C C/=2 cuûa khoaûng. Neáu
f .M/ D 0, moät khoâng ñieåm ñöôïc tìm thaáy. Neáu khaùc, f .B/f .M/ < 0 hoaëc

Hình 4.2:

f .M/f .C/ < 0. Trong tröôøng hôïp ñaàu coù ít nhaát moät khoâng ñieåm ôû giöõa M
vaø B , nhö trong hình 4.2, vaø trong tröôøng hôïp thöù hai coù ít nhaát moät nghieäm
ôû giöõa C vaø M . Tröôøng hôïp naøy moät khoaûng chöùa nghieäm ñöôïc tìm thaáy coù
chieàu daøi baèng nöûa chieàu daøi khoaûng ban ñaàu. Thuû tuïc ñöôïc laëp laïi cho ñeán
khi ñònh vò ñöôïc nghieäm vôùi ñoä chính xaùc mong muoán.

Thuaät toaùn chia ñoâi
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until abs(B - C) ñuû nhoû hay f(M) = 0

M = (B + C)/2

if f(B)*f(M) < 0 then

C=M

else

B:=M

end until

Thí duï 4.1. Khi f .x/ D x2 � 2, phöông trình (4.1) coù nghieäm ñôn ˛ D
p
2.

Vôùi B D 0, C D 6, thuû tuïc chia ñoâi

B C j˛ �M j
0.0 6.0 0:16 � 101

0.0 3.0 0:86 � 10�1

0.0 1.5 0:66

0.75 1.5 0:29

1.125 1.5 0:10

1.3125 1.5 0:80 � 10�2

1.40625 1.5 0:39 � 10�1

1.40625 1.453125 0:15 � 10�1

Chuù yù daùng ñieäu thaát thöôøng cuûa sai soá, maëc duø chieàu daøi jB � C j giaûm moät
nöûa ôû moãi böôùc ı

Moät nghieân cöùu saâu hôn veà phöông phaùp chia ñoâi cho thaáy moät soá ñieåm
quan troïng ñeå hieåu caùc phöông phaùp tìm khoâng ñieåm, nhöõng ñieåm maø ta
caàn bieát khi phaùt trieån moät thuaät toaùn nhaèm coù ñöôïc caùi toát nhaát töø nhieàu
phöông phaùp.

Moät khoaûng ŒB; C � vôùi f .B/f .C / < 0 ñöôïc goïi laø khoaûng giöõa hai ñieåm
treân döôùi (bracket). Ñoà thò cuûa haøm soá f .x/ cho ta nhieàu thoâng tin hôn laø
nhaän xeùt "f .x/ coù moät nghieäm trong khoaûng". Caùc khoâng ñieåm boäi chaün
giöõa B vaø C khoâng gaây ra söï ñoåi daáu coøn caùc khoâng ñieåm boäi leû thì cho. Neáu
coù moät soá chaün caùc khoâng ñieåm boäi leû giöõa B vaø C , söï ñoåi daáu seõ bò loaïi vaø
f seõ coù cuøng daáu taïi caùc ñieåm cuoái. Vaäy neáu, f .B/f .C / < 0, phaûi coù moät soá
leû caùc khoâng ñieåm boäi leû vaø coù theå coù vaøi khoâng ñieåm boäi chaün giöõa B vaø C .
Neáu ta ñoàng yù ñeám soá khoâng ñieåm theo boäi cuûa chuùng (i.e., moät khoâng ñieåm
boäi m ñöôïc ñeám nhö laø m khoâng ñieåm), thì ta thaáy coù moät soá leû caùc khoâng
ñieåm giöõa B vaø C .
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Moät caøi ñaët caån thaän thuaät toaùn chia ñoâi ñöa vaøo moät soá vaán ñeà ñaõ
ñöôïc ñeà caäp ñeán trong chöông 1. Trong thuaät toaùn treân, coù: (1) kieåm tra cho
caùc giaù trò chính xaùc baèng khoâng; (2) kieåm tra cho söï ñoåi daáu khoâng ñöôïc
laäp trình nhö kieåm tra f .B/f .C / < 0 vì khaû naêng underflow cuûa tích; vaø (3)
ñieåm giöõa neân ñöôïc tính nhö laø M D B C .B � C/=2 vì noù deã ñeå tính vaø
chính xaùc hôn M D .B C C/=2.

Chuùng ta thöôøng coá gaéng tìm moät nghieäm xaáp xæ z ñeå cho f .z/ laø nhoû
ñeán möùc coù theå. Trong noã löïc naøy, ñoä daøi töø (word) höõu haïn phaûi ñöôïc tính
ñeán vaø vì vaäy phaûi chi tieát thuû tuïc ñaùnh giaù f . Cuoái cuøng ngay caû daáu cuûa
giaù trò tính toaùn coù theå khoâng chính xaùc. Ñieàu naøy laø do ñoä chính xaùc höõu
haïn cuûa pheùp tính daáu chaám ñoäng. Hình 4.3 chæ ñoä lôùn thaát thöôøng vaø daáu

Hình 4.3: Keát quaû ñaùnh giaù daáu chaám ñoäng bieåu thöùc f .x/ D x2e3x�3x2e2xC
3xex � 1 baèng nhieàu caùch.

cuûa caùc giaù trò haøm khi giaù trò laø quaù nhoû ñeán noãi baûn chaát rôøi raïc cuûa heä
thoáng soá daáu chaám ñoäng trôû neân quan troïng.

Neáu giaù trò tính toaùn cuûa haøm coù daáu sai vì ñoái soá raát gaàn nghieäm, coù
theå xaûy ra raèng khoaûng giöõa hai ñieåm treân döôùi ñaõ choïn trong pheùp chia ñoâi
khoâng chöùa nghieäm. Ngay caû nhö vaäy, caùc xaáp xæ tính toaùn sau ñoù seõ ôû trong
laân caän cuûa nghieäm. Ngöôøi ta thöôøng noùi raèng maõ thuaät toaùn chia ñoâi seõ sinh ra
moät khoaûng coù ñoä daøi chæ ñònh chöùa nghieäm vì f .B/f .C / < 0. Ñieàu naøy laø hôøi
hôït. Neân ñöôïc löôïng hoùa baèng caùch noùi raèng ñieàu naøy laø thöïc, hay nghieäm
ñaõ ñöôïc tìm thaáy chính xaùc nhö ñoä chính xaùc cho pheùp. Dieãn ngöõ "chính
xaùc nhö ñoä chính xaùc cho pheùp" ôû ñaây coù nghóa laø f .z/ tính toaùn trieät tieâu,
hay moät trong caùc giaù trò tính toaùn f .B/, f .C/ coù daáu sai.

Moät giaû thieát cô baûn cuûa phöông phaùp chia ñoâi laø f .x/ lieân tuïc. Khoâng
coù gì ngaïc nhieân phöông phaùp coù theå thaát baïi khi f .x/ khoâng lieân tuïc. Vì maõ
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pheùp chia ñoâi khoâng chuù yù tôùi caùc giaù trò cuûa haøm, noù khoâng theå noùi söï khaùc
nhau giöõa cöïc ñieåm boäi leû vaø nghieäm boäi leû (tröø phi noù "noã löïc" ñaùnh giaù
f .x/ moät caùch chính xaùc taïi ñieåm cöïc vaø nôi coù overflow). Nhö vaäy, chaúng
haïn, neáu maõ pheùp chia ñoâi ñöôïc cho tröôùc haøm tan.x/ vaø ñöôïc yeâu caàu tìm
nghieäm trong Œ5; 7�, noù seõ khoâng gaëp khoù khaên. Nhöng neáu ñöôïc yeâu caàu tìm
nghieäm trong Œ4; 7�, noù seõ khoâng nhaän ra coù nghieäm trong khoaûng naøy vì söï
ñoåi daáu do cöïc ñieåm ñôn loaïi boû söï ñoåi daáu do nghieäm ñôn. Vaø, teä nhaát laø,
neáu ñöôïc yeâu caàu tìm nghieäm trong Œ4; 5�, noù seõ ñònh vò cöïc ñieåm hoaëc gaây
ra overflow. Chuùng ta thaáy ôû ñaây lyù do khaùc ñeå ñònh tyû leä (scaling): loaïi boû
caùc cöïc ñieåm leû baèng caùch ñònh tyû leä loaïi söï ñoåi daáu maø coù theå laøm cho pheùp

chia ñoâi xaùc ñònh cöïc ñieåm leû thay vì khoâng ñieåm. ÔÛ ñaây ñieàu naøy ñöôïc thöïc
hieän baèng caùch F.x/ D cos.x/ tan.x/ D sin.x/. Vì leõ khaû naêng xaûy ra vieäc
xaùc ñònh cöïc ñieåm boäi leû, neân caån troïng khi duøng maõ chia ñoâi ñeå kieåm tra
thaëng dö f .z/ cuûa moät nghieäm z ñöôïc ñöa ra - seõ raát luùng tuùng ñeå khaúng
ñònh z daãn ñeán giaù trò raát nhoû cuûa f .z/ khi thöïc söï noù daãn ñeán moät giaù trò
raát lôùn!

Maõ chia ñoâi coù theå hoäi tuï tôùi cöïc ñieåm vì noù khoâng duøng giaù trò f .M/,
maø chæ daáu cuûa noù. Vì ñieàu naøy toác ñoä hoäi tuï cuûa noù laø nhö nhau duø nghieäm
laø ñôn hay khoâng vaø duø haøm soá laø trôn hay khoâng. Caùc phöông phaùp khaùc söï
hoäi tuï laø nhanh hôn nhieàu khi nghieäm laø ñôn vaø haøm laø trôn, nhöng chuùng
laøm vieäc khoâng toát neáu nhöõng ñieàu kieän naøy khoâng ñöôïc thoûa.

Pheùp chia ñoâi coù moät soá öu ñieåm. Mieãn laø moät khoaûng giöõa hai ñieåm
treân döôùi ban ñaàu coù theå ñöôïc tìm thaáy, noù seõ hoäi tuï baát chaáp khoaûng ban
ñaàu chöùa nghieäm lôùn ñeán ñaâu ñi nöõa. Deã löïa choïn khi naøo xaáp xæ laø ñuû toát.
Noù hoäi tuï khaù nhanh vaø toác ñoä hoäi tuï ñoäc laäp vôùi boäi cuûa nghieäm vaø tính
trôn cuûa haøm. Phöông phaùp ñoái xöû toát vôùi ñoä chính xaùc höõu haïn.

Pheùp chia ñoâi cuõng coù moät soá haïn cheá. Neáu coù moät soá leû khoâng ñieåm
giöõa B vaø C , noù seõ khoâng nhaän ra coù baát kyø khoâng ñieåm naøo vì khoâng coù söï
ñoåi daáu. Ñaëc bieät, noù khoâng theå tìm khoâng ñieåm boäi chaün ngoaïi tröø do söï coá.
Noù coù theå bò ñaùnh löøa bôõi caùc cöïc ñieåm. Moät baát lôïi chính laø vôùi caùc khoâng
ñieåm ñôn, maø thöôøng xaûy ra nhö vaäy, coù caùc phöông phaùp hoäi tuï nhanh hôn
nhieàu. Khoâng coù caùch ñaùng tin ñeå tìm moät nghieäm rieâng cuõng nhö khoâng coù
caùch tìm taát caû caùc nghieäm. Ñaây laø söï khoù chòu vôùi taát caû caùc phöông phaùp,
nhöng moät soá phöông phaùp tính nghieäm toát hôn khi nghieäm gaàn giaù trò ñeà
nghò.
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Hình 4.4: Phöông phaùp Newton.

4.3 Phöông phaùp Newton - phöông phaùp caùt tuyeán

Phöông phaùp chia ñoâi khoâng toång quaùt hoùa cho haøm bieán phöùc cuõng nhö
khoâng duøng cho caùc haøm nhieàu bieán. Baây giôø chuùng ta tieáp tuïc vôùi hai
phöông phaùp toát hôn pheùp chia ñoâi veà, duø khoâng phaûi laø taát caû, vaøi khía
caïnh. Caû hai phöông phaùp xaáp xæ f .x/ baèng ñöôøng thaúng L.x/ vaø roài xaáp xæ
nghieäm cuûa phöông trình f .x/ D 0 bôûi nghieäm cuûa L.x/ D 0.

Phöông phaùp Newton laáy tieáp tuyeán L.x/ cuûa f .x/ taïi xaáp xæ xi tröôùc
vaø xaáp xæ tieáp theo (laëp) xiC1 laø nghieäm cuûa L.x/ D 0. Moät caùch töông ñöông,
xaáp xæ f .x/ bôûi soá haïng tuyeán tính cuûa khai trieån Taylor taïi xi ,

f .x/ � f .xi/C f 0.xi/.x � xi /;

phöông trình xaáp xæ cho nghieäm (giaû söû f 0.xi/ 6D 0).

xiC1 D xi � f .xi/

f 0.xi /
: (4.5)

Khi vieäc tính f 0.xi / gaëp baát tieän hoaëc quaù quaù phöùc taïp ta coù theå duøng
tæ sai phaân ñeå xaáp xæ noù,

f 0.xi/ � f .xi/ � f .xi�1/

xi � xi�1

:
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Hình 4.5: Phöông phaùp caùt tuyeán.

Neáu f .xi/ 6D f .xi�1/ thì (4.5) thaønh

xiC1 D xi � f .xi/
xi � xi�1

f .xi/� f .xi�1/
: (4.6)

Veà maët hình hoïc caùch laøm naøy töông ñöông vôùi vieäc xaáp xæ f .x/ baèng
caùt tuyeán ñi qua hai ñieåm laëp tröôùc ñoù, .xi�1; f .xi�1// vaø .xi ; f .xi//. Vì leõ
naøy phöông phaùp ñöôïc goïi laø caùt tuyeán. Chuù yù, phöông phaùp caùt tuyeán caàn
ñeán hai giaù trò laëp tröôùc ñoù trong khi phöông phaùp Newton chæ caàn moät.

Thí duï 4.2. Cho f .x/ D x2 �2. Giaûi phöông trình f .x/ D 0 baèng hai phöông
phaùp Newton vaø caùt tuyeán. Laáy x1 D 2; x2 D 3.

Keát quaû tính baèng phöông phaùp Newton, laáy x1 D 2:

i xi j˛ � xi j
1 2:0 0:5858

2 1:5 0:0858

3 1:41666666666667 0:0025

4 1:41421568627451 2:1239 � 10�6

5 1:41421356237469 1:5947 � 10�12

Keát quaû tính baèng phöông phaùp caùt tuyeán, laáy x1 D 2, x2 D 3:
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i xi j˛ � xi j
1 2:0 0:5858

2 3:0 1:5858

3 1:6000 0:1858

4 1:4783 0:0640

5 1:4181 0:0039

6 1:4143 1:1666 � 10�7

7 1:4142 3:5254 � 10�12

Qua thí duï naøy ta thaáy phöông phaùp Newton vaø caùt tuyeán nhanh hôn phöông
phaùp chia ñoâi raát nhieàu (so saùnh vôùi keát quaû ôû thí duï 4.1) ı

Trong tröôøng hôïp phöông trình f .x/ D 0 coù nghieäm ñôn ˛ thì phöông
phaùp Newton vaø phöông phaùp caùt tuyeán hoäi tuï nhanh hôn phöông phaùp chia
ñoâi tröôùc ñaây. Tröôùc heát, ta xeùt phöông phaùp Newton. Töø (4.5) ta coù

˛ � xiC1 D ˛ � xi C f .xi/

f 0.xi/
:

Khi xi khaù gaàn ˛ ta coù nhôø coâng thöùc Taylor:

f .xi/ � f .˛/C f 0.˛/.xi � ˛/C .xi � ˛/2
2

f 00.˛/;

f 0.xi/ � f 0.˛/C .xi � ˛/f 00.˛/:

Vì ˛ laø nghieäm ñôn neân f .˛/ D 0, f 0.˛/ 6D 0, vaø nhö vaäy,

˛ � xiC1 � ˛ � xi C
f 0.˛/.xi � ˛/C .xi�˛/2

2
f 00.˛/

f 0.˛/C .xi � ˛/f 00.˛/

˛ � xiC1 � �.xi � ˛/2 f
00.˛/

2f 0.˛/
:

Neáu xi gaàn nghieäm ñôn thì sai soá trong xiC1 côõ moät haèng soá nhaân vôùi bình
phöông sai soá trong xi . Vì lyù do naøy söï hoäi tuï cuûa daõy laëp ñöôïc goïi laø hoäi tuï
baäc hai (quadratic convergence).
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Töông töï vôùi phöông phaùp caùt tuyeán (4.6), ta coù

˛ � xiC1 � �.xi � ˛/.xi�1 � ˛/ f
00.˛/

2f 0.˛/
:

Phöông phaùp naøy hoäi tuï khoâng nhanh baèng phöông phaùp Newton. Nhöng
noù nhanh hôn phöông phaùp chia ñoâi nhieàu.

Ñònh nghóa 4.1. Cho daõy fxng hoäi tuï veà ˛. Bôûi ñònh nghóa, caáp cuûa söï hoäi tuï
laø soá thöïc p lôùn nhaát sao cho giôùi haïn

lim
n!1

jxnC1 � ˛j
jxn � ˛jp D 
 6D 0: (4.7)

Khi ñoù, ta noùi phöông phaùp hoäi tuï vôùi toác ñoä p theo haèng soá 
 .

Nhö vaäy, vôùi phöông phaùp Newton,

lim
xi !˛

jxiC1 � ˛j
jxi � ˛j2 D C 6D 0I

nghóa laø p D 2. Ñoái vôùi phöông phaùp caùt tuyeán, vôùi p D .1C
p
5/=2 � 1:618,

coù theå chöùng minh

lim
xi !˛

jxiC1 � ˛j
jxi � ˛jp D c 6D 0:

Ñònh lyù 4.1. Phöông phaùp caùt tuyeán (4.6) vôùi caùc giaù trò laëp ban ñaàu x0; x1 , hoäi
tuï tôùi khoâng ñieåm ñôn ˛ cuûa f .x/ neáu x0; x1 naèm trong ñoaïn ñoùng ñuû beù chöùa ˛
treân ñoù f 0.x/ vaø f 00.x/ toàn taïi lieân tuïc vaø f 0.x/ khoâng trieät tieâu.

Chöùng minh. Tröôùc heát ta thieát laäp bieåu thöùc lieân heä caùc giaù trò haøm taïi ba
buôùc laëp lieân tieáp xi�1; xi ; xiC1 . Goïi L.x/ laø ña thöùc baäc nhaát noäi suy f .x/
treân taäp fxi�1; xig. Giaù trò laëp xiC1 laø khoâng ñieåm cuûa L.x/. Theo coâng thöùc
sai soá cuûa pheùp noäi suy, ta coù

f .xiC1/ � L.xiC1/ D .xiC1 � xi�1/.xiC1 � xi/
f 00.�/

2
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hay, vì L.xiC1/ D 0

f .xiC1/ D .xiC1 � xi�1/.xiC1 � xi/
f 00.�/

2
(4.8)

vôùi � thích hôïp. Maët khaùc, töø (4.6) ta coù hai heä thöùc:

xiC1 � xi D �.xi � xi�1/f .xi/

f .xi /� f .xi�1/
; (4.9)

xiC1 � xi�1 D �.xi � xi�1/f .xi�1/

f .xi /� f .xi�1/
: (4.10)

Heä thöùc thöù ba nhaän ñöôïc nhôø ñònh lyù giaù trò trung gian cho ñaïo haøm:

f .xi/� f .xi�1/

xi � xi�1

D f 0.�/; (4.11)

trong ñoù � naèm giöõa xi�1 vaø xi , chöa bieát. Toå hôïp caùc phöông trình (4.8) -
(4.11) ta thu ñöôïc

f .xiC1/ D f .xi/f .xi�1/
f 00.�/

2Œf 0.�/�2
:

Döôùi caùc giaû thieát cuûa ñònh lyù, treân khoaûng thích hôïp, ta coù

jf 00.x/j < M2; 0 � m1 � jf 0.x/j � m2 (4.12)

vaø vì nghieäm caàn tìm laø nghieäm ñôn, neân caùc chaën ôû ñaây vaø bieåu thöùc cuûa
f .xiC1/ ôû treân cho

jf .xiC1/j � jf .xi/jjf .xi�1/j
M2

2m2
1

:

Neáu ñaët

�i D jf .xi/j
M2

2m2
1
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thì baát ñaúng thöùc treân daãn ñeán

�iC1 � �i�1�i :

Ñeå yù raèng, theo ñònh lyù giaù trò trung gian cho ñaïo haøm, ta coù:

jf .x0/j D jf .˛/C .x0 � ˛/f 0.�1/j � jx0 � ˛jm2;

jf .x1/j D jf .˛/C .x1 � ˛/f 0.�2/j � jx1 � ˛jm2:

Ñieàu naøy aùm chæ
� D maxf�0; �1g < 1;

neáu x0; x1 ñuû gaàn ˛. Töø ñaây, deã daøng suy ra

�2 � �2;

�3 � �2� D �3;

�4 � �3�2 D �5;

:::

�i � �ıi ;

trong ñoù

ıi D 1p
5

2

4

 

1C
p
5

2

!iC1

�
 

1 �
p
5

2

!iC1
3

5 : (4.13)

Vì
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

1 �
p
5

2

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
< 1 <

1C
p
5

2

neân khi i lôùn

ıi � 1p
5

 

1C
p
5

2

!iC1

:

Nhö vaäy, ıi ! 1, vaø vì 0 < � < 1 neân �i ! 0.
Töø caùch ñaët cuûa �i vaø vì

jf .xi/j D jf .xi/ � f .˛/j D jxi � ˛jjf 0.�/j � jxi � ˛jm1;
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ta thaáy xi ! ˛.
Caùc phöông phaùp laëp hoäi tuï vôùi toác ñoä r > 1 ñöôïc goïi laø hoäi tuï sieâu tyeán

tính (superlinearly convergent). Nhö ñaõ thaáy, phöông phaùp Newton vaø phöông
phaùp caùt tuyeán laø hoäi tuï sieâu tuyeán tính khi ñöôïc duøng ñeå tính nghieäm ñôn.
Ñaùng tieác, noù khoâng coøn nhö vaäy khi tính nghieäm boäi. Thaät vaäy, xeùt tröôøng
hôïp phöông phaùp Newton, neáu xi gaàn nghieäm boäi m (m > 1), ˛, thì

f .x/ � .x � ˛/m
mŠ

f .m/.˛/;

f 0.x/ � .x � ˛/m�1

.m� 1/Š
f .m/.˛/:

Ñieàu naøy aùm chæ

xiC1 � ˛ D xi � ˛ � f .xi/

f 0.xi/
� m � 1

m
.xi � ˛/:

Bieåu thöùc naøy chöùng toû raèng, vôùi moät nghieäm boäi m, phöông phaùp Newton
chæ hoäi tuï tuyeán tính vôùi haèng soá .m� 1/=m.

Thí duï 4.3. Phöông trình x20 � 1 D 0 coù nghieäm ñôn ˛ D 1. Duøng phöông
phaùp Newton vôùi x1 D 1=2. Nhaän xeùt gì veà quaù trình tính.

Neáu ta laáy x1 D 1=2 thì töø (4.5)

x2 D 1

2
� .1=2/20 � 1
20.1=2/19

D 26214:875:

Vì tieáp tuyeán haàu nhö naèm ngang, moät giaù trò laëp ban ñaàu toát (gaàn vôùi nghieäm
chính xaùc) nhöng laïi cho giaù trò laëp tieáp theo raát xaáu (raát xa nghieäm chính
xaùc)!

Cuõng vaäy, neáu xi � 1 thì

xiC1 D xi � x20
i � 1
20x19

i

� xi � x20
i

20x19
i

D 19

20
xi :
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So saùnh söï xaáp xæ nghieäm

xiC1 � 1
xi � 1

� xiC1

xi

� 19

20

ta thaáy xaáp xæ laø baäc 1, quaù trình laëp coù toác ñoä raát chaäm, chaäm hôn caû phöông
phaùp chia ñoâi. Taïi sao 1 laø nghieäm ñôn cuûa phöông trình x20 � 1 D 0 maø laïi
xaûy ra nhö vaäy? Thaät ra, trong maët phaúng phöùc, nghieäm cuûa phöông trình
ñang xeùt laø caên baäc 20 cuûa ñôn vò, goàm 20 ñieåm phaân boá ñeàu treân voøng troøn
ñôn vò. Nhöng ôû khoaûng caùch xa � 26000 töø vò trí x2 thì caùc nghieäm naøy haàu
nhö truøng nhau, nghóa laø 1 laø nghieäm boäi 20.

Phöông phaùp Newton chæ hoäi tuï baäc hai khi nghieäm laø ñôn. Ngay caû
vôùi nghieäm ñôn, thí duï naøy chæ ra söï hoäi tuï baäc hai chæ xaûy ra khi caùc giaù trò
laëp ñuû "gaàn" nghieäm. Nhöng "quaù" gaàn nghieäm thì soá hoïc coù ñoä chính xaùc
höõu haïn laïi aûnh höôûng ñeán toác ñoä hoäi tuï ı

Baây giôø ta xeùt öùng xöû cuûa phöông phaùp Newton vaø phöông phaùp caùt
tuyeán khi tính toaùn vôùi ñoä chính xaùc höõu haïn. Trong laân caän cuûa nghieäm,
giaù trò tính toaùn cuûa f .x/ thay ñoåi thaát thöôøng veà ñoä lôùn vaø daáu. Raát thöôøng
xaûy ra laø giaù trò tính toaùn cuûa f .x/ khoâng coù chöõ soá naøo gioáng giaù trò thöïc.
Vôùi moät nghieäm ñôn jf 0.˛/j laø khaùc khoâng, vaø neáu nghieäm khoâng laø ñieàu
kieän xaáu thì jf 0.˛/j khoâng nhoû. Nhö moät heä quaû, giaù trò tính toaùn cuûa ñaïo
haøm caáp moät thoâng thöôøng coù vaøi chöõ soá ñuùng. Töø ñoù, söï hieäu chænh tôùi xi

ñöôïc tính bôûi phöông phaùp Newton laø raát nhoû vôùi ñoä chính xaùc höõu haïn giaù
trò laëp keá tieáp vaãn ôû gaàn nghieäm ngay caû neáu noù di chuyeån ra ngoaøi (khoaûng
chöùa nghieäm) do f .xi/ coù daáu sai. Ñieàu naøy gioáng nhö phöông phaùp chia ñoâi
vaø ñöôïc goïi laø "oån ñònh vôùi ñoä chính xaùc höõu haïn". Phöông phaùp caùt tuyeán
thì öùng xöû hoaøn toaøn khaùc. Söï hieäu chænh tôùi giaù trò laëp hieän haønh,

xi � xi�1

f .xi/ � f .xi�1/

coù nhöõng giaù trò khoâng löôøng tröôùc ñöôïc do ñoä chính xaùc höõu haïn. Roõ raøng
giaù trò laëp keá tieáp coù theå naèm xa ngoaøi khoaûng cuûa ñoä chính xaùc höõu haïn.

Coù moät caùch nhìn khaùc veà phöông phaùp caùt tuyeán laøm saùng toû baûn chaát
cuûa noù. Moät caùch tieáp caän tìm nghieäm ˛ cuûa f .x/ laø duøng noäi suy ña thöùc
P.x/ theo nhieàu giaù trò yi D f .xi / cuûa f .x/ vaø roài xaáp xæ ˛ bôûi nghieäm cuûa
ña thöùc naøy. Phöông phaùp caùt tuyeán laø tröôøng hôïp noäi suy tuyeán tính. Caùc
noäi suy caáp cao hôn cho xaáp xæ f .x/ chính xaùc hôn, noùi chung, daãn ñeán sô ñoà
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vôùi toác ñoä hoäi tuï cao hôn. Sô ñoà döïa treân noäi suy baäc hai ñöôïc goïi laø phöông
phaùp Muller. Noù coù phöùc taïp hôn phöông phaùp caùt tuyeán (vì phaûi tìm nghieäm
cuûa phöông trình baäc hai), vaø hoäi tuï nhanh hôn moät chuùt. Vôùi taát caû caùc
phöông phaùp döïa treân noäi suy ña thöùc coù baäc lôùn hôn 1, ta caàn tìm nghieäm
cuûa ña thöùc khi tính giaù trò laëp keá tieáp xiC1. Ñeå coù söï hoäi tuï, nghieäm gaàn xi

nhaát neân ñöôïc choïn. Moät khaùc bieät quan troïng giöõa phöông phaùp Muller vaø
phöông phaùp caùt tuyeán laø ña thöùc baäc hai coù theå coù nghieäm phöùc. Ngay caû
giaù trò laëp xi laø thöïc vaø f .x/ laø haøm thöïc, phöông phaùp Muller vaãn coù theå
sinh ra giaù trò laëp phöùc. Ñaây laø moät khuyeát ñieåm cuûa phöông phaùp Muller.

4.4 Ñieåm baát ñoäng vaø phöông phaùp laëp

Phöông phaùp Newton laø moät thí duï cuûa caùc thuû tuïc trong ñoù moät daõy ñieåm
ñöôïc tính töø coâng thöùc daïng

xnC1 D F.xn/ .n � 1/: (4.14)

Thuaät toaùn ñònh bôûi moät phöông trình nhö vaäy ñöôïc goïi laø pheùp laëp haøm
(functional iteration). Trong phöông phaùp Newton, haøm F ñöôïc cho bôûi

F.x/ D x � f .x/

f 0.x/
:

Trong phöông phaùp ñöôïc bieát vôùi teân goïi phöông phaùp Steffensen (Steffensen's
method), ta coù

F.x/ D x � Œf .x/�2

f .x C f .x//� f .x/ :

Coù nhieàu caùch choïn F döôùi daïng

F.x/ D x � g.x/;

nhöng daõy caùc ñieåm fxng coù theå khoâng hoäi tuï. Neáu F lieân tuïc vaø xn ! ˛

khi n ! 1 thì F.˛/ D ˛, vaø ta goïi s laø ñieåm baát ñoäng (fixed point) cuûa haøm
F . Moät aùnh xaï (hay haøm) F ñöôïc goïi laø co neáu toàn taïi moät soá thöïc � < 1 sao
cho

jF.x/ � F.y/j � �jx � yj (4.15)

vôùi moïi x; y naèm trong mieàn xaùc ñònh cuûa F .
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Ñònh lyù 4.2 (Ñònh lyù aùnh xaï co). Cho F laø aùnh xaï co cuûa taäp ñoù C � R vaøo
C . Thì F coù duy nhaát moät ñieåm baát ñoäng. Hôn nöõa, ñieåm baát ñoäng naøy laø giôùi haïn
cuûa moïi daõy nhaän ñöôïc töø phöông trình (4.14) vôùi baát kyø ñieåm khôûi ñaàu x0 2 C .

Chöùng minh. Duøng tính chaát co vaø phöông trình (4.14) ta coù theå vieát

jxn � xn�1j D jF.xn�1/ � F.xn�2/j � �jxn�1 � xn�2j:

Laëp laïi chöùng minh naøy ta ñöôïc:

jxn � xn�1j � �jxn�1 � xn�2j � �2jxn�2 � xn�3j � � � � � �n�1jx1 � x0j:

Vì xn coù theå vieát döôùi daïng

xn D .xn � xn�1/C .xn�1 � xn�2/C � � � C .x1 � x0/C x0 D x0 C
n�1
X

iD1

.xi � xi�1/:

Ñeå chöùng minh daõy fxng hoäi tuï ta chæ caàn chöùng minh chuoãi

1X

nD1

.xn � xn�1/

hoäi tuï.
Do jxn � xn�1j � �n�1jx1 � x0j vôùi moïi n, vaø chuoãi

P
�n�1 hoäi tuï neân

chuoãi

1
X

nD1

jxn � xn�1j

hoäi tuï tuyeät ñoái (theo tieâu chuaån so saùnh).
Goïi ˛ laø giôùi haïn cuûa daõy, ta coù ngay F.˛/ D ˛ (chuù yù aùnh xaï co laø haøm

lieân tuïc).
Tính duy nhaát cuûa ñieåm baát ñoäng ñöôïc suy ra tröïc tieáp töø (4.15). Giaû söû

F coù hai ñieåm baát ñoäng x vaø y , thì

jx � yj D jF.x/ � F.y/j � �jx � yj

Vì � < 1 neân x D y .
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Baây giôø ta phaân tích sai soá trong phöông phaùp laëp. Giaû söû F coù ñieåm
baát ñoäng, ˛, vaø daõy fxng xaùc ñònh bôûi coâng thöùc xnC1 D F.xn/. Ñaët

�n D xn � ˛:

Neáu F 0 toàn taïi vaø lieân tuïc, thì theo ñònh lyù giaù trò trung gian

xnC1 � ˛ D F.xn/ � F.˛/ D F 0.�n/.xn � ˛/

hay
�nC1 D F 0.�n/�n:

trong ñoù �n laø ñieåm naèm giöõa xn vaø ˛. Ñieàu kieän F 0.x/ < 1 vôùi moïi x baûo ñaûm
sai soá giaûm khi n taêng. Neáu �n laø nhoû, thì �n naèm gaàn ˛, vaø F 0.�n/ � F 0.˛/.
Ta hy voïng toác ñoä hoäi tuï lôùn neáu F 0.˛/ laø nhoû. Moät tröôøng hôïp lyù töôûng laø
F 0.˛/ D 0. Trong tröôøng hôïp ñoù, ta caàn ñeán soá haïng coäng theâm trong chuoãi
taylor.

Giaû söû toàn taïi soá nguyeân q sao cho

F .k/.˛/ D 0 khi 1 � k < q nhöng F .q/.˛/ 6D 0:

Töø coâng thöùc khai trieån Taylor cuûa F.xn/ taïi ˛, ta coù

�nC1 D F.xn/ � F.˛/
D F.˛ C �n/ � F.˛/

D
"

F.˛/C �nF
0.˛/C �2

n

2
F 00.˛/C � � � �

q�1
n

.q � 1/ŠF
.q�1/.˛/C �

q
n

qŠ
F .q/.�n/

#

� F.˛/

vaø vì vaäy

enC1 D �
q
n

qŠ
F .q/.�n/: (4.16)

Do xn ! ˛ neân

lim
n!1

j�nC1j
j�njq D 1

qŠ
jF .q/.˛/jI (4.17)

nghóa laø xn hoäi tuï caáp q veà ˛.
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4.5 Tieâu chuaån döøng pheùp laëp

Caùc thuaät toaùn trình baøy ôû treân coù theå caøi ñaët döôùi daïng chöông trình con,
tìm nghieäm xaáp xæ phöông trình f .x/ D 0. Vôùi muïc ñích giôùi thieäu caùch caøi
ñaët thuaät toaùn laëp, ôû ñaây, ta trình baøy moät chöông trình daïng function cho
phöông phaùp caùt tuyeán. Nhöng tröôùc heát, ñeå baûo ñaûm thuaät toaùn döøng, ta
phaûi choïn tieâu chuaån döøng cho pheùp giaûi laëp. Thöôøng daõy laëp ñöôïc döøng theo
moät trong ba tieâu chuaån sau:

(1) jf .xn/j < �1;

(2) jxnC1 � xnj < �2;

(3)
jxnC1 � xnj

jxnC1j < �3.

ÔÛ ñaây, caùc �i laø ñoä chính xaùc cho tröôùc. Trong thöïc haønh, ngöôøi ta thöôøng
duøng tieâu chuaån (1) hoaëc (2); tröôøng hôïp nghieäm quaù lôùn hoaëc quaù nhoû so vôùi
1, ngöôøi ta duøng tieâu chuaån (3). Cuõng caàn nhaéc laïi raèng, khi duøng tieâu chuaån
(1) - thaëng dö beù hôn �1 - caàn löu yù ñeán caùch choïn tæ leä khi thieát laäp phöông
trình.

Trong function secantm, giaûi phöông trình f .x/ D 0, döôùi ñaây cho pheùp
ngöôøi duøng choïn tieâu chuaån döøng cho pheùp laëp thoâng qua bieán opt trong danh
saùch ñoái soá. Ngoaøi ra, function secantm coøn cho pheùp in giaù trò laëp trung gian
neáu ñöôïc yeâu caàu thoâng qua bieán trace.

function [x,flag]=secantm(f,x1,x2,N,EPS,opt,trace,varargin)

% tim nghiem phuong trinh f(x)=0 bang pp cat tuyen

% update: 11/11/09

% input:

% f - dieu khien ham cua ham f(x)

% x1, x2 - hai gia tri ban dau

% N - so lan lap toi da

% EPS - sai so toi da

% opt - tieu chuan dung; opt=1 - tc 1, opt=2 - tc 2, opt=3 - tc 3; mac dinh=1

% trace - in day lap; trace=0 - khong in, ttrac~=0 in; mac dinh=0

% output:

% x - nghiem xap xi

% flag - co; flag=0 - khong giai duoc, flag~=0 so buoc lap thuc hien

flag=0;
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xold1=x1;

xold2=x2;

if nargin<7, trace=0; end

if nargin<6, opt=1; trace=0; end

if nargin<5, EPS=10^-12; opt=1; trace=0; end

if nargin<4, N=100; EPS=10^-12; opt=1; trace=0; end

if opt~=1&opt~=2&opt~=3, opt=1; end

if N<1, N=100; end

for k=1:N

x=xold2-f(xold2)*(xold2-xold1)/(f(xold2)-f(xold1));

switch opt

case 1,

if abs(f(x))<EPS

flag=k

break;

end

case 2,

if abs(x-xold2)<EPS

flag=k;

break;

end

case 3,

if abs(x-xold2)/abs(x)<EPS

flag=k;

break;

end

end

if trace~=0, disp(x); end

xold1=xold2;

xold2=x;

end

Chuù giaûi
? cell array - maûng (ma traän) teá baøo. Ñaây laø kieåu döõ lieäu cho pheùp goïi teân vaø

thao taùc vôùi moät nhoùm döõ lieäu coù nhieàu kích côõ vaø nhieàu kieåu.
? varargin - bieán chieàu daøi danh saùch ñoái soá nhaäp. Cho pheùp soá löôïng ñoái soá

baát kyø cho moät function. Bieán varargin laø moät maûng teá baøo chöùa caùc ñoái soá tuøy choïn
cho moät function. varargin phaûi ñöôïc phaùt bieåu nhö laø ñoái soá nhaäp cuoái cuøng vaø
tuï taäp taát caû caùc ñoái soá nhaäp töø ñieåm ñoù trôû ñi. Baèng caùch duøng bieán naøy function
secantm coù theå ñöôïc goïi vôùi soá ñoái soá ít hôn 6.



130 CHÖÔNG 4. NGHIEÄM PHÖÔNG TRÌNH PHI TUYEÁN

? nargin - soá ñoái soá nhaäp cuûa function. Beân trong thaân cuûa function, do ngöôøi
duøng ñònh nghóa, nargin traû veà soá ñoái soá nhaäp ñöôïc duøng ñeå goïi function.

? function secantm goïi haøm f .x/ khi tính toaùn. Ñeå truyeàn haøm f .x/ baèng
ñoái soá ta duøng bieán ñieàu khieån haøm.

Cuù phaùp:
dieukhien = @ten ham

dieukhien = @(ds doiso)ham nac danh

Moâ taû:
dieukhien = @ten ham traû veà moät ñieàu khieån tôùi haøm Matlab ñöôïc chæ ñònh.
Moät ñieàu khieån haøm (function handle) laø moät giaù trò Matlab cung caáp moät

phöông tieän goïi haøm caùch giaùn tieáp. Ta coù theå truyeàn caùc ñieàu khieån haøm khi goïi
caùc haøm khaùc. Ta cuõng coù theå löu tröõ caùc ñieàu khieån haøm trong caùc caáu truùc döõ lieäu
ñeå duøng sau naøy. Ñieàu khieån haøm laø moät trong caùc kieåu döõ lieäu chuaån cuûa Matlab
(function handle).

dieukhien = @(ds doiso)ham nac danh xaây döïng moät haøm naëc danh vaø
traû veà moät ñieàu khieån tôùi haøm ñoù. Thaân cuûa haøm, beân phaûi daáu ngoaëc ñôn, laø moät
leänh hay phaùt bieåu Matlab. ds doiso laø danh saùch caùc ñoái soá nhaäp, caùch nhau baèng
daáu phaåy. Thi haønh haøm baèng caùch goïi noù nhôø ñieàu khieån haøm, dieukhien. Thí
duï, leänh döôùi ñaây taïo moät haøm naëc danh tìm caên baäc hai cuûa moät soá. Khi ta goïi
haøm naøy, Matlab gaùn giaù trò ta truyeàn vaøo bieán x, vaø roài duøng x trong phöông trình
x.^2:

sqr = @(x) x.^2;

Taùc töû @ xaây döïng moät ñieàu khieån haøm cho haøm naøy, vaø gaùn ñieàu khieån tôùi bieán
xuaát sqr. Ñeå thi haønh haøm sqr ñònh nghóa ôû treân, goõ

a = sqr(5)
a =

25

? Ñeå vieäc goïi function secantm ñöôïc meàm deûo ta duøng bieán varargin nhö chæ
ra ôû treân. Khi ñoù, caùc ñoái soá khoâng ñöôïc nhaäp seõ gaùn caùc giaù trò maëc ñònh. Ñieàu naøy
ñöôïc thöïc hieän nhôø caáu truùc chuyeån (reõ nhaùnh): switch - chuyeån (reõ nhaùnh) giöõa
nhieàu tröôøng hôïp döïa treân bieåu thöùc.

Daïng toång quaùt cuõa leänh switch:

switch bieuthuc
case th1,

(caùc) leänh
case th1, th2, th3,...

(caùc) leänh
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otherwise,
(caùc) leänh

end

? Matlab cung caáp function fzero tìm nghieäm phöông trình f .x/ D 0.
Cuù phaùp thöôøng duøng: x = fzero(fun,x0,options), trong ñoù:
fun laø ñieàu khieån haøm;
x0 laø giaù trò laëp ban ñaàu;
options laø caùc tuøy choïn ñöôïc taïo baèng function optimset cuûa Matlab.
? optimset - taïo hay bieân taäp caùc tuøy choïn. Vôùi function fzero thöôøng ta chæ

caàn hieån thò giaù trò laëp trung gian neân cuù phaùp ñöôïc duøng:

options = optimset(’display’,giatri)

trong ñoù giatri laø moät trong caùc giaù trò sau 'off' - khoâng xuaát, 'iter' - xuaát caùc keát quaû
trung gian, 'final' - chæ xuaát keát quaû cuoái cuøng, 'notify' - chæ xuaát neáu quaù trình khoâng
hoäi tuï F

Baây giôø ta goïi function secantm giaûi phöông trình x2 �2 D 0 (thí duï 4.1).

>> clear all

>> f=@(x) x^2-2;

>> [x,flag]=secantm(f,2,3,100,10^-12,1,1)

Keát quaû traû veà

1.6000

1.4783

1.4181

1.4143

1.4142

1.4142

x =

1.4142

flag =

7

Duøng function fzero, tröôùc heát ta ñaët tuøy choïn roài goïi function

>> clear all

>> options = optimset(’Display’,’iter’);

>> x=fzero(f,2,options)

Keát quaû traû veà
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Search for an interval around 2 containing a sign change:

Func-count a f(a) b f(b) Procedure

1 2 2 2 2 initial interval

3 1.94343 1.77693 2.05657 2.22947 search

5 1.92 1.6864 2.08 2.3264 search

7 1.88686 1.56025 2.11314 2.46535 search

9 1.84 1.3856 2.16 2.6656 search

11 1.77373 1.1461 2.22627 2.9563 search

13 1.68 0.8224 2.32 3.3824 search

15 1.54745 0.394607 2.45255 4.01499 search

16 1.36 -0.1504 2.45255 4.01499 search

Search for a zero in the interval [1.36, 2.45255]:

Func-count x f(x) Procedure

16 1.36 -0.1504 initial

17 1.39945 -0.0415434 interpolation

18 1.41435 0.000384399 interpolation

19 1.41421 -2.01697e-006 interpolation

20 1.41421 -9.69058e-011 interpolation

21 1.41421 4.44089e-016 interpolation

22 1.41421 4.44089e-016 interpolation

Zero found in the interval [1.36, 2.45255]

x =

1.4142

4.6 Heä phöông trình phi tuyeán

Moät baøi toaùn thöôøng xuaát hieän trong toaùn hoïc tính toaùn laø tìm moät vaøi hoaëc
taát caû caùc nghieäm cuûa moät heä goàm n phöông trình phi tuyeán vôùi n aån. Nhöõng
baøi toaùn nhö vaäy toång quaùt vaø khoù hôn nhieàu so vôùi baøi toaùn moät phöông
trình moät aån soá. Coù theå thaáy ngay phöông phaùp chia ñoâi khoâng aùp duïng ñöôïc
(môû roäng ñöôïc) cho tröôøng hôïp naøy. Phöông phaùp caùt tuyeán coù theå toång quaùt
hoùa cho tröôøng hôïp naøy nhöng caùch laøm khoâng hieån nhieân vì söï phöùc taïp
hình hoïc khi soá chieàu lôùn. Vôùi phöông phaùp Newton thì khaùc, söï toång quaùt
hoùa ra tröôøng hôïp n phöông trình n aån soá raát töï nhieân vaø raát . . . ñeïp. Ñeå ñôn
giaûn vieäc trình baøy, xeùt heä goàm hai phöông trình theo hai aån:

f .x; y/ D 0

g.x; y/ D 0
(4.18)
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Vieát döôùi daïng vectô
h.w/ D 0;

trong ñoù

w D
�

x

y

�

; h D
�

f

g

�

:

Töông töï nhö troøng tröôøng hôïp 1-chieàu (phöông phaùp Newton), khai trieån
haøm f; g nhôø coâng thöùc Taylor chæ giöõ laïi caùc soá haïng baäc nhaát

f .x0; y0/C @f

@x
.x0; y0/.x � x0/C @f

@y
.x0; y0/.y � y0/ D 0

g.x0; y0/C @g

@x
.x0; y0/.x � x0/C @g

@y
.x0; y0/.y � y0/ D 0

Xaáp xæ keá tieáp .x1; y1/ D .x1 C�x1; y1 C�y1/ coù theå tìm baèng caùch giaûi heä
phöông trình

@f

@x
.x0; y0/�x1 C @f

@y
.x0; y0/�y1 D �f .x0; y0/

@g

@x
.x0; y0/�x1 C @g

@y
.x0; y0/�y1 D �g.x0; y0/

xaùc ñònh .�x1;�y1/.
Neáu kyù hieäu

J.wk/ D
"

@f

@x
.xk; yk/

@f

@y
.xk; yk/

@g

@x
.xk; yk/

@g

@y
.xk; yk/

#

laø ma traän jacobi cuûa heä phöông trình (4.18). Thì phöông phaùp Newton cho heä
hai phöông trình hai aån laø

J.wk/�wk D �h.wk/: (4.19)
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.x0; y0/ Nghieäm .x; y/ Soá laàn laëp
.1:2; 2:5/ .1:3364; 1:7542/ 4

.�2:0; 2:5/ .�0:9013;�2:0866/ 9

.�1:2;�2:5/ .�0:9013;�2:0866/ 4

.2:0;�2:5/ .�3:0016; 0:1481/ 19

Baûng 4.1: Keát quaû soá thí duï 4.4

Thí duï 4.4. Giaûi heä phöông trình

x2 C xy3 � 9 D 0

3x2y � y3 � 4 D 0
(4.20)

Vì

@f

@x
D 2x C y3;

@f

@y
D 3xy2;

@g

@x
D 6xy;

@g

@y
D 3x2 � 3y2;

heä ñöôïc giaûi taïi moãi böôùc laëp laø

�

2xk C y3
k

3xky
2
k

6xkyk 3x2
k

� 3y2
k

� �

�xk

�yk

�

D �
�

x2
k

C xky
3
k

� 9
3x2

k
yk � y3

k
� 4

�

:

Baûng 4.4 cho keát quaû soá vôùi caùc ñieåm khôûi ñaàu .x0; y0/ khaùc nhau. Trong
taát caû caùc tröôøng hôïp pheùp laëp döøng khi

max
�

khk; k�wk
kwk

�

� 10�6:

Keát quaû tính toaùn chöùng toû raèng heä coù ít nhaát ba nghieäm, moãi nghieäm ñöôïc
tìm thaáy phuï thuoäc vaøo ñieåm khôûi ñaàu .x0; y0/. ı
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Cuõng nhö phöông phaùp Newton cho haøm moät bieán, coù theå chöùng toû
raèng neáu h hai laàn khaû vi gaàn nghieäm a cuûa h.w/ D 0, neáu ma traän Jacobi
taïi a, J.a/, khoâng suy bieán, vaø neáu w0 ñuû gaàn a, thì phöông phaùp Newton seõ
hoäi tuï veà a vaø söï hoäi tuï laø caáp hai.

Moät khoù khaên trong thöïc haønh laø tìm ñieåm khôûi ñaàu ñuû gaàn ñeå quaù
trình laëp daãn tôùi nghieäm caàn tìm. Söï hieåu bieát veà baøi toaùn vaø söï môû roäng
nghieäm coù theå raát höõu ích ôû ñaây. Moät caùch tieáp caän toång quaùt laø lieân heä vieäc
tìm nghieäm w cuûa h.w/ D 0 vôùi söï cöïc tieåu hoùa thaëng dö R.w/ D kh.w/k2 D
Œf .w/�2 C Œg.w/�2. Roõ raøng haøm naøy coù cöïc tieåu laø 0 taïi moïi nghieäm cuûa
h.w/ D 0. YÙ töôûng laø chuù yù ñeán söï bieán thieân �wk tính töø phöông phaùp
Newton nhö vieäc cho höôùng theo ñoù ta tìm moät giaù trò � sao cho pheùp quaû
laëp

wkC1 D wk C ��wk

cho giaù trò nhoû cuûa thaëng dö:

R.wkC1/ < R.wk/:

Ñieàu naøy luoân luoân thöïc hieän ñöôïc vì cho ñeán khi nhaän ñöôïc nghieäm,

�
@

@�
R.wk C ��wk/

�

�D0

D �2R.wk/ < 0:

Coù nhieàu chi tieát thöïc haønh phaûi ñöôïc vaïch ra. Chaúng haïn, khoâng nhaát thieát,
hay ngay caû mong muoán, tìm giaù trò cuûa � cöïc tieåu hoùa thaëng dö. Caùc phöông
phaùp thuoäc loaïi naøy ñöôïc goïi laø caùc phöông phaùp Newton chuøng (damped
Newton methods). Moät caøi ñaët caån thaän phöông phaùp naøy seõ phaùt sinh daõy
laëp hoäi tuï khi maø phöông phaùp Newton thaát baïi. Trong tröôøng hôïp caû hai
phöông phaùp ñeàu hoäi tu thì hieäu quaû cuûa chuùng laø nhö nhau.

Caâu hoûi vaø baøi taäp
4.1. Thaëng dö cuûa moät nghieäm ñöa ra r cuûa F.x/ laø F.r/. Ta thöôøng thaáy
phaùt bieåu: thaëng dö laø "nhoû" neân nghieäm phaûi "toát". Ñieàu naøy coù xaùc thöïc
khoâng? Vai troø cuûa vieäc. Vieäc ñònh tæ leä ñoùng vai troø gì?

4.2. Phaân bieät nghieäm ñôn vaø nghieäm boäi baèng ñoà thò nhö theá naøo? Giaûi
thích baèng ñoà thò caùch xaùc ñònh toát caùc nghieäm. So saùnh vôùi baøi taäp 4.1.
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Hình 4.6: Baøi taäp 4.3.

4.3. Ñaùnh giaù baèng hình hoïc nghieäm cuûa haøm F.x/ maø ñoà thò ñöôïc cho beân
döôùi.

(a) Vôùi khoaûng chöùa nghieäm ban ñaàu Œ0:0; 1:0� ba khoaûng chöùa nghieäm
keá tieáp laø nhöõng khoaûng naøo?

(b) Neáu x1 D 0:0 vaø x2 D 1:0, ñaùnh daáu treân ñoà thò vò trí xaáp xæ cuûa x3

baèng caùch duøng moät böôùc cuûa phöông phaùp caùt tuyeán.
(c) Neáu x1 D 0:5, ñaùnh daáu treân ñoà thò vò trí xaáp xæ cuûa x2 vaø x3 baèng

caùch duøng hai böôùc cuûa phöông phaùp Newton.

4.4. Ña thöùc f .x/ D x3 � 2x � 5 coù moät nghieäm trong Œ2; 3�.
(a) Chöùng toû raèng Œ2; 3� laø khoaûng chöùa nghieäm cuûa f .x/.
(b) AÙp duïng boán böôùc cuûa phöông phaùp chia ñoâi ñeå giaûm khoaûng chöùa

nghieäm xuoáng coøn 1=16.
(c) Tính x3 vaø x4 baèng phöông phaùp caùt tuyeán baét ñaàu vôùi x1 D 3 vaø

x2 D 2.
(d) Tính x2, x3, vaø x4 duøng phöông phaùp Newton vôùi x1 D 2.

4.5. Ñeå tìm nôi sin x D x=2 vôùi x > 0,
(a) Tìm moät khoaûng thích hôïp chöùa nghieäm cuûa moät haøm phuø hôïp f .x/.
(b) AÙp duïng boán böôùc cuûa phöông phaùp chia ñoâi ñeå giaûm khoaûng chöùa

nghieäm xuoáng coøn 1=16.
(c) Tính x3 vaø x4 baèng phöông phaùp caùt tuyeán baét ñaàu vôùi x1 vaø x2 laáy

baèng caùc giaù trò cuûa khoaûng.
(d) Tính x2, x3, vaø x4 duøng phöông phaùp Newton vôùi x1 laø ñieåm giöõa

cuûa khoaûng.

4.6. Coù bao nhieâu pheùp ñaùnh giaù haøm trong phöông phaùp chia ñoâi?

4.7. Trong chöùng minh hoäi tuï cuûa phöông phaùp caùt tuyeán, phaùt bieåu raèng,
neáu � D maxf�0; �1g < 1 thì baát ñaúng thöùc

�iC1 � �i � �i�1
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aùm chæ
�i � �ıi ;

vaø

ıi D 1p
5

2

4

 

1C
p
5

2

!iC1

�
 

1 �
p
5

2

!iC1
3

5 :

Haõy thieát laäp ñieàu naøy.

4.8. Vieát maõ Matlab cho phöông phaùp Newton.

4.9. Haøm ñaëc bieät

erf.x/ D 2p
�

Z x

0

e�t2

dt;

goïi laø haøm sai (error function), ñöôïc duøng trong lyù thuyeát xaùc suaát vaø nhieàu
laõnh vöïc cuûa khoa hoïc vaø kyõ thuaät. Vì haøm döôùi daáu tích phaân laø döông vôùi
moïi t , haøm taêng ngaët vaø vì vaäy coù haøm ngöôïc x D erf�1

.y/. Haøm sai ngöôïc
laø moät haøm quan troïng do khaû naêng aùp duïng cuûa noù vaø coù theå ñaùnh giaù vôùi
y cho tröôùc baèng caùch giaûi phöông trình erf.x/ D y . Function erfinv cuûa
Matlab cho haøm sai ngöôïc. Haõy duøng phöông phaùp Newton ñeå tìm haøm sai
ngöôïc, so saùnh vôùi keát quaû tính nhôø erfinv.

4.10. Tìm caáp hoäi tuï cuûa caùc daõy sau:
a) xn D

p

1=n; b) xn D n
p
n; c) xn D

p

1C 1=n; xnC1 D arctgxn.

4.11. Chöùng toû haøm F.x/ D 4x.1 � x/ aùnh xaï ñoaïn Œ0; 1� vaøo chính noù vaø
khoâng co. Chöùng toû raèng noù coù ñieåm baát ñoäng. Taïi sao ñieàu naøy khoâng maâu
thuaån vôùi ñònh lyù aùnh xaï co?

4.12. Chöùng toû haøm F.x/ D 2C x � arctgx coù tính chaát jF 0.x/j < 1 nhöng
noù khoâng coù ñieåm baát ñoäng. Giaûi thích lyù do ñieàu naøy khoâng maâu thuaån vôùi
ñònh lyù aùnh xaï co.

4.13. Chöùng toû phöông phaùp tính
p
R döôùi ñaây hoäi tuï caáp ba:

xnC1 D xn.x
2
n C 3R/

3x2
n C R

:
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4.14. Duøng phöông phaùp laëp Newton tìm moät nghieäm (vôùi sai soá tuyeät ñoái
toái ña laø 10�4) gaàn ñieåm .0:5; 1:0; 0:0/ cuûa heä phi tuyeán

2x2 � x C y2 � z D 0;

32x2 � y2 � 20z D 0;

y2 � 14xz D 0:

4.15. Tìm ba tham soá ˛; ˇ vaø 
 trong moâ hình

f .x/ D ˛eˇx C 
;

baèng pheùp noäi suy ba ñieåm .1; 10/; .2; 12/ vaø .3; 18/. Duøng pheùp laëp Newton
tìm ba tham soá vôùi ba chöõ soá coù nghóa.



Chöông 5

Tích phaân soá

Xaáp xæ
R b

a
f .x/dx baèng soá ñöôïc goïi laø tích phaân soá hay caàu phöông. Haàu heát

chöông naøy lieân quan ñeán khoaûng höõu haïn Œa; b�, nhöng coù moät vaøi baøn luaän
veà tích phaân vôùi a vaø/hay b laø voâ haïn. Thænh thoaûng ñöa vaøo haøm troïng

löôïng w.x/ > 0 laø höõu ích vaø nhö vaäy xaáp xæ tích phaân daïng
R b

a
f .x/w.x/dx.

Coù nhieàu lyù do nghieân cöùu tích phaân soá. Nguyeân haøm (antiderivative) cuûa f
coù theå khoâng bieát hay khoâng laø haøm sô caáp. Tích phaân coù theå khoâng coù hieäu
löïc vì haøm f ñöôïc xaùc ñònh bôûi caùc giaù trò trong baûng hay bôûi moät chöông
trình con. Hay, caùc tích phaân xaùc ñònh phaûi ñöôïc xaáp xæ nhö thaønh phaàn cuûa
sô ñoà tính toaùn phöùc taïp hôn, chaúng haïn nhö giaûi caùc phöông trình vi phaân
baèng phaàn töû höõu haïn nhôø caùc phöông phaùp bieán phaân hay Galerkin.

Moät nguyeân lyù cô baûn trong giaûi tích soá laø neáu ta khoâng theå laøm ñieàu ta
muoán vôùi moät haøm f .x/ cho tröôùc, ta xaáp xæ noù baèng moät haøm maø vôùi noù ta
coù theå thöïc hieän ñöôïc. Thöôøng haøm xaáp xæ laø moät ña thöùc noäi suy. Baèng caùch
duøng nguyeân lyù naøy ta seõ thieát laäp moät vaøi quy taéc caàu phöông vaø nghieân cöùu
sai soá cuûa chuùng. Khi xaáp xæ haøm ta thaáy raèng ña thöùc noäi suy töøng maûnh
tieän lôïi hôn ña thöùc noäi suy, ôû ñaây ñieàu naøy cuõng ñuùng. Caùch noäi suy ña thöùc
töøng maûnh laø töï nhieân cho caàu phöông vì duøng haøm nhö vaäy chung qui laø
beû khoaûng laáy tích phaân thaønh caùc maûnh vaø xaáp xæ baèng ña thöùc treân moãi
maûnh aáy. YÙ töôûng then choát trong caàu phöông laø phaûi tính ñeán daùng ñieäu
cuûa f .x/ khi chia taùch khoaûng. Pheùp caàu phöông "thích öùng" naøy ñöôïc moâ
taû trong muïc 5.2 vaø maõ ñöôïc baøn luaän trong muïc tieáp theo. Pheùp caàu phöông
thích öùng laø vaán ñeà chính cuûa chöông, nhöng vaøi chuù yù ñöôïc cho cho tích
phaân cuûa baûng döõ lieäu vaø cho tích phaân cuûa caùc haøm hai bieán. Chuù yù ñaëc
bieät ñöôïc daønh cho caùc baøi toaùn chuaån bò cho lôøi giaûi coù hieäu quaû cuûa chuùng
baèng caùc maõ cuûa loaïi phaùt trieån ôû ñaây.

139
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5.1 Caùc quy taéc caàu phöông cô baûn

Ñeå xaáp xæ

Z b

a

f .x/w.x/dx (5.1)

giaû söû ñaõ bieát giaù trò cuûa f taïi N ñieåm phaân bieät x1; x2; : : : ; xN . Goïi PN .x/

laø ña thöùc noäi suy f taïi caùc ñieåm naøy. Daïng Lagrange cuûa PN .x/ deã daøng
daãn ñeán xaáp xæ

Z b

a

f .x/w.x/dx �
Z b

a

PN .x/w.x/dx D
Z b

a

NX

iD1

f .xi/Li.x/w.x/dx D

NX

iD1

f .xi/

Z b

a

Li .x/w.x/dx D
NX

iD1

Aif .xi/: (5.2)

ÔÛ ñaây giaû thieát caùc troïng löôïng Ai toàn taïi. Ñieàu naøy töông ñöông vôùi söï toàn
taïi caùc tích phaân

Z b

a

xjw.x/dx vôùi j D 0; 1; :::; N � 1:

Trong tröôøng hôïp w.x/ D 1, a vaø b höõu haïn, thì giaû thieát naøy laø ñuùng. Tuy
nhieân, neáu khoaûng laø voâ haïn (e.g.,

R1

0
f .x/dx), tieáp caän treân thaát baïi vì

khoâng coù xj naøo coù tích phaân treân khoaûng naøy.
Khoù khaên cô baûn cuûa vieäc tieáp caän, trong tröôøng hôïp

R1

0
f .x/dx, laø noù

ñöôïc ñaët cô sôû treân söï xaáp xæ f .x/ bôûi ña thöùc, maø caùc ña thöùc khoâng coù tích
phaân höõu haïn treân khoaûng voâ haïn. Vì tích phaân f .x/ toàn taïi, noù phaûi daàn
tôùi khoâng thaät nhanh khi x ! 1. Moät lôøi khuyeân höõu ích laø phaûi coâ laäp
daùng ñieäu "khaùc ña thöùc" vaøo haøm troïng löôïng. Chaúng haïn, neáu ta ñöa vaøo
haøm troïng löôïng w.x/ D e�x vaø ñònh nghóa F.x/ D f .x/ex , tích phaân coù theå
vieát laïi nhö laø

R1

0
F.x/e�xdx. Khoâng phöùc taïp laém ñeå nhaän ñöôïc coâng thöùc

cho caùc tích phaân daïng
R1

0
F.x/e�xdx vì caùc tích phaân

R1

0
xj e�xdx toàn taïi

vôùi moïi j . Lôøi khuyeân naøy coù cho moät xaáp xæ toát
R1

0
f .x/dx hay khoâng laø

vaán ñeà F.x/ coù öùng xöû gioáng moät ña thöùc hôn f .x/ hay khoâng.
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Tích phaân treân khoaûng voâ haïn laø loaïi baøi toaùn chöùa nhieàu khoù khaên.
Tích phaân vôùi haøm döôùi daáu tích phaân coù kyø dò cuõng chöùa ñöïng khoù khaên
vì chuùng öùng xöû khoâng gioáng ña thöùc. Thoâng thöôøng vieäc duøng haøm troïng
löôïng laø caùch toát ñeå ñoái xöû vôùi nhöõng baøi toaùn nhö vaäy. Chaúng haïn, trong
lôøi giaûi caùc baøi toaùn theá vò phaúng baèng phöông phaùp phaàn töû bieân, caàn xaáp
xæ caùc tích phaân thuoäc daïng

Z 1

0

F.x/ ln xdx

(vaø sau ñoù giaûi heä caùc phöông trình tuyeán tính ñeå coù ñöôïc nghieäm soá cho
phöông trình tích phaân cuûa lyù thuyeát theá vò). Haøm ln x coù theå ñöôïc xem nhö
haøm troïng löôïng vì noù khoâng döông treân khoaûng .0; 1/ vaø caùc tích phaân

Z 1

0

xj ln.x/dx

toàn taïi vôùi moïi j (haøm troïng löôïng w.x/ trong (5.1) coù theå laáy laø � ln x).
Töông töï caùch laøm trong thí duï laáy tích phaân treân khoaûng voâ haïn, neáu ta

muoán tính
R 1

0
f .x/dx vaø f .x/ öùng xöû gioáng lnx khi x ! 0, ta coù theå ñöa

vaøo ln x nhö haøm troïng löôïng vaø vieát F.x/ D f .x/= ln.x/. "ÖÙng xöû gioáng"
khi x ! 0 coù nghóa laø

lim
x!0

f .x/

ln.x/
D c:

Töø ñaây veà sau ñieàu naøy seõ ñöôïc vieát laø f .x/ � c ln.x/. Vì F.x/ coù moät giôùi
haïn höõu haïn taïi x D 0, noù ñöôïc xaáp xæ bôûi ña thöùc toát hôn f .x/, maø laø voâ
haïn ôû ñoù.

Moät coâng thöùc daïng

N
X

iD1

Aif .xi/ (5.3)

ñeå xaáp xæ (5.1) ñöôïc goïi laø coâng thöùc hay quy taéc caàu phöông. Sô ñoà ñeå phaùt
sinh caùc quy taéc vöøa moâ taû daãn ñeán caùc quy taéc caàu phöông noäi suy. Moät quy
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taéc nhö vaäy seõ tích phaân chính xaùc ña thöùc baát kyø coù baäc nhoû hôn N . Ñoù laø
vì neáu f .x/ laø ña thöùc baäc nhoû hôn N , thì bôûi tính duy nhaát cuûa ña thöùc noäi
suy, PN .x/ � f .x/, vaø quy taéc ñöôïc xaây döïng ñeå tích phaân PN .x/ laø chính
xaùc.

Ñònh nghóa 5.1. Sai soá tuyeät ñoái cuûa coâng thöùc caàu phöông daïng (5.3) laø löôïng

E.f / D
Z b

a

f .x/w.x/dx �
NX

iD1

Aif .xi/: (5.4)

Ta noùi coâng thöùc caàu phöông daïng (5.3) coù baäc chính xaùc (degree of
precision) d � 0 neáu:

(i) E.xj / D 0, j D 0; 1; : : : ; d , vaø
(ii) E.xdC1/ 6D 0.

Sau naøy ta seõ thaáy, moät söï choïn löïa ñuùng ñaén caùc ñieåm noäi suy xi khi
xaây döïng (5.2) daãn ñeán coâng thöùc vôùi baäc chính xaùc lôùn hôn N � 1. Thöôøng
thì caùc xi thuoäc Œa; b�, nhöng thöïc ra khoâng nhaát thieát phaûi nhö vaäy. Chaúng
haïn, coâng thöùc Adams cho lôøi giaûi phöông trình vi phaân döïa treân quy taéc caàu
phöông duøng caùc ñieåm nuùt, ngoaïi tröø hai ñieåm cuoái a vaø b, naèm beân ngoaøi
khoaûng naøy. Ñieàu naøy cuõng ñuùng vôùi phöông phaùp tích phaân theo baûng döõ
lieäu seõ ñöôïc ñeà caäp ñeán sau naøy.

Ñònh lyù döôùi ñaây phaùt trieån moät vaøi chaën treân sai soá cuûa coâng thöùc
vôùi baäc chính xaùc d . Noù ñöôïc phaùt bieåu baèng caùch duøng kyù hieäu kf k cho
maximum treân Œa; b� cuûa jf .x/j. Cuõng vaäy, nhö trong chöông 3,Mq ñöôïc duøng
ñeå chæ kf .q/k.
Ñònh lyù 5.1. Neáu coâng thöùc caàu phöông (5.2) coù baäc chính xaùc d , thì vôùi baát kyø ña
thöùc p.x/ baäc q � d ,

jE.f /j � kf � pk
 
Z b

a

w.x/dx C
NX

iD1

jAi j
!

: (5.5)

Neáu moïi Ai > 0, thì

jE.f /j � 2kf � pk
Z b

a

w.x/dx: (5.6)
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Chöùng minh. Vôùi p.x/ laø ña thöùc baát kyø baäc q � d ,

jE.f /j �
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

Z b

a

p.x/w.x/dx C
Z b

a

.f .x/� p.x//w.x/dx

�
N
X

iD1

Aip.xi / �
N
X

iD1

Ai.f .xi/ � p.xi//

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

� jE.p/j C
Z b

a

jf .x/ � p.x/jw.x/dx C
NX

iD1

jAi jjf .xi/ � p.xi /j

� kf � pk
 
Z b

a

w.x/dx C
NX

iD1

jAi j
!

;

trong ñoù ta ñaõ duøng E.p/ D 0. Ñaây laø (5.5). Khi moïi Ai > 0 thì daáu trò tuyeät
ñoái trong (5.5) coù theå boû. Vì coâng thöùc caàu phöông chính xaùc khi f .x/ � 1

neân

N
X

iD1

Ai � 1 D
Z b

a

w.x/ � 1dx;

vaø ta coù (5.6).

Heä quûa 1. Neáu f .x/ coù d C 1 ñaïo haøm lieân tuïc treân Œa; b�, thì

jE.f /j �
�
b � a
2

�dC1
MdC1

.d C 1/Š

 
Z b

a

w.x/dx C
N
X

iD1

jAi j
!

: (5.7)

Neáu moïi Ai > 0, thì

jE.f /j �
�
b � a
2

�dC1
MdC1

.d C 1/Š
2

Z b

a

w.x/dx: (5.8)
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Chöùng minh. Vì chaën cuûa ñònh lyù 5.1 ñuùng vôùi moïi ña thöùc p.x/ coù baäc q � d ,
ta coù theå duøng p.x/ laø ña thöùc Taylor khai trieån f .x/ taïi x0 D .a C b/=2,
n D q:

p.x/ D f .x0/C x � x0

1
f 0.x0/C � � � C .x � x0/

q

qŠ
f .q/.x0/

vaø

RqC1.x/ D .x � x0/
qC1

.q C 1/Š
f .qC1/.z/

vôùi z naèm giöõa x0 vaø x. Ñieàu naøy aùm chæ

kf � pk D max
a�x�b

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

.x � x0/
qC1

.q C 1/Š
f .qC1/.z/

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

�
�
b � a
2

�qC1
MqC1

.q C 1/Š
: (5.9)

Thay ñieàu naøy vôùi q D d vaøo (5.5) hay (5.6) ta nhaän ñöôïc (5.7) hay (5.8).

Nhaän xeùt 5.1. Khi nghieân cöùu noäi suy ña thöùc, ta ñaõ bieát caùc noäi suy baäc cao
coù khaû naêng dao ñoäng vaø gaây ra nhöõng thay ñoåi khoâng phuø hôïp. Tình hình
baây giôø thì khaùc vì noù laø xaáp xæ dieän tích beân döôùi ñöôøng cong vaø döôøng nhö
caùc dao ñoäng seõ bò trung bình hoùa. Ñieàu naøy quan troïng ñoái vôùi tröôøng hôïp
ñaëc bieät cuûa coâng thöùc khi maø chaën sai soá cuûa ñònh lyù 5.1 laø ñuùng, vaø taát caû
Ai > 0. Ñaùng tieác, caùc coâng thöùc caàu phöông noäi suy döïa treân fxig caùch ñeàu
trong Œa; b�, goïi laø caùc coâng thöùc caàu phöông Newton - Cotes, coù moät vaøi Ai laáy
giaù trò aâm ngay caû vôùi caùc baäc chính xaùc vöøa phaûi. Keát quaû cuûa caùc coâng thöùc
naøy coù theå khoâng hoäi tuï tôùi giaù trò cuûa tích phaân khi baäc gia taêng.

Nhaän xeùt 5.2. Trong caùc chaën (5.5), (5.6) ta coù theå laáy ña thöùc p.x/ baát kyø
vôùi baäc q � d . Vôùi a; b höõu haïn, toàn taïi ña thöùc p�.x/ vôùi baäc � d gaàn f
nhaát theo nghóa

kf � p�k D min
deg p�q

kf � pk:

Khi ñoù,

jE.f /j � kf � p�k
 
Z b

a

w.x/dx C
NX

iD1

jAi j
!

: (5.10)
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Neáu moïi Ai > 0, thì

jE.f /j � 2kf � p�k
Z b

a

w.x/dx: (5.11)

Caùc baát ñaúng thöùc (5.10), (5.11) cho chaën sai soá döïa treân xaáp xæ toát nhaát cuûa
f .x/; chuùng höõu ích khi haøm laáy tích phaân khoâng ñuû trôn.

Moät phaân tích sai soá chi tieát hôn chöùng toû raèng sai soá E.f / coù theå ñöôïc
bieåu dieãn nhö laø

E.f / D c

�
b � a
2

�dC2

f .dC1/.�/ (5.12)

vôùi c 2 R vaø � 2 .a; b/. Neáu moät coâng thöùc caàu phöông coù baäc chính xaùc d ,
thì

E.xj / D 0; j D 0; 1; : : : ; d (5.13)
E.xdC1/ 6D 0: (5.14)

Neáu ta giaû söû raèng sai soá coù daïng (5.12), deã daøng tìm c töø

E.xdC1/ D c

�
b � a
2

�dC2

.d C 1/Š: (5.15)

Caùc phöông trình (5.13), (5.14) cung caáp caùch khaùc ñeå sinh ra caùc quy taéc caàu
phöông. Caùch tieáp caän ñöôïc bieát nhö laø phöông phaùp heä soá baát ñònh. Trong
caùch tieáp caän naøy caùc heä soá Ai ñöôïc xem nhö caùc aån ñöôïc tìm baèng söï thoûa
maõn heä phöông trình tuyeán tính (5.13 vôùi d lôùn coù theå. Tröôùc khi cho caùc
thí duï, ta chuù yù raèng, neân aùp duïng phöông phaùp heä soá baát ñònh cho khoaûng
chuaån Œ�1; 1� vaø roài bieán ñoåi thaønh khoaûng toång quaùt Œa; b� baèng moät pheùp
ñoåi bieán ñôn giaûn. Neáu ta coù

Z 1

�1

f .x/dx D
NX

iD1

Aif .xi/C cf .dC1/.�/;
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ñaët

t D b � a
2

x C a C b

2
:

Thì dt D .b � a/dx=2 vaø

Z b

a

f .t/dt D b � a
2

Z 1

�1

f

�
b � a
2

.x C 1/C a

�

dx

D b � a
2

N
X

iD1

Aif

�
b � a

2
xi C a C b

2

�

C b � a
2

E.f /:

Vì

d

dx
D dt

dx

d

dt
D b � a

2

d

dt
) ddC1

dxdC1
D
�
b � a
2

�dC1
ddC1

dtdC1
;

neân pheùp ñoåi bieán cho

Z b

a

f .t/dt D
N
X

iD1

�
b � a

2
Ai

�

f

�
b � a
2

xi C a C b

2

�

C
�
b � a
2

�dC2

f .dC1/.�/:

Thí duï 5.1. Tìm coâng thöùc caàu phöông daïng

Z 1

�1

f .x/dx D A1f .�1/C A2f .1/C E.f /:

Theo phöông phaùp heä soá baát ñònh

f .x/ D 1 ) 2 D A1 C A2;

f .x/ D x ) 0 D �A1 C A2:

Suy ra: A1 D A2 D 1. Ta cuõng thaáy raèng, baèng caùch xaây döïng, d � 1. Thì
f .x/ D x2 nhaän ñöôïc

2

3
D A1 C A2 CE.x2/ ) E.x2/ D �4

3
:
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Hình 5.1: Quy taéc hình thang.

Vì E.x2/ 6D 0 ñieàu naøy noùi raèng d D 1 vaø c D E.x2/=2Š D �2=3, nghóa laø

Z 1

�1

f .x/dx D f .�1/C f .1/� 2

3
f 00.�/

vôùi � 2 .�1; 1/ .
Vôùi khoaûng Œa; b� toång quaùt, aùp duïng coâng thöùc ñoåi bieán ta coù (coâng

thöùc trong daáu Œ �)

Quy taéc hình thang (trapezoid rule)

Z b

a

f .x/dx D b � a
2

.f .a/C f .b//� .b � a/3
12

f 00.�/; (5.16)

trong ñoù � 2 .a; b/. ı
Thí duï 5.2. Tìm coâng thöùc chính xaùc nhaát daïng

Z 1

�1

f .x/dx D A1f .�1/C A2f .0/C A3f .1/C E.f /:

Theo phöông phaùp heä soá baát ñònh

f .x/ D 1 ) 2 D A1 C A2 C A3;

f .x/ D x ) 0 D �A1 C A3;

f .x/ D x2 ) 2=3 D A1 CA3;
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Suy ra: A1 D A3 D 1=3, A2 D 4=3.
Ñeå tìm baäc chính xaùc ta kieåm E.f / 6D 0 vôùi f .x/ laø ña thöùc baäc cao

hôn 2. Neáu f .x/ D x3 ta ñöôïc

0 D �A1 C A3 C E.x3/ ) E.x3/ D 0I

nghóa laø, quy taéc coù baäc chính xaùc lôùn hôn 2. Neáu laáy f .x/ D x4 ta ñöôïc

2

5
D A1 C A3 C E.x4/ ) E.x4/ D � 4

15
) c D � 1

90
:

Nhö vaäy, baäc chính xaùc d D 3, vaø

Z 1

�1

f .x/dx D 1

3
f .�1/C 4

3
f .0/C 1

3
f .1/� 2

9
f .4/.�/

vôùi � 2 .�1; 1/ . Cuõng duøng coâng thöùc ñoåi bieán ta suy ra coâng thöùc toång quaùt.

Quy taéc Simpson

Z b

a

f .x/dx D b � a
6

�

f .a/C 4f

�
a C b

2

�

C f .b/

�

� .b � a/5

2880
f .4/.�/; (5.17)

trong ñoù � 2 .a; b/. ı

Caû hai coâng thöùc thuoäc lôùp coâng thöùc Newton-Cotes vì caùc nuùt caùch ñeàu
trong Œa; b�. Thuû tuïc thieát laäp coâng thöùc bao goàm vieäc choïn tröôùc caùc nuùt xi

vaø roài giaûi heä phöông trình tuyeán tính xaùc ñònh caùc troïng löôïng Ai . Nhöng
neáu caùc xi chöa bieát (ñöôïc pheùp choïn)? Soá aån caàn tìm seõ gaáp ñoâi, 2N , ôû caùch
saép xeáp cuûa ta, coù theå hy voïng tìm caùc coâng thöùc vôùi baäc chính xaùc cao hôn
nhieàu, nhö seõ thaáy döôùi ñaây, coù coâng thöùc vôùi baäc chính xaùc 2N � 1 maø duøng
chæ N giaù trò cuûa f . Ñaùng tieác, heä phöông trình cho Ai vaø xi laø phi tuyeán.
Khoâng hieån nhieân heä ñoù coù nghieäm thöïc, maø neáu coù, laøm theá naøo ñeå nhaän
ñöôïc chuùng. Gauss ñaõ giaûi quyeát vaán ñeà moät caùch "thanh lòch" vôùi N toång
quaùt, ngay caû vôùi caùc haøm troïng löôïng toång quaùt hôn vaø caùc khoaûng laø voâ
haïn. Keát quaû ñöôïc bieát nhö laø coâng thöùc caàu phöông Gauss. Moät soá tröôøng hôïp
ñaëc bieät coù theå chæ ra theo caùch sô caáp.
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Thí duï 5.3. Cho N D 1 coâng thöùc Gauss coù daïng

Z 1

�1

f .x/dx D A1f .x1/CE.f /:

Baèng phöông phaùp heä soá baát ñònh

f .x/ D 1 ) 2 D A1;

f .x/ D 0 ) 0 D A1x1;

suy ra A1 D 2 vaø x1 D 0. Ñeå xaùc ñònh sai soá, ta thöû

f .x/ D x2 ) 2

3
D 2 � 0C E.x2/;

vaø thaáy d D 1, c D 1=3, vaø

Z 1

�1

f .x/dx D 2f .0/C 1

3
f 00.�/:

Treân Œa; b� coâng thöùc naøy trôû thaønh

Z b

a

f .x/dx D
�

.b � a/f
�
aC b

2

��

C .b � a/3
24

f 00.�/: (5.18)

Coâng thöùc naøy ñöôïc bieát nhö laø quy taéc ñieåm giöõa ı
Thí duï 5.4. Cho N D 3 coâng thöùc Gauss coù daïng

Z 1

�1

f .x/dx D A1f .x1/C A2f .x2/CA3f .x3/CE.f /:

Do tính ñoái xöùng cuûa khoaûng Œ�1; 1�, coù theå cho raèng A1 D A3, x2 D 0, vaø
x1 D �x3, nghóa laø

Z 1

�1

f .x/dx D A1f .x1/CA2f .0/C A1f .�x1/C E.f /:
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Baèng phöông phaùp heä soá baát ñònh,

f .x/ D 1 ) 2 D 2A1 C A2;

f .x/ D x ) 0 D A1x1 C A1.�x1/ .töï ñoäng thoûa/;
f .x/ D x2 ) 2=3 D 2A1x

2
1 ;

f .x/ D x3 ) 0 D A1x
3
1 C A1.�x3

1/ .töï ñoäng thoûa/;
f .x/ D x4 ) 2=5 D 2A1x

5
1 :

Giaûi heä naøy, ta ñöôïc: A1 D 5=9, A2 D 8=9, x1 D �
p

3=5 D �x3.
Ñeå tìm sai soá, thöû

f .x/ D x5 ) 0 D A1x
5
1 CA1.�x5

1/C E.x5/ ) E.x5/ D 0Š

Nhö vaäy, baäc chính xaùc lôùn hôn 4. Tieáp tuïc vôùi f .x/ D x6 , ta coù:

2=7 D 2A1x
6
1 CE.x6/ D 6

25
C E.x6/;

suy ra: d D 5, c D 1=15750, vaø

Z 1

�1

f .x/dx D 1

9

"

5f

 

�
r

3

5

!

C 8f .0/C 5f

 r

3

5

!#

C 1

15750
f .6/.�/:

Treân Œa; b�, kyù hieäu x0 D .a C b/=2, h D .b � a/=2, keát quaû laø coâng thöùc
caàu phöông Gauss 3-ñieåm

Z b

a

f .x/dx D h

9

"

5f

 

x0 � h
r

3

5

!

C 8f .x0/C 5f

 

x0 C h

r

3

5

!#

C h7

15750
f .6/.�/:(5.19)

ı

Vôùi N lôùn phöông phaùp heä soá baát ñònh ñeå thieát laäp quy taéc caàu phöông
Gauss laø khoâng thöïc teá. Beân caïnh ñoù, vaán ñeà toàn taïi coâng thöùc vaø baäc chính
xaùc toát nhaát coù theå laø caâu hoûi coøn ñeå môû trong caùch tieáp caän naøy. Gauss ñaõ
duøng lyù thuyeát caùc ña thöùc tröïc giao ñeå traû lôøi. Lôøi giaûi cuûa Gauss khoâng ñöôïc
trình baøy ôû ñaây, nhöng ta coù theå xem baäc chính xaùc cuûa coâng thöùc cao nhö
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theá naøo. Vôùi caùc ñieàu kieän phuø hôïp treân w.x/ vaø Œa; b�, ta bieát raèng toàn taïi
moät daõy caùc ña thöùc �N C1.x/, N D 0; 1; : : : sao cho �N C1.x/ laø baäc N vaø

Z b

a

xj �N C1.x/w.x/dx D 0 khi j < N: (5.20)

Khi w.x/ D 1, a D �1, b D 1, caùc ña thöùc naøy laø ña thöùc Legendre. Ta cuõng
bieát raèng N nghieäm phaân bieät cuûa �N C1.x/ laø thöïc vaø naèm trong khoaûng
.a; b/. Giaû söû raèng coâng thöùc caàu phöông noäi suy (5.2) döïa treân cô sôû noäi suy
taïi caùc nghieäm cuûa �N C1.x/. Neáu f .x/ laø ña thöùc baäc 2N � 1, noù coù theå ñöôïc
vieát

f .x/ D q.x/�N C1.x/C r.x/;

trong ñoù ña thöùc thöông q.x/ vaø ña thöùc dö r.x/ coù baäc toái ña N � 1. Thì

Z b

a

f .x/w.x/dx D
Z b

a

q.x/�N C1.x/w.x/dxC
Z b

a

r.x/w.x/dx D
Z b

a

r.x/w.x/dx;

trong ñoù soá haïng ñaàu trieät tieâu do (5.20). Vôùi caùch choïn baát kyø caùc nuùt xi ,
coâng thöùc (5.2) tích phaân ña thöùc baäc N caùch chính xaùc, vaäy

Z b

a

r.x/w.x/dx D
N
X

iD1

Air.xi /: (5.21)

Coâng thöùc aùp duïng cho f .x/ coù daïng

NX

iD1

Aif .xi/ D
NX

iD1

Aiq.xi /�N C1.xi/C
NX

iD1

Air.xi /:

Baây giôø ta duøng söï kieän xi laø caùc nghieäm cuûa �N C1.x/ deã thaáy

Z b

a

f .x/w.x/dx D
NX

iD1

Aif .xi/ D
NX

iD1

Air.xi / D
Z b

a

r.x/w.x/dx:
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Daáu baèng cuoái cuøng laø do (5.21). Vì ña thöùc baát kyø f .x/ coù baäc 2N � 1 ñöôïc
tích phaân chính xaùc, neân coâng thöùc naøy coù baäc chính xaùc ít nhaát laø 2N � 1.

Coù nhieàu caùch thuaän tieän veà phöông dieän tính toaùn ñeå thieát laäp caùc
coâng thöùc caàu phöông Gauss, vaø caùc coâng thöùc coù theå tìm thaáy trong caùc saùch
chuyeân khaûo. Caùc coâng thöùc Gauss coù giaù trò vì chuùng cung caáp baäc chính
xaùc cao nhaát vôùi soá caùc giaù trò f .x/. Moät söï kieän quan troïng veà coâng thöùc
Gauss laø taát caû caùc A i ñeàu döông. Nhö ñaõ baøn trong phaàn chaën sai soá, ñieàu
naøy coù nghóa laø ta coù theå duøng coâng thöùc vôùi baäc chính xaùc cao, ngay caû khi
haøm döôùi daáu tích phaân khoâng trôn. Coâng thöùc Gauss keát hôïp chaët cheõ vôùi
caùc haøm troïng löôïng laø coâng cuï ñaëc bieät quan troïng khi ñoái xöû vôùi caùc tích
phaân maø haøm döôùi daáu tích phaân coù kyø dò hoaëc caùc khoaûng laáy tích phaân voâ
haïn. Duø coù haøm troïng löôïng hay khoâng, taát caû caùc nuùt cuûa coâng thöùc Gauss
ñeàu naèm trong khoaûng môû .a; b/ (khoâng duøng ñeán f .a/ vaø f .b/). Ñieàu naøy
raát höõu ích khi ñoái xöû vôùi tích phaân maø haøm döôùi daáu tích phaân kyø dò.

5.2 Quy taéc caàu phöông ña hôïp

Cho ñeán nay ta chæ xeùt caùc thuû tuïc döïa treân xaáp xæ haøm f .x/ treân toaøn boä
khoaûng Œa; b�. Cuõng nhö noäi suy ña thöùc, sai soá phuï thuoäc maïnh vaøo chieàu
daøi cuûa khoaûng. Ñieàu naøy ñeà nghò ta phaân hoaïch khoaûng vaø xaáp xæ haøm
baèng haøm ña thöùc töøng maûnh. Caùch tieáp caän ñôn giaûn nhaát laø chia khoaûng
thaønh nhöõng khoaûng con chæ ñònh tröôùc. Neáu ta phaân hoaïch Œa; b� thaønh
a D x1 < x2 < : : : < xnC1 D b, thì

Z b

a

f .x/dx D
n
X

iD1

Z xiC1

xi

f .x/dx;

ta coù theå aùp duïng caùc quy taéc caàu phöông chuaån cho n tích phaân ôû veá phaûi.
Keát quaû ñöôïc bieát nhö laø quy taéc ña hôïp (composite rule) hay quy taéc gheùp
(compound rule). Ngöôøi ta thöôøng duøng phaân hoaïch ñeàu khoaûng Œa; b� vaø
duøng cuøng coâng thöùc caàu phöông treân moãi khoaûng con, nhöng ñieàu naøy laø
khoâng nhaát thieát.

Thí duï 5.5 (Quy taéc hình thang ña hôïp). Quy taéc hình thang ña hôïp xaáp

xæ I D
R b

a
f .x/dx baèng caùch phaân hoaïch Œa; b� thaønh n khoaûng con ñoä daøi

h D .b�a/=n vaø aùp duïng coâng thöùc caàu phöông hình thang cho moãi khoaûng.
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Vôùi ñònh nghóa xi D a C ih.

I � Tn D h

2
Œf .x0/C f .x1/�C

h

2
Œf .x1/C f .x2/�C : : : C h

2
Œf .xn/C f .xnC1/�;

thu goïn, ta ñöôïc:

Tn D h

�
1

2
f .x0/C f .x1/C f .x2/C : : : C f .xn/C 1

2
f .xnC1/

�

ı

Theo coâng thöùc toång Euler-Maclaurin, neáu f .2�/.x/ lieân tuïc treân Œa; b�, thì
toàn taïi � 2 .a; b/ sao cho

I D Tn C
��1
X

kD1

�h2k

.2k/Š
B2kŒf

.2k�1/.b/ � f .2k�1/.a/�� nh2�C1

.2k/Š
B2�f

.2�/.�/

„ ƒ‚ …

sai soá

:

Caùc heä soá B2k xuaát hieän ôû ñaây ñöôïc bieát nhö laø caùc soá Bernoulli. Vaøi soá haïng
ñaàu cuûa khai trieån sai soá laø

I D Tn � h2

12
Œf 0.b/ � f 0.a/�C h4

720
Œf .3/.b/ � f .3/.a/�� � � �

Quy taéc hình thang aùp duïng cho moät khoaûng ñoä daøi h coù sai soá daàn veà khoâng
nhö h3. Khi n D .b � a/=h töø ñöôïc toå hôïp, sai soá cuûa xaáp xæ tích phaân daàn
veà khoâng nhö h2. Tuy nhieân, neáu xaûy ra f 0.b/ D f 0.a/, coâng thöùc seõ chính
xaùc hôn bình thöôøng. Neáu theâm vaøo caùc ñaïo haøm khaùc taïi caùc ñieåm cuoái cuûa
khoaûng tích phaân baèng nhau, thì coâng thöùc coøn chính xaùc hôn nöõa. Khi tích
phaân haøm tuaàn hoaøn treân moät boäi cuûa chu kyø, taát caû ñaïo haøm taïi caùc ñieåm
cuoái cuûa khoaûng laáy tích phaân laø baèng nhau vaø coâng thöùc naøy cöïc kyø chính
xaùc. Thöïc ra, neáu haøm tuaàn hoaøn laø giaûi tích, noù coù ñaïo haøm moïi caáp, thì
Tn ! I nhanh hôn baát kyø luõy thöøa naøo cuûa h! Maëc duø khaù ñaëc bieät, nhöng
ñieàu naøy laø cöïc kyø quan troïng trong giaûi tích Fourier.

Sai soá cuûa Tn coù theå ñöôïc ñaùnh giaù baèng caùch so saùnh noù vôùi keát quaû
chính xaùc hôn, T2n , nhaän ñöôïc baèng caùch chia ñoâi moãi khoaûng con. Moät caùch
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thuaän tieän ñeå ñaùnh giaù coâng thöùc laø

T2n D
h

2

�
1

2
f .x0/ C f .x1=2 C f .x1/ C : : : C f .xn�1/ C f .xn�1=2/ C

1

2
f .xn/

�

D
1

2
.TnCMn/;

trong ñoù

Mn D h

nX

kD1

f .aC .k � 1=2/h/:

Chuù yù raèng taát caû caùc ñaùnh giaù cuûa f thöïc hieän trong Tn ñeàu ñöôïc duøng laïi
trong T2n.

Coù moät caùch khai thaùc khai trieån sai soá cuûa quy taéc hình thang ña hôïp
do Romberg tìm ra raát phoå bieán cho haøm döôùi daáu tích phaân toång quaùt. YÙ
töôûng laø toå hôïp Tn vaø T2n ñeå nhaän ñöôïc keát quaû coù baäc chính xaùc cao hôn.
Töø caùc khai trieån sai soá

I D Tn � h2

12
Œf 0.b/� f 0.a/�C h4

720
Œf .3/.b/� f .3/.a/�� � � �

D T2n � .h=2/2

12
Œf 0.b/� f 0.a/�C .h=2/4

720
Œf .3/.b/ � f .3/.a/�� � � �

ta suy ra

I D 22T2n � Tn

22 � 1 C
�
22 � 24

22 � 1

�
.h=2/4

720
Œf .3/.b/� f .3/.a/�� � � �

Coâng thöùc

I � 22T2n � Tn

22 � 1

chính xaùc cao hôn moãi coâng thöùc thaønh phaàn. Thuû tuïc toå hôïp trình baøy treân
ñöôïc goïi laø pheùp ngoaïi suy Romberg.

Tích phaân Romberg thöôøng raát hieäu quaû. Noù thích öùng baäc cuûa phöông
phaùp vôùi baøi toaùn. Tuy nhieân, keát quaû phuï thuoäc vaøo tính trôn cuûa haøm döôùi
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daáu tích phaân. Cuõng vaäy, noù ñaùnh giaù f .x/ taïi caùc ñieåm cuoái cuûa khoaûng,
maø ñieàu naøy ñoâi luùc gaây baát tieän. Neáu coù kyø dò taïi ñieåm cuoái cuûa khoaûng
hoaëc quaù trình khoâng hoäi tuï thì neân duøng quy taéc ñieåm giöõa cho khoaûng
chöùa ñieåm cuoái naøy vaø neân chia nhoû khoaûng naøy thaønh 2 hay 3 khoaûng con.

5.3 Caàu phöông thích öùng

Muïc naøy trình baøy yù töôûng cô baûn - caàu phöông thích öùng - cho caùc chöông
trình tính xaáp xæ tích phaân ñaït ñoä chính xaùc theo yeâu caàu ngöôøi duøng. Ñieàu
naøy ñöôïc thöïc hieän baèng caùch chia nhoû khoaûng Œa; b� thaønh caùc khoaûng con
vaø aùp duïng coâng thöùc caàu phöông cô baûn cho moãi khoaûng. Khoaûng ñöôïc phaân
hoaïch theo caùch thích öùng vôùi daùng ñieäu cuûa haøm f .x/, döïa treân keát quaû vieäc
ñaùnh giaù sai soá. Neáu sai soá khoâng chaáp nhaän ñöôïc, vieäc chia nhoû khoaûng con
seõ ñöôïc tieáp tuïc. Nhö ta ñaõ thaáy, ngay caû vôùi coâng thöùc caàu phöông coù baäc
chính xaùc vöøa phaûi, söï giaûm thieåu ñoä daøi cuûa khoaûng, veà cô baûn, laøm taêng söï
chính xaùc cuûa xaáp xæ. Tieán haønh theo caùch naøy, coâng thöùc ñöôïc aùp duïng treân
toaøn boä caùc khoaûng con trong ñoù f .x/ ñöôïc xaáp xæ toát hôn. YÙ töôûng ñöôïc
trình baøy ôû ñaây laø cô sôû caùc chöông trình con cuûa moät soá thö vieän chöông
trình nhö QUADPACK, NAG vaø IMSL; thaäm chí trong caùc moâi tröôøng tính
toaùn nhö Matlab.

Trong caùc chöông trình "caàu phöông thích öùng", khi maõ nhaän ñöôïc caùc
dung sai1 (tolerance) cuûa sai soá tuyeät ñoái abs err vaø sai soá töông ñoái rel err,
noù seõ coá gaéng tính giaù trò ans sao cho

jI � ansj � max fabs err; rel err � jI jg: (5.22)

Khi caøi ñaët (5.22) ta duøng ñaùnh giaù sai soá

err � I � ans

vaø thay I baèng ans trong (5.22)

jerrj � max fabs err; rel err � jansjg: (5.23)

Löu yù, ta khoâng bieát giaù trò ñuùng cuûa I .
Khoâng theå coù ñöôïc xaáp xæ tích phaân chính xaùc hôn giaù trò ñuùng cuûa noù

ñöôïc laøm troøn, vì vaäy laáy rel err < u (u laø ñôn vò laøm troøn) laø voâ nghóa.

1Thuaät ngöõ dung sai duøng ôû ñaây ñöôïc hieåu theo nghóa kyõ thuaät, noù laø ñoä lôùn chaáp nhaän
ñöôïc cuûa sai soá.
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Thoâng thöôøng ngöôøi ta laáy rel err > 10u. Cuõng vaäy, abs err > 0 ñeå ñoái xöû
vôùi tröôøng hôïp I D 0.

Phöông phaùp thích öùng duøng trong maõ chia khoaûng Œa; b� thaønh caùc
khoaûng con Œ˛; ˇ�, treân ñoù quy taéc caàu phöông cô baûn ñöôïc duøng, ñaït ñoä
chính xaùc yeâu caàu. Ñeå quyeát ñònh xem keát quaû tính toaùn ñaõ ñuû chính xaùc
chöa ta phaûi ñaùnh giaù sai soá cuûa coâng thöùc. Ñieàu naøy ñöôïc thöïc hieän döïa treân
nguyeân lyù cô baûn cuûa giaûi tích soá, aáy laø ñaùnh giaù sai soá cuûa keát quaû baèng caùch
so saùnh noù vôùi keát quaû chính xaùc hôn. Goïi Q laø keát quaû tính toaùn vaø OQ laø
keát quaû chính xaùc hôn, ta duøng ñaùnh giaù sai soá:

err D OQ �Q;

nghóa laø, thay I baèng OQ. Thí duï, Q ñöôïc tính baèng quy taéc hình thang
(theo f .˛/ vaø f .ˇ/), OQ ñöôïc tính baèng quy taéc Simpson (theo f .˛/, f .ˇ/ vaø
f ..˛ C ˇ/=2/), ñöôïc bieát laø chính xaùc hôn. Cuõng coù theå laáy OQ nhö laø keát
quaû tính baèng cuøng phöông phaùp (hình thang) nhöng khoaûng Œ˛; ˇ� ñöôïc chia
ñoâi. Moät löu yù khi thieát keá chöông trình laø yeâu caàu veà tính kinh teá. Neân
choïn phöông phaùp tính OQ sao cho noù thöøa höôûng caùc ñaùnh giaù f .x/ ñaõ coù
khi tính Q. Nhö trong thí duï vöøa neâu, ñeå tính OQ ta chæ caàn ñaùnh giaù theâm
f ..˛C ˇ/=2/, caùc ñaùnh giaù f .˛/, f .ˇ/ ñöôïc thöøa höôûng töø quaù trình tính Q.

5.4 Caùc chöông trình con

Trong muïc naøy ta laøm quen vôùi moät soá chöông trình con daïng function tính
tích phaân soá. function smpsns laø chöông trình con tính tích phaân baèng phöông
phaùp Simpson (simpson's method) vôùi N ñoaïn. Haøm f .x/ coù theå coù kyø dò
taïi a vaø/hay b nhöng tích phaân hoäi tuï. Thí duï jf .x/j ! 1 khi x ! a,
caän döôùi seõ ñöôïc "dôøi leân" a.1 C EPS/ hoaëc a C EPS (ñeå traùnh tröôøng hôïp
a � EPS underflow). Cuõng ñeå traùnh tröôøng hôïp f .xi/ overflow, ta ñaët f .xi/

baèng ˙realmax neáu f .xi/ baèng ˙inf.

function INTf=smpsns(f,a,b,N,varargin)

% tich phan cua f(x) tren [a,b] bang quy tac Simpson voi N doan

EPS=1e-12;

if nargin<4, N=100; end

if abs(b-a)<1e-12|N<=0, INTf=0; return; end

if mod(N,2)~=0, N=N+1; end % lam cho N chan

fa=feval(f,a,vararginfWg);
if isnan(fa)|abs(fa)==inf, a=a+max(abs(a)*EPS,EPS); end

fb=feval(f,b,vararginfWg);
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if isnan(fb)|abs(fb)==inf, b=b-max(abs(b)*EPS,EPS); end

h=(b-a)/N; x=a+[0:N]*h; % cac nut

kodd=2:2:N; keven=3:2:N-1; % tap cac chi so le/chan

fx=feval(f,x,vararginfWg);
fx(find(fx==inf))=realmax; fx(find(fx==-inf))=-realmax;

INTf= h/3*(fx(1)+fx(N+1)+4*sum(fx(kodd))+2*sum(fx(keven)));

Chuù giaûi
? isnan ñuùng khi "Not-a-Number". isnan(x) traû veà 1 khi x laø NaN, 0 khi

ngöôïc laïi.
? feval - ñaùnh giaù haøm chæ ñònh. feval(f,x1,...,xn) ñaùnh giaù haøm, chæ

ñònh bôûi teân haøm f, taïi x1,...,xn.
? realmax - soá daáu chaám ñoäng döông lôùn nhaát.
? find - tìm cuûa caùc phaàn töû khaùc khoâng. find(x) traû veà caùc chæ soá töông öùng

vôùi caùc phaàn töû khaùc khoâng cuûa maûng x. Löu yù x coù theå laø bieåu thöùc logic.

Hai function asmpsn chöông trình tính tích phaân baèng phöông phaùp
Simpson thích öùng (adapted simpson method). Vôùi function naøy ta coù theå
tính tích phaân vôùi sai soá toái ña do ñoái soá tol chæ ñònh. Ñaàu tieân, haøm f .x/

ñöôïc tính baèng phöông phaùp Simpson 1 ñoaïn (baèng caùch goïi function smpsns).
Keát quaû traû veà ñöôïc hieäu chænh daàn. Sau khi tính toaùn, keát quaû traû veà bao
goàm INTf - tích phaân cuûa haøm f .x/, points - vectô chöùa caùc ñieåm nuùt vaø
err - sai soá.

function [INTf,points,err]=asmpsn(f,a,b,tol,varargin)

% ap dung quy tac Simpson thich ung

INTf=smpsns(f,a,b,1,varargin:);

points=[a (a+b)/2 b];

err=10;

notdone=true;

while notdone

for k=1:length(points)-1

SUBINTf(k)=smpsns(f,points(k),points(k+1),1,varargin:);

end

INTfnew=sum(SUBINTf);

err=abs(INTfnew-INTf);

INTf= INTfnew;

if isnan(err)|err<tol|tol<eps

notdone=false;

else

for k=1:length(points)-1

points=[points,points(1),(points(1)+points(2))/2];
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points(1)=[];

end

points=[points,points(1)];

points(1)=[];

end

end

Baây giôø ta duøng caùc function treân ñeå tính tích phaân
R 1

0
x sin.10x/dx.

Duøng phöông phaùp Simpson 5 ñoaïn:

>> f = @(x) x.*sin(10.*x);

>> smpsns(f,a,b,5)

Keát quaû traû veà

ans =

0.0851

Duøng phöông phaùp Simpson 20 ñoaïn:

>> f = @(x) x.*sin(10.*x);

>> smpsns(f,a,b,20)

Keát quaû traû veà

ans =

0.0785

Neáu duøng phöông phaùp Simpson thích öùng vôùi tolD 10�6:

>> [INTf,points,err]=asmpsn(f,0,1,10^-6);

>> INTf

INTf =

0.0785

>> length(points)

ans =

65

5.5 Moät soá vaán ñeà thöïc haønh

Caùc coâng thöùc caàu phöông xaáp xæ tích phaân duøng moät soá höõu haïn caùc ñieåm.
Neáu giaù trò haøm taïi caùc ñieåm naøy khoâng bieåu dieãn toát haøm thì keát quaû tính
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toaùn coù theå khoâng chính xaùc maëc duø sai soá ñaùnh giaù laø chaáp nhaän ñöôïc.
Nguyeân nhaân laø tích phaân xaáp xæ vaø sai soá ñaùnh giaù döïa treân giaû thieát haøm
döôùi daáu tích phaân laø trôn giöõa caùc ñieåm.

Chöông trình caàu phöông thích öùng cho keát quaû toát neáu nhaän daïng ñöôïc
daùng ñieäu cuûa haøm döôùi daáu tích phaân. Nhöng neáu f .x/ coù ñieåm nhoïn hoaëc
dao ñoäng nhieàu trong khoaûng laáy tích phaân thì keát quaû khoâng löôøng tröôùc
ñöôïc. Ñoâi khi ta phaûi caét khoaûng laáy tính phaân thaønh nhöõng khoaûng phuø
hôïp ñeå caùc ñieåm ñaùnh giaù (phaùt sinh trong maõ caàu phöông thích öùng) naèm
trong nhöõng vuøng coù "vaán ñeà". Xem thí duï sau.

Hoï caùc tích phaân

In D
Z �

0

sin2n xdx:

coù theå tính baèng coâng thöùc truy hoài

In D 2n � 1
2n

In�1; I0 D �:

Khi n lôùn haøm döôùi daáu tích phaân coù moät ñònh nhoïn taïo ñieåm giöõa cuûa
khoaûng.

Duøng function asmpsn vôùi n D 200, tolD 10�6, keát quaû traû veà
INTf = 0.12525310615320509044501307016617

err = 7.8051e-011

vôùi 129 ñieåm ñaùnh giaù.
Neáu so vôùi giaù trò ñuùng: 0.1252531061532049786372206411372, ta thaáy

keát quaû cho raát chính xaùc. Maõ asmpsn khoâng gaëp khoù khaên vì ñænh nhoïn laø
ñieåm ñaùnh giaù. Nhöng neáu khoaûng laáy tích phaân ñöôïc taùch thaønh Œ0; 2:6� vaø
Œ2:6; ��. Khi ñoù ñænh nhoïn seõ khoâng rôi vaøo caùc ñieåm ñaùnh giaù. Tích phaân
treân hai ñoaïn naøy, duøng asmpsn, roài coäng laïi, ta ñöôïc keát quaû laø 1.5417e-007,
toång coäng chæ coù 6 ñieåm ñaùnh giaù. Keát quaû sai bieät raát nhieàu so vôùi giaù trò
ñuùng!

Nhö vaäy, vôùi moät chuùt khaûo saùt toaùn hoïc haøm döôùi daáu tích phaân, ta coù
theå traùnh ñöôïc sai soùt khi aùp duïng caùc maõ caàu phöông. Ñieàu naøy chæ coù theå
laøm ñöôïc neáu ta bieát thuaät toaùn cuûa chöông trình.

Haøm döôùi daáu tích phaân dao ñoäng
Neáu haøm döôùi daáu tích phaân f .x/ laø tuaàn hoaøn chu kyø p, i.e., f .xCp/ D
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f .x/ vôùi moïi x, vaø b � a laø moät boäi cuûa chu kyø, a � b D np, thì

Z b

a

f .x/dx D n

Z p

0

f .x/dx:

Khi ñoù, chæ caàn aùp duïng quy taéc caàu phöông cho tích phaân trong moät chu kyø.
Ñoái vôùi haøm dao ñoäng khoâng tuaàn hoaøn vaán ñeà coù khoù khaên hôn. Noùi

chung, khoaûng laáy tích phaân neân ñöôïc phaân thaønh nhieàu khoaûng con sao cho
moãi khoaûng con chæ chöùa vaøi dao ñoäng. Thí duï, tích phaân

Z �

0

sin.20x/
1C x2

dx;

coù theå vieát laïi:

2X

j D1

0

Z j�=20

.j �1/�=20

sin.20x/
1C x2

dx;

khi ñoù vieäc aùp duïng maõ caàu phöông thích öùng cho keát quaû toát.
Tích phaân vôùi caän voâ haïn
Maõ caàu phöông thích öùng khoâng theå aùp duïng tröïc tieáp ñeå tính tích phaân

voái vaän voâ haïn. Moät caùch ñeå aùp duïng noù laø duøng ñònh nghóa

Z 1

a

f .x/dx D lim
b!1

Z b

a

f .x/dx:

YÙ töôûng laø xaùc ñònh moät chaën giaûi tích cho phaàn dö j
R1

b
f .x/dxj. Nhôø noù

caän b ñöôïc choïn ñuû lôùn ñeå cho
R b

a
f .x/dx xaáp xæ

R1

a
f .x/dx vôùi ñoä chính

xaùc yeâu caàu. Khoâng thaønh vaán ñeà neáu b lôùn hôn giaù trò caàn thieát, vì vaäy moät
chaën "thoâ" cho phaàn dö laø ñuû.

Moät caùch khaùc laø ñoåi bieán thích hôïp ñeå coù tích phaân vôùi caän höõu haïn.
Chaúng haïn, ñeå ñaùnh giaù tích phaân

R1

1
e�x sin xdx, duøng bieán môùi s D 1=x,

tích phaân thaønh

Z 1

0

e1=s sin.1=s/=sds
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treân khoaûng höõu haïn Œ0; 1�. Noùi chung, ñieàu naøy sinh ra khoù khaên khaùc, tích
phaân coù kyø dò ôû ñieåm cuoái. Trong tröôøng hôïp ñaëc bieät ôû ñaây, lims!0C e1=s sin.1=s/=s D
0, vì vaäy haøm döôùi daáu tích phaân lieân tuïc taïi s D 0, vaø maõ caàu phöông thích
öùng coù theå aùp duïng ñöôïc.

5.6 Tích phaân cuûa baûng döõ lieäu

Baøi toaùn ñöôïc baøn ñeán ôû ñaây laø xaáp xæ
R b

a
f .x/dx maø chæ ñöôïc cho .xn; yn/

vôùi 1 < n < N , trong ñoù yn D f .xn/. Caùc chöông trình con caàu phöông thích
öùng khoâng theå duøng ñöôïc vì chuùng töï ñoäng choïn caùc ñieåm ôû ñoù f .x/ ñöôïc
ñaùnh giaù maø caùc ñieåm naøy coù theå khoâng naèm trong döõ lieäu fxig ñöôïc cho cuûa
haøm. Caùch tieáp caän cô baûn: xaáp xæ f .x/ baèng ña thöùc töøng maûnh F.x/, roài
tích phaân haøm naøy caùch chính xaùc.

Vì spline baäc ba cho xaáp xæ toát neân caùch choïn töï nhieân haøm F.x/ laø
spline baäc ba. Ñeå ñôn giaûn, giaû söû a D x1 vaø b D xN . Duøng kyù hieäu cuûa
chöông 3 cho spline,

Z b

a

S.x/dx D
N �1X

nD1

Z xnC1

xn

S.x/dx

D
N �1X

nD1

�

anhn C bn

h2
n

2
C cn

h3
n

3
C dn

h4
n

4

�

:

Thay caùc bieåu thöùc cuûa an, bn vaø dn theo döõ lieäu (fn) vaø cn , ta ñöôïc

Z b

a

S.x/dx D
N �1X

nD1

�

fnhn C
�
fnC1 � fn

hn

� 2

3
cnhn � 1

3
cnC1hn

�

Ch
2
n

2
C cn

h3
n

3
C cnC1 � cn

3hn

h4
n

4

�

D
N �1X

nD1

�
h

2
.fn C fnC1/ � h3

n

12
.cn C cnC1/

�

: (5.24)
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Moät sô ñoà ñöôïc duøng roäng raõi ñaët cô sôû treân noäi suy baäc hai ñòa phöông.
Ñeå xaáp xæ f .x/ baèng ña thöùc baäc hai treân Œxn; xnC1� caàn phaûi noäi suy haøm taïi
ba ñieåm. Ta coù theå noäi suy taïi xn�1; xn; xnC1 hoaëc xn; xnC1; xnC2 . Khoâng coù
lyù do gì ñeå khaúng ñònh caùch naøo cho keát quaû toát hôn, vì vaäy moät caùch phuø
hôïp laø tính baèng caû hai caùch roài laáy trung bình. Keát quaû laø moät coâng thöùc
ñoái xöùng laøm trôn hoùa sai soá coù trong baûng döõ lieäu. Taát nhieân, ôû caùc khoaûng
chöùa ñieåm daàu, cuoái (n D 1, n D N � 1), chæ duøng moät trong hai pheùp noäi suy.

5.7 Tích phaân boäi

Tích phaân xaùc ñònh theo hai hay nhieàu bieán hôn, noùi chung, khoù xaáp xæ hôn
nhieàu, chuû yeáu do hình hoïc cuûa mieàn laáy tích phaân. Muïc naøy chæ ñöa ra moät
soá baøn luaän cho tröôøng hôïp hai bieán, ñaëc bieät, nhöõng vaán ñeà coù lieân quan
ñeán phöông phaùp phaàn töû höõu haïn.

Tích phaân treân hình chöõ nhaät,

I.f / D
Z b1

a1

Z b2

a2

f .x; y/dxdy;

coù theå thöïc hieän deã daøng nhôø coâng thöùc cho tröôøng hôïp moät bieán, baèng tính
tích phaân laëp. Ñaàu tieân xaáp xæ

I.f / �
N1X

iD1

Ai

Z b2

a2

f .xi ; y/dy

vôùi quy taéc caàu phöông duøng N1 ñieåm fxig, vaø roài

I.f / �
N1X

iD1

Ai

0

@

N2X

j D1

Bjf .xi ; yj /

1

A ;

duøng quy taéc N2 ñieåm fyj g. Caùch laøm naøy coù theå toång quaùt hoùa cho tröôøng
hôïp

I.f / D
Z b1

a1

Z x2.y/

x1.y/

f .x; y/dydx:
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Baäc chính xaùc baây giôø tham chieáu ñeán caùc ña thöùc theo hai bieán, vì vaäy
moät coâng thöùc, chaúng haïn, coù baäc chính xaùc laø 2 thì phaûi tích phaân chính
xaùc taát caû caùc ña thöùc coù daïng

a0;0 C al;0x C a0;ly C a2;0x
22C al;lxy C a0;2y

2

treân mieàn ñang xeùt. Gioáng nhö trong tröôøng hôïp moät bieán, ta coù theå thieát laäp
coâng thöùc caàu phöông baèng caùch noäi suy f .x; y/ vaø tích phaân haøm noäi suy.
Ñieàu naøy hoaøn toaøn thöïc hieän ñöôïc treân hình vuoâng hay tam giaùc nhö chæ ra
ôû treân. Sô ñoà tính cho hình chöõ nhaät döïa treân tích phaân laëp coù hieäu quaû khi
coâng thöùc cho tröôøng hôïp moät bieán laø quy taéc Gauss. Nhöng chuùng khoâng
nhaát thieát laø caùi toát nhaát. Cuõng nhö tröôøng hôïp moät bieán, coù theå thieát laäp
coâng thöùc caùc ñaùnh giaù f .x; y/ laø toái thieåu vôùi baäc chính xaùc cho tröôùc. Tuy
nhieân, coâng thöùc hieäu quaû nhaát coù theå khoâng "haáp daãn" trong thöïc haønh.
Caùch tieáp caän döïa treân noäi suy raát tieän lôïi khi pheùp noäi suy ñöôïc thöïc hieän
taïi caùc ñieåm ñöôïc quan taâm vì lyù do khaùc, nhö trong phöông phaùp phaàn töû
höõu haïn. Caùch tieáp caän baèng tích phaân laëp coù theå raát thuaän tieän vì tính ñôn
giaûn vaø toång quaùt cuûa noù.

Trong moät chieàu bieán ñoåi khoaûng höõu haïn baát kyù Œa; b� thaønh khoaûng
chuaån Œ�1; 1� laø taàm thöôøng. Trong tröôøng hôïp hai chieàu thì vaán ñeà trôû neân
quan troïng vaø khoù hôn nhieàu. Giaû söû ta caàn tính tích phaân treân mieàn R toång
quaùt. Khi ñoù, R phaûi ñöôïc phaân nhoû thaønh caùc maûnh coù theå bieán ñoåi thaønh
hình vuoâng hay tam giaùc chuaån. Vieäc rôøi raïc hoùa mieàn R theo caùch naøy laø
phaàn quan troïng trong maõ phaàn töû höõu haïn. Neáu mieàn R ñöôïc phaân hoaïch
thaønh caùc tam giaùc (vôùi caïnh thaúng) thì pheùp bieán ñoåi laø affine raát ñôn giaûn.
Moät tích phaân treân tam giaùc toång quaùt T trôû thaønh tích phaân treân tam giaùc
chuaån T � (trong phaàn töû höõu haïn goïi laø tam giaùc tham chieáu),

Z Z

T

f .x; y/dxdy D
Z

T �

f .x�; y�/jD�jdx�dy�

ÔÛ ñaây D� laø ñònh thöùc Jacobi cuûa pheùp bieán ñoåi.
Treân ñaây chæ laø nhöõng baøn luaän veà yù töôûng cô baûn, aùp duïng coâng thöùc

moät bieán cho tröôøng hôïp nhieàu bieán. Coù nhieàu vaán ñeà naûy sinh lieân quan
ñeán pheùp phaân hoaïch mieàn, caùc pheùp bieán ñoåi moãi maûnh toång quaùt veà mieàn
chuaån. Laõnh vöïc tích phaân haøm nhieàu bieán cho ñeán nay vaãn coøn ñang
nghieân cöùu.

Caâu hoûi vaø baøi taäp
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5.1. Duøng phöông phaùp heä soá baát ñònh ñeå thieát laäp quy taéc Newton 3=8

Z 1

�1

f .x/dx D A1f .�1/CA2f

�

�1
3

�

C A3f

�
1

3

�

CA4f .1/C cf .dC1/.�/:

Tính A1; A2; A3; A4; d vaø c.

5.2. Duøng phöông phaùp heä soá baát ñònh ñeå tìm coâng thöùc caàu phöông Gauss
2-ñieåm vôùi sai soá lieân keát. Baét ñaàu baèng

Z 1

�1

f .x/dx D A1f .�x1/C A2f .x1/C E.f /

vaø tính A1 vaø x1. Giaû söû E.f / D cf .dC1/.�/, tìm d vaø c. Coâng thöùc trong
tröôøng hôïp toáng quaùt, khoaûng Œa; b�.

5.3. Caøi ñaët quy taéc caàu phöông hình thang ña hôïp vaø aùp duïng noù ñeå tính

Z �

0

dx

4C sin.20x/
:

Taát nhieân baïn phaûi choïn h ñuû nhoû vaø ñöôïc laáy trong moãi chu kyø. Xaáp xæ
tích phaân vôùi moät soá caùch choïn h daàn veà 0. Theo lyù thuyeát thì Tn hoäi tuï raát

nhanh. ÔÛ ñaây baïn thaáy gì?



Chöông 6

Phöông trình vi phaân thöôøng

6.1 Cô sôû lyù thuyeát

Cho haøm f .x; y/ lieân tuïc (theo bieán x) trong ñoaïn Œa; b� vôùi moïi y . Phöông
trình vi phaân caáp moät toång quaùt coù daïng

y 0.x/ D f .x; y.x// (6.1)

vôùi moïi x 2 .a; b/. Trong chöông naøy ta xeùt baøi toaùn tìm nghieäm y.x/, laø
haøm cuûa x coù ñaïo haøm lieân tuïc khi x 2 .a; b/, thoûa phöông trình (6.1) vaø giaù
trò cuûa noù taïi ñieåm ñaàu cuûa khoaûng:

y.a/ D A (6.2)

Phöông trình (6.2) ñöôïc goïi laø ñieàu kieän ñaàu, vaø toå hôïp (6.1) vaø (6.2) ñöôïc goïi
laø baøi toaùn giaù trò ñaàu hay baøi toaùn Cauchy cho phöông trình vi phaân.

Moät ñieàu kieän ñôn giaûn baûo ñaûm söï toàn taïi vaø duy nhaát nghieäm coù theå
ñöôïc thieát laäp nhôø caùch f .x; y/ phuï thuoäc y .

Haøm f .x; y/ thoûa ñieàu kieän Lipschitz theo y neáu vôùi moïi x trong khoaûng
Œa; b� vaø vôùi moïi u; v,

jf .x; u/ � f .x; v/j � Lju � vj (6.3)

vôùi L laø haèng soá, sau naøy ñöôïc goïi laø haèng soá Lipschitz. Tröôøng hôïp f coù ñaïo
haøm rieâng lieân tuïc theo bieán thöù hai,

jf .x; u/ � f .x; v/j D
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

@f

@y
.x;w/

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ju � vj

165
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vôùi w ôû giöõa u vaø v, vaø neáu @f=@y bò chaën vôùi moïi ñoái soá, thì f thoûa ñieàu
kieän Lipschitz vaø haèng soá L baát kyø sao cho

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

@f

@y
.x;w/

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

� L

vôùi moïi x trong Œa; b� vaø vôùi moïi w laø moät haèng Lipschitz. Neáu ñaïo haøm
rieâng khoâng bò chaën, coù theå chæ ra raèng baát ñaúng thöùc (6.3) khoâng theå ñuùng
vôùi moïi u; v vaø vôùi moïi x trong Œa; b�, vaäy f khoâng thoûa ñieàu kieän Lipschitz.

Thí duï 6.1. Haøm f .x; y/ D x2 cos2 y C y sin2 x, xaùc ñònh vôùi jxj � 1 vaø moïi
y , laø Lipschitz vôùi haèng soá L D 3. Ñeå thaáy ñieàu naøy, ñaïo haøm ñoái vôùi y cho

@f

@y
D �2x2 cosy sin y C sin2 x;

vaø nhö vaäy vôùi moïi x, jxj � 1, ta coù

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

@f

@y

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

� 2 � 1 � 1C 1 D 3 ı

Thí duï 6.2. Haøm f .x; y/ D
p

jyj khoâng thoûa ñieàu kieän Lipschitz vì noù coù
ñaïo haøm rieâng lieân tuïc vôùi y > 0, khoâng bò chaën khi y ! 0:

@f

@y
D 1

2
p
y

ı

Moät tröôøng hôïp quan troïng cuûa (6.1) laø phöông trình vi phaân tuyeán tính,
f .x; y/ D g.x/y C h.x/. Haøm f .x; y/ lieân tuïc theo .x; y/ töông ñöông vôùi
g.x/ vaø h.x/ lieân tuïc theo x. Vì

@f

@y
D g.x/

vaø vì haøm lieân tuïc g.x/ bò chaën treân khoaûng höõu haïn Œa; b� baát kyø, neân
phöông trình tuyeán tính thoûa ñieàu kieän Lipschitz trong haàu heát caùc tröôøng
hôïp thöïc haønh.
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Thí duï 6.3. Tích phaân Dawson laø haøm

y.x/ D e�x2

Z x

0

et2

dt:

Coù theå kieåm tra raèng tích phaân treân laø nghieäm cuûa baøi toaùn giaù trò ñaàu cho
phöông trình vi phaân tuyeán tính

y 0 D 1 � 2xy;
y.0/ D 0:

Treân khoaûng Œ0; b� vôùi baát kyø b 6D 0, haøm f .x; y/ D 1 � 2xy lieân tuïc vaø
Lipschitz vôùi haèng soá Lipschitz L D 2jbj ı

Caùc ñieàu kieän ñuû ñeå phöông trình vi phaân toàn taïi vaø duy nhaát nghieäm
coù theå ñöôïc phaùt bieåu moät caùch hình thöùc:

Ñònh lyù 6.1. Cho f .x; y/ lieân tuïc vôùi moïi x trong khoaûng Œa; b� vaø moïi y , vaø thoûa
(6.3). Thì vôùi baát kyø soá A, baøi toaùn giaù trò ñaàu y0 D f .x; y/, y.a/ D A coù nghieäm
duy nhaát y.x/ xaùc ñònh vôùi moïi x thuoäc khoaûng Œa; b�.

Cho ñeán nay ta ñaõ noùi veà moät phöông trình vi phaân vôùi moät aån y.x/.
Moät heä phöông trình vi phaân caáp moät vôùi m aån laø

Y 0
1 D F1.x; Y1; Y2; : : : ; Ym/

Y 0
2 D F2.x; Y1; Y2; : : : ; Ym/

:::

Y 0
m D Fm.x; Y1; Y2; : : : ; Ym/

(6.4)

Cuøng vôùi caùc phöông trình (6.4) coù caùc ñieàu kieän ñaàu

Y1.a/ D A1

Y2.a/ D A2

:::

Ym.a/ D Am

(6.5)
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Neáu ñaët

Y.x/ D

2

6
6
6
4

Y1

Y2

:::

Ym

3

7
7
7
5
; A D

2

6
6
6
4

A1

A2

:::

Am

3

7
7
7
5
; F.x;Y/ D

2

6
6
6
4

F1.x;Y/
F2.x;Y/

:::

Fm.x;Y/

3

7
7
7
5

(6.6)

thì (6.4) vaø (6.5) trôû thaønh

Y0 D F.x;Y/; (6.7)
Y.a/ D A: (6.8)

Moät laàn nöõa ta xem toå hôïp cuûa (6.4) vaø (6.5) nhö laø baøi toaùn giaù trò ñaàu. Baèng
caùch duøng kyù hieäu vectô laøm cho tröôøng hôïp m aån troâng gioáng nhö tröôøng
hôïp moät aån. Moät trong caùc khía caïnh may maén cuûa lyù thuyeát baøi toaùn giaù
trò ñaàu laø lyù thuyeát cho heä phöông trình vi phaân caáp moät coát yeáu gioáng nhö
tröôøng hôïp moät aån. Caùc chöùng minh cho heä chính laø ñöa vaøo caùc vectô vaø
chuaån cuûa chuùng ôû ñaâu coù caùc voâ höôùng vaø caùc giaù trò tuyeät ñoái trong chöùng
minh cho moät aån. Vôùi haøm vectô F.x;Y/ thoûa ñieàu kieän Lipschitz, ñieàu kieän
ñuû laø moãi Fi.x; Y1; Y2; : : : ; Ym/ thoûa ñieàu kieän Lipschitz ñoái vôùi moãi Yj ; nghóa
laø, toàn taïi caùc haèng soá Lij sao cho

jFi.x; Y1; : : : ; Yj �1; u; Yj C1; : : : ; Ym/�Fi.x; Y1; : : : ; Yj �1; v; Yj C1; : : : ; Ym/j � Lij ju�vj

vôùi moïi i; j . Vôùi ñieàu naøy, ñònh lyù töông töï ñònh lyù 6.1 cho tröôøng hôïp m aån
ñuùng. Vì lyù thuyeát caùc phöông phaùp soá cho heä caùc phöông trình veà coát yeáu
cuõng gioáng nhö vôùi moät phöông trình, neân ta töï haïn cheá chæ ñoái xöû chi tieát
vôùi tröôøng hôïp moät phöông trình vaø phaùt bieåu keát quaû töông töï cho heä.

Haàu heát chöông trình maùy tính ñoøi hoûi baøi toaùn phaûi ñöôïc cho döôùi
daïng chuaån (6.4) vaø (6.5), nhöng caùc phöông trình xuaát hieän trong nhieàu daïng
khaùc nhau. Chaúng haïn, phöông trình caáp hai, nghóa laø caùc phöông trình daïng

y 00 D g.x; y; y 0/;

thöôøng gaëp trong caùc taøi lieäu veà heä ñoäng löïc. Ñònh nghóa veà nghieäm laø
môû roäng hieån nhieân cuûa tröôøng hôïp caáp moät vaø ñieàu kieän ñaàu thích hôïp laø
y.a/ D A1; y

0.a/ D A2. Ñaây laø phöông trình vi phaân caáp hai cho moät ñaïi
löôïng chöa bieát, y.x/. Moät baøi toaùn töông ñöông ôû daïng chuaån (6.4) coù theå
ñöôïc tìm baèng caùch ñöa vaøo hai ñaïi löôïng chöa bieát vaø tìm hai phöông trình
vi phaân caáp moät ñöôïc thoûa bôûi chuùng. Moät trong hai aån môùi phaûi cho chuùng
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ta aån goác, vaäy ta laáy Y1.x/ D y.x/. Ta laáy aån coøn laïi laø ñaïo haøm cuûa aån goác,
Y2.x/ D y 0.x/. Ñaïo haøm caùc aån môùi, ta thu ñöôïc

Y 0
1 D y 0.x/ D Y2.x/;

Y 0
2 D y 00.x/ D g.x; y.x/; y 0.x// D g.x; Y1.x/; Y2.x//:

Baèng caùch naøy ta ñi ñeán heä hai phöông trình vi phaân caáp moät theo hai aån:

Y 0
1 D Y2;

Y 0
2 D g.x; Y1; Y2/:

Ñaây laø daïng chuaån vaø lyù thuyeát coù theå aùp duïng cho noù ñeå keát luaän söï toàn taïi
nghieäm duy nhaát Y1.x/ vaø Y2.x/ thoûa ñieàu kieän ñaàu

Y1.a/ D A1;

Y2.a/ D A2:

Nghieäm cuûa baøi toaùn goác nhaän ñöôïc töø y.x/ D Y1.x/. Ñeå kieåm ñieàu naøy, tröôùc
heát chuù yù raèng moät phöông trình phaùt bieåu raèng y0.x/ D Y 0

1.x/ D Y2.x/, vaø
phöông trình coøn laïi phaùt bieåu raèng

y 00.x/ D Y 0
2.x/ D g.x; Y1.x/; Y2.x// D g.x; y.x/; y 0.x//:

Töông töï, coù theå thaáy raèng caùc ñieàu kieän ñaàu ñöôïc thoûa.
Phöông trình vi phaân caáp m toång quaùt moät aån,

y.m/ D g.x; y; y 0; : : : ; y.m�1//;

y.a/ D A1; y
0.a/ D A2; : : : ; y

.m�1/.a/ D Am

coù theå ñöôïc ñaët thaønh daïng chuaån theom aån Y1.x/ D y.x/; Y2.x/ D y 0.x/; : : : ; Ym.x/ D
y.m�1/.x/ vaø

F1.x; Y1; Y2; : : : ; Ym/ D Y2

F2.x; Y1; Y2; : : : ; Ym/ D Y3

:::

Fm�1.x; Y1; Y2; : : : ; Ym/ D Ym

Fm.x; Y1; Y2; : : : ; Ym/ D g.x; Y1; Y2; : : : ; Ym/:

Thí duï 6.4. Ñeå chuyeån baøi toaùn giaù trò ñaàu

y 00 C .y2 � 1/y 0 C y D 0; y.0/ D 1; y 0.0/ D 4
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thaønh heä phöông trình vi phaân caáp moät, ñaët

Y1.x/ D y.x/; Y2.x/ D y 0.x/:

Thì

Y 0
1 D y 0 D Y2

Y 0
2 D y 00 D �.Y 2

1 � 1/Y2 � Y1

vaø
Y1.0/ D 1; Y2.0/ D 4:

Baøi toaùn naøy coù theå ñaët thaønh daïng (6.4) baèng caùch ñònh nghóa

Y D
�

Y1

Y2

�

; A D
�

1

4

�

; F.x;Y/ D
�

Y2

�.Y 2
1 � 1/Y2 � Y1

�

ı

6.2 Moät sô ñoà soá ñôn giaûn

Xeùt baøi toaùn giaù trò ñaàu (6.1) vaø (6.2),

y 0 D f .x; y/

y.a/ D A;

treân khoaûng Œa; b�. Caùc phöông phaùp soá ta xeùt sinh ra moät baûng caùc giaù trò
xaáp xæ cho y.x/. Taïm thôøi ta giaû söû raèng caùc ñieåm nhaäp vaøo caùch ñeàu theo
bieán khoâng gian x. Nghóa laø, ta choïn moät soá nguyeân N vaø vôùi h D .b�a/=N ,
ta xaây döïng xaáp xæ taïi caùc ñieåm xn D a C nh vôùi n D 0; 1; : : : ; N . Kyù hieäu
y.xn/ ñöôïc duøng cho nghieäm cuûa (6.1) vaø (6.2) ñöôïc ñaùnh giaù taïi x D xn, coøn
yn ñöôïc duøng cho moät xaáp xæ cuûa y.xn/.

Phöông trình vi phaân khoâng coù "kyù öùc". Neáu ta bieát giaù trò y.xn/, Ñònh
lyù 6.1 aùp duïng cho baøi toaùn

u0 D f .x; u/

u.xn/ D y.xn/

noùi raèng nghieäm cuûa baøi toaùn giaù trò ñaàu naøy treân khoaûng Œxn; b� chính laø
y.x/. [Sau heát, y.x/ laø nghieäm vaø ñònh lyù noùi raèng chæ coù moät nghieäm.]
Nghóa laø, caùc giaù trò cuûa y.x/ vôùi x ôû tröôùc xn , khoâng aûnh höôûng tröïc tieáp ñeán
nghieäm cuûa phöông trình vi phaân vôùi x ôû sau xn. Moät vaøi phöông phaùp soá
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cho phöông trình vi phaân coù kyù öùc vaø moät vaøi phöông phaùp thì khoâng. Lôùp
caùc phöông phaùp ñöôïc bieát nhö laø phöông phaùp moät böôùc (one-step method)
khoâng coù kyù öùc - cho tröôùc yn, coù moät coâng thöùc cho giaù trò ynC1 phuï thuoäc
vaøo xn; yn; f vaø h. Baét ñaàu vôùi giaù trò ban ñaàu hieån nhieân y0 D A, phöông
phaùp moät böôùc sinh ra moät baûng giaù trò y.x/ baèng caùch thöïc hieän laäp laïi moät
böôùc theo x vôùi ñoä daøi h ñeå sinh ra daõy lieân tieáp y1; y2; : : :

Thí duï ñôn giaûn nhaát cuûa phöông phaùp moät böôùc laø phöông phaùp Euler.
Ta nghieân cöùu noù vì caùc chi tieát khoâng laøm môø ñi yù töôûng vaø tröôøng hôïp
toång quaùt laø raát gioáng. Khai trieån Taylor y.x/ quanh x D xn , cho

y.xnC1/ D y.xn/C hy 0.xn/C h2

2
y 00.�n/

vôùi xn < �n < xnC1, mieãn laø y.x/ 2 C 2Œa; b�. Duøng söï kieän y.x/ thoûa (6.1),
phöông trình treân thaønh

y.xnC1/ D y.xn/C hf .xn; y.xn//C h2

2
y 00.�n/: (6.9)

Vôùi h nhoû,
y.xnCl/ � y.xn/C hf .xn; y.xn//:

Heä thöùc naøy ñeà nghò
Phöông phaùp Euler

y0 D A

ynC1 D yn C hf .xn; yn/; n D 0; 1; : : : ; N � 1: (6.10)

Thí duï 6.5. Laäp baûng tích phaân Dawson treân Œ0; 0:5� duøng sô ñoà Euler vôùi
h D 0:1. Nhaéc laïi, töø thí duï 6.3 raèng tích phaân Dawson laø nghieäm cuûa baøi
toaùn giaù trò ñaàu

y 0 D 1 � 2xy
y.0/ D 0:

Laáy y0 D 0, ta thaáy raèng

y1 D 0C 0; 1 � .1� 2 � 0 � 0/ D 0:1I
töông töï,

y2 D 0:1C 0; 1 � .1� 2 � 0:1 � 0:1/ D 0:198:

Tieáp tuïc theo loái naøy, ta nhaän ñöôïc baûng keát quaû sau. Giaù trò chính xaùc cuûa
tích phaân ñöôïc laáy töø [1].
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xn yn y.xn/

0:0 0:00000 0:00000

0:1 0:10000 0:09934

0:2 0:19800 0:19475

0:3 0:29008 0:28263

0:4 0:37268 0:35994

0:5 0:44287 0:42444

ı

Ñeå nghieân cöùu söï hoäi tuï cuûa phöông phaùp Euler, ta lieân heä sai soá taïi
xnC1 vôùi sai soá taïi xn. Tröø (6.10) vôùi (6.9) cho

y.xnC1/ � ynC1 D y.xn/� yn C hŒf .xn; y.xn// � f .xn; yn/�C
h2

2
y 00.�n/:

Kyù hieäu sai soá taïi xn bôûi En D y.xn/ � yn, ñieàu kieän Lipschitz treân f vaø
phöông trình naøy ñöa ñeán

jEnC1j < jEnj C hLjy.xn/ � ynj C h2

2
jy 00.�n/j:

Vôùi ñieàu kieän
M2 D max

a�x�b
jy 00.x/j

ta ñöôïc

jEnC1j < jEnj.1C hL/C h2

2
M2; n D 0; 1; : : : ; N � 1: (6.11)

ÔÛ ñaây soá haïng h2M2=2 chaën sai soá trong böôùc hieän haønh vaø soá haïng coøn laïi
chaën sai soá truyeàn töø caùc böôùc tröôùc.

Ñeå chöùng minh söï hoäi tuï, ta chaën sai soá coù theå xuaát hieän khi ta böôùc
töø x0 D a tôùi xN D b vaø roài chöùng toû raèng noù daàn tôùi khoâng khi h daàn tôùi
khoâng. Coâng vieäc ñaàu tieân laø xeùt xem baát ñaúng thöùc (6.11) cho pheùp sai soá
phaùt trieån nhanh nhö theá naøo. Ñeå laøm ñieàu naøy ta thieát laäp moät keát quaû
toång quaùt maø sau naøy seõ duøng ñeán.
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Boå ñeà 6.1. Giaû söû toàn taïi caùc soá thöïc ı > 0 vaø M > 0 sao cho daõy d0; d1; : : : thoûa

dnC1 � .1C ı/dn CM; n D 0; 1; : : : ;

thì

dn � .1C ı/nd0 CMŒ1C .1C ı/C .1C ı/2 C : : : C .1C ı/n�1�: (6.12)

Chöùng minh. Ñeå chöùng minh ñieàu naøy ta duøng quy naïp. Deã thaáy, baát ñaúng
thöùc (6.12) ñuùng vôùi n D 1. Giaû söû baát ñaúng thöùc (6.12) ñuùng vôùi tröôøng hôïp
n D k. Thì

dkC1 � .1C ı/dk CM

� .1C ı/kC1d0 CMŒ1C .1C ı/C : : : C .1C ı/k�;

nghóa laø, baát ñaúng thöùc ñuùng vôùi n D k C 1 vaø chöùng minh hoaøn taát.

Boå ñeà 6.2. Giaû söû coù caùc soá ı > 0 vaø M > 0 sao cho daõy d0; d1; : : : thoûa

dkC1 � .1C ı/dk CM; k D 0; 1; : : :

Thì vôùi n > 0 baát kyø,

dn � enıd0 CM
enı � 1
ı

: (6.13)

Chöùng minh. AÙp duïng coâng thöùc tính toång caáp soá nhaân vôùi coâng boäi x D 1Cı,
ta thaáy veá phaûi cuûa (6.12) coù theå vieát döôùi daïng

.1C ı/nd0 CM
.1C ı/n � 1

ı
: (6.14)

Khai trieån haøm muõ ôû laân caän khoâng, vôùi ı > 0, cho

eı D 1C ı C ı2

2
e�; 0 < � < ı:

Suy ra
1C ı � eı
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vaø
.1C ı/n � enı:

Ñieàu naøy cho thaáy (6.14) bò chaën bôûi

enıd0 CM
enı � 1

ı
;

vaø (6.13) ñöôïc chöùng minh.
Baây giôø trôû laïi vôùi phöông phaùp Euler, ta aùp duïng Boå ñeà 6.2 cho (6.11) vaø

ñi ñeán

jEnj � enhLjE0j C hM2

2L
.enhL � 1/:

Tuy nhieân, nh D xn � a vaø E0 D y0 � A D 0, vì vaäy

jy.xn/ � ynj � hM2

2L
.eL.xn�a/ � 1/: (6.15)

Duøng xn � a < b � a, ñieàu naøy daãn ñeán

max
0�n�N

jy.xn/ � ynj � hM2

2L
.eL.b�a/ � 1/: (6.16)

Ta thaáy raèng sai soá cuûa phöông phaùp Euler bò chaën bôûi moät haèng soá laàn h.
Khi giaù trò cuûa haèng soá khoâng quan troïng, caùc bieåu thöùc nhö vaäy ñöôïc vieát laø
0.h/.

Noùi chung, ta ñaõ coá tình lôø ñi aûnh höôûng cuûa soá hoïc chính xaùc höõu haïn.
Tuy nhieân, neáu nghieäm khoù xaáp xæ chính xaùc taïi xn, kích thöôùc böôùc coù theå
phaûi nhoû ñeán noãi ñoä chính xaùc caàn ñöôïc xeùt. Ñeå yù raèng, töø chöông trình con,
ta khoâng nhaän ñöôïc f .xn; yn/ maø ñöôïc f .xn; yn/C �n. Töông töï, trong tính
toaùn ynC1 D yn C hŒf .xn; yn/C �n� theâm sai soá �n ñöôïc taïo ra. Thì keát quaû
daõy tính toaùn sinh ra laø

ynC1 D yn C hf .xn; yn/C h�n C �n:

Ta haõy giaû söû raèng j�nj � � vaø j�nj � � vôùi moïi h � h0. Thì phaân tích treân
coù theå ñöôïc hieäu chænh ñeå nhaän ñöôïc

max
0�n�N

jy.xn/� ynj � eL.b�a/ � 1
L

�
hM2

2
C �C �

h

�

:



6.2. MOÄT SÔ ÑOÀ SOÁ ÑÔN GIAÛN 175

Theo chaën naøy, caùc aûnh höôûng laøm troøn laø xaáu khi ta giaûm kích thöôùc böôùc
nhaèm thu ñöôïc nghieäm chính xaùc hôn. Roõ raøng coù moät ñoä chính xaùc cöïc ñaïi
phuï thuoäc vaøo baøi toaùn, phöông phaùp soá, vaø soá hoïc maø maùy tính söû duïng. Caùc
aûnh höôûng thì phöùc taïp hôn ñieàu maø chaën naøy cho thaáy, nhöng moät caùch
ñònh tính chaën laø chính xaùc. Deã daøng chöùng toû baèng thöïc nghieäm soá raèng
khi h giaûm, nghieäm soá thoaït ñaàu chính xaùc hôn, tieán tôùi moät giaù trò toát, roài
thì sau ñoù söï giaûm thieåu chính xaùc gia taêng.

Pheùp phaân tích söï hoäi tuï vöøa trình baøy laø caùch truyeàn thoáng. Caùi khoù
laø ñaây khoâng phaûi laø caùch maø caùc chöông trình hieän nay laøm vieäc. Thöïc ra töø
kích thöôùc böôùc chæ ñònh h, chöông trình töï ñoäng choïn moät kích thöôùc böôùc
maø seõ sinh ra moät nghieäm vôùi ñoä chính xaùc chæ ñònh. Moät moâ hình hôïp lyù cho
kích thöôùc böôùc ñöôïc choïn (trong caùc chöông trình nhö vaäy) laø taïi xn chöông
trình choïn moät böôùc hn D ‚.xn/H , trong ñoù ‚.x/ laø moät haøm lieân tuïc töøng
khuùc thoûa 0 < � � ‚.x/ � 1 vôùi a � x � b. Vôùi moâ hình naøy ta deã daøng söûa
ñoåi chöùng minh hoäi tuï vöøa cho ñeå tính ñeán söï thay ñoåi kích thöôùc böôùc. Keát
quaû laø khi kích thöôùc böôùc cöïc ñaïi H daàn tôùi khoâng, max0�n�N jy.xn/ � ynj
laø 0.H/. Ngöôøi ta chæ ñònh tröôùc moät dung sai � . Trong böôùc ñoä daøi h töø xn,
phöông phaùp Euler taïo ra moät sai soá xaáp xæ baèng h2jy 00.xn/j=2. Kích thöôùc
böôùc lôùn nhaát hn coù theå ñöôïc duøng maø vaãn giöõ sai soá nhoû hôn � laø

hn �
s

2�

jy 00.xn/j
:

Khi y00.xn/ gaàn baèng khoâng, ta caàn ñeán caùc quy taéc ñaëc bieät trong chöông
trình. Giaû söû y00.x/ khoâng trieät tieâu trong Œa; b�. Neáu

� D min
Œa;b�

jy 00.x/j > 0

vaø

H D
s

2�

�

thì

hn �
s

�

jy 00.xn/j
H D ‚.xn/H
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xaùc ñònh ‚.x/. Chuù yù raèng H D 0.�1=2/ ñeå max jy.xn/ � ynj laø 0.� 1=2/ cho
phöông phaùp Euler vôùi söï choïn löïa töï ñoäng kích thöôùc böôùc.

6.3 Caùc phöông phaùp moät böôùc

Baây giôø ta xeùt caùc phöông phaùp moät böôùc vaø ñaët caùc giaû thieát cuûa chuùng döïa
theo phöông phaùp Euler. Coâng thöùc toång quaùt coù daïng

y0 D A;

ynC1 D yn C hˆ.xn; yn; f; h/; n D 0; 1; : : : (6.17)

Phöông phaùp khoâng coù kyù öùc, neân ˆ chæ phuï thuoäc vaøo caùc ñoái soá xn; yn; f; h.
Thoâng thöôøng f vaø h ñöôïc boû ñi trong kyù hieäu. Giaû söû ˆ lieân tuïc theo x
vaø y . Phöông phaùp Euler laáy ˆ.x; y/ D f .x; y/ vaø ñieàu kieän Lipschitz ñöôïc
duøng laø coát yeáu. Vaäy, vôùi coâng thöùc toång quaùt ta giaû söû raèng

jˆ.x; u/ �ˆ.x; v/j � Lˆju � vj (6.18)

khi a � x � b, vôùi moïi 0 < h � h0 vôùi h0 naøo ñoù, haøm lieân tuïc baát kyø f
thoûa ñieàu kieän Lipschitz, vaø vôùi moïi u; v.

Khi baøn luaän veà phöông phaùp Euler ta ñaõ duøng, nhö laø ñieåm baét ñaàu, söï
kieän nghieäm y.x/ haàu nhö thoûa coâng thöùc (6.10) ñeå xaùc ñònh xaáp xæ soá. Caùi
töông töï ôû ñaây laø

y.xnC1/ D y.xn/C hˆ.xn; y.xn//C h�n; (6.19)

vôùi �n "nhoû". Chính xaùc hôn, neáu vôùi moïi xn trong Œa; b� vaø moïi h � h0, coù
caùc haèng soá C vaø p sao cho

j�nj � Chp; (6.20)

thì ta noùi raèng phöông phaùp thuoäc caáp p cho phöông trình (6.1). Ñaïi löôïng
�n ñöôïc goïi laø sai soá chaët cuït ñòa phöông (local truncation error).

Ñònh lyù 6.2. Giaû söû baøi toaùn giaù trò ñaàu

y 0 D f .x; y/;

y.a/ D A

treân khoaûng höõu haïn Œa; b� ñöôïc giaûi baèng phöông phaùp moät böôùc (6.17) vaø giaû söû
raèng caùc giaû thieát cuûa ñònh lyù 6.1 ñöôïc thoûa. Neáu ˆ.x; y/ thoûa (6.18) vaø neáu phöông
phaùp laø caáp p > 1 cho y.x/, thì vôùi baát kyø xn D a C nh 2 Œa; b�

jy.xn/ � ynj � Chp

Lˆ

.eLˆ.xn�a/ � 1/: (6.21)
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Chöùng minh. Nhö tröôùc, ñaët En D y.xn/ � yn vaø tröø (6.17) cho (6.19) ta ñöôïc

EnC1 D En C hŒˆ.xn; y.xn//� ˆ.xn; yn/�C h�n

Duøng ñieàu kieän Lipschitz (6.18) vaø giaû thieát phöông phaùp laø caáp p, ta thaáy
raèng

jEnC1j D .1C hLˆ/jEnj C Chp:

Baây giôø ñònh lyù laø keát quaû cuûa Boå ñeà 6.2 vaø söï kieän E0 D 0.
Cuõng nhö baøn luaän cuûa phöông phaùp Euler, keát quaû cuûa ñònh lyù cho söï

hoäi tuï 0.hp/. Ñieàu naøy giaûi thích vieäc ta goïi phöông phaùp laø caáp p cho y.x/.
Thuaät ngöõ "phöông phaùp thuoäc caáp p" ñöôïc duøng ñeå moâ taû moät phöông phaùp
maø thuoäc caáp p neáu f laø ñuû trôn. Caáp cuûa söï hoäi tuï laø thaáp hôn khi f khoâng
trôn nhö vaäy.

Nhö ñaõ giaûi thích trong moái lieân heä vôùi phöông phaùp Euler, ñoaïn maõ
choïn töï ñoäng kích thöôùc böôùc ñeå giöõ cho sai soá luoân nhoû hôn moät dung sai
� . Ñoàng thôøi chuùng coá gaéng duøng moät böôùc ñuû lôùn. Moät moâ hình hôïp lyù cuûa
thuaät toaùn tìm kích thöôùc böôùc nhö vaäy daãn ñeán moät kích thöôùc böôùc hn taïi
xn cho bôûi

hn D ‚.xn/H

vôùi moät haøm lieân tuïc töøng khuùc ‚.x/ vôùi 0 < � � ‚.x/ � 1 treân Œa; b�. Vôùi
kích thöôùc böôùc ñöôïc chæ ñònh theo caùch naøy, chöùng minh söï hoäi tuï coù theå
thay ñoåi deã daøng ñeå keát luaän raèng sai soá laø 0.H p/ D 0.�1=p/.

Coâng vieäc quan troïng nhaát coøn laïi baây giôø laø phaûi tìm caùc haøm ˆ khoâng
"ñaét tieàn" khi ñaùnh giaù vaø thuoäc caáp p vôùi f trôn. Töø coâng thöùc (6.19) ta
caàn �n D 0.hp/. Khai trieån Taylor cuûa y.x/ chöùng toû raèng

y.xnC1/ D y.xn/C h

�

y 0.xn/C : : : C hp�1

.p/Š
y.p/.xn/

�

C hpC1

.p C 1/Š
y.pC1/.�n/

neáu y.x/ 2 CpC1Œa; b�. Vaäy, ta tìm xem ˆ, neáu phöông phaùp laø caáp p, thì noù
phaûi coù

ˆ.x; y.x// D y 0.x/C h

2Š
y 00.x/C : : : C hp�1

.p/Š
y.p/.x/C �.x/;

vôùi �.x/ D 0.hp/. Vì y.x/ laø nghieäm cuûa phöông trình vi phaân y0.x/ D
f .x; y.x/ caùc ñaïo haøm cuûa y coù theå ñöôïc bieåu dieãn nhôø ñaïo haøm toaøn phaàn
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cuûa f . Duøng kyù hieäu f .m/.x; y.x// ñeå chæ ñaïo haøm toaøn phaàn caáp m cuûa f
vaø chæ soá döôùi ñeå chæ ñaïo haøm rieâng, heä thöùc laø

y.m/ D f .m/.x; y.x//;

trong ñoù

f .1/ D D fx.x; y.x//C fy.x; y.x//f .x; y.x//;

f .m/ D D f .m�1/
x .x; y.x//C f .m�1/

y .x; y.x//f .x; y.x//; m D 2; 3; : : :

Bieåu thöùc cho ˆ.x; y/ trôû thaønh

ˆ.x; y/ D f .x; y/C h

2Š
f .1/.x; y/C : : : C hp�1

pŠ
f .p�1/.x; y/C 0.hp/: (6.22)

Moät choïn löïa hieån nhieân cho ˆ laø haøm T .x; y/

T .x; y/ D f .x; y/C h

2Š
f .1/.x; y/C : : : C hp�1

pŠ
f .p�1/.x; y/;

cung caáp moät hoï caùc phöông phaùp moät böôùc, goïi laø caùc phöông phaùp chuoãi taylor
(Taylor series methods). Phöông phaùp Euler laø tröôøng hôïp p D 1. Moät khi coù
theå tính ñöôïc caùc ñaïo haøm thì caùc phöông phaùp naøy raát coù hieäu quaû.

Caùc phöông phaùp Runge-Kutta duøng toå hôïp tuyeán tính nhieàu ñaùnh giaù
cuûa f .x; y/ ñeå xaáp xæ y.x/. Tröôøng hôïp ñôn giaûn nhaát laø phöông phaùp Euler
chæ duøng moät ñaùnh giaù. Baây giôø ta thieát laäp moät thuû tuïc duøng hai ñaùnh giaù
f .xn; yn/ vaø f .xn C p1h; yn C p2hf .xn; yn//, trong ñoù p1 vaø p2 laø caùc tham
soá. Thì vôùi ˆ ta duøng toå hôïp tuyeán tính R.x; y/:

R.xn; yn/ D a1f .xn; yn/C a2f .xn C p1h; yn C p2hf .xn; yn//:

Trong bieåu thöùc naøy ta töï do choïn caùc giaù trò höõu duïng cho p1; p2; a1, vaø a2.
Muïc ñích laø choïn caùc tham soá ñeå cho bieåu dieãn (6.20) ñuùng vôùi giaù trò cuûa p
caøng lôùn caøng toát. Ñeå thöïc hieän ñieàu naøy ta khai trieån taát caû caùc löôïng trong
chuoãi Taylor theo h vaø ñoàng nhaát caùc heä soá cuûa luõy thöøa. Ñeå ñôn giaûn caùch
kyù hieäu, caùc ñoái soá ñöôïc vieát ra neáu chuùng khaùc .xn; yn/. Ta tieán haønh nhö
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sau.

R D a1f C a1f .xn C p1h; yn C p2hf /

D a1f C a2

�

f .xn; yn C p2hf /C p1hfx.xn; yn C p2hf /

Cp
2
1h

2

2
fxx.xn; yn C p2hf /C 0.h3/

�

D a1f C a2

�

f C p2hffy C p2
2h

2

2
f 2fyy C 0.h3/

Cp1hfx C p1p2h
2ffxy C 0.h3/C p2

1h
2

2
fxx C 0.h3/

�

D .a1 C a2/f C a2h.p2ffy C p1fx/

Ca2h
2

2
.p2

2f
2fyy C 2p1p2ffxy C p2

1fxx/C 0.h3/:

Baây giôø ta muoán choïn caùc tham soá ñeå cho

R D f C h

2
f .1/ C h2

6
f .2/ C 0.h3/;

hay vieát töôøng minh laø

R D f C h

2
.ffy C fx/C h2

6
.f 2fyy C 2ffxy C fxx C fxfy C ff 2

y /C 0.h3/:

Caân baèng caùc heä soá luõy thöøa cuûa h cuøng baäc, ta ñöôïc

a1 C a2 D 1;

a2p2 D 1=2;

a2p1 D 1=2:

Laáy a2 D ˛ thì vôùi giaù trò baát kyø cuûa tham soá ˛,

a2 D ˛; a1 D 1 � ˛



180 CHÖÔNG 6. PHÖÔNG TRÌNH VI PHAÂN THÖÔØNG

cho coâng thöùc phuø hôïp vôùi ñaúng thöùc ñaàu. Hôn nöõa, neáu ñoøi hoûi ˛ 6D 0, choïn

p1 D p2 D 1

2˛
;

cho coâng thöùc phuø hôïp vôùi hai ñaúng thöùc cuoái. Toùm laïi,

R.x; y/ D .1� ˛/f .x; y/C f̨

�

x C h

2˛
; y C h

2˛
f .x; y/

�

cho moät hoï caùc phöông phaùp moät böôùc caáp 2 khi ˛ 6D 0 vaø f ñuû trôn.
Moät vaøi thaønh vieân cuûa hoï coâng thöùc naøy coù teân. Phöông phaùp Euler

coù ˛ D 0 vaø caáp p D 1. Phöông phaùp Heun (coøn goïi laø phöông phaùp Euler
caûi tieán) laø tröôøng hôïp ˛ D 1=2, vaø phöông phaùp Euler ñieåm giöõa (midpoint
Euler method) hay phöông phaùp Euler hieäu chænh (modified Euler method) laø
tröôøng hôïp ˛ D 1. Ñeå thaáy khaû naêng aùp duïng caùc coâng thöùc naøy ta caàn bieát
ñieàu kieän caàn ñeå ñònh lyù hoäi tuï coù hieäu löïc. Tính lieân tuïc cuûa R hieån nhieân
ñöôïc suy ra töø tính lieân tuïc cuûa f . Ñieàu kieän Lipschitz treân R cuõng ruùt ra töø
f .

jR.x; u/ �R.x; v/j D
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
.1� ˛/Œf .x; u/ � f .x; v/�C ˛

�

f

�

x C h

2˛
; uC h

2˛
f .x; u/

�

�f
�

x C h

2˛
; v C h

2˛
f .x; v/

��ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

� .1� ˛/Lju � vj C j˛jL
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
u � v C h

2˛
Œf .x; u/ � f .x; v/�

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

� .1� ˛/Lju � vj C j˛jLju � vj C h

2
L2ju � vj

�
�

.1� ˛/C j˛j C h

2

�

Lju � vj

vôùi moïi 0 < h < h0, vaø ta coù theå laáy haèng soá Lipschitz cho R laø

�

.1 � ˛/C j˛j C h

2

�

L:
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Vì vaäy, neáu phöông trình vi phaân thoûa caùc ñieàu kieän cuûa ñònh lyù 6.1, vaø
neáu haøm f coù ñaïo haøm ñeán caáp 2 lieân tuïc [nhö vaäy nghieäm y.x/ 2 C 3Œa; b�],
thaønh vieân baát kyø cuûa hoï vôùi ˛ 6D 0 hoäi tuï caáp 2.

Caùc thuû tuïc caáp cao bao goàm nhieàu thay theá hôn coù theå ñöôïc thieát laäp
theo cuøng moät caùch, maëc duø moät caùch töï nhieân caùc khai trieån trôû neân raát
daøi doøng vaø teû nhaït. Nhö xaûy ra, thuû tuïc thuoäc caáp p caàn p ñaùnh giaù ôû moãi
böôùc khi p D 1; 2; 3; 4 nhöng khoâng nhö vaäy khi p D 5. Vì lyù do naøy, caùc
coâng thöùc caáp boán vôùi kích thöôùc böôùc haèng thöôøng ñöôïc duøng ñeå tích phaân
soá phöông trình vi phaân. Gioáng nhö trong tröôøng hôïp caáp hai, coù moät hoï caùc
thuû tuïc caáp boán phuï thuoäc nhieàu tham soá. Caùch choïn coå ñieån caùc tham soá
daãn ñeán thuaät toaùn

y0 D A;

vaø khi n D 0; 1; : : :

k0 D f .xn; yn/;

k1 D f

�

xn C h

2
; yn C h

2
k0

�

;

k2 D f

�

xn C h

2
; yn C h

2
k1

�

;

k3 D f .xn C h; yn C hk2/;

ynC1 D yn C h

6
.k0 C 2k1 C 2k2 C k3/:

Ñoái vôùi heä phöông trình vi phaân caáp 1,

Y0 D F.x;Y/;
Y.a/ D A;

moät caùch töï nhieân
Y0 D A;

vaø khi n D 0; 1; : : :
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thuaät toaùn Runge-Kutta coå ñieån laø

K0 D F.xn;Yn/;

K1 D F
�

xn C h

2
;Yn C h

2
K0

�

;

K2 D F
�

xn C h

2
;Yn C h

2
K1

�

;

K3 D F.xn C h;Yn C hK2/;

YnC1 D Yn C h

6
.K0 C 2K1 C 2K2 C K3/:

Moät thuû tuïc caáp boán khaùc, hoaøn toaøn töông töï

K0 D F.xn;Yn/; (6.23)

K1 D F
�

xn C h

2
;Yn C h

2
K0

�

;

K2 D F
�

xn C h

2
;Yn C h

4
K0 C h

4
K1

�

;

K3 D F.xn C h;Yn � hK1 C 2hK2/; (6.24)

YnC1 D Yn C h

6
.K0 C 4K2 C K3/:

6.4 Sai soá ñòa phöông vaø toaøn cuïc

Caùc maõ hieän nay cho baøi toaùn giaù trò ñaàu khoâng duøng kích thöôùc böôùc coá
ñònh. Sai soá ôû moãi böôùc ñöôïc ñaùnh giaù vaø h ñöôïc ñieàu chænh laïi ñeå nhaän
ñöôïc xaáp xæ ñuû chính xaùc. Coù moät nhaàm laãn ñaùng tieác töø nhieàu ngöôøi duøng
maõ vôùi ñaùnh giaù sai soá veà caùi ñöôïc ño vaø lieân heä cuûa noù vôùi sai soá thöïc.

Haøm y.x/ kyù hieäu nghieäm duy nhaát cuûa baøi toaùn

y 0 D f .x; y/;

y.a/ D A:
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Sai soá thöïc hay toaøn tuïc taïi xxC1 laø

y.xnC1/ � ynC1:

Nhöng tieác laø coù khoù khaên vaø toán keùm ñeå ñaùnh giaù ñaïi löôïng naøy, vì trong
böôùc tính xnC1 thuû tuïc soá chæ cung caáp xn; yn ñeå ñaùnh giaù f . Nghieäm ñòa
phöông taïi xn laø nghieäm u.x/

u0 D f .x; u/;

u.xn/ D yn:

Sai soá ñòa phöông laø
u.xnC1/ � ynC1:

Ñaây laø sai soá do xaáp xæ nghieäm phöông trình vi phaân goác taïi .xn; yn/ baèng
moät böôùc. Sai soá naøy ñöôïc minh hoïa treân hình 6.1. Vieäc ñoøi hoûi thuû tuïc soá
giöõ cho sai soá naøy nhoû laø hôïp lyù. Sai soá naøy aûnh höôûng leân sai soá toaøn cuïc
phuï thuoäc vaøo baûn thaân phöông trình vi phaân. Sau heát,

y.xnC1/ � ynC1 D Œy.xnC1/ � u.xnC1/�C Œu.xnC1/ � ynC1�: (6.25)

Ñaïi löôïng
y.xnC1/ � u.xnC1/

laø soá ño söï oån ñònh cuûa phöông trình vi phaân vì noù laø haäu quaû (taïi xnC1) cuûa
söï sai bieät ban ñaàu y.xn/ � yn taïi xn . Neáu ñaïi löôïng naøy gia taêng ngaøy caøng
lôùn, thì baøi toaùn ñöôïc ñaët xaáu hay ñieàu kieän xaáu hay khoâng oån ñònh.

Thí duï 6.6. Xeùt
y 0 D ˛y

vôùi ˛ laø haèng soá. Ta coù sau moät soá tính toaùn:

y.x/ D y.xn/e
˛.x�xn/;

u.x/ D yne
˛.x�xn/I

hôn nöõa,

y.xnC1/ � u.xnC1/ D Œy.xn/� yn�e
˛h: (6.26)

Neáu ˛ > 0, caùc ñöôøng cong nghieäm traûi roäng ra (Hình 6.2a), caøng nhieàu khi ˛
lôùn. Töø bieåu thöùc (6.26) roõ raøng sai soá ñòa phöông nhoû taïi moãi böôùc khoâng cho
sai soá toaøn cuïc nhoû.Maët khaùc, neáu ˛ < 0, caùc ñöôøng cong tuï vaøo nhau (Hình
6.2b) vaø (6.26) chöùng toû raèng söï ñieàu khieån sai soá ñòa phöông seõ ñieàu khieån sai
soá toaøn cuïc. Vôùi caùc haøm f .x; y/ toång quaùt ñieàu kieän Lipschitz khoâng theå
tieân ñoaùn daùng ñieäu naøy, vì vôùi thí duï naøy haèng soá Lipschitz laø j˛j trong caû
hai tröôøng hôïp ı
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Hình 6.1: Sai soá ñòa phöông vaø sai soá toaøn cuïc.

Hình 6.2: Caùc ñöôøng cong nghieäm vôùi: (a) y 0 D 2y ; (b) y 0 D �2y .
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Sai soá ñòa phöông lieân heä vôùi sai soá chaët cuït ñòa phöông. Thaät vaäy, noù
ñuùng baèng h laàn sai soá chaët cuït ñòa phöông, �, vôùi nghieäm ñòa phöông u.x/:

sai soá ñòa phöông D u.xnC1/ � ynC1

D .yn/C hˆ.xn; yn/C h�n/ � ynC1

D h�n:

Chaúng haïn, khi yn laø nghieäm cuûa y 0 D f .x; y/, ta ñaõ thaáy phöông phaùp Euler
coù

y.xnC1/ D y.xn/Chf .xn; y.xn//C
h2

2
Œf .xn; y.xn//fy.xn; y.xn//Cfx.xn; y.xn//� D 0.h3/:

AÙp duïng cho u.x/, ta coù

sai soá ñòa phöông D h2

2
.ffy C fx/C 0.h3/:

Töông töï vôùi coâng thöùc Rung-Kutta caáp 2 (˛ 6D 0), ta coù

u.xnC1/ D yn C h

�

f C h

2
f .1/ C h2

6
f .2/

�

C 0.h4/

thì xaáp xæ soá thoûa

OynC1 D yn C h

�

f C h

2
.ffy C fx/C h2

8˛
.f 2fyy C 2ffxy C fxx/

�

C 0.h4/:

Ñieàu naøy daãn ñeán

sai soá ñòa phöông D h O�n D h3

�
1

6
� 1

8˛

�

.f 2fyyC2ffxyCfxx/C
h3

6
.fxfyCff 2

y /C0.h4/:

Caùc bieåu thöùc naøy ñeà nghò moät caùch ñaùnh giaù sai soá ñòa phöông. Giaû söû ta
tính ynC1 baèng phöông phaùp Euler vaø ta cuõng tính moät xaáp xæ nghieäm OynC1
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baèng moät trong caùc coâng thöùc Runge-Kutta caáp 2. Bieåu thöùc treân chöùng toû
raèng

OynC1 � ynC1 D h2

2
.ffy C fx/C 0.h3/ D h�n C 0.h3/:

Nghóa laø, söï khaùc nhau giöõa hai giaù trò cho ñaùnh giaù sai soá baèng coâng thöùc
caáp thaáp hôn. Ñieàu naøy gioáng nguyeân lyù duøng trong chöông 5 ñeå ñaùnh giaù
caùc sai soá caàu phöông. Noùi chung, giaû söû raèng theâm vaøo giaù trò

ynC1 D yn C hˆ.xn; yn/

vôùi sai soá chaët cuït �n D 0.hp/, ta tính xaáp xæ khaùc

OynC1 D yn C h Ô .xn; yn/

vôùi sai soá chaët cuït O�n D 0.hq/ coù caáp cao hôn, q > p. Thì bôûi ñònh nghóa

u.xnC1/ D yn C hˆ.xn; yn/C h�n D ynC1 C h�n

vaø, töông töï,
u.xnC1/ D OynC1 C h O�n;

maø, baèng caùch tröø nhau, chöùng toû raèng

OynC1 � ynC1 D h�n � h O�n D h�n C 0.hqC1/:

Vì h O�n daàn veà khoâng nhanh hôùn h�n , ta coù theå ñaùnh giaù sai soá ñòa phöông
bôûi

sai soá ñòa phöông D h�n � OynC1 � ynC1:

Ta muoán xaáp xæ nghieäm ñòa phöông u.xnC1/. Vì söï kieän ta coù moät ñaùnh
giaù sai soá trong ynC1 toát, taïi sao khoâng coá gaéng caûi thieän noù baèng caùch loaïi
boû sai soá? Quaù trình naøy, goïi laø ngoaïi suy ñòa phöông (local extrapolation), ôû
ñaây töông ñöông caùch hình thöùc vôùi vieäc ñeà xuaát pheùp tích phaân baèng xaáp
xæ caáp cao hôn Oyn bôûi vì

u.xnC1 D ynC1 C h�n � ynC1 C . OynC1 � ynC1/ D OynC1:

Ñieàu naøy baûo cho chuùng ta raèng ngoaïi suy ñòa phöông seõ naâng caáp hieäu quaû
cuûa caëp töø p leân q. Nhö vaäy ta coù theå nghó veà ñieàu ñang xaûy ra trong hai
caùch. Coâng thöùc caáp p ñang ñöôïc duøng vôùi keát quaû cuûa noù ñöôïc caûi thieän
nhôø ngoaïi suy ñòa phöông. Coâng thöùc coøn laïi, caáp q ñang ñöôïc duøng vôùi kích
thöôùc böôùc ñöôïc choïn caùch deø daët nhôø ñoøi hoûi raèng böôùc ñöôïc laáy vôùi coâng
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thöùc caáp thaáp hôn p. Bôûi vì ngoaïi suy ñòa phöông gia taêng söï chính xaùc maø
khoâng gia taêng söï toán keùm, taát caû caùc maõ saûn xuaát hieän nay döïa treân caùc
phöông phaùp Runge-Kutta hieån ñeàu duøng noù.

Coâng thöùc Runge-Kutta caáp 4 ñoøi hoûi (ít nhaát) boán ñaùnh giaù cuûa F
ôû moãi böôùc vaø moät coâng thöùc cuøng loaïi caáp 5 ñoøi hoûi ít nhaát saùu. Ñuùng
nhö caàu phöông Gauss-Kronrod, thuû thuaät coù hieäu quaû laø phaûi thieát laäp coâng
thöùc nhö moät caëp trong ñoù caùc ñaùnh giaù haøm ñöôïc duøng trong caû hai coâng
thöùc. R. England ñaõ coâng boá moät caëp coâng thöùc nhö vaäy trong [3]. Ñeå tieán
töø xn ñeán xn C h, oâng laáy böôùc ñoä daøi h=2 vôùi (6.24) ñeå coù keát quaû caáp 4
YnC1=2 � Y.xn C h=2/ vaø roài böôùc khaùc ñoä daøi h=2 ñeå coù keát quaû caáp 4
YnC1 � Y.xn C h/. Baèng caùch thöïc hieän hai böôùc moät nöûa, oâng ta coù ñuû caùc
ñaùnh giaù haøm coù hieäu löïc maø vôùi chæ theâm moät ñaùnh giaù, oâng ta coù theå laäp
moät xaáp xæ caáp 5 OYnC1 cho YnC1. Baèng caùch naøy, theâm moät ñaùnh giaù haøm
ñöôïc thöïc hieän ôû moãi hai böôùc moät nöûa ñeå coù ñaùnh giaù sai soá. Moät ñaùnh giaù
sai soá ñöôïc duøng ñeå ñieàu khieån sai soá ñòa phöông vaø nhö vaäy cho söï tin caäy
naøo ñoù vaøo nghieäm tính toaùn. Noù cuõng cho pheùp maõ choïn löïa kích thöôùc
böôùc lôùn nhaát maø keát quaû vaãn qua ñöôïc söï kieåm tra sai soá. Ngoaïi tröø caùc
tröôøng hôïp khoâng thoâng thöôøng, söï thích öùng kíh thöôùc böôùc cho nghieäm
theo caùch naøy gia taêng tính hieäu quaû cuûa pheùp tích phaân raát nhieàu. Noù töông
öùng vôùi caùc sô ñoà caàu phöông thích öùng cuûa chöông 5.
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Coâng thöùc cuûa England laø nhö sau.

K0 D F.xn;Yn/;

K1 D F
�

xn C h

4
;Yn C h

4
K0

�

;

K2 D F
�

xn C h

4
;Yn C h

8
.K0 C K1/

�

;

K3 D F
�

xn C h

2
;Yn � h

2
K1 C hK2

�

;

YnC1=2 D Yn C h

12
.K0 C 4K2 C K3/I

K4 D F
�

xn C h

2
;YnC1=2

�

;

K5 D F
�

xn C 3h

4
;YnC1=2 C h

4
K4

�

;

K6 D F
�

xn C 3h

4
;YnC1=2 C h

8
.K4 C K5/

�

;

K7 D F
�

xn C h;YnC1=2 � h

2
K5 C hK6

�

;

YnC1 D YnC1=2 C h

12
.K4 C 4K6 C K7/I

K8 D F
�

xn C h;Yn C h

12
.�K0 � 96K1 C 92K2 � 121K3 C 144K4 C K5 � 12K6

�

;

OYnC1 D Yn C h

180
.14K0 C 64K2 C K3 � 8K4 C 64K6 C 15K7 � K8/:

Maët khoâng thuaän lôïi cuûa caùc thuaät toaùn giaûi baøi toaùn giaù trò ñaàu laø
chuùng sinh ra moät baûng caùc giaù trò xaáp xæ trong khi nghieäm toaùn hoïc y.x/ laø
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moät haøm lieân tuïc. Coù theå xaáp xæ nghieäm cho moïi x baèng noäi suy.

Caâu hoûi vaø baøi taäp
6.1. Nhö moät thí duï khoâng duy nhaát nghieäm, kieåm tra raèng vôùi haèng soá c
baát kyø, 0 � c � b, haøm y.x/ xaùc ñònh bôûi

y.x/ D
�

0; neáu 0 � x � c
1
4
.x � c/2; neáu c < x � b

laø moät nghieäm cuûa baøi toaùn giaù trò ñaàu

y 0 D
p

jyj
y.0/ D 0:

6.2. Xeùt baøi toaùn

y 0 D
p

j1 � y2j
y.0/ D 1:

Kieåm tra raèng
(a) y.x/ D 1 laø nghieäm treân khoaûng baát kyø chöùa x D 0,
(b) y.x/ D coshx laø nghieäm treân Œ0; b� vôùi baát kyø b > 0, vaø
(c) y.x/ D cosx laø nghieäm treân khoaûng thích hôïp.

Caùi gì laø khoaûng lôùn nhaát chöùa x D 0 treân ñoù cosx laø nghieäm?

6.3. Duøng phöông phaùp Euler cho caùc baøi toaùn sau baèng caùch duøng kích thöôùc
böôùc coá ñònh h D 1:0, vaø roài h D 0:5. Trong moãi tröôøng hôïp tính sai soá taïi
x D 1:0.

(a) y 0 D �y=.x C 1/ vôùi y.0/ D 1, vaäy y.x/ D 1=.x C 1/.
(b) y 0 D �y3=2 vôùi y.0/ D 1, vaäy y.x/ D l=

p
1C x.

6.4. AÙp duïng phöông phaùp Euler ñeå ñaùnh giaù nghieäm cuûa baøi toaùn giaù trò
ñaàu trong baøi taäp 6.3b. Duøng h D 1=40 vaø h D 1=80. Tính sai soá taïi x D 0:5

vaø x D 1:0 ñeå thaáy neáu chuùng ñöôïc chia ñoâi moät caùch thoâ nhö h laø. Ñaùnh
giaù xem h caàn nhoû bao nhieâu ñeå sai soá tuyeät ñoái nhoû hôn 10�6 veà ñoä lôùn.



190 CHÖÔNG 6. PHÖÔNG TRÌNH VI PHAÂN THÖÔØNG



Höôùng daãn & Ñaùp soá baøi taäp

Caùc baøi taäp trong taøi lieäu naøy nhaèm giuùp sinh vieân töï kieåm tra kieán thöùc, hoaëc boå
sung caùc ñieåm khoâng ñöôïc trình baøy trong baøi giaûng. Sinh vieân neân coá gaéng töï giaûi
caùc baøi taäp. Chæ neân tham khaûo lôøi giaûi coù ôû ñaây sau khi ñaõ giaûi ñöôïc (so saùnh tìm
caùch giaûi toát hôn); hoaëc sau khi ñaõ coá gaéng nhieàu laàn nhöng khoâng thaønh coâng.

Cuoái cuøng laø moät soá chöùng minh caùc keát quaû (khoâng ñöôïc chöùng minh ñaày ñuû)
trong taøi lieäu.

Baøi taäp chöông 1

1.1 Goïi N laø chæ soá baét ñaàu cuûa thuaät toaùn duøng coâng thöùc truy hoài luøi (1.4),

� laø sai soá tuyeät ñoái cuûa OEN , OEN � EN D �. Ta coù:

�EN �i D OEN �i �EN �i D �

N.N � 1/ � � � .N � i C 1/
:

Maët khaùc, töø baát ñaúng thöùc

0 < EN <
1

N C 1
;

neáu laáy E11 D 0 thì � < 10�1 vaø

�E5 D �

11 � 10 � 9 � 8 � 7 � 6 <
10�1

332640
< 10�6:

191
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Chuù yù, trong phaân tích naøy ta giaû thieát caùc pheùp tính thöïc hieän trong thuaät
toaùn laø chính xaùc!

1.2 Heä thoáng soá daáu chaám ñoäng vôùi ˇ D 2, s D 3, m D �1, M D 2:

˙0:100 � 2�1; ˙0:101 � 2�1; ˙0:110 � 2�1; ˙0:111 � 2�1

˙0:100 � 20; ˙0:101 � 20; ˙0:110 � 20; ˙0:111� 20

˙0:100 � 21; ˙0:101 � 21; ˙0:110 � 21; ˙0:111� 21

˙0:100 � 22; ˙0:101 � 22; ˙0:110 � 22; ˙0:111� 22

vaø 0:000 � 2�1. Nhö vaäy, heä goàm 33 soá.
Ñeå bieåu dieãn treân truïc soá ta chuyeån ñoåi chuùng sang heä thaäp phaân:

�2�1 �20 �21 �22

0:100 0:25 0:5 1:0 2:0

0:101 0:3125 0:625 1:25 2:5

0:110 0:375 0:75 1:5 3:0

0:111 0:4375 0:875 1:75 3:5

Hình 6.3: Bieåu dieãn caùc soá döông treân truïc soá.

Chuù yù, töø bieåu dieãn trong heä thaäp phaân ta coù theå kieåm tra laïi ñôn vò laøm troøn
laø u D 21�3 D 0:25.

1.3 Thuaät toaùn chuyeån ñoåi heä cô soá 10 sang cô soá ˇ

1. read a (heä thaäp phaân), ˇ, MAX soá chöõ soá toái ña (phaàn phaân soá heä cô
soá ˇ)

2. Phaân tích a D b C c, trong ñoù b laø phaàn nguyeân, c laø phaàn phaân soá

3. Chuyeån ñoåi phaàn nguyeân b

3.1 qold D b, k D 0
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3.2 while qold �D 0

Thöïc hieän pheùp chia cho ˇ: qold D qnew � ˇ C r (r laø dö soá)
qold D qnew, k D k C 1, B.k/ D r

end

4. Chuyeån ñoåi phaàn phaân soá c

4.1 pold D c, k D 0

4.2 while pold �D 0 & k <MAX
Thöïc hieän pheùp nhaân cho ˇ: qold �ˇ D pnewC s (s laø phaàn nguyeân)
pold D pnew, k D k C 1, C.k/ D s

end

5. Xuaát keát quaû

Chöông trình vieát baèng Matlab

chdoi.m
% function chuyen doi he co so 10 sang he co so beta
function s=chdoi(a,beta,MAX)
b=floor(a) % phan nguyen
c=a-b % phan phan so
% chuyen doi phan nguyen
k=0;
while b~=0

k=k+1;
B(k)=rem(b,beta);
b=floor(b/beta);

end
% chuyen doi phan phan so
k=0;
while (c~=0)&(k<MAX)

k=k+1;
C(k)=floor(c*beta);
c=c*beta-C(k);

end
% xuat ket qua
s=’’;
for k=1:length(B)

s=strcat(s,int2str(B(length(B)-k+1)));
end
s=strcat(s,’.’);
for k=1:length(C)

s=strcat(s,int2str(C(k)));
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end

Thuaät toaùn chuyeån ñoåi ngöôïc laïi laø töông töï, nhöng caùc pheùp tính ñöôïc thöïc
hieän trong heä thoáng soá cô soá ˇ, chöông trình vì theá seõ khaùc (daønh cho sv).

1.4 Soá nguyeân döông n coù bieåu dieãn trong heä nhò phaân laø

n D .am : : : a1a0/2; a0; a1; : : : ; am�1 2 f0; 1g; am D 1:

Vì n D 2m C am�12
m�1 C : : : C a12

1 C a0 � 2m neân m � Œlog2 n�.
Maët khaùc,

An D A2mCam�12m�1C:::Ca121Ca0 D .A2m

/.A2m�1

/am�1 � � � .A2/a1.A1/a0

„ ƒ‚ …

m pheùp nhaân ma traän

:

Caùc ma traän trong daáu ngoaëc ñöôïc tính töø caùc tích:

A2 D AA ! A22 D A2A2 ! A23 D A22

A22 ! : : : ! A2m D A2m�1

A2m�1

:

Taát caû coù m pheùp nhaân ma traän. Toùm laïi, ñeå tính ñöôïc An, ta caàn nhieàu laém
laø 2m � 2Œlog2 n� pheùp nhaân ma traän.

1.5 Trong heä thoáng soá daáu chaám ñoäng ˇ D 10, s D 2, m D �1, M D 2, xeùt
hai soá

a D 0:77 � 10�1;

b D 0:79 � 10�1:

Vì aC b D 1:56 � 10�1 D 0:156 � 100 neân a˚ b D 0:16 � 100 (laøm troøn).
Vì .a˚ b/=2 D 0:08 � 100 D 0:80 � 10�1 neân .a˚ b/˛ 2 D 0:80 � 10�1 > b.

1.6 a) Coâng thöùc tính ' (haøm aån), theo caùc thaønh phaàn cuûa u vaø v, coù theå
vieát caùch hình thöùc laø ' D '.u1; u2; v1; v2/. Baèng caùch laáy ñaïo haøm cos'
theo u1, ta suy ra:

@'

@u1

D � u2.v1u2 � u1v2/

sin '.u2
1 C u2

2/
p

v2
1 C v2

2

:
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Ta laïi coù:

j sin 'j D
p

1 � cos2 ' D ju1v2 � u2v1j
p

u2
1 C u2

2

p

v2
1 C v2

2

;

neân
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

@'

@u1

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

D ju2j
p

u2
1 C u2

2

� 1:

Ta cuõng coù keát quaû töông töï vôùi u2; v1; v2 (do tính ñoái xöùng).
Töø coâng thöùc (1.17) ta coù ñaùnh giaù

j�'j � j�u1j C j�u2j C j�v1j C j�v2j:

Nhö vaäy, tính ' töø caùc thaønh phaàn cuûa u vaø v luoân laø baøi toaùn ñieàu kieän toát.
b) Soá ñieàu kieän (ñoái vôùi u1) cuûa thuaät toaùn tính theo coâng thöùc cho:

� D
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

@'

@u1

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

u1

'

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

khi ' nhoû laø raát lôùn, do ñoù thuaät toaùn tính theo coâng thöùc naøy laø khoâng oån
ñònh!

c) Daønh cho sv.

1.7 HD. Coâng thöùc truy hoài tieán:

In D 1

4n
� In�1

4
.oån ñònh/:

Coâng thöùc truy hoài luøi:

In�1 D 1

n
� 4In .khoâng oån ñònh/:

Baøi taäp chöông 2

2.1
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gauss_eli.m
function [x,flag]=gauss_eli(a,b)
% ham tra ve nghiem cua phuong trinh dstt a*x=b
% cu phap: [x,flag]=gauss eli(a,b)
% flag=0 thanh cong; flag>0 he phuong trinh suy bien, dung
flag=0;
n=length(b);
% khu Gauss
for k=1:n-1

[v,p]=max(abs(a(k:n,k)));
tam=a(p+k-1,:);
a(p+k-1,:)=a(k,:);
a(k,:)=tam;
if a(k,k)== 0

flag=1;
return;

end
for i=k+1:n

t=a(i,k)/a(k,k);
for j=1:n %j=k+1:n

a(i,j)=a(i,j)-t*a(k,j);
end
b(i)=b(i)-t*b(k);

end
end
if a(n,n)==0

flag=1;
return

end
% The nguoc
for i=n:-1:1

x(i)=b(i);
for j=i+1:n

x(i)=x(i)-a(i,j)*x(j);
end
x(i)=x(i)/a(i,i);

end
if flag==1

disp(’suy bien’);

end
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2.2 Khöû phöông trình hai, nhaân töû laø a.2; 1/˛ a.1; 1/ D 0:453, ta ñöôïc

0:461x1 C 0:311x2 D 0:150

0:001x2 D 0:001

Theá ngöôïc: x2 D 1, x1 D �0:349. Sai soá lôùn!

2.3 Keát quaû tính caùc thaëng dö:

r D
�

0:772 � 10�3

0:35 � 10�3

�

; s D
�

0:1 � 10�5

�0:3 � 10�5

�

:

Xaáp xæ toát hôn nhöng thaëng dö khoâng nhoû hôn. Nhö vaäy, vieäc xeùt thaëng dö
ñeå kieåm tra ñoä chính xaùc cuûa nghieäm laø chöa ñuû ñeå keát luaän.

2.4 a) Khöû Gauss ma traän caùc heä soá nôùi roäng, cuoái cuøng ta thu ñöôïc:

2

4

1 1=2 1=3 j 1

0 1=12 1=12 j �1=2
0 0 1=180 j 1=6

3

5

Theá ngöôïc x3 D 30, x2 D �36, x1 D 9 (nghieäm chính xaùc).
b) Neáu duøng bieåu dieãn thaäp phaân chaët cuït 2-chöõ soá thì ma traän nôùi roäng

cuûa heä laø

QA

2

4

1 0:5 0:33 j 1

0:5 0:33 0:25 j 0

0:33 0:25 0:2 j 0

3

5

c) Khöû Gauss (khoâng duøng pheùp xoay cuïc boä)

QA �

2

4

1 0:5 0:33 j 1

0 0:08 0:09 j �0:5
0 0:09 0:1 j �0:33

3

5 �

2

4

1 0:5 0:33 j 1

0 0:08 0:09 j �0:5
0 0 0:001 j 0:22

3

5 :
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Theá ngöôïc: x3 D 0:22 � 103, x2 D �0:25 � 103, x1 D 0:45 � 102.
d) Khöû Gauss (duøng pheùp xoay cuïc boä). Sau pheùp khöû coät 1 (ôû caâu c)),

hoaùn vò doøng 2 vaø 3:

QA �

2

4

1 0:5 0:33 j 1

0 0:09 0:1 j �0:33
0 0:08 0:09 j �0:5

3

5 �

2

4

1 0:5 0:33 j 1

0 0:09 0:10 j �0:33
0 0 0:2 � 10�2 j �0:21

3

5 :

Theá ngöôïc: x3 D �0:10 � 103, x2 D 0; 10 � 103, x1 D �0:16 � 102.
e) Nghieäm chính xaùc cuûa b): x1 D 500=9, x2 D �2500=9, x3 D 2300=9.
Sai soá tính toaùn trong caùc tröôøng c), d) vaø e)

�x1 �x2 �x3

c) - a) 36 �214 190

d) - a) �25 136 �130
e) - a) 46:5556 �241:7778 225:5556

2.5 Vôùi soá hoïc thaäp phaân ít hôn hay baèng 15-chöõ soá thì 10˚ 1018 D 1018! ÔÛ
ñaây ta duøng soá hoïc thaäp phaân laøm troøn 15-chöõ soá.

a) Duøng pheùp xoay cuïc boä:

10x1 C 1018x2 D 1018

x1 C x2 D 2

Khöû Gauss:

10x1 C 1018x2 D 1018

�0:1 � 1018x2 D �0:1 � 1018

Nghieäm x1 D 0; x2 D 1.
b) Chia moãi doøng vôùi jaij j lôùn nhaát cuûa noù, ta ñöôïc heä:

x1 C x2 D 2

.0:1 � 10�16/x1 C x2 D 1
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Khöû Gauss:

x1 C x2 D 2

.0:1 � 10�16/x1 C x2 D 1

x2 D 1

Nghieäm: x1 D 1; x2 D 1.
c) ÑS. x1 D x2 D 1.
d) Thaëng döï cho nghieäm tìm ñöôïc ôû caùc caâu a), b), c):

ra D
�

1

10

�

; rb D rc D
�

0

0

�

:

Nhö vaäy, neáu tính toaùn soá daáu chaám ñoäng thì phöông phaùp ôû caâu b) toát hôn
phöông phaùp ôû caâu a). Trong tröôøng hôïp ñang xeùt, thaëng dö chæ ra ñieàu naøy.

e) daønh cho sv.

2.9 Duøng Factor/Solve (Matlab)

>> clear all

>> A=[1 1 1; 1 1 0; 0 1 1]

A =

1 1 1

1 1 0

0 1 1

>> b=[110;78.33;58.33]

b =

110.0000

78.3300

58.3300

>> [A,flag,pivots,Cond] = Factor(A)

A =

1 1 1

-1 1 1

0 0 -1

flag =

0

pivots =

1
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3

-1

Cond =

7

>> x = Solve(A,pivots,b)

x =

51.6700

26.6600

31.6700

Nghieäm chính xaùc

x =

5167/100

1333/50

3167/100

Keát quaû giaûi baèng Factor/Solve cho keát quaû chính xaùc!

2.9 Do AA�1 D I neân ta coù theå tìm caùc coät cuûa ma traän A�1 baèng caùch giaûi
Ax D Ii , trong ñoù Ii laø coät thöù i cuûa ma traän ñôn vò.

>> clear all

>> A=[1 2 3; 4 5 6; 7 8 9.01];

>> I1=[1;0;0];

>> I2=[0;1;0];

>> I3=[0;0;1];

>> [A,flag,pivots,Cond] = Factor(A)

A =

7.0000 8.0000 9.0100

-0.5714 0.8571 1.7129

-0.1429 -0.5000 -0.0050

flag =

0

pivots =

3

3

1

Cond =
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1.4370e+004

>> B(:,1)=Solve(A,pivots,I1);

>> B(:,2)=Solve(A,pivots,I2);

>> B(:,3)=Solve(A,pivots,I3)

B =

98.3333 -199.3333 100.0000

-198.6667 399.6667 -200.0000

100.0000 -200.0000 100.0000

Soá ñieàu kieän Cond=1.4370e+004 quaù lôùn. Ma traän laø ñieàu kieän xaáu. Kieåm

>> A*B

ans =

0 0 1.0000

-55.1905 113.9048 -57.2857

84.7857 -170.3571 85.2143

ans khoâng gaàn vôùi ma traän ñôn vò!

2.10 a)

>> clear all

>> A=[0.217 0.732 0.414; 0.508 0.809 0.376; 0.795 0.886 0.338];

>> b=[0.741; 0.613; 0.485];

>> [A,flag,pivots,Cond] = Factor(A)

A =

0.7950 0.8860 0.3380

-0.6390 0.4902 0.3217

-0.2730 -0.4955 0.0006

flag =

0

pivots =

3

3

1

Cond =

4.9409e+003

>> x = Solve(A,pivots,b)
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x =

0.0000

-0.4160

2.5254

b) Chuaån cuûa A vaø b:

>> normA=norm(A,inf)

norm =

2.0190

>> normb=norm(b,inf)

normb =

0.7410

Nhö vaäy,

k�Ak
kAk D 3 � 0:0005

2:0190
D 7:4294 � 10�4;

k�bk
kbk D 0:0005

0:7410
D 6:7476 � 10�4:

Theo baát ñaúng thöùc (2.21), ta coù

k�xk
kxk

<� Cond.7:4294 � 10�4 C 6:7476 � 10�4/ D 7:0047 � 700 %:

Keát quaû khoâng ñaùng tin caäy.
c) daønh cho sv.

Baøi taäp chöông 3

3.3 Duøng Matlab

>> clear all

>> xn=[1 2];

>> fn=[2 4];
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>> syms x

>> L1=(x-xn(2))/(xn(1)-xn(2))

L1 =

2 - x

>> L2=(x-xn(1))/(xn(2)-xn(1))

L2 =

x - 1

>> P2=fn(1)*L1+fn(2)*L2

P2 =

2*x

Coù theå choïn Q.x/ D P2.x/C .x � 1/.x� 2/. Ñieàu naøy khoâng maâu thuaån vôùi
tính duy nhaát cuûa ña thöùc noäi suy. Vì theo chöùng minh ñònh lyù 3.1 söï duy
nhaát hieåu theo nghóa caùc ña thöùc baäc � N � 1.

>> Q=simplify(P2+(x-xn(1))*(x-xn(2)))

Q =

x^2 - x + 2

>> ezplot(P2,[1 2])

>> hold on

>> ezplot(Q,[1 2])

>> hold off

3.4 Phöông trình

PN .x/ D c1 C c2x C : : : C cNx
N �1

coù theå vieát döôùi daïng ma traän:

PN .x/ D Œ1 x x2 : : : xN �1�

2

6
6
6
4

c1

c2

:::

cN �1

3

7
7
7
5
:
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Hình 6.4: Ñoà thò haøm P2.x/, Q.x/, baøi taäp 3.3.

Nhö vaäy,

PN .xj / D Œ1 xj x
2
j : : : xN �1

j �

2

6
6
6
4

c1

c2

:::

cN �1

3

7
7
7
5

D f .xj /

„ ƒ‚ …

phöông trình thöù j

; j D 1; : : : ; N:

Heä phöông trình xaùc ñònh caùc heä soá c1; : : : ; cN �1:

2

6
6
6
4

1 x1 x2
1 : : : xN �1

1

1 x2 x2
2 : : : xN �1

2
:::

:::
:::

:::

1 xN x2
N : : : xN �1

N

3

7
7
7
5

„ ƒ‚ …

M

2

6
6
6
4

c1

c2

:::

cN �1

3

7
7
7
5

„ ƒ‚ …

c

D

2

6
6
6
4

f .x1/

f .x2/
:::

f .xN /

3

7
7
7
5

„ ƒ‚ …

f

:

Thuaät toaùn

1. Nhaäp döõ lieäu: xn D Œx.1/; x.2/; : : : ; x.N/�; f n D Œx.1/; x.2/; : : : ; x.N/�T .
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2. Laäp ma traän M

for i=1:N

M(i,1)=1;

for j=2:N

M(i,j)=M(i,j-1)*xn(i);

end

end

3. Giaûi phöông trình Mc D f.

4. Xuaát keát quaû.

Keát quaû cuûa thuaät toaùn laø caùc heä soá c1; : : : ; cN �1 . Caùc heä soá naøy hoaøn toaøn
xaùc ñònh moät ña thöùc.

Chöùng minh moät soá coâng thöùc

Chöùng minh coâng thöùc (3.12), chöông 3

�k.x/ D Œ1 � 2L0
k
.xk/.x � xk/�L

2
k
.x/;

 k.x/ D .x � xk/L
2
k
.x/:

Töø caùc ñieàu kieän cuûa �k.x/ vaø  k.x/,

�k.x/ D
�

0 neáu j 6D k

1 neáu j D k;
� 0

k.xj / D 0 vôùi moïi j

 0
k.x/ D

�

0 neáu j 6D k

1 neáu j D k;
 k.xj / D 0 vôùi moïi j;

ta nhaän thaáy, vôùi moïi j (j 6D k), xj laø nghieäm cuûa �k.x/, �0
k
.x/,  k.x/,  0

k
.x/.

Do ñoù, �k vaø  k.x/ ñeàu chöùa caùc nhaân töû .x � xj /
2; ngoaøi ra,  k.xk/ D 0.
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Nhö vaäy, �k.x/,  k.x/ coù daïng:

�k.x/ D A.x/

N
Y

j D1;j 6Dk

.x � xj /
2;

 k.x/ D B.x/.x � xk/

NY

j D1;j 6Dk

.x � xj /
2:

Vì deg �k; deg k � 2N � 1 neân degA � 1, degB D 0. Ta vieát laïi bieåu thöùc
cuûa �k.x/,  k.x/:

�k.x/ D Œc.x � xk/C d�

N
Y

j D1;j 6Dk

.x � xj /
2;

 k.x/ D e.x � xk/

NY

j D1;j 6Dk

.x � xj /
2;

trong ñoù c; d; e laø haèng soá, ñöôïc xaùc ñònh nhôø caùc ñaëc tröng coøn laïi cuûa �k.x/,
 k.x/.

1) �k.xk/ D 1 suy ra

d D 1=

NY

j D1;j 6Dk

.xk � xj /
2:
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2) � 0
k
.xk/ D 0 suy ra (duøng keát quaû treân):

c

N
Y

j D1;j 6Dk

.xk � xj /
2 C 2d

N
Y

j D1;j 6Dk

.xk � xj / �

2

4
d

dx

0

@

N
Y

j D1;j 6Dk

.x � xj /

1

A

3

5

xDxk

D 0

c C 2

NY

j D1;j 6Dk

.xk � xj /
2

2

4
d

dx

0

@

NY

j D1;j 6Dk

x � xj

xk � xj

1

A

3

5

xDxk

D 0

c D �
2L0

k
.xk/

NY

j D1;j 6Dk

.xk � xj /
2

:

Thay c vaø d vaøo bieåu thöùc cuûa �k.x/ ta ñöôïc keát quaû.
3)  0

k
.xk/ D 1 suy ra

e

N
Y

j D1;j 6Dk

.xk � xj /
2 D 1 ) e D 1

NY

j D1;j 6Dk

.xk � xj /
2

:

Thay e vaøo bieåu thöùc cuûa  k.x/ ta ñöôïc keát quaû caàn tìm (CMX).

Ñeà thi giöõa kyø

Naêm 2008

Baøi toaùn
Cho ñöôøng cong C vôùi caùc ñieåm nuùt ñaõ bieát .xi ; yi/, i D 1; 2; : : : ; N .

Baøi toaùn: Xaáp xæ ñöôøng cong C .

Giaûi phaùp
Duøng bieåu dieãn tham soá cuûa ñöôøng cong .x.s/; y.s// vaø xaáp xæ caùc haøm

toïa ñoä x.s/, y.s/ moät caùch ñoäc laäp. Tham soá s coù theå choïn baát kyø, nhöng
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neân laáy s laø ñoä daøi cung. Sau khi ñaõ choïn caùc nuùt si , i D 1; 2; : : : ; N , ta coù
theå noäi suy x.s/ baèng spline Sx.s/; töông töï vôùi y.s/, ta coù noäi suy Sy.s/. Baây
giôø ta coù ñöôøng cong .Sx.s/; Sy.s// xaáp xæ ñöôøng cong .x.s/; y.s//.

Caâu hoûi
1) Ñeå baûo veä tính lieân tuïc cuûa ñoä cong ta neân duøng spline baäc ba trôn.

Vì sao ?
2) Trong tröôøng hôïp döõ lieäu "thöa thôùt" ta phaûi duøng spline nhö theá

naøo ñeå coù ñöôïc ñöôøng cong theo yeâu caàu ?
3) Trình baøy thuaät toaùn vaø vieát chöông trình baèng Matlab.
4) AÙp duïng cho ñöôøng cong coù taäp caùc döõ lieäu sau:

.2:5;�2:5/; .3:5;�0:5/; .5; 2/; .7:5; 4/; .9:5; 4:5/; .11:8; 3:5/; .13; 0:5/; .11:5;�2/; .9;�3/,

.6;�3:3/; .2:5;�2:5/; .0; 0/; .�1:5; 2/; .�3; 5/; .�3:5; 9/; .�2; 11/; .0; 11:5/; .2; 11/; .3:5; 9/; .3; 5/,

.1:5; 2/; .0; 0/; .�2:5;�2:5/; .�6;�3:3/, .�9;�3/; .�11:5;�2/; .�13; 0:5/; .�11:8; 3:5/,

.�9:5; 4:5/; .�7:5; 4/; .�5; 2/; .�3:5;�0:5/; .�2:5;�2:5/.
Veõ ñöôøng cong xaáp xæ.

HD. Coâng thöùc tính ñoä daøi cung xaáp xæ: s1 D 0,

siC1 D si C
p

.xiC1 � xi /2 C .yiC1 � yi /2:

Ñaùn aùn
Caâu 1)-3) xem baøi giaûng. Ñeå giaûi baøi toaùn ta caàn: (1) thuaät toaùn xaây döïng

spline baäc ba; (2) thuaät toaùn giaûi heä ba ñöôøng cheùo; (3) chöông trình aùp duïng
spline baäc ba cho baøi toaùn xaáp xæ ñöôøng cong theo taäp caùc döõ lieäu rôøi raïc.

4) Caùc haøm vaø chöông trình aùp duïng

trisolve.m

function [b]= trisolve(lline,dline,uline,b)

% TRISOLVE giai he ba duong cheo

% cu phap = trisolve(lline,dline,uline,b)

% input:

% lline - duong cheo duoi

% dline - duong cheo chinh

% uline - duong cheo tren

% b - ve phai

% output: b - nghiem

N=length(dline);

% khu

for i=1:N-1
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lline(i)=lline(i)/dline(i);

dline(i+1)=dline(i+1)-lline(i)*uline(i);

end

% giai Ly = b bang phep the tien

for i=2:N

b(i)=b(i)-lline(i-1)*b(i-1);

end

% giai Ux = y bang phep the lui

b(N)=b(N)/dline(N);

for i=N-1:-1:1

b(i)=(b(i)-uline(i)*b(i+1))/dline(i);

end

spline_3.m

function s=spline_3(t,y)

% SPLINE_3 tra ve mang cac he so cua da thuc bac 3 tren cac khoang con

% cu phap: s = spline_3(t,y)

% input:

% t: vector chua cac nut noi suy

% y: vector chua cac gia tri ham noi suy

% output:

% s: mang chua cac he so cua da thuc bac 3 tren cac khoang con

N=length(t);

s=zeros(N-1,4);

f=zeros(N-1,1);

k=1:N-1;

h=t(k+1)-t(k);

dy=(y(k+1)-y(k))./h(k);

% an=fn (cot 1)

s(:,1)=y(1:N-1);

% ma tran cac he so va vecto xac dinh cac cn (cot 3)

% lline, dline, uline la ba duong cheo

dline(1)=2*h(1);

uline(1)=h(1);

f(1)=0;

for i=2:N-2

lline(i-1)=h(i-1);

dline(i)=2*(h(i-1)+h(i));

uline(i)=h(i);

f(i)=3*(dy(i)-dy(i-1));

end

lline(N-2)=2*h(N-2);



210 Höôùng daãn & Ñaùp soá baøi taäp

dline(N-1)=3*h(N-1)+4*h(N-2);

f(N-1)=6*(dy(N-1)-dy(N-2));

s(:,3)=transpose(trisolve(lline,dline,uline,f));

% xac dinh dn (cot 4)

for i=1:N-2

s(i,4)=(s(i+1,3)-s(i,3))/h(i)/3;

end

s(N-1,4)=(dy(N-1)-dy(N-2)-s(N-1,3)*(h(N-1)+2*h(N-2)/3) ...

-s(N-2,3)*h(N-2)/3)/h(N-1)^2;

% xac dinh bn (cot 2)

for i=1:N-1

s(i,2)=dy(i)-s(i,3)*h(i)-s(i,4)*h(i)^2;

end

dapan08.m

% chuong trinh dapan08.m

clear all

M=20; % so diem ve tren moi khoang con

% nhap du lieu (toa do cac diem)

A=[2.5 3.5 5 7.5 9.5 11.8 13 11.5 9 6 2.5 0 -1.5 -3 -3.5 -2 0 2 3.5 ...

3 1.5 0 -2.5 -6 -9 -11.5 -13 -11.8 -9.5 -7.5 -5 -3.5 -2.5];

B=[-2.5 -0.5 2 4 4.5 3.5 0.5 -2 -3 -3.3 -2.5 0 2 5 9 11 11.5 11 9 5 ...

2 0 -2.5 -3.3 -3 -2 0.5 3.5 4.5 4 2 -0.5 -2.5];

N=length(A);

% tham so duong cong (do dai cung)

t(1) = 0;

for i=1:N-1

t(i+1)=t(i)+sqrt((A(i+1)-A(i))^2+(B(i+1)-B(i))^2);

end

% xap xi spline bac ba hoanh do va tung do duong cong

SX=spline_3(t,A);

SY=spline_3(t,B);

% xuat ket qua (ve duong cong xap xi)

figure(1)

hold on

for i=1:N-1

u=linspace(t(i),t(i+1),M);

s1=u-t(i);

x=SX(i,1)+SX(i,2)*s1+SX(i,3)*s1.^2+SX(i,4)*s1.^3;

y=SY(i,1)+SY(i,2)*s1+SY(i,3)*s1.^2+SY(i,4)*s1.^3;

plot(A(i),B(i),’ro’);

plot(x,y);
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end

title([’Duong cong xap xi’],’FontSize’,12)

plot (A(N),B(N),’ro’);

hold off

Hình 6.5: Ñöôøng cong xaáp xæ baèng spline baäc ba.

Chuù thích. linspace(x1,x2,N) phaùt sinh N ñieåm ôû giöõa x1 vaø x2. Khi N<2,
linspace traû veà x2. Löu yù, x1, x2 phaûi thuoäc lôùp float (double, single).

Naêm 2009

Baøi toaùn
Vaän toác w.x; y/ cuûa doøng chaûy döøng cuûa chaát loûng nhôùt trong ñöôøng

oáng tieát dieän vuoâng � D .�1; 1/ � .�1; 1/ laø nghieäm cuûa phöông trình

1C @2w

@x2
C @2w

@y2
D 0 trong �; .a/

thoûa ñieàu kieän bieân khoâng tröôït

w D 0 treân jxj D 1 vaø jyj D 1: .b/

Moät trong caùc phöông phaùp soá giaûi baøi toaùn naøy laø phöông phaùp sai phaân
höõu haïn. Theo caùch tieáp caän naøy, w.x; y/ ñöôïc xaáp xæ chæ treân löôùi, goàm
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caùc ñieåm naèm trong vaø treân bieân �) laø giao ñieåm cuûa caùc ñöôøng toïa ñoä
trong heä toïa ñoä Descartes choïn tröôùc. Chaúng haïn, neáu cho N laø soá nguyeân
döông vaø h D 1=N laø böôùc löôùi ta coù löôùi goàm caùc ñieåm .ih; jh/ vôùi i; j D
�N;�N C 1; : : : ; N � 1;N . Kyù hieäu wij D w.ih; jh/.

Coâng thöùc sai phaân
Cho haøm u.x/ vaø h laø böôùc löôùi treân truïc x. Sai phaân tieán (töông öùng,

luøi) caáp moät cuûa haøm u taïi x vôùi böôùc h, bôûi ñònh nghóa, laø

�u.x/ D u.x C h/ � u.x/ .töông öùng, ru.x/ D u.x/ � u.x � h//:

Töø coâng thöùc khai trieån Taylor ta coù theå xaáp xæ ñaïo haøm caáp moät cuûa u taïi
x baèng coâng thöùc sai phaân luøi

du

dx
.x/ � ru.x/

h
D u.x/ � u.x � h/

h
:

Ñeå tính xaáp xæ ñaïo haøm caáp hai, duøng sai phaân tieán

d2u

dx2
� 1

h
�

�ru.x/
h

�

D u.x C h/� 2u.x/C u.x � h/

h2
: .c/

Caâu hoûi
1) Duøng coâng thöùc (c) xaáp xæ phöông trình (a) vaø ñieàu kieän (b) cuûa baøi

toaùn bieân. Thieát laäp heä phöông trình ñaïi soá tuyeán tính xaùc ñònh caùc giaù trò
nuùt wij .

2) Vieát thuaät toaùn giaûi baøi toaùn bieân.
3) Vieát chöông trình giaûi soá baøi toaùn (noäp sau 01 ngaøy).

Ñaùp aùn
1) Ñieàu kieän bieân cho (8N phöông trình):

wij D 0 khi i D ˙N; j D ˙N: .1/

Duøng coâng thöùc Taylor, ta coù:

wiC1;j � 2wij C wi�1;j

h2
D @2w

@x2
.ih; jh/C 0.h2/:



Höôùng daãn & Ñaùp soá baøi taäp 213

Nhö vaäy, phöông trình ñöôïc xaáp xæ:

wi;j �1 C wiC1;j � 4wi;j C wi�1;j Cwi;j C1 D �h2; �N < i; j < N: .2/

Soá phöông trình laø .2N � 1/2. Toång coäng coù .2N C 1/2 phöông trình.
Ñeå thieát laäp heä phöông trình ñaïi soá tuyeán tính ta caàn ñaùnh soá caùc nuùt

.i; j /. Quy taéc ñaùnh soá töø traùi sang phaûi, töø döôùi leân treân, hình 6.6. Theo quy
taéc naøy, thöù töï cuûa nuùt .i; j / laø k D .2N C 1/.j CN/C i CN C 1; nghóa laø

.i; j / $ k D .2N C 1/.j CN/C i CN C 1: .3/

Hình 6.6: Quy taéc ñaùnh soá nuùt.

Kyù hieäu qk D wij , k D 1; 2; : : : ; 2N C 1. Töø (3), ta coù:

.i; j � 1/ ! .2N C 1/.j � 1CN/ C i CN C 1;

.i C 1; j / ! .2N C 1/.j CN/C i CN C 2;

.i; j / ! .2N C 1/.j CN/C i CN C 1;

.i � 1; j / ! .2N C 1/.j CN/C i CN;

.i; j C 1/ ! .2N C 1/.j C 1CN/C i CN C 1:

Neáu ñaët k D .2N C 1/.j CN/ C i CN C 1 (töông öùng vôùi nuùt .i; j /) thì

.i; j � 1/ ! k � .2N C 1/;

.i C 1; j / ! k C 1;

.i � 1; j / ! k � 1;

.i; j C 1/ ! k C .2N C 1/:



214 Höôùng daãn & Ñaùp soá baøi taäp

caùc phöông trình (2) ñöôïc vieát laïi (coù saép xeáp):

qk�.2N C1/Cqk�1�4qk CqkC1CqkC.2N C1/ D �h2; 2NC3 � k � 4N 2�4NC1;

vaø k khoâng laø caùc nuùt naèm treân bieân. ÔÛ caùc nuùt naøy, phöông trình (1) cho:
qk D 0.

Toùm laïi, ta coù heä phöông trình ñaïi soá tuyeán tính

Aq D B;

trong ñoù A 2 Mat.2N C1/2.R/, B;q 2 Mat.2N C1/2�1.R/,

q D Œq1; q2; : : : ; q.2N C1/2 �T :

2) Thuaät toaùn

% nhaäp döõ lieäu
read N

h=1/N

% khôûi taïo ma traän A, vectô B
A=zeros((2*N+1)^2)

B=zeros((2*N+1)^2,1)

% tính ma traän A, vectô B
for i=-N:N

for j=-N:N

k=(2*N+1)*(j+N)+i+N+1;

if abs(i)==N or abs(j)==N

A(k,k)=1;

B(k)=0;

else

A(k,k-(2*N+1))=1;

A(k,k-1)=1;

A(k,k)=-4;

A(k,k+1)=1;

A(k,k+(2*N+1))=1;

B(k)=-h^2;

end

end

end

% giaûi phöông trình ñaïi soá tuyeán tính
q=inv(A)*B;

% xuaát keát quaû
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3) Chöông trình

dapan09.m

% chuong trinh dapan09.m giai de thi giua ky 2009

% Trinh Anh Ngoc

% 24/10/2009

clear all

% nhap du lieu

N=10;

h=1/N;

% khoi tao ma tran A, vecto B

A=zeros((2*N+1)^2);

B=zeros((2*N+1)^2,1);

% tnh ma tran A, vecto B

for i=-N:N

for j=-N:N

k=(2*N+1)*(j+N)+i+N+1;

if abs(i)==N|abs(j)==N

A(k,k)=1;

B(k)=0;

else

A(k,k-(2*N+1))=1;

A(k,k-1)=1;

A(k,k)=-4;

A(k,k+1)=1;

A(k,k+(2*N+1))=1;

B(k)=-h^2;

end

end

end

% giai phuong trinh dai so tuyen tinh

q=inv(A)*B;

% xuat ket qua (ve do thi)

x=-1:h:1;

y=-1:h:1;

for j=-N:N

for i=-N:N

k=(2*N+1)*(i+N)+j+N+1;

W(j+N+1,i+N+1)=q(k);

end

end
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surf(x,y,W);

Hình 6.7: Ñoà thò haøm w.x; y/.

Chuù thích:

1. surf(x,y,z) veõ maët tham soá. Neáu x vaø y laø vectô, length(x) = n vaø
length(Y) = m, trong ñoù [m,n] = size(z). Thì caùc ñænh cuûa maët laø
boä ba (x(j), y(i), z(i,j)).

2. Phöông phaùp giaûi laëp
Vieát laïi phöông trình

wi;j D .h2 C wi;j �1 C wiC1;j C wi�1;j Cwi;j C1/=4:

Phöông phaùp laëp Jacobi, xaáp xæ lieân tieáp nghieäm baøi toaùn baèng caùch
tính

w
.kC1/
i;j D .h2 Cw

.k/
i;j �1 C w

.k/
iC1;j C w

.k/
i�1;j Cw

.k/
i;j C1/=4:

vôùi moïi i; j . Ñaây laø phöông phaùp laëp raát ñôn giaûn vaø khoâng "toán keùm",
chæ caàn löu tröõ wi;j hieän haønh vaø wi;j tieáp sau.

Coøn tieáp
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