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PHẦN I: LƯỢNG GIÁC 
------------------------------------------- 

CHƯƠNG I: PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC (PTLG) 
BÀI 1: CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN 

I. PHƯƠNG TRÌNH CƠ BẢN (PTCB): 
      Trong lượng giác có 3 phương trình cơ bản.Dù cơ bản (chính vì cơ bản nên nó mới có tên 
như vậy) nhưng cũng phải nêu ra đây bởi vì các PTLG khác nếu giải được cũng phải đưa về 
một trong 3 PTCB sau đây: 
 1. sin αx =  với α 1≤ , có nghiệm là: 

arcsinα 2
arcsinα +k2

x k
x

π
π π

= +⎡
⎢ = −⎣

  ( )k∈Z  

 2. cos αx =  với α 1≤ , có nghiệm là: 

arccosα+k2x π= ±   ( )k∈Z  

           3. αtgx =  có nghiệm là: 

arc αx tg kπ= +  ( )k∈Z  

 (hay là cot αgx =  có nghiệm là: 

   arccot αx g kπ= + ) ( )k∈Z  

    Chú ý: Trong các PTCB trên ta đã có sử dụng đến các hàm số lượng giác ngược: 
 1. Hàm  arcsiny x= : 

  Miền xác định: [ ]1,1D = −  

  
;

arcsin 2 2
sin

y
y x

y x

π π⎧ ⎡ ⎤∈ −⎪ ⎢ ⎥= ⇔ ⎣ ⎦⎨
⎪ =⎩

 

 2. Hàm arccosy x= : 

  Miền xác định:  [ ]1,1D = −  

  arccosy x=
[ ]0;

cos
y

y x
π⎧ ∈⎪⇔ ⎨
=⎪⎩

 

 3. Hàm arcy tgx= : 
  Miền xác định: RD =  

  
;

arc 2 2
y

y tgx
tgy x

π π⎧ ⎛ ⎞∈ −⎪ ⎜ ⎟= ⇔ ⎝ ⎠⎨
⎪ =⎩

 

 4. Hàm arccoty gx= : 
  Miền xác định: D R=  

  
( )0;

arccot gx
cot
y

y
gy x

π∈⎧⎪= ⇔ ⎨
=⎪⎩
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Ta xét một số bài toán sau: 
Bài toán 1:  Giải phương trình sau: 

( ) ( )cos 3 sin cos sinx xπ π=  

Giải 

( ) ( )cos 3 sin cos sinx xπ π=  

       
3 sin sin 2
3 sin sin 2

x x k
x x k

π π π
π π π

= +⎡
⇔ ⎢ = − +⎣

  
2 sin 2
4 sin 2

x k
x k

π π
π π

=⎡
⇔ ⎢ =⎣

  
sin

sin
2

x k
kx

=⎡
⎢⇔
⎢ =
⎣

 

  Do 
sin 1
k

x
∈⎧⎪

⎨ ≤⎪⎩

Z
 

1

1
2

k

k

⎡ ≤
⎢⇔ ⎢ ≤⎢⎣

   1
2
k⇔ ≤    { }0; 1; 2k⇔ ∈ ± ±  

    

sin 0
1sin
2

sin 1

x

x

x

=⎡
⎢
⎢⇔ = ±
⎢
⎢ = ±⎣

 

sin 2 0
1sin
2

1sin
2

x

x

x

⎡
⎢ =
⎢
⎢⇔ =
⎢
⎢
⎢ = −
⎣

 

  

2

2
6

5 2
6

7 2
6

lx

x k

x k

x k

π

π π

π π

π π

⎡ =⎢
⎢
⎢ = ± +⎢

⇔ ⎢
⎢ = +
⎢
⎢

= +⎢
⎣

 2

6

lx

x k

π

π π

⎡ =⎢
⇔ ⎢

⎢ = ± +⎢⎣

      ( l , k∈Z ) 

 Vậy nghiệm của phương trình đã cho là 

      2

6

lx

x k

π

π π

⎡ =⎢
⎢
⎢ = ± +⎢⎣

( l , k∈Z ) 

Nhận xét: Đây là một  PTLG mà việc giải nó rất đơn giản, mấu chốt của bài này là vị trí quan 
trọng của ‘k’. Đôi lúc vai trò của ‘k’ trong việc giải PTLG rất quan trọng.Việc xét điều kiện 
‘k’ có thể đưa  đến một số PTLG khá hay liên quan đến việc giải một số bài toán đại số, số 
học nhỏ mà ta sẽ gặp ở một số bài toán sau: 
Bài toán 2: 
 (ĐH Tổng hợp Lômônôxôp khoa Tính Toán và Điều Khiển 1979-ĐHSPII 2000) 
      Tìm tất cả các nghiệm nguyên của phương trình sau: 

( )2cos 3 9 160 800 1
8

x x xπ⎡ ⎤− + + =⎢ ⎥⎣ ⎦
 

    Giải 
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Giả sử x là số nguyên thoả mãn phương trình, khi đó ta có: 

( )2cos 3 9 160 800 1
8

x x xπ⎡ ⎤− + + =⎢ ⎥⎣ ⎦
 

( )23 9 160 800 2
8

x x x kπ π⇔ − + + =  ( k∈Z ) 

( )

2

22

9 160 800 3 16
3 16 0

9 160 800 3 16

x x x k
x k

x x x k

⇔ + + = −
− ≥⎧⎪⇔ ⎨
+ + = −⎪⎩

 

2

3 16 0
8 25
3 5

x k
kx
k

− ≥⎧
⎪⇔ ⎨ −=⎪ +⎩

  
3 16 0

259 24 40
3 5

x k

x k
k

− ≥⎧
⎪⇔ ⎨ = − −⎪ +⎩

( )1  

25
3 5k

⇒ ∈
+

Z , suy ra : { }0;-2;-10k∈   ( )2  

Từ ( )2  , bằng cách thử trực tiếp vào ( )1  ta được: 

          

2
7

10
31

k
x
k
x

⎡ = −⎧
⎨⎢ = −⎩⎢
⎢ = −⎧⎢⎨ = −⎢⎩⎣

 

Nhận xét: Đây là một PTLG cơ bản, việc giải nó thật ra là giải một phương trình nghiệm 
nguyên hai ẩn mà ta sẽ đề cập đến một cách cụ thể ở phần sau.Bài toán này chỉ nhằm mục 
đích minh hoạ cho vai trò của ‘k’. 
 
Bài toán 3 : Tìm sốa>0 nhỏ nhất thoã mãn: 

( )2 21cos 2 sin
2

a a aπ π⎡ ⎤⎛ ⎞+ − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
=0 

Giải 

( )2 21cos 2 sin
2

a a aπ π⎡ ⎤⎛ ⎞+ − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
=0 ( ) ( )2 2cos 2 sin

2
a a aπ π π⎡ ⎤⇔ − + =⎢ ⎥⎣ ⎦

 

                                          ( ) ( )2 2sin 2 sina a aπ π⎡ ⎤⇔ + =⎣ ⎦  

( )
( )

2 2

2 2

2 2

2 2

a a a k

a a a k

π π π

π π π π

⎡ + = +
⎢⇔
⎢ + = − +⎣

 ( )22 2 2 1 0
a k

a a k
= ∈⎡

⇔ ⎢ + − + =⎣

Z
( )*  

                                      Do 
( )*

>0a
k

⎧
⎪
⎨
⎪ ∈⎩ Z

   suy ra 3 1
2

Mina −=    

Nhận xét: Bài toán này 2 mấu chốt quan trọng: 
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-Thứ nhất: ta đã sử dụng công thức cơ bản nhưng lợi hại nhất là đối với các bài toán 
có dạng sin cosa b+ :  

                                sin cos
2

x xπ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 -Thứ hai: tìm giá trị nhỏ nhất có thể có của biến a.  
 
Bài toán 4: Tìm nghiệm dương nhỏ nhất của phương trình: 

( ) ( )22sin sin 1x xπ π⎡ ⎤= +⎣ ⎦  

 Giải. 

( ) ( )22sin sin 1x xπ π⎡ ⎤= +⎣ ⎦  

( )
( )

22

22

1 2

1 2

x x k

x x k

π π π

π π π π

⎡ = + +
⎢⇔
⎢ = − + +⎣

( k∈Z )   
2

2 1
2

0

kx

x x k

+⎡ = −⎢⇔ ⎢
+ − =⎢⎣

    ( k∈Z )
k ∈ Z

 

( )+  Xét   2 1>0
2

kx += − , k∈Z  suy ra: , ta được 1
2

x =  là nghiệm dương nhỏ   nhất.  

 ( )+  Xét phương trình 2 0x x k+ − =  ( )*  có: 

Δ 1 4 0k= + ≥    

    
1
4

k

k

⎧ ≥ −⎪⇔ ⎨
⎪ ∈⎩ Z

  0k⇒ ≥  

Thử trực tiếp ta thấy khi 1k =  thì phương trình ( )* có nghiệm nhỏ nhất là: 

-1+ 5 1x = >
2 2

(loại) 

Vậy nghiệm dương nhỏ nhất của phương trình đã cho là: 1
2

x = .  

Bài toán 5: Tính tổng các nghiệm [ ]0,100x∈  của phương trình sau: 
3 2

2
2

cos cos 1 cos 2
cos

x x x tg x
x

− + = +  

Giải.  

 Điều kiện: 2cos 0x ≠  
2

x kπ π⇔ ≠ +   ( )k∈Z  

Với điều kiện trên phương trình: 

2
2

1cos 1 cos 2
cos

x x tg x
x

⇔ − + = +  

cos cos 2x x⇔ =  
2
2
3

x k
kx

π
π

=⎡
⎢⇔
⎢ =
⎣

   , k∈Z   2
3

kx π⇔ =  (*) 
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Do 0 100x≤ ≤ nên 100 500 472
3 3

k π π

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

≤ ≤ = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

47.248. 0
3

2
S

π⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠⇒ = =752π  

Nhận xét:  Bài toán này ngoài việc cho ta thấy vai trò của ‘k’ còn chỉ rõ một vấn đề: tầm quan 
trọng của việc kết hợp nghiệm. Thử hình dung, nếu ta không kết hợp nghiệm lại dưới dạng 
công thức (*) đon giản hơn thì ta phải tiến hành xét 2 bất phương trình sau: 

0 2 100k π≤ ≤ ; 20 100
3

k π≤ ≤  

Như vậy ta phải tốn thời gian hơn, quá trình giải bài toán sẽ bị kéo dài một cách không cần 
thiết. 
 
II. KẾT HỢP CÔNG THỨC NGHIỆM: 
     Kết hợp công thức nghiệm trong các PTLG chẳng những giúp cho ta có thể loại được 
nghiệm ngoại lai mà còn có thể có được một công thức nghiệm đơn giản hơn, từ đó việc giải 
quyết bài toán trở nên đơn giản hơn (giống như bài toán mà ta vừa xét ở trên). Đôi lúc việc 
kết hợp công thức nghiệm cũng tương tự như việc giải một hệ phương trình lượng giác cơ bản 
bằng phương pháp thế. Ở đây ta không đề cặp đến phương pháp này mà ta chỉ nói đến hai 
phương pháp chủ yếu sau: 
 A. ĐƯỜNG TRÒN LƯỢNG GIÁC: 
 1.Các khái niệm cơ bản: 
 a) Đường tròn lượng giác: là đường tròn có bán kính đơn vị R = 1và trên đó ta đã chọn một 

chiều dương ( )+  (thông thường chiều dương là chiều ngược chiều kim đồng hồ)    

 b) Cung lượng giác: AB  (với A, B là 2 điểm trên đường tròn lượng giác) là cung vạch bởi 
điểm M di chuyển trên đường tròn lượng giác theo một chiều nhất định từ A đến B. 
 c) Góc lượng giác:  khác với góc bình thường góc lượng giác có một chiều nhất định  
 2. Phương pháp biểu diễn góc và cung lượng giác: 
 a) Biểu diễn các điểm ngọn của cung lượng giác biết số đo có dạng α + kπ : 

  Ta đưa số đo về dạng 2α k
m
π+ .  

  Bài toán có m ngọn cung phân biệt tương ứng với k từ 0 đến ( )m-1 .  

  Bài toán 1:  Trên đường tròn lượng giác, ta lấy điểm A  làm gốc.  

Định những điểm M biết sđ
4 2

AB kπ π= +  

    Giải.  

 Ta có sđ 2
4 2 4 4

AB k kπ π π π= + = + .Suy ra có 4 điểm ngọn cung phân biệt ứng với: 
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 ( ) 3+ 1:
4

k AM π= =  

 ( ) 5+ 2 :
4

k AM π= =  

 ( ) 7+ 3:
4

k AM π= =  

Đề ý ta thấy rằng trên đường tròng lượng giác các điểm ngọn cung là đỉnh của hình vuông 

0 1 2 3M M M M . 

Nhận xét: Trên đường tròn lượng giác các điểm ngọn cung là đỉnh của một đa giác đều m 
cạnh. 
b) Biểu diễn góc (cung) dưới dạng công thức tổng quát: 
    Ta biểu diễn từng góc (cung) trên đường tròn lượng giác. Từ đó suy ra công thức tổng quát. 
 
Bài toán 2: Biểu diễn góc lượng giác có số đo sau dưới dạng một công thức tổng quát: 

3

x k

x k

π
π π

=⎧
⎪
⎨ = ± +⎪⎩

 

Giải.  

Ta biểu diễn các điểm ngọn cung của 2
2

x k k ππ= =  

   0 : 0k x= =  
   1:k x π= =  

Ta biểu diển các điểm ngọn cung của 
3

x kπ π= ± +  

0 :
3

k x π= = ±  

41:
3

k x π= = ±  

Trên đường tròn lượng giác, ta nhận thấy có 6 điểm ngọn cung phân biệt, Do đó công thức 

tổng quát là: 2
6 3

k kx π π= =  

Nhận xét: Qua bài toán này ta thấy rõ vai trò của việc kết hợp các góc lượng giác dưới dạng 
một công thức tổng quát đơn giản hơn. Hơn nữa, đây còn là bài toán về việc giải hệ phương 
trình lượng giác cơ bản bằng phương pháp biểu diễn trên đường tròn lượng giác.   
Bài toán giải PTLG dùng phương pháp kết hợp nghiệm bằng đường tròn lượng giác để loại 
các nghiệm ngoại lai. 

( )+ 0 :
4

k AM π= =



Chuyeân ñeà Löôïng giaùc vaø ÖÙng duïng http://www.ebook.edu.vn 

Nhoùm hoïc sinh lôùp 11A1 12

Bài toán 1: Giải phương trình: 

2

sin (sin cos ) 1 0
cos sin 1
x x x

x x
+ − =

+ −
 

  Giải. 

Điều kiện:  2cos sin 1 0x x+ − ≠  2sin sin 0x x⇔ + ≠  

sin 0
sin 1

x
x
≠⎧

⇔ ⎨ ≠⎩
  

2

x k

x k

π
π π

≠⎧
⎪⇔ ⎨ ≠ +⎪⎩

( )1  

Với điều kiện đó phương trình tương đương: 

   ( )sin cos sin 1 0x x x+ − =  

      2sin sin cos 1 0x x x⇔ + − =  
      ⇔ cos (sin cos ) 0x x x− =  

    
cos 0
sin cos

x
x x
=⎡

⇔ ⎢ =⎣
 2

4

x k

x k

π π

π π

⎡ = +⎢
⇔ ⎢

⎢ = +⎢⎣

  , k ∈Z ( )2  

Kết luận: nghiệm của phương trình đã cho là:   

2
x kπ π= + ;  2

2
x kπ π= − + ,( k ∈Z ) 

Nhận xét: Đây là một bài có công thức nghiệm đơn giản cho phép ta có thể biểu diễn một 
cách chính xác trên đường tròn lượng giác. Tuy nhiên ta hãy xét thêm bài toán sau để thấy rõ 
màu sắc của bài toán biểu diễn nghiệm trên đường tròn lượng giác. 
 
Bài toán 2: Giải phương trình sau: 

     sin 4 1
cos 6

x
x
=  

Giải. 
Điều kiện để phương trình có nghĩa là: 

cos 6 0x ≠ 6
2

x kπ π⇔ ≠ +
12 6

kx π π⇔ ≠ + , k ∈Z  (1) 

Với điều kiện (1) phương trình tương đương:  
sin 4 cos 6x x=  

⇔ cos6 cos 4
2

x xπ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

           
6 4 2

2

6 4 2
2

x x m

x x m

π π

π π

⎡ = − +⎢
⇔ ⎢

⎢ = − +⎢⎣

m∈Z  
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           20 5

4

mx

x m

π π

π π

⎡ = +⎢
⇔ ⎢

⎢ = − +⎢⎣

m∈Z  

So sánh các nghiệm này với điều kiện ban đầu ta được nghiệm của phương trình là: 

20 5
mx π π= +  và 5 1m n≠ + , n∈Z  

Nhận xét: ta nhận thấy đối với  bài toán này việc biểu diễn bằng đường tròn lượng giác đã 
ttrở nên khó khăn và khó chính xác. Do đó ta hãy xem phương pháp hai. 

  
B. PHƯƠNG TRÌNH NGHIỆM NGUYÊN: 
 1. Cơ sở của phương pháp:  

Giải phương trình bậc nhất hai ẩn ax by c+ = , với a,b,c nguyên.  

 a) Định lí 1: Định lí về sự tồn tại nghiệm nguyên 

  Cần và đủ để phương trình ax by c+ = ,với ( ), ,a b c∈Z có nghiệm nguyên là ( ),a b c . 

Hệ quả: Nếu ( ), 1a b = thì phương trình ax by c+ =  luôn có nghiệm nguyên. 

b) Định lí 2: nếu phương trình ax by c+ = , với ( ), ,a b c∈Z , 2 2 0a b+ ≠ , ( ), 1a b =  có 

một nghiệm riêng ( )0 0,x y  thì nghiệm tổng quát của phương trình là: 

0

0

x x bt
y y at
= +⎧

⎨ = −⎩
, với t∈Z  

 Ví dụ: phương trình 3 2 1x y+ =  có nghiệm riêng là ( )1, 1−  và nghiệm tổng quát là: 

1 2
1 3

x t
y t
= +⎧

⎨ = − −⎩
, với t∈Z  

c) Ví dụ: giải và biện luận phương trình nghiệm nguyên sau theo tham số m nguyên 
      6 11 2x y m− = +  (1) 

  Ta có ( )6,11 1=  nên phương trình (1) luôn có nghiệm nguyên. 

 Phương trình (1) có nghiệm riêng là ( )2 4, 2m m+ +  nên có nghiệm tổng quát: 

    
2 4 11

2 6
x m t
y m t
= + −⎧

⎨ = + −⎩
  , t∈Z  

 
 2. Ví dụ: Ta xét một số bài toán dùng phương trình nghiệm nguyên để kết hợp nghiệm  
hay giải hệ phương trình hệ quả của PTLG. 
Bài toán 1: Giải phương trình : 2 7 1tg xtg x =  

     Giải.  
 Điều kiện:  
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2
2

7
2

x k

x k

π π

π π

⎧ ≠ +⎪⎪
⎨
⎪ ≠ +
⎪⎩

( )

( )

1
4 2

2
14 7

kx

kx

π π

π π

⎧ ≠ +⎪⎪⇔ ⎨
⎪ ≠ +
⎪⎩

, k∈Z  

 Với điều kiện trên phương trình tương đương: 
    sin 2 sin 7 cos 2 cos 7x x x x=  

cos9 0x⇔ =   9
2

x mπ π⇔ = +  
18 9

mx π π⇔ = + , (3) m∈Z  

Ta xét xem nghiệm của (3) có thoả điều kiện (1), (2) hay không: 
• Xét điều kiện (1): 

Ta giải phương trình nghiệm nguyên sau: 

4 2 18 9
mkπ π π π+ = +   4 18 7m k⇔ − =  

 Dễ dàng nhận thấy phương trình trên có ( )4,18 2=  không phải là ước của 7 nên 

phương trình nghiệm nguyên vô nghiệm. 
 Vậy nghiệm (3) luôn thoả mãn (1) 

• Xét điều kiện (2): 
Ta giải phương trình nghiệm nguyên sau: 

14 7 18 9
k mπ π π π+ = +  

       7 14 9 18m k⇔ + = +  
       7 9 1m k⇔ − =  có nghiệm riêng tổng quát là: 

4 9
3 7

m t
k t
= +⎧

⎨ = +⎩
   , t∈Z  

Do vậy nghiệm của phương trình đã cho là:  

   
18 9

mx π π= + , với m∈Zvà 9 4,m t n≠ + ∈Z . 

Nhận xét: Đối với bài toán này ta nhận thấy công thức nghiệm của nó khá phức tạp, việc biểu 
diễn trên đường tròn khó được chính xác. Cho nên ta dùng phương trình nghiệm nguyên sẽ 
chính xác và dễ dàng hơn. Quay trở lại bài toán2 ở mục trên ta thấy nếu dùng phương trình vô 
định thì bài toán sẽ nhanh hơn. 
 
Bài toán 2: Giải hệ phương trình cơ bản sau: 

cos 2 1
cos 1

x
x

=⎧
⎨ =⎩

 

Giải. 

cos 2 1
cos 1

x
x

=⎧
⎨ =⎩

    
4 (1)

( , )
2 (2)

x k
k l

x l
π
π

=⎧
⇔ ∈⎨ =⎩

Z  

Để giải hệ phương trình này ta giải phương trình nghiệm nguyên: 
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4 2k lπ π=     
1

,
2

k t
t

l t
= +⎧

⇔ ∈⎨ =⎩
Z  

 Vậy nghiệm của hệ đã cho là: 4x tπ= với t∈Z . 
 
Nhận xét: Có thể ta cho rằng bài toán này cực kì đơn giản nhưng nó rất quan trọng. Có một 
sai lầm thường gặp vô cùng nguy hiểm: khi nhìn vào hệ phương trình đơn giản này ta nghĩ 
ngay đến đường tròn lượng giác -“cực kì cực kì nguy hiểm”. Bởi vì đường tròn lượng giác có 
chu ki là 2π  trong khi đó  (1) có chu kì là 4π  và (2) có chu kì là 2π . Ta không thể sử dụng 
đường tròn lượng giác trong trường hợp này. 
 Chú ý :Ta chỉ dùng đường tròn lượng giác khi số đo góc lượng giác đó có dạng: 

      2kx
m
πα= +  hay kx

m
πα= +  

       (do đường tròn lượng giác có chu kì 2π ). 
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BÀI 2: PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC DẠNG CHÍNH TẮC. 
 

I. PHƯƠNG TRÌNH ĐẲNG CẤP: 
  1. Phương trình đẳng cấp bậc I: sin cosa x b x c+ = (1) với 2 2 0a b+ ≠ .  
 Đối với dạng này ta có 2 cách giải quen thuộc: 

Cách 1: Phương pháp lượng giác 
 sin cosa x b x c+ =  

sin cosb cx x
a a

⇔ + =  

sin cos cx tg x
a

ϕ⇔ + =     ; < <
2 2

btg
a

π πϕ ϕ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )sin coscx
a

ϕ ϕ⇔ + =  

 Đặt cos sinc
a

ϕ α=  
2 2
π πα⎛ ⎞− ≤ ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
, ta có phương trình cơ bản: 

    sin( ) sinx ϕ α+ =  
 Điều kiện để phương trình có nghiệm: 

2
2

2cos 1 cos 1c c x
a a

ϕ ≤ ⇔ ≤  

2 2 2
2

2 2 21 1c c btg
a a a

ϕ⇔ ≤ + ⇔ ≤ +  

2 2 2c a b⇔ ≤ +  
Cách 2: Phương pháp đại số 

• Nếu cos 0
2
x =  là nghiệm của (1) thì 

0
cos 1
sinx

x
=⎧

⎨ = −⎩
 

Khi đó (1) 0b c⇔ + =  

• Nếu cos 0
2
x =  không là nghiệm của (1), hay là 0b c+ ≠  nên tồn tại 

2
xtg . 

Đặt
2

2

2

2sin
1

2 1cos
1

tx
x tt tg

tx
t

⎧ =⎪⎪ += ⇒ ⎨
−⎪ =

⎪ +⎩

 

Ta có (1) 
2

2 2

2 1
1 1

t ta b c
t t

−⇔ + =
+ +

 

   2 22 (1 ) (1 )at b t c t⇔ + − = +  

   2( ) 2 0b c t at c b⇔ + − + − =  

  Giải phương trình được nghiệm 
2
xt tg= , suy ra nghiệm x. 

 Điều kiện để phương trình (1) có nghiệm là: 
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( )' 2 2 2

0
0

0

b c
b c

a c b

+ =⎡
⎢ + ≠⎧⎪⎢
⎨⎢ Δ = − − ≥⎪⎩⎣

 

       2 2 2a b c⇔ + ≥  
 Chú ý:  

o Nếu 2 2 2a b c+ = , phương trình trở thành: 
cos .sin sin .cos 1x xϕ ϕ+ =  

      sin( ) 1x ϕ⇔ + =  

o Nếu cung ϕ  trong cách giải 1 không phải là cung đặc biệt , , ,...
6 4 3
π π π ta 

nên dùng cách 2 để được phép tính đơn giản hơn. 
o Đối với phương trình có tham số ta nên dùng cách 2 

 
Bài toán 1: (Đại học Kinh tế Quốc Dân Hà Nội 1997) 

      Tìm các nghiệm 2 6,
5 7

x π π⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 của phương trình sau: 

   cos 7 3 sin 7 2x x− = −  
    Giải. 

cos 7 3 sin 7 2x x− = −  

      1 3 2cos7 sin 7
2 2 2

x x −⇔ − =  

     3cos cos7 sin sin 7 cos
3 3 4

x xπ π π⇔ − =  

     3cos 7 cos
3 4

x π π⎛ ⎞⇔ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

37 2
3 4

37 2
3 4

x k

x k

π π π

π π π

⎡ + = − +⎢
⇔ ⎢

⎢ + = +⎢⎣

13 2
84 7 ( )

5 2
84 7

kx
k

kx

π π

π π

⎡ = − +⎢
⇔ ∈⎢

⎢ = +⎢⎣

Z  

• Xét 13 2 2 6;
84 7 5 7

kx π π π π⎛ ⎞= − + ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 13 2 6
5 84 7 7

kπ π π π⇔ ≤ − + ≤  

168< 65 120 <360k⇔ − +  
233<120 <425k⇔  

2; 3k k⇒ = =  

Với k=2 13 4 35
84 7 84

x π π π
⇒ = − + =  

Với k=3 13 6 59
84 7 84

x π π π
⇒ = − + =  
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• Xét 5 2 2 6;
84 7 5 7

kx π π π π⎛ ⎞= + ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

     2 5 2 6< <
5 84 7 7

kπ π π π⇔ +  

    168<25 120 <335k⇔ +  
     2k⇒ =  

     Khi đó 5 4 53
84 7 84

x π π π= + =  

 Kết luận: 35 53 59; ;
84 84 84

x π π π⎧ ⎫∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

Nhận xét: Ở bài toán này ta gặp lại vấn đề xét điều kiện của ‘k’ trong công thức nghiệm. Ta 
nhận thấy nếu bài toán có yêu cầu thêm điều kiện của nghiệm thì việc xét điều kiện của ‘k’ là 
đương nhiên. 
  
Bài toán 2: (Đại học Giao thông Vận tải Hà Nội 2000) 
  Giải phương trình sau: 
   ( )2 2 sin cos cos 3 cos 2x x x x+ = +  

              Giải 
  ( )2 2 sin cos cos 3 cos 2x x x x+ = +  

( )2 sin 2 1 cos 2 3 2x x⇔ + − = −  

   Có: 
( ) ( )

( )

2 2
2 2

2
2

2 2 1 5 2 2

3 2 11 6 2

a b

c

⎧ + = + − = −⎪
⎨
⎪ = − = −⎩

 

 Ta sẽ chứng minh: 2 2 2<ca b+  

5 2 2<11-6 2⇔ −  

( )2
24 2<6 4 2 <6⇔ ⇔ 32<36⇔ (đúng) 

  Vậy phương trình vô nghiệm. 
Nhận xét: Điều kiện để phương trình có nghiệm rất quan trọng, đặc biệt là trong các bài toán 
có tham số m mà ta thường gặp trong các kì thi Đại Học (trước đây) do đó ta cần quan tâm 
đến nó.  Vì thế các bài toán về điều kiện tồn tại nghiệm ta sẽ được gặp ở các bài toán sau. 
Bài toán 3: Cho phương trình  

2sin cos 1x m x m+ = − (1) 

    a.Tìm m để phương trình có nghiệm ;
2 2

x π π⎡ ⎤∈ −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

    b. Giải và biện luận phương trình theo m. 
     Giải. 

   a. Do ( )1 0b c m m+ = + − ≠  nên cos 0
2
x ≠ . 
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 Đặt 
2
xt tg=   2

2sin
1

tx
t

⇒ =
+

2

2

1;cos
1

tx
t

−=
+

 

 Khi đó: 

( )
2

2 2

2 11 2 1
1 1

t tm m
t t

−⇔ + = −
+ +

 

    ( ) ( )( )2 24 1 1 1t m t m t⇔ + − = − +  

    ( ) 2 4 1 2 0f t t t m⇔ = − + − =  

Tìm m để (1) có nghiệm ;
2 2

x π π⎡ ⎤∈ −⎢ ⎥⎣ ⎦
;

2 4 4
x π π⎡ ⎤⇔ ∈ −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

• Cách 1: Yêu cầu bài toán tương đương 
( ) 2 4 1 2 0f t t t m⇔ = − + − =  có nghiệm [ ]1;1t∈ − . 

Xét ( )1 0 6 2 0 3f m m− = ⇔ − = ⇔ =  thoả 

Xét ( )1 0 2 2 0 1f m m= ⇔ − − = ⇔ = −  thoả 

Xét ( ) 0f t =  có 1 nghiệm ( )1;1t∈ −  và 1 nghiệm [ ]1;1t∉ −  

     ( ) ( ) ( )( )1 1 6 2 2 2 <0f f m m⇔ − = − − −  

     ( )( )2m-6 2 2 <0m⇔ + 1<m<3⇔  

Xét ( ) 0f t =  có 2 nghiệm 1 2,t t  thoả 1 21< <1t t− ≤   

  
( )
( )

' 0
2 3 0

1. 1 >0 6 2 >0
1. 1 >0 2 2 >0

1<2<11< <1
2

m
f m
f m

S

⎧Δ ≥
+ ≥⎧⎪

− ⎪⎪ −⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎨− −⎪ ⎪
⎪ ⎪−⎩−⎪⎩

VN 

 Kết luận: (1) có nghiệm  ;
2 2

x π π⎡ ⎤∈ −⎢ ⎥⎣ ⎦
 1<m<3⇔ −  

• Cách 2: ( ) 2 4 1 2 0f t t t m⇔ = − + − =  có nghiệm [ ]1;1t∈ −  

⇔ ( )' 21 12
2 2

g t t t m= − + =  có nghiệm [ ]1;1t∈ −  

Ta có: ( ) [ ]' g 2<0 1;1t t t= − ∀ ∈ − , suy ra g (t) nghịch biến/ [-1;1] 

Suy ra tập giá trị g (t) là đoạn ( ) ( ) [ ]1 ; 1 1;3g g − ≡ −⎡ ⎤⎣ ⎦  

Từ đó (1) có nghiệm ;
2 2

x π π⎡ ⎤∈ −⎢ ⎥⎣ ⎦
( )g t m⇔ =  có nghiệm [ ]1;1t∈ −  1<m<3⇔ −  

 b. Giải và biện luận:  
( ) 2 4 1 2 0f t t t m= − + − = có ' 2 3mΔ = +  

 Nếu ( )'-3< <0 0
2

m f t⇒ Δ ⇒ = , suy ra (1) vô nghiệm. 

 Nếu  ( )'-3 0 0 2
2

m f t t= ⇒ Δ = ⇒ = ⇔ = 2 2 2
2
xtg tg x kα α π⇔ = = ⇔ = +  
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Nếu   ( ) 1

2

2 3 2-3> 0
2 2 3 2

t m tg
m f t

t m tg

β

γ

⎡ = − + =
⇒ = ⇔ ⎢

= + + =⎢⎣
 

     
2 2

( )
2 2

x k
k

x k
β π
γ π

= +⎡
⇔ ∈⎢ = +⎣

Z ] 

Nhận xét:  
- Câu a của bài toán này thật ra là giải một phương trình bậc hai có điều kiện mà 

cách 1 (dùng tam thức bậc hai) là một cách quen thuộc thường thấy ở học sinh lớp 
10. Trong câu này cần chú ý đến cách giải 2 (dùng một số kiến thức về giải tích: 
hàm đồng biến, nghịch biến, hàm liên tục,…) mà ta sẽ gặp lại ở bài sau. 

- Cũng ở câu a này ta đã sử dụng một công thức: cos 0 0
2
x b c≠ ⇔ + ≠ . Thật ra 

công thức này đã được nhắc đến ở phần lý thuyết, ở đây chỉ nhắc lại để nhấn mạnh 
bởi vì công thức này có thể rất có ích trong các bài kiểm tra trắc nghiệm. 

- Ở câu b ta có thể sừ dụng công thức phương trình vô nghiệm, có một nghiệm, có 2 
nghiệm khi và chỉ khi: 2 2 2<ca b+ hay 2 2 2a b c+ =  hay 2 2 2>a b c+  . 

 
Bài toán 4:  

Giả sử 2 2 0a b+ ≠  và c là số bất kì. Chứng minh rằng trong 2 phương  trình sau: 
( )
( )

cos sin 1

cot 2 2

a x b x c

a gx btgx c

+ =

+ =
 

Ít nhất có 1 phương trình có nghiệm. 
       

Giải. 
- Nếu  2 2 2a b c+ ≥  thì là điều kiện cần và đủ để phương trình cos sina x b x c+ =  có nghiệm. 
- Nếu 2 2 2<a b c+  phương trình (1) vô nghiệm. Ta xét phương trình (2): 
Với 0 0a b= ⇒ ≠  (do 2 2 0a b+ ≠ ) thì ( )2 2btgx c⇔ =  có nghiệm. 

Với 0a ≠  thì ( ) 22 cot 2 cot 0a g x c gx b⇔ − + =  là phương trình bậc hai theo cotgx, có  

( )2 22 4 2 2 >0c ab c abΔ = − = −  

    ( )2 2 2>a +b 2c ab≥  

Suy ra phương trình (2) có nghiệm. 

Tóm lại với 2 2 0a b+ ≠  và c bất kì thì ít nhất một trong hai phương trình (1) và (2) có 
nghiệm.  
Nhận xét: Đây là một bài toán đơn giản nhưng vô cùng thú vị bởi vì thật ra nó chỉ đơn giản 
nếu ta nắm vững điều kiện có nghiệm của phương trình đẳng cấp bậc I còn nếu không việc xét 
bài toán này sẽ vô cùng rắc rối. Ngoài ra bài toán này còn cho thấy điều kiện có nghiệm của 
một phương trình có vai trò vô cùng quan trọng.  
2. Phương trình đẳng cấp bậc 2:  2 2sin sin .cos cosa x b x x c x d+ + =  (1) (a,b,c≠ 0) 
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Cách 1:  
  2 2sin sin .cos cosa x b x x c x d+ + =  

      1 cos 2 sin 1 cos 2.
2 2 2

x x xa b c d− +⇔ + + =  

     ( )sin 2 cos 2 2b x c a x d a c⇔ + − = − −  

Lúc này phương trình (1) trở về dạng phương trình đẳng cấp bậc I. 
Cách 2:  

2 2sin sin .cos cosa x b x x c x d+ + =  

      ( )2 2 2 2sin sin cos cos sin cosa x b x x c x d x x⇔ + + = +  

   Xét cos 0x = 0a d⇔ − =  (dễ dàng chứng minh được) 
   Xét cos 0 0x a d≠ ⇔ − ≠ , chia 2 vế của phương trình cho 2cos x ta được phương 
trình  bậc hai theo tgx : 

  ( ) 2 0a d tg x btgx c d− + + − = . 

Bài toán 1:  Giải phương trình: 
   2 2 37sin 2sin 2 3cos 3 15 0x x x+ − − =  (1) 
      Giải. 
      Do ta có: 37; 3 15 0 cos 0a d a d x= = ⇒ − ≠ ⇒ ≠  

      Chia 2 vế của phương trình cho 2cos 0x ≠  ta được phương trình tương đương: 

                          ( )2 237 4 3 3 15 1 0tg x tgx tg x+ − − + =  

      ( ) ( )23 37 3 15 4 3 3 15tg x tgx⇔ − + − + 0=  (2) 

Ta có: ( )( )' 3 34 7 3 15 3 3 15Δ = + − +  

   3 2325 12 15 9 15= + −  

     Đặt  3 33 515 15 25
3

t t t= ⇒ = ⇒ = , khi đđó 

    ( )' 3 25 5 129 12 3
3 3 5

t t t t t t⎛ ⎞Δ = − + = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

    Dễ dàng thấy:   
3

3 312 12<15<3 < 15<3
5 5

t⎛ ⎞ ⇔ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                           

       Suy ra ' <0 (2)Δ ⇒  vô nghiệm ( )1⇒  vô nghiệm 

       Kết luận: phương trình đã cho vô nghiệm 
Nhận xét: Bước ngoặt trong bài toán này là đặt 3 15t = . Từ đó ta có thể đưa đến dấu của 'Δ  
giúp bài toán được giải quyết. Đây là một dạng trong bài toán đổi vai trò của ẩn số và tham 
số. 
 
Bài toán 2: Định a để phương trình sau có nghiệm: 
   2 2sin sin 2 3 cos 1a x x a x+ + =  
     Giải. 
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2 2sin sin 2 3 cos 1a x x a x+ + =  

     ( ) ( )31 cos 2 sin 2 1 cos 2 1
2 2
a ax x x⇔ − + + + =  

    cos 2 sin 2 1 2a x x a⇔ + = −  

Phương trình có nghiệm ( )2 21 2 1a a⇔ − ≤ +  

    23 4 0a a⇔ − ≤  

    40
3

a⇔ ≤ ≤  

 Kết luận: phương trình (1) có nghiệm khi và chỉ khi: 40
3

a≤ ≤  

Nhận xét: Đối với bài toán này ta còn có thể giải theo cách khác:  

- Với 1 0a − =  phương trình có nghiệm: ( )cos 0
2

x x k kπ π= ⇔ = + ∈Z  

- Với 1 0a − ≠  ta chia 2 vế của phương trình cho 2cos 0x ≠  được phương trình bậc 
hai theo tgx  rồi dùng điều kiện của Δ  để xác định a. 

 
3. Phương trình đẳng cấp bậc III:  

3 2 2 3sin sin cos sin cos cos 0a x b x x c x x d x+ + + =  
   Xét cos 0x =  có là nghiệm của phương trình 

   Chia 2 vế của phương trình cho 3cos 0x ≠  ta được một phương trình bậc 3 theo tgx . 
Bài toán 1: (Đại học Y Dược Thành phố Hồ Chí Minh 1997) 
  Giải phương trình: 

3sin .sin 2 sin 3 6cosx x x x+ =  (1) 
  Giải. 
(1) ( ) 3 3sin 2sin cos 3sin 4sin 6cosx x x x x x⇔ + − =  

     3 2 34sin 3sin 2sin cos 6cos 0x x x x x⇔ − − + =  (2) 
 Nếu cos 0x =  là nghiệm của (2) thì: 

   
3

3

sin 1
cos 0

sin 1
4sin 3sin 0

4sin 3sin 0

x
x

x
x x

x x

⎧ =⎡
=⎧ ⎪⎢ = −⇔ ⇒⎨ ⎨⎣− =⎩ ⎪ − =⎩

vô lý  

 Chia 2 vế của (2) cho 3cos 0x ≠  ta được phương trình tương đương: 
   ( ) 3 22 2 3 6 0tg x tg x tgx⇔ − − + =  

         ( )( )22 3 0tgx tg x⇔ − − =  

      ( )
2

3
3 3

tgx tg x k
k

tgx tg x k

α α π
π π π

= = = +⎡ ⎡
⎢ ⎢⇔ ⇔ ∈
⎢ ⎢= ± = ± = ± +
⎣ ⎣

Z  

Nhận xét:  Ở dạng phương trình đẳng cấp bậc III này ta cần quan tâm đến 2 công thức góc 
nhân 3 sau đây: 
    3sin 3 3sin 4sina a a= − ; 
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   3cos3 4cos 3cosa a a= −  
Nhờ công thức này mà ta có thể  đưa một phương trình đảng cấp bậc ba có phương trình theo 
tg là một phương trình bậc ba khó đoán nghiệm sang phương trình đẳng cấp bậc nhất có 
dạng: sin 3 cos3 0a x b x c+ + =  hay một phương trình đẳng cấp bậc hai tương ứng. 
Bài toán 2: Cho phương trình: ( )cos3 cos 2 cos 1 0 *x x m x− + − =  

 Định m để (*) có đúng 7 nghiệm phân biệt ;2
2

x π π⎛ ⎞∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

     Giải.  
 Ta có (*) ( )3 24cos 3cos 2cos 1 cos 1 0x x x x⇔ − − + + − =  

  ( )3 24cos 2cos 3 cos 0x x m x⇔ − + − =  

   ( )2cos 4cos 2cos 3 0x x x m⇔ − + − =  

   
2

cos 0
4cos 2cos 3 0

x
x x m
=⎡

⇔ ⎢ − + − =⎣
 

 Trong khoảng ;2
2
π π⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
 phương trình cos 0x =  có 2 nghiệm phân biệt là: 

    1 2
3;

2 2
x xπ π= =  

Do đó để (*) có đúng 7 nghiệm phân biệt trong khoảng ;2
2
π π⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
 thì phương trình  

24cos 2cos 3 0x x m− + − =  phải có đúng 5 nghiệm khác nhau trong khoảng ;2
2
π π⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
 và 

khác 1 2
3;

2 2
x xπ π= = . 

Mặt khác phương trình cos x α=  với 0< <1α  có đúng 3 nghiệm trong khoảng ;2
2
π π⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
;  

với 1< <0α−  có đúng 2 nghiệm phân biệt trong khoảng ;2
2
π π⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
. Vậy ta tìm điều kiện của 

m để phương trình 24 2 3 0t t m− + − =  có 2 nghiệm 1 2,t t  thoả điều kiện 1 21<t <0<t <1−  với 

[ ]t=cosx 1,1∈ −  . 

 Đặt ( )f t = 24 2 3 0t t m− + − =  thì yêu cầu bài toán thoả khi và chỉ khi: 

( )
( )
( )

0 <0 3<0
1 >0 3>0 1<m<3

1>01 >0

f m
f m

mf

⎧ −⎧
⎪ ⎪− ⇔ + ⇔⎨ ⎨
⎪ ⎪ −⎩⎩

 

Nhận xét: Đây là bài toán nằm trong bộ đề thi đại học (Đề 89/II) và cũng là dạng toán cần 
phải biết trong vấn đề giải phương trình lượng giác. Điểm mấu chốt của dạng toán này là cần 
nhớ lại một số kiến thức về tam thức bậc hai và cácnhận xét quan trọng về các góc lượng gíac 
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II. PHƯƠNG TRÌNH ĐỐI XỨNG:  

     Đó là PTLG có chứa đồng thời ( )sin cos mx x±  và ( )sin cos nx x  với ,m n∈Z . 

      Các phương trình loại này ta thường áp dụng công thức: 

   ( )2sin cos 1
sin cos

2
x x

x x
+ −

= ; 

( )21 sin cos
sin cos

2
x x

x x
− −

=  

Sau đó bằng cách đặt sin cost x x= +  hoặc sin cost x x= −  ta sẽ đưa PTLG về một phương 

trình đại số của t, với 2; 2t ⎡ ⎤∈ −⎣ ⎦ . 

Bài toán 1: 
  Tìm m để phương trình sau có 3 nghiệm phân biệt [ ]0;x π∈ : 

     3 3sin cosx x m− =  
      Giải  

3 3sin cosx x m− =  ( )3(sin cos ) 3sin cos sin cosx x x x x x m⇔ − + − =  

Đặt  [ ]sin cos 2 sin 1; 2 0;
4

t x x x xπ π⎛ ⎞ ⎡ ⎤= − = − ∈ − ∀ ∈⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠
 

Khi đó phương trình  
2

3 13
2
tt t m

⎛ ⎞−⇔ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ( )3 2 22 3 1 2 3 2t t t m f t t t m⇔ + − = ⇔ = − + =  

 Ta có ( )' 23 3 0 1f t t t t= − + = ⇔ = ±  

Bảng biến thiên: 
 
 

  
Với mỗi 

( )
2
1;1

t
t

⎡ =
⎢
∈ −⎢⎣

ta có 1 nghiệm [ ]0;x π∈  

Với mỗi )1; 2t ⎡∈ ⎣  cho ta 2 nghiệm [ ]0;x π∈   

Do đó để phương trình 3 3sin cosx x m− =  có 3 nghiệm phân biệt [ ]0;x π∈  thì ( ) 2f t m=  

phải có 2 nghiệm 1 2,t t  sao cho 1 21< <1< < 2t t−  2<2m<2⇔  2 <m<1
2

⇔  

t    1−                         1                      2         
( )f t        0         +              0           -                   

( )'f t  2 
 

 
      -2                                                  2  
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Nhận xét: Vẫn với kiến thức về tam thức bậc hai bài toán sử dụng để giải một phương trình 
bậc hai có điều kiện. Ở đây ta cần chú ý đến một số công thức sau thường được dùng để đưa 
về phương trình đối xứng: 

  
( ) ( )
( ) ( )

33 3

33 3

sin cos sin cos 3sin cos sin cos

sin cos sin cos 3sin cos sin cos

x x x x x x x x

x x x x x x x x

+ = + − +

− = − + −
 

  4 4sin cosx x+ = 2 2 2 2 2(sin cos ) 2sin cosx x x x+ −  
 

Bài toán 2: (Đại Học Huế 2001) 
 Cho phương trình: 

   4 4 1sin cos sin 2
2

x x m x+ = −  

a) Giải phương trình với m=1 
b) Chứng mình rằng 1m∀ ≥  phương trình luôn có nghiệm 

    Giải. 

                4 4 1sin cos sin 2
2

x x m x+ = −  

 21 11 sin sin 2
2 2

x m x⇔ − = −  

( )2sin 2 2 sin 2 3 0 1x m x⇔ + − =  

 a) Với m=1 thì  
( ) 21 sin 2 2sin 2 3 0x x⇔ + − =  

     ( )( )sin 2 1 3 sin 2 0x x⇔ − + =  

     sin 2 1x⇔ =  

     ( )
4

x k kπ π⇔ = + ∈Z  

 b) Đặt [ ]sin 2 1,1t x= ∈ −  

( ) ( ) 21 2 3 0f t t mt⇒ ⇔ = + − =  

 Dễ dàng thấy ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2 2 2f f m m− = − + − ( )24 1 0m= − − ≤ 1m∀ ≥  

 Do đó ( ) 0f t =  luôn có 1 nghiệm [ ]1,1t∈ − . 

  
Bài toán 3: (Vô địch New York 1973) 
  Giải phương trình: 

          8 8 97sin cos
128

x x+ =  

     Giải. 
8 8 97sin cos

128
x x+ =  

4 41 cos 2 1 cos 2 97
2 2 128

x x− +⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇔ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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      ( ) ( )4 4 97cos 2 1 cos 2 1
8

x x⇔ + + − =  

 Đặt cos 2t x= . Khi đó phương trình tương đương: 

   ( ) ( )4 4 971 1
8

t t⇔ + + − =  

   ( ) ( )4 3 2 4 3 2 974 6 4 1 4 6 4 1
8

t t t t t t t t⇔ + + + + + − + − + =  

   4 2 812 12 0
8

t t⇔ + − =  

   2 2 3cos 2
4

t x⇔ = = 1 cos 4 3
2 4

x+⇔ =  

   1cos 4
2 12 2

kx x π π⇔ = ⇔ = ± +  ( )∈k Z  

Bài toán 4: (Bài 13 III.1- Bộ đề thi Tuyển Sinh) 
  Tìm m để:  

( )2
2

3 3 cot 1 0
sin

tg x m tx gx
x
+ + + − =  

  Giải  

 Phương trình ( ) ( )23 cot cot 4 0tgx gx m tgx gx⇔ + + + − =  

 Đặt  

       2cot cot 2
sin 2

t tgx gx t tgx gx
x

= + ⇒ = + = ≥  

Khi đó: 23 4 0t mt+ − =  với 2t ≥ ( )
23 4tf t m
t

− +⇔ = =  

Ta có  

      ( ) ( ) ( ) )'
2

43 <0 ' / ; 2 2;f t f t
t

= − − ⇒ ↓ −∞ − ∪ +∞⎡⎣  

Bảng biến thiên: 
 

t -∞                    -2          0          2                       + ∞  
( )f t                           -                        -                  

( )'f t  +∞                                   + ∞  
                        4                        -4 
                                -∞                                        -∞  

             
Từ bảng biến thiên suy ra phương trình đã cho có nghiệm ( )f t m⇔ =  có nghiệm  4m⇔ ≥  

Nhận xét: Phương trình trong bài toán này cũng được xem như là môt phương trình đối xứng 
nhưng là đối xứng của tg và cotg. Sau đây là một bài toán về phương trình đối xứng của cả 
sin, cos, tg, cotg: 
  ( ) ( )2 sin 3 cot cos 5 0tgx x gx x− + − + =  
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III. PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC CÓ MÔT VẾ LÀ TỔNG HỮU HẠN: 
 A. CƠ SỞ CỦA PHƯƠNG TRÌNH: 
      Dạng phương trình này có cơ sở là một số tổng hữu hạn ở dạng phức tạp được đưa về 
dạng giản đơn. 
 Cần chú ý là ở đây chỉ nêu các trường hợp con, sử dụng các công thức đơn giản hơn để thu 
gọn các tổng tích phức tạp rồi áp dụng chúng vào việc giải phương trình lương giác chứ 
không đưa ra các phương pháp tổng quát. Bởi vì phần này sẽ được đề cập đến một cách rõ 
ràng và đầy đủ ở chương sau: “ Lượng giác ứng dụng vào giải toán Giải tích”.  

a) Một số công thức chính được dùng nhiều ở phương pháp này: 
1. cot g 2cot g 2xx tgx− =  

2. 2cot g
sin 2

x tgx
x

+ =  

3. 1 cot g cot g 2x
sin 2

x
x
− = −  

b) Một số tổng hữu hạn và cách chứng minh nó: 

1. 

( )
1

1
sin sin

2 2sin sin 2 ... sin
sin

2

n ana

S a a na a

+

= + + + =  

Nhìn vào kết quả ta cũng có thể đoán được là ta cần nhân 2 vế với sin
2
a  

2. 2

1sin sin
2 2cos cos 2 ... cos
2sin

2

n naa
S a a na a

+ −
= + + + =  

Cũng tương tự như 1S  ta nhân 2 vế với sin
2
a . 

3. 3 2

1 1 1 1... cot cot 2
sin sin 2 sin 2 sin 2 2

n
n

aS g g a
a a a a

= + + + + = −  

Cách 1: áp dụng 1 cot g cot g 2x
sin 2

x
x
− = −  

Cách 2: ta có đẳng thức cần chúng minh tương đương với: 

cos 1 1 1 cos 22 ...
sin sin 2 sin 2 sin 2sin

2

n

n n

a
a

a a a a a

−
+ + + + =  

 Xét vế trái có: 

22cos 1cos 1 cos22
sinsin 2sin cos 2sin cos

2 2 2 2 2

aa
a

a a a a a a

⎛ ⎞− −− ⎜ ⎟
⎝ ⎠+ = = −  

Hoàn tòan tương tự ta được: 

     VT cos 2
sin 2

n

n

a
a

=  
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4. 
( ) ( )4

1 1 1 1...
cos cos 2 cos 2 cos3 cos 1 cos sin

S tgna tga
a a a a n a na a

= + + + = −
−

 

Nhân 2 vế vơi sin a 

5. ( )
5 2

sin 1cos cos 2 cos1 ...
cos cos cos sin .cosn n

n aa a naS
a a a a a

+
= + + + + =  

 
Ta có: 

( ) ( )sin 1 sin 1cos sin .cos
cos sin .cos 2sin .cosk k k

k a k aka a ka
a a a a a

+ − −
= = ( )

1

sin 1 sin
sin .cos sin .cosk k

k a ka
a a a a−

+
= −  

( )sin 1
sin .cosn

n a
S

a a
+

⇒ =  

6. ( )6 2 2 3 ... 1 tgnaS tgatg a tg atg a tg n atgna n
tga

= + + + − = −  

Áp dụng: ( ) ( )1
1 1

tg n atgnatg n atgna
tga tga

−
− − = − −  

tgnaS n
tga

⇒ = −  

7. 7 2 2

1 1 1 1... cot cot
2 2 2 2 2 2 2 2n n n n

a a a aS tg tg tg g ga= + + + = −  

Áp dụng: cot g 2cot g 2xx tgx− =  

8. 8 2
2 2 2 2 2

2

1 1 1 1 1...
sincos 4 cos 4 cos 4 sin

2 2 2 2
n n

n n

S a a a aaa
= + + + = −  

Áp dụng: 2 2 2

1 1 1
4sin 4cos sin 2x x x

+ =  

c) Một số tích và cách chứng minh: 

1. ( )( ) ( )1
1

2cos 2 12cos 1 2cos 2 1 ... 2cos 2 1
2cos 1

n
nT a a a

a
− += − − − =

+
 

Nhân 2  vế với ( )2cos 1a +  

2. 
1

2 1

1 1 1 21 1 ... 1
cos cos 2 cos 2

2

n

n

tg aT aa a a tg

−

−
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Cách 1: nhân 2 vế với 
2
atg  

Cách 2: ta xét vế trái: 

 VT
2

2 2 2 1

2 1

2cos 2cos 2cos 2 2cos 22 . . ...
cos cos 2 cos 2 cos 2

n

n

a
a a a

a a a a

−

−=  

2 2

1

2 cos cos cos 2 ...cos 2
2sin sin .

2 2 cos 2

n n

n

a a a aa aVT
−

−⇒ =  
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1

1

cos sin 2
2

sin cos 2
2

n

n

a a
VT a a

−

−
⇒ = =VP 

3. 3
2 1cos cos ...cos

2 1 2 1 2 1 2 sin
2 1

n

nT
n n n

n

π π π
π= =

+ + +
+

 

Nhân 2 vế với sin
2 1n
π
+

 

Chú ý: Ở các công thức này ta có một mẹo nhỏ. Đó là chỉ cần nhìn kết quả của vế phải là ta 
đã có thể biết được cách chứng minh. Tuy nhiên có nhiều trường hợp ta chỉ có vế trái thì ta 
phải làm sao? Ta cần sử dụng đến các công thức ở mục a). do đó ta cần ghi nhớ các công thức 
ở mục a. 
Bài toán 1: Giải phương trình: (đề kiểm tra chuyên tháng 10 lớp 11A1) 

                              
1

1 1
sin 2 sin

n

i
i x x=

=∑  

      Giải 
Điều kiện để phương trình có nghiệm: sin 2 0; 1,i x i n≠ =    

Áp dụng 3S  ta được nghiệm của phương trình là:   

( )1

2 ; 2 ,
1 2n

kx x l k lπ π+= = ∈
−

Z  

Nhận xét: Ta nhận thấy nhờ có đẳng thức  3S  mà việc giải bài toán này trở nên dễ dàng hơn. 

Mặt khác cần chú ý rằng đối với các bài toán có điều kiện phức tạp như vậy ta chỉ cần đặt 
điều kiện tổng quát. Sau đó khi đã có được nghiệm rồi ta thế vào điều kiện tổng quát ban đầu 
để loại đi các nghiệm ngoại lai. 
 
Bài toán 2: Tìm n để đẳng thức sau đúng: 

               ( )
1

cos 40 cos 20
n

i
i

=

=∑ o o (1) 

     Giải  
 Áp dụng 2S  ta được: 

   (1)⇔

1 40sin 40 sin
2 2 cos 20

402sin
2

n n+ −
=

o
o

o

o
 

( ) sin 40 4sin10 cos10 cos 20cos 20 10 2cos10 cos 20
2sin10 2sin10

n⇔ + = = =
o o o o

o o o o

o o
 

Do 0 <10 ;20 <90o o o o  nên cos10 cos 20 >0o o  suy ra 
0<20 n+10 <90   
n N
⎧
⎨

∈⎩

o o

 

Ta nhận thấy n không thể náo là 1  được. Như vậy còn lại 2 giá trị, thử trực tiếp ta được n=2. 
Chúng ta sẽ đề cập thêm vấn đề này ở chương 3, phần 3. 
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IV. PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ: 

2

0
f

f
g

g
g

≥⎧
= ⇔ ⎨

=⎩
 

 Khi giải các PHTL mà ẩn số nằm dưới dấu căn, các điều kiện ràng buộc thường ở dưới dạng 
các bất phương trình lương giác. Dĩ nhiên ta có thể xem như là một hệ thống gồm các PTLG 
và bất PTLG. Nhưng rõ ràng đây là một dạng khó, phức tạp dễ mắc phải sai lầm mà ta có thể 
thấy ở các bài toán dưới đây:                                                                                     
Bài toán 1: (64II-Bộ đề thi Tuyển sinh) 
  Giải phương trình:   

cos 2 1 sin 2 2 sin cosx x x x+ + = + (1) 
  Giải  

  (1) ( )22 2cos sin cos sin 2 cos sinx x x x x x⇔ − + + = +  

 Xét cos sin 0x x+ =  là nghiệm 1
4

tgx x kπ π⇔ = − ⇔ = − + ( k∈Z ) 

Xét ( ) ( ) ( )
cos sin >0 cos sin >0

2
cos sin 0 cos sin 0

x x x x
x x x x
+ +⎧ ⎧⎪ ⎪⇔⎨ ⎨+ ≥ − ≥⎪ ⎪⎩ ⎩

 

Với điều kiện (2) thì ( )1 cos sin cos sin 2x x x x⇔ − + + =  

   2 22cos 2 cos sin 4x x x⇔ + − =  

   2 2cos sin 2 cosx x x⇔ − = −  

   ( )22 2cos sin 2 cosx x x⇔ − = −  

   2cos 4cos 5 0x x⇔ + − =  
   [ ] ( )cos 1 1,1 2 ,x x k kπ⇔ = ∈ − ⇔ = ∈Z  

Thử lại với điều kiện (2): Do cos 1 sin 0x x= ⇒ =  thoả (2). 
 Kết luận:  

4
x kπ π−= + ; 2x k π=  với k ∈Z . 

Nhận xét: 
Hãy thử quan sát xem tại sao ta phải xét 2 trường hợp riêng là: cos sin 0x x+ =  và 
cos sin >0x x+  mà không gộp điều kiện lại là: cos sin 0x x+ ≥ . 
Nếu ta đặt: cos sina x x= +  và cos sinb x x= − thì điề kiện của bài toán khi ta chỉ xét 1 trường 

hợp là:   
0 0
0 0

a a
ab b
≥ ≥⎧ ⎧

⇔⎨ ⎨≥ ≥⎩ ⎩
 

Phép biến đổi này hoàn toàn sai vì nếu 0a =  thì < 0b∀  ta vẫn có hệ 
0
0

a
ab
≥⎧

⎨ ≥⎩
 được thoả mãn. 

Do đó ta cần phải thật cẩn thận trong phương trình dạng này. 
 

Bài toán 2: Giải phương trình: 
2 24 410 8sin 8sin 1 1x+ − − =  
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  Giải  
 Đặt  

    ( )
24

44
4 424

110 8sin
1 17

178sin 1

u vu x
u u

u vv x

⎧ − == + ⎧⎪ ⇒ ⇒ + − =⎨ ⎨
+ =⎩= −⎪⎩

 

Đặt 1
2

t u= − , ta có  

4 4
4 21 1 117 2 3 17

2 4 8
t t t t⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − = ⇔ + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

2

3
2>09 2

3 1<04
2

t u
t

ut

⎡ =⎢ =⎡
⇔ = ⇔ ⇔⎢ ⎢− = −⎣⎢ =⎢⎣

2u⇒ =

4 2 2 3 1 cos 2 316 10 8sin 16 sin
4 2 2

xu x x −
⇒ = ⇔ + = ⇔ = ⇔ =  

     ( )1cos 2
2 3

x x k kπ π−⇔ = ⇔ = ± + ∈Z  

  
Bài toán 3: (66II.2-Bộ đề thi tuyển sinh) 
  Tìm m để phương trình sau có nghiệm: 

1 2cos 1 2sinx x m+ + + =  
  Giải 

Hàm số y= 1 2cos 1 2sinx x m+ + + =  là hàm tuần hoàn với chu kì 2π  nên ta chỉ 

cần tìm m để phương trình có nghiệm [ ],x π π∈ − . 

 

Từ đó 

[ ],
1cos
2
1sin
2

x

x

x

π π
⎧

∈ −⎪
⎪
⎪ ≥ −⎨
⎪
⎪ ≥ −⎪⎩

2
6 3

xπ π−
⇒ ≤ ≤ . 

Xét biểu thức  

( )22 1 2cos 1 2sinf y x x= = + + +  

( ) ( )2 2 sin cos 2 1 2 sin cos 4sin cosf x x x x x x⇔ = + + + + + +  

Đặt  

   3 1 2sin cos , 2 ,
2 6 3

t x x x π π⎡ ⎤− −⎡ ⎤= + ∈ ∀ ∈⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
 

Khi đó 22 2 2 2 2 1f t t t= + + + −  
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( )
2

2 2 1
' 2 >0

2 2 1

t
f

t t

+
⇒ = +

+ −
( ) 3 1/ , 2

2
f t

⎡ ⎤−
⇒ ↑ ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

M in⇒
3 1 1 3
2

f f
⎛ ⎞−= = +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

     Max ( ) ( )2 4 1 2f f= = +  

Phương trình có nghiệm Min Maxy 1+ 3 2 1 2y m m⇔ ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ +  
Nhận xét: Phương pháp này có thể gọi là phương pháp miền giá trị. Bởi vì thật ra tập giá trị 
của m chính là miền giá tri của hàm f . 
Đây là hàm đồng biến trong trong tập xác định của nó nên Max và Min của hàm số cũng 
chính là giá trị 2 đầu của miền giá trị. 
 
V. PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC VỚI CÁC YẾU TỐ GIẢI TÍCH: 
 Trong lương giác ta cũng thường gặp các yếu tố giải tích như: sửdụng đạo hàm, hàm 
liên tục, hàm mũ, hàm logarit để giải. 
 A. MỘT SỐ KIỀN THỨC BỔ SUNG: 
 1. Tính đơn điệu:  
 Cho hàm f  đơn điệu ( )/ ,a b  ta có các tính chất sau: 

 - ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , :x x a b f x f x x x∀ ∈ = ⇒ =  

 - Giả sử có ( ) ( )0 0, : 0x a b f x∈ =  thì 0x  là nghiệm duy nhất. 

 - Nếu có  

( )
( )

y f x

y g x

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩




  

Và ( )0 ,x a b∃ ∈  sao cho ( ) ( )0 0f x g x=  0!x⇒ ∃  

-Nếu tập giá trị của hàm cũng ( )/ ,a b  thì hàm ( )( )f f x  cũng là hàm tăng. 

2. Tính liên tục:  
Cho hàm f  liên tục trên [ ],a b  có ( ) ( )<0f a f b  thì tồn tại ít nhất 0x ( ),a b∈  sao cho 

( )0 0f x = .Thêm vào đó nếu f  là hàm đơng điệu thì 0x  là duy nhất. 

3. Định lý Lagrange: 
Nếu hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ],a b  và có đạo hàm trên khoảng ( ),a b  thì tồn 

tại ( ),c a b∈  sao cho: 

( ) ( ) ( )'f b f a
f c

b a
−

=
−

 

 Hệ quả:Định lý Rolle  
Nếu f  có 2 nghiệm ,x a x b= =  và có đạo hàm trên [ ],a b  thì  giữa 2 nghiệm của 

( )f x  có một nghiệm của đạo hàm ( )'f x : 

    c∃ ∈ ( ),a b : ( )' 0f c =  
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B. VÍ DỤ:  
Bài toán 1: Giải phương trình:  

( )2log cos 1 2cosx x+ =  

  Giải  
  Đặt cos ; 1< 1t x t= − ≤   
 Phương trình trở thành: 

( )2log 1 2 4 1 4 1 0t tt t t t+ = ⇔ = + ⇔ − − =  

Xét hàm số ( ) 4 1; 1< 1tf t t t= − − − ≤  

( )' 4 ln 4 1tf t = −  

   ( )'' 24 ln 4>0tf t =  

 Ta có phương trình ( ) 0f t =  không có quá 2 nghiệm phân biệt. Thật vậy nếu có it nhất 3 

nghiệm phân biệt thì theo định lí Rolle phương trình ( )' 0f t =  có ít nhầt 2 nghiệm phân biệt 

và phương trình ( )'' 0f t =  có nghiệm (vô lý).  

 Ta có: ( ) 10 0
2

f f ⎛ ⎞= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 Do đó phương trình ( ) 0f t =  có đúng 2 nghiệm: 

( )
0

0 1
2

t
f t

t

=⎡
⎢= ⇔
⎢ = −
⎣

 

 Vậy phương trình đã cho có nghiệm là: 

( )2
2 2
3

x k
k

x k

π π

π π

⎡ = +⎢
∈⎢

⎢ = ± +⎢⎣

Z  

Bài toán 2: Giải phương trình: 

   ( )1 3sin
22 1 3sin log 1 9sinx x x− + + = −  

     Giải  
Đặt  

  1 3sin 13sin 1 2 , < 2
2 3

xt x t t−= ⇒ = − ≤    

Phương trình trở thành: ( )( )22 2 1 log 3 1 1t t t− + = −  

Đặt ( )2log 3 1 2 3 1uu t t= − ⇒ = − . Ta có hệ  

   
2 2 1 2 2
2 3 1 0 2 3 1 0

t t u

u u

t u t u
t t

⎧ ⎧− + = + = +⎪ ⎪⇔⎨ ⎨
− + = − + =⎪ ⎪⎩ ⎩

 

Hàm số ( ) 2xf x x= +  tăng trong R nên hệ phương trình  

( )2
2 3 1 0u

t u
t

=⎧
⇔ ⎨

− + =⎩
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Hàm số ( ) 2 3 1tg t t= − +  giảm trong ]1 ;2
3

⎛
⎜
⎝

 và ( )1 0g = .  

Vậy (2) có nghiệm duy nhất 1u t= = . 
Suy ra  

21sin
23

x k
x

x k
α π
π α π

= +⎡
= − ⇔ ⎢ = − +⎣

 

Với 1sin , < <0
3 2

πα α− −=  và k ∈Z . 

Bài toán 3:  

Chứng minh phương trình lg sinx x=  có đúng một nghiệm trên 3 5;
2 2
π π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
 

      Giải  

Nhận xét: với 3 ;2
2

x π π⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
 thì sin 0x ≤  và lg 0x ≥   

 

Suy ra phương trình vô nghiệm trên 3 ;2
2
π π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Do đó ta chỉ xét phương trình trên 52 ;
2
ππ⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Xét hàm số ( ) 5lg sin , 2 ;
2

f x x x x ππ⎡ ⎤= − ∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 ( )' lg cosef x x
x

⇒ = − ; 

    ( )''
2

lg sinef x x
x

−= + ; 

    ( )'''
3

2 lg cosef x x
x

= +  

52 ;
2

x ππ⎡ ⎤∀ ∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
 thì 3

2 lgcos 0; >0ex
x

≥  ( )'''
3

2 lg cos >0ef x x
x

⇒ = +  

''f⇒   trên 52 ;
2
ππ⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Mà    

( )

( )

'' ''

''

52 <0; >0
2

5! 2 ; : 0
2

f f

c f c

ππ

ππ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤⇒ ∃ ∈ =⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Tức là với [ ]2 ;x cπ∈  thì '' 0f ≤  và 5,
2

x c π⎛ ⎤∈ ⎜ ⎥⎦⎝
 thì '' 0f ≥  

 ⇒ trên  [ ]2 ;cπ  thì 'f  nghịch biến; và trên 5,
2

c π⎛ ⎤
⎜ ⎥⎦⎝

 thì 'f  đồng biến 
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Mà ( ) ( ) ( )lg' 2 1<0 ' <0 2 ,
2

ef f x x cπ π
π

= − ⇒ ∀ ∈  và ( ) lg' 1<0
2

ef c
π

≤ −  

 Trên 5c,
2
π⎛ ⎤

⎜ ⎥⎦⎝
 có ( )' <0f c  và 5 2lg' >0

2 5
ef π

π
⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ( )5d c, : ' 0
2

f dπ⎛ ⎞⇒ ∃ ∈ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Mặt khác 'f  tăng trên ( )5c, ' <0
2

f xπ⎛ ⎞ ⇒⎜ ⎟
⎝ ⎠

 với ( ),x c d∈  và ( )' >0f x  với 5,
2

x d π⎛ ⎞∈ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 ⇒  ( )' <0f x  với ( )x 2 ,dπ∈  và ( )' >0f x  với 5x d,
2
π⎛ ⎞∈ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Bảng biến thiên: 
 

x  
      2π                               d                                         5

2
π  

( )'f x                        -                   0                  + 

( )f x     lg 2 >0π                                                           5lg 1<0
2
π −  

   
                                  
                               ( )<0f d                                               

 

Vì ( ) ( ) ( ) ( )52 >0, <0 <0 2 . <0
2

f f f d f f dππ π⎛ ⎞ ⇒ ⇒⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ( )0 02 , : 0x d f xπ⇒ ∃ ∈ =  

⇒phương trình ( ) 0f x =  có nghiệm duy nhất trên 3 5;
2 2
π π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 
VI. CÁC PHƯƠNG PHÁP TỔNG QUÁT GIẢI PTLG THƯỜNG GẶP: 
Cần chú ý đây chỉ là một số phương pháp tổng quát cho phương trình chính tắc. Đối với 
phương trình không mẫu mữc ta sẽ có một số phương pháp ở bài 3: Phương trình lượng giác 
không mẫu mực. 
 1. Phương pháp 1:Rất nhiều PTLG ta gặp không ở dạng chính tắc ta phải sử dụng các 
công thức lượng giác thích hợp để biến đổi đưa về dạng phương trình tích: 

f(x).g(x).h(x)=0
f(x)=0
g(x)=0
h(x)=0

⎡
⎢⇔ ⎢
⎢⎣

 

(với f(x),g(x),h(x)  là các hàm số lượng giác cơ bản) 
Bài toán 1:  
  Tìm mọi nghiệm của phương trình: 

( )sin . 2 3 sin 3 2 3 3x tg x x tg x+ − =  
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Thoả mãn bất phương trình 1
2

2 log 0x+ ≤  

      Giải. 

Điều kiện: cos 2 0
4

x x kπ π≠ ⇔ ≠ + , k ∈Z  

Ta có: ( )sin . 2 3 sin 3 2 3 3x tg x x tg x+ − =  

    ( ) ( )sin 2 3 3 3 3 2 3 2 3x tg x tg x tg x⇔ + = + = +  

    ( )( )2 3 sin 3 0tg x x⇔ + − =  

   ( )2 3 sin 3<0tg x do x⇔ = − −  

   
6 2

kx π π−⇔ = + k ∈Z  

Mặt khác 1 2 2
2

2 log 0 2 log 0 log 2 4x x x+ ≤ ⇔ − ≤ ⇔ ≥ ⇔ ≥  

Ta tìm k ∈Z  sao cho 4
6 2

kπ π− + ≥
3

k
k
∈⎧

⇒ ⎨ ≥⎩

Z
 

Kết luận: 

6 2
kx π π−= +  với  

3
k
k
∈⎧

⎨ ≥⎩

Z
. 

Nhận xét: Bài toán này đã một lần nữa thể hiện vai trò của ‘k’ trong việc giải các PTLG có 
thêm điều kiện. 
 
Bài toán 2:  Giải phương trình: 

  3 3 3cos .sin 3 sin .cos3
8

x x x x+ =   

     Giải  

  3 3 3cos .sin 3 sin .cos3
8

x x x x+ =  

 ( ) ( )3 3 3 3 3cos 3sin 4sin sin 4cos 3cos
8

x x x x x x⇔ − + − =  

3 3sin 4
4 8

1sin 4 sin
2 6

x

x π

⇔ =

⇔ = =

24 2
5
24 2

kx
k

kx

π π

π π

⎡ = +⎢
⇔ ∈⎢

⎢ = +⎢⎣

Z  

 
Bài toán 3: (149 II- Bộ đề thi Tuyển sinh) 

 Cho phương trình:  

( ) ( ) ( )2 2 2sin 1 sin sin 1x y xy x y+ = + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 Tỉm nghiệm ( ),x y  để ( ) ( )1 , , 1x y xy x y+ −  là số đo các góc của tam giác. 

     Giải  
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Từ điều kiện ( ) ( )1 , , 1x y xy x y+ −  là số đo các góc của tam giác  

( ) ( )
( ) ( )

1 1

0< 1 , , 1 <

x y xy x y

x y xy x y

π
π

+ + + − =⎧⎪⇒ ⎨
+ −⎪⎩

 

3
3

0< +y, -y< <y<3 3 3 3

xy xy ππ
π π π ππ

⎧= =⎧ ⎪⎪ ⎪⇔ ⇔⎨ ⎨−⎪ ⎪⎩ ⎪⎩

 

Thế  
3

xy π=  vào phương trình đã cho ta có: 

    2 2 2sin sin sin
3 3 3

y yπ π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

2
1 cos 2 1 cos 2

3 3 sin
2 2 3

y yπ π
π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⇔ − =  

2
1 3cos 2 cos 2
2 3 3 2

y yπ π ⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇔ − − + = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎝ ⎠
 

2 3sin sin 2
3 4

yπ⇔ = 3sin 2
2

y⇔ =  

Mà 2 2<y< <2y< 2
3 3 3 3 3 6

y yπ π π π π π−− ⇒ ⇒ = ⇒ =  

Mặt khác 
3

xy π=  nên 2x = . 

 Kết luận:   ( ), 2,
6

x y π⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Nhận xét: Bài toán khá hay khi đặt vào trong tam giác mặc dù thật sự bản chất của nó chỉ là 
giải phương trình lương giác có điều kiện. 
 
Bài toán 4:  (Đại học xây dựng 2001) 

  Tìm m để phương trình sau có đúng 2 nghiệm 30,
4

x π⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
: 

sin 2 sin 2 cosx m x m x+ = +  
 Giải  

sin 2 sin 2 cosx m x m x+ = +  
2sin cos sin 2 cos 0x x m x m x⇔ + − − =     ( )( )2cos 1 sin 0x x m⇔ − − =  

1cos
2

sin

x

x m

⎡ =⎢⇔
⎢

=⎣

 



Chöông 1: Phöông trình löôïng giaùc 

Naêm hoïc 2006 – 2007  38

 Do phương trình 1cos
2

x =  có đúng 1 nghiệm 30,
3 4

x π π⎡ ⎤= ∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
nên phương trình đã 

cho có đúng 2 nghiệm  30,
4

x π⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
  

sin x m⇔ =  hoặc có đúng 1 nghiệm duy nhất 0 3
x π≠  với 0

30,
4

x π⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
 hoặc có 2 

nghiệm phân biệt 1 2
3, 0,
4

x x π⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
 trong đó có nghiệm 2 3

x π=  

( )1 30, 1
22

m m m
⎛ ⎞⎡ ⎞⇔ ∈ = =⎜ ⎟⎢ ⎟ ⎜ ⎟⎠⎣ ⎝ ⎠

U U  

    
2. Phương pháp 2: Đặt ẩn phụ 
Dạng PTLG sử dụng phương pháp đặt ẩn phụ ta thường gặp trong các bài toán có 

tham số, các phương trình đối xứng hay các phương trình có thể đưa về dạng phương trình 
bậc hai, bậc ba,… 
 Khi phép phân tích thành tích không thực hiện được, ta cố gắng biểu diễn tất cả các số 
hạng bằng một hàm số lượng giác duy nhất, và đó sẽ là ẩn của phương trình rồi đưa về 
phương trình lượng giác cơ bản để giải. Có thể chọn ẩn bằng các quy tắc sau: 

- Nếu phương trình không thay đổi khi ta thế:  
a) x  bởi x− , chọn ẩn là cos x  
b) x  bởi xπ − , chọn ẩn là sin x  
c) x  bởi xπ + , chọn ẩn là tgx  

 - Nếu cả 3 cách đều thực hiện được, chọn ẩn là cos 2x  

 - Nếu cả 3 cách đều không thực hiện được, chọn ẩn là 
2
xtg  

 
Bài toán 1:  Giải phương trình: 

63cos 4sin 6
3cos 4sin 1

x x
x x

+ + =
+ +

 

  Giải  
Đặt  3cos 4sin 1u x x= + +  phương trình đã cho trở thành: 

161 6
6

u
u

uu
=⎡

− + = ⇔ ⎢ =⎣
 

( )
( )

3cos 4sin 1 1 1

3cos 4sin 1 6 2

x x

x x

+ + =⎡
⇔ ⎢

+ + =⎢⎣
 

 Giải ( ) 3 31
4 4

tgx x arctg kπ−⇔ = ⇔ = − + , k ∈Z  

 Giải ( )2 3cos 4sin 5x x⇔ + =  

 Gọi 0,
2
πα ⎛ ⎞∈ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 với 4

3
tgα =  ta có: 
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   ( ) 5cos cos 1
3

x α α− = =  , vì 3cos
5

α =  

   2 ,x l lα π⇒ = + ∈Z  
 Vậy phương trình có các họ nghiệm: 

    3
4

x arctg kπ= − + ; 2x lα π= + với ,k l ∈Z  

Nhận xét: thật ra ở phương trình (2) ta có thể giải cách khác hay hơn, ngắn gọn hơn. Đó là 
cách dùng bất đẳng thức B.C.S 
 
Bài toán 2:  Giải phương trình: ( )sin cos 4sin 2 1 1x x x− + =  

     Giải  

 Đặt 22sin cos 0 sin cos 1 sin 2t x x t x x x= − ≥ ⇒ = − = − 2sin 1x t⇒ = −  

 Khi đó  ( ) 21 4 3 0t t⇔ − − =    1>0 sin 2 0
2

kt x x π
⇒ = ⇔ = ⇔ = ∈Z; ; k  

Nhận xét:qua bài toán này ta thấy có vẻ như việc đặt ẩn phụ hay không không quan trọng 
lắm. Chẳng qua việc đặt ẩn phụ làm cho bài toán trở nên gọn hơn mà thôi. Thế nhưng ở 2 bài 
toán sau thì khác. 
 
Bài toán 3:   Giải phương trình: 
   6 6 4 4sin cos sin cosx x x x+ = +  
     Giải  
Nhận xét: nếy thay x  bởi x− , xπ − , xπ +  thì phương trình không thay đổi. Do đó ta đặt ẩn: 

[ ]cos 2 , 1,1t x t= ∈ − . Phương trình trở thành: 

 
3 3 2 21 1 1 1

2 2 2 2
t t t t− + − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

2 1t⇔ =  1t⇔ = ±  cos 2 1x⇔ = ±  

( )
2

x k
k

x k

π
π π

=⎡
⎢⇔ ∈
⎢ = +
⎣

Z  ( )
2

kx kπ⇔ = ∈Z  

Bài toán 4:  Giải phương trình: sin 2
2
xx tg+ =  

     Giải  
Nhận xét: Nếu thay x  bởi x− , xπ − , xπ +  thì phương trình không thay đổi.  

Điều kiện: 2
2 2
x k x kπ π π π≠ + ⇔ ≠ +  

Đặt 
2
xt tg= . Phương trình trở thành: 

2 2

12 2
1 2 0

tt t
t t t

=⎡
+ = ⇔ ⎢+ − + =⎣

( )1 1 2
2 2 4 2
x xt tg k x k kπ ππ π⇔ = ⇔ = ⇔ = + ⇔ = + ∈Z  
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3. Phương pháp 3: Đổi vai trò của ẩn số và tham số: Phương pháp tham số biến thiên  
Trong một số bài toán đôi khi việc đổi vai trò của ẩn số và tham số cho nhautrở thành 

một phương pháp giải khá thú vị: Bằng cách đổi vai trò của ẩn số và tham số khi bậc của tham 
số là bậc II còn bậc của ẩn thì cao hơn ta có thể đưa một phương trình bậc cao về dạng một 
phương trình bậc hai theo tham số. Từ điều kiện tồn tại nghiệm củ phương trình 0Δ ≥  suy ra 
các giá trị của tham số để phương trình có nghiệm. Tuy nhiên có một số trường hợp mà biến 
quá phức tạp ta cũng có thể đặt tham số làm ẩn để dễ giải hơn. 

Ta xét môt số bài toán sau: 
Bài toán 1:Giải và biện luận phương trình sau theo tham số m: 

   ( ) ( ) 2 32 1 cos 2 1 sin 2 0
2

m x m x m+ + − − − =  

     Giải  

( ) ( ) 2 32 1 cos 2 1 sin 2 0
2

m x m x m+ + − − − =  

( ) ( )2 32 2 cos sin sin cos 0
2

m x x m x x⇔ − + + + − =  

( ) ( ) ( )24 4 cos sin 3 2 sin cos 0f m m x x m x x⇔ = − + + + − =  
 

( ) ( ) ( )2' 4 cos sin 12 8 sin cos 4 8sin cos 12 8 sin cosm x x x x x x x xΔ = + − − − = + − − −  
      ( )( )8 sin 1 cos 1 0x x= + − ≤  

( )

( )

( )

( )

2

2

'
2

2

11 22 2sin 1 220
cos 1 1 12 2 22 2

m

f m mf m m mx
x f m m m f m m

⎡ ⎛ ⎞⎡ = +⎢= + + ⎜ ⎟⎢= −⎡ ⎝ ⎠⎢Δ = ⇔ ⇔ ⇔⎢⎢ ⎢=⎣ ⎢ ⎛ ⎞= − + ⎢ = −⎜ ⎟⎢⎣ ⎢ ⎝ ⎠⎣

 

Với 1
2

m = −  thì ( ) 0 2
2

f m x kπ π= ⇔ = − + , k ∈Z  

Với 1
2

m =  thì ( ) 0 2f m x k π= ⇔ = , k ∈Z  

Với 1
2

m ≠ ±  thì ( ) 0f m =  vô nghiệm. 

 
Bài toán 2:  Định m để phương trình sau có nghiệm: 
  ( ) 22 1 (sin cos ) (sin cos ) 2 2 2 0m x x x x m m+ − − + + + + =  
      Giải  
  ( ) 22 1 (sin cos ) (sin cos ) 2 2 2 0m x x x x m m+ − − + + + + =  

         ( )2 sin cos 1 1 0m m x x⇔ + − + + =  

 ( ) ( )2sin cos 1 4 2 sin cos 2sin cos 2m x x x x x xΔ = − + − = − − −  

Đặt sin cos , 2t x x t= − ≤   

Khi đó ( )21 0m tΔ = − − ≤  
Mà một phương trình có nghiệm 0 0 1 sin cos 1m m t x x⇔ Δ ≥ ⇔ Δ = ⇔ = ⇔ − =  
Thế vào ta được: 0m = , 1m =  
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BÀI 3: PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC KHÔNG MẪU MỰC 
  
Trong giải toán ta thường gặp một số phương trình mà cách giải tuỳ đặc thù của từng phương 
trình, có thể gọi đó là những phương trình không mẫu mực. Một số PTLG thể hiện tính không 
mẫu mực ở ngay dạng của chúng, nhưng cũng có những phương trình mà thoạt trông thấy rất 
bình thường  nhưng cách giải lại không mâu mực (hay cách giải không mẫu mực thường hay 
hơn, gọn hơn cách giải mẫu mực) 
Trong dạng phương trình này phương pháp đánh giá bất đẳng thức rất  thường gặp. Nó gồm 
một số dạng nhỏ sau: 
I.  PHƯƠNG PHÁP TỔNG BÌNH PHƯƠNG: 

2 2 A = 0
A + B 0

B= 0
⎧

= ⇔ ⎨
⎩

 

Hệ quả:    ( )

( )
( )

( )

1

n
2

i=1

f 0

f 0
f 0

....
f 0

i

n

x

x
x

x

=⎧
⎪

=⎪= ⇔ ⎨
⎪
⎪ =⎩

∑  Với ( )f 0, 1,i x i n≥ =  

Bài toán 1: 
Giải phương trình: 

   ( ) ( )2 2 sin 1 0 1x x xy+ + =  

    Giải  

( ) ( )2 2 sin 1 0 1x x xy+ + =    ( ) 2 2sin cos 0x xy x⇔ + + =⎡ ⎤⎣ ⎦  

   
( )

( )

1 0
sin 1

1 0
sin 1

x
xy

x
xy

⎡ + =⎧⎪
⎢⎨ =⎪⎢⎩⇔ ⎢ − =⎧⎪⎢⎨⎢ = −⎪⎩⎣

    

1

2
2

1

2

x

y k

x

y l

π π

π

⎡ = −⎧
⎪⎢⎨⎢ = − +⎪⎢⎩⇔ ⎢ =⎧⎢⎪
⎢⎨ = − + ∈⎢⎪⎩⎣

Với ( ),k l ∈Z  

Nhận xét:  đối với bài toán này ta dễ nhìn thấy dạng của nó  cho nên nó trở nên dễ dàng. Do 
đó một kinh nghiệm trong giải toán loại này có lẽ là cẩn thận nhận dạng nó. Thực hiện được 
bước này bài toán xem như được giải khoảng 7 phần.  
Bài toán 2: Giải phương trình: 
                  4cos 2cos 2 cos 4 7x x x+ + = −  

     Giải  
   4cos 2cos 2 cos 4 7x x x+ + = −  

  ( ) ( ) ( )4 cos 1 2 cos 2 2 cos 4 1 0x x x⇔ + + + + + =  
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1 cos 0
1 cos 2 0
1 cos 4 0

x
x
x

+ =⎧
⎪⇔ + =⎨
⎪ + =⎩

 vô nghiệm 

Vậy phương trình đã cho vô nghiệm. 
Nhận xét: Trong bài toán này ta đã sử dụng một bất đảng thức quen thuộc của lương 
giác: cos 1x ≤  
Một số BĐT lượng giác thường dùng để ước lượng: 

sin 1x ≤ , cos 1x ≤ , 2 2sin cosa x b x a b+ ≤ + . 

Nếu m, n là các số tự nhiên lớn hơn 2 thì 2 2sin cos sin cos 1m mx x x x± ≤ + =  

II. PHƯƠNG PHÁP ĐỐI LẬP:  
(Còn có tên gọi là phương pháp gặp nhau ở cửa-chặn trên chặn dưới 2 vế):   

   
A M

A = M
B M

B= M
A=B

≥⎧
⎧⎪ ≤ ⇔⎨ ⎨
⎩⎪

⎩

 

Bài toán 1: Giải phương trình: 
5 2cos 0x x+ =  

 Giải  

  5 2cos 0x x+ =    2 5cosx x⇔ = −  

Vì 21 cos 1 0 1 1 1x x x− ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇔ − ≤ ≤  

Mà  [ ]1,1 ; cos >0
2 2

xπ π⎛ ⎞− ⊂ − ⇒⎜ ⎟
⎝ ⎠

 với 1 1x− ≤ ≤  

5cos <0x⇒ −  với 1 1x− ≤ ≤  

Do đó ta có 2 0x ≥  và 5cos <0x−  nên phương trình 5 2cos 0x x+ =  vô nghiệm. 

Bài toán 2:  
  Giải phương trình: 

sin .sin 2 1x x = −  

     Giải  
   sin .sin 2 1x x = −  

sin 1
sin 2 1

sin 1
sin 2 1

x
x

x
x

⎡ =⎧
⎨⎢ = −⎩⎢⇔ ⎢ = −⎧⎢⎨ =⎢⎩⎣

1

2

1

2

2
2

4

2
2

4

x k

x k

x k

x k

π π

π π

π π

π π

⎡⎧ = +⎢⎪⎪⎢⎨
⎢⎪ = − +⎢⎪⎩⇔ ⎢
⎧⎢ = − +⎪⎢⎪
⎨⎢
⎪⎢ = +
⎪⎢⎩⎣

 vô nghiệm  
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Nhận xét:  Bài toán này có thể xem như một bài toán mẫu. Bằng cách lập luận tương tự ta 
giải được các phương trình có dạng tương tự: 

sin .sin 1
sin .sin 1

ax bx
ax bx

=
= −

 

cos .cos 1
cos .cos 1

ax bx
ax bx

=
= −

 

Bài toán 3: 

   Giải phương trình: 2sin 1x x x= + +  

    Giải  
Ta xét  hai trường hợp: 

- Nếu [ ]1,0 ,0 sin 0
2

x xπ⎡ ⎤∈ − ⊂ − ⇒ ≤⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Mà 2 1>0x x+ +  ,suy ra vô nghiệm. 

- Nếu ( ) ( ), 1 0,x∈ −∞ − ±∞U  thì sin 1x ≤  

Mà 
2

2 1 3 1 31 > 1
2 4 4 4

x x x⎛ ⎞+ + = + + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, suy ra phương trình vô nghiệm. 

Kết luận: phương tình đã cho vô nghiệm. 
Nhận xét: Bài toán này đã sử dụng một phương pháp tìm nghiệm trong đại số. Đó là phương 
pháp chia khoảng. Phương pháp này thường được dùng trong các bài toán giải phương trình 
có trị tuyêr đối, có miền giá trị lộn xộn, hay trong các bài toán bất phương trình.đối với 
phương pháp này ta chia miền xác định ra từng khoảng mà trên khoảng đó hàm f không đổi 
dấu. 
Bài toán 4:  Giải phương trình: 

  1 cot cos sin
4

n
n ntgx gx x x⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
( ); >1n n∈Z  

     Giải  

Điều kiện:
cos 0
sin 0 2

x kx
x

π≠⎧
⇔ ≠⎨ ≠⎩

 

Do tg và cotg luôn cùng dấu nên 

cot1 1cot cot 2 1
4 4 4

nn n tgx gx
tgx gx tgx gx

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + ≥ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Dấu đẳng thức xảy ra  khi và vhỉ khi   

21 1 1 1cot
4 4 2 2

tgx gx tg x tgx x arctg kπ⎛ ⎞= ⇔ = ⇔ = ± ⇔ = ± +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Với ; >1n n∈Z   ta xét vế phải : 

 2 22 sin cos sin cos 1n nn x x= ⇒ + = + =  
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          1 1cot 1
4 2

n

tgx gx x arctg kπ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇒ + = ⇔ = ± +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 >2n ta có: 2cos cosn x x≤  

                              2sin sinn x x≤  

2 2cos sin cos sin cos sin 1n n n nx x x x x x⇒ + ≤ + ≤ + =  

' '
2

kx π= ⇔ = (loại)  

Vậy cos sin <1,
2

n n kx x x π+ ∀ ≠ và 1 cot 1
4

n

tgx gx+ ≥   

Cho nên với >2n  phương trình vô nghiệm.,  
Kết luận: nghiệm của phương trình là:  

        1
2

x arctg kπ⎛ ⎞= ± +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, k ∈Z  

Nhận xét: qua bài toán này ta thấy việc sử dụng bất đẳng thức kinh điển trong các bài toán 
giúp ta tìm được giá trị lớn nhất (hay nhỏ nhất) của một biểu thức để chặn nó lại và đem áp 
dụng vào phương trình bởi vì thông thường điều kiện xảy ra đẳng thức không nhiều giúp ta có 
thể giải nhanh các phương trình. Phương pháp sử dụng bất đẳng thức là một phương pháp 
kinh điển được sử dụng rất phổ biến.  
Bài toán 5:  
  Giải phương trình: 

   ( )cos .cos 2 .cos3 sin .sin 2 .sin 3 1 1x x x x x x+ =  

     Giải  
 Sử dụng bất đẳng thức BCS ta có: 

  ( )cos .cos 2 .cos3 sin .sin 2 .sin 3 1 1x x x x x x+ =  

cos .cos 2 .cos3 sin .sin 2 .sin 3x x x x x x⇔ +

( )( )2 2 2 2 2 2cos cos 2 sin sin 2 cos 3 sin 3x x x x x x≤ + +

( )2 2 2 2 2 2cos cos 2 sin sin 2 cos sin 1x x x x x x= + ≤ + =  

( )
( )2 2 2 2 2 2

cos cos 2 sin 3 sin sin 2 cos3 0 2
' '

cos cos 2 sin sin 2 cos sin 3

x x x x x x

x x x x x x

= ≥⎧⎪= ⇔ ⎨
+ = +⎪⎩

 

Ta xét  ( )3 sin 0x x kπ⇔ = ⇔ =  thoả (2) 

Vậy nghiệm của (1) là: ,x k kπ= ∈Z  

Nhận xét: Bài toán này làm ta nhớ đến các tổng hữu hạn ở bài trước. Ta cũng có thể áp dụng 
bất đẳng thức BCS (như Bài toán này) hay bất đẳng thức Cauchy để tìm được giá trị nhỏ nhất 
hay lớn nhất của tổng đó. 
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III. PHƯƠNG PHÁP PHẢN CHỨNG: (Nguyên lý cực biên) 

1
1

1
1

1 1

A A
A=A

B B
B=B

A+B=A B

≤⎧
⎧⎪ ≤ ⇔⎨ ⎨
⎩⎪ +⎩

 

 Bài toán1: Giải phương trình: 

                                       12 16sin cos 1x x+ =  

    Giải  

Ta có: 12 2sin sinx x≤ ; 

         16 2cos cosx x≤  

    12 16sin cos 1x x x⇒ + ≤ ∀  
Vì thế  

12 16sin cos 1x x+ = ( )
12 2

16 2

sin sin
2cos cos

x x kx k
x x

π⎧ =⎪⇔ ⇔ = ∈⎨
=⎪⎩

Z  

Nhận xét:  Bài toán này thuộc dạng phương trình tổng quát sau:sin cos 1m nx x+ =  với 
m ,n tự nhiên. 

Ta có: 
( )
( )

22

2 2

sin sin 1sin sin
cos cos cos cos 2

mm

n n

x xx x
x x x x

⎧ =⎧ ≤⎪ ⎪⇒⎨ ⎨
≤ =⎪ ⎪⎩ ⎩

 

Từ đó ta xét  4 khả năng cho dạng toán này:  
1.Nếu m,n cùng chẵn. Khi đó: 

( )( ) ( )

sin 0
sin 1

1 2
2cos 0

cos 1

x
x kx k
x
x

π
⎧ =⎡
⎪⎢ = ±⎪⎣⇔ ⇔ = ∈⎨

=⎡⎪
⎢⎪ = ±⎣⎩

Z  

2. Nếu m,n cùng lẻ. Khi đó: 

 ( )( ) ( )

sin 0
2sin 1

1 2
2cos 0

2
cos 1

x
x kx

k
x kx

x

π
π π

⎧ =⎡
⎪ =⎢ ⎡=⎪⎣ ⎢⇔ ⇔ ∈⎨ ⎢ = +=⎡⎪ ⎣⎢⎪ =⎣⎩

Z  

3. Nếu mchẵn, n lẻ. Khi đó: 

 ( )( ) ( )

sin 0
2sin 1

1 2
2cos 0

2
cos 1

x
x kx

k
x kx

x

π
π π

⎧ =⎡
⎪ =⎢ ⎡= ±⎪⎣ ⎢⇔ ⇔ ∈⎨ ⎢ = +=⎡⎪ ⎣⎢⎪ =⎣⎩

Z  

4. Nếu m lẻ, n chẵn. Khi đó: 
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 ( )( ) ( )

sin 0
sin 1

1 2
2cos 0

2
cos 1

x
x kx

k
x kx

x

π
π π

⎧ =⎡
⎪ =⎢ ⎡=⎪⎣ ⎢⇔ ⇔ ∈⎨ ⎢ = +=⎡⎪ ⎣⎢⎪ = ±⎣⎩

Z  

Bài toán 2:  Giải phương trình: 

     1 1 1 2
1 cos 2 1 cos 4 1 cos 6x x x

+ + =
+ + −

 

     Giải  

Điều kiện:  
( )
( )

( )

cos 2 1 1

cos 4 1 2

cos 6 1 3

x

x

x

≠ −⎧
⎪

≠ −⎨
⎪ ≠⎩

 

1 cos 2 ,1 cos 4 ,1 cos 6 >0x x x⇒ + + −  

Theo bất đẳng thức Cauchy: 

( ) ( )1 1 11 cos 2 1 cos 4 1 cos 6 . 9 4
1 cos 2 1 cos 4 1 cos 6

x x x
x x x

⎛ ⎞+ + + + − + + ≥⎜ ⎟+ + −⎝ ⎠
 

Đặt 1 cos 2 1 cos 4 1 cos 6S x x x= + + + + −  

          23 1 2sin 2 2sin 4 sin 2x x x= + − =  

         ( )2 2 23 13 sin 4 cos 4 2sin 2 2sin 4 sin 2
2 2

x x x x x= + − + − −  

          ( )2 29 1 1sin 4 2sin 2 cos 4
2 2 2

x x x= − + −  

( )9 5
2

S⇒ ≤  

Dấu đẳng thức xảy ra 
( ) ( )
( )

2sin 2 1 cos 2 0 6sin 4 2sin 2 0 sin 2 0
cos 4 0 cos 4 0cos 4 0 7

x xx x x
x xx

+ =⎧+ = =⎧ ⎧⎪⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎨ ⎨= ==⎩ ⎩⎪⎩
 

Hệ phương trình này vô nghiệm 9<
2

S⇒   

Tức là 1 1 1 >2
1 cos 2 1 cos 4 1 cos6x x x

+ +
+ + −

 

Vậy phương trình đã cho vô nghiệm. 
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CHÖÔNG II: NHAÄN DAÏNG TAM GIAÙC 
 Ñeå laøm toát caùc loaïi baøi taäp naøy, ta caàn nhôù caùc ñieàu sau:  

• Naém vöõng caùc coâng thöùc löôïng giaùc keát hôïp caùc goùc lieân quan ñaëc bieät (buø, phuï), 

heä thöùc löôïng trong tam giaùc. 

• Neân thuoäc caùc ñaúng thöùc, baát ñaúng thöùc quen thuoäc trong tam giaùc ñeå traùnh nhöõng 

bieán ñoåi khoâng caàn thieát. 

 Giaûi caùc baøi toaùn nhaän daïng tam giaùc ta thöôøng: 

• Ñoái vôùi caùc baøi toaùn chæ bieán ñoåi ñaúng thöùc: ñöa veà phöông trình tích. 

• Ñoái vôùi caùc baøi toaùn söû duïng baát ñaúng thöùc: khi ñaúng thöùc xaûy ra thì ñoù laø tam giaùc 

caàn nhaän daïng. 

 Döïa vaøo phöông phaùp giaûi maø ta phaân loaïi nhö sau: 

• Baøi toaùn 1: söû duïng pheùp bieán ñoåi ñaúng thöùc. 

• Baøi toaùn 2: söû duïng baát ñaúng thöùc 

BAØI 1: SÖÛ DUÏNG PHEÙP BIEÁN ÑOÅI ÑAÚNG THÖÙC. 
Moät soá ñaúng thöùc quen thuoäc trong tam giaùc: 

Cho tam giaùc ABC coù: 

1)sin sin sin 4cos cos cos
2 2 2

2)cos cos cos 1 4sin sin sin
2 2 2

3)sin 2 sin 2 sin 2 4sin sin sin
2 2 24)cos cos cos 1 2cos cos cos
2 2 25)sin sin sin 2(1 cos cos cos )

A B CA B C

A B CA B C

A B C A B C

A B C A B C

A B C A B C

+ + =

+ + = +

+ + =

+ + = −

+ + = +

 

Ñeå yù raèng tam giaùc ABC vuoâng  

cos 0
cos 0
cos 0

A
B
C

=⎡
⎢⇔ =⎢
⎢ =⎣

 

Nhö vaäy, töø ñaúng thöùc (4) vaø (5) ta coù baøi toaùn sau: 

Haõy nhaän daïng tam giaùc ABC neáu bieát: 

a) 2 2 2cos cos cos 1A B C+ + =  

b) 2 2 2sin sin sin 2A B C+ + =  
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I. NHAÄN DAÏNG TAM GIAÙC VUOÂNG:  

Moät soá phöông phaùp nhaän daïng tam giaùc vuoâng: 

Giaû söû coù ABC, chöùng minh ABC vuoâng taïi A, ta chöùng minh: 

• cos A  =0⇔ sin
2

Aπ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

=0⇔  sin A  =1  

• sin B = cosC   

Baøi 1: (Ñeà 121/III) 

Chöùng minh raèng neáu trong tam giaùc ABC  

sin A + sin B + sinC  = 1 − cos A+ cos B + cosC   

thì ABC laø tam giaùc vuoâng. 

Lôøi giaûi:  

Trong ABC ta deã daøng chöùng minh  

sin sin sin 4cos cos cos
2 2 2
A B CA B C+ + =   

1− cos A+ cos B  + cosC  = 4sin cos cos
2 2 2
A B C  

Vaäy töø giaû thieát ta coù: 

4cos cos cos 4sin cos cos
2 2 2 2 2 2
A B C A B C=  

cos sin
2 2

1
2

2 2

A A

Atg

A π

⇒ =

⇒ =

⇒ =

 

Vaäy tam giaùc ABC vuoâng taïi A. 

Baøi 2: Cho ABC thoûa maõn heä thöùc: 

sin sin sin 1 cos cos cosA B C A B C+ + = + + +  

Chöùng minh raèng ABC laø tam giaùc vuoâng. 

Lôøi giaûi:  

Ñaúng thöùc ñaõ cho töông ñöông vôùi ñaúng thöùc sau: 

22sin cos 2sin cos 2cos cos 2cos
2 2 2 2 2 2 2

A B A B C C A B A B C+ − + −+ = +  

             cos cos cos sin cos cos
2 2 2 2 2 2
C A B C C A B C− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⇔ − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (1) 

Töø (1) coù hai khaû naêng: 
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1. Neáu: cos cos 0 cos cos
2 2 2 2

A B C A B C− −− = ⇔ =  

Khi aáy ta coù hoaëc laø: 090A B C A B C A− = ⇒ = + ⇒ =  

Hoaëc laø:                     090B A C B C A B− = ⇒ = + ⇒ =  

2. Neáu: cos cos 0 cos sin 1
2 2 2 2 2

A B C C C Ctg− − ≠ ⇒ = ⇒ =  

 0 045 90
2
C C⇒ = ⇒ =  

nhö theá trong moïi tröôøng hôïp ABC ñeàu laø tam giaùc vuoâng. 

Baøi 3:(Ñeà 45/II2) 

Chöùng minh raèng neáu sin 2 sin 2 4sin .sinA B A B+ = thì ABC laø tam giaùc vuoâng . 

Lôøi giaûi:  

Theo coâng thöùc bieán ñoåi toång thaønh tích vaø tích thaønh toång ta coù  

 
( ) ( )

( ) ( )
sin 2 sin 2 2sin .cos

4sin .sin 2 cos cos

A B A B A B

A B A B A B

+ = + −

= − − +⎡ ⎤⎣ ⎦
 

Neáu töø giaû thieát ta coù  

  ( ) ( ) ( ) ( )sin .cos cos cosA B A B A B A B+ − = − − +

 

( ) ( ) ( )

( )

( )

cos 1 sin cos

2
2 2cos cos sin cos sin

2 2 2 2

cos sin cos cos sin cos sin 0
2 2 2 2 2 2

A B A B A B

A B A B A B A BA B

A B A B A B A B A B A BA B

⇔ − − + = +⎡ ⎤⎣ ⎦

+ + + +⎛ ⎞⇔ − − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ + ⎡ + + + + ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇔ − − − − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

 

Maø bieåu trong ngoaëc vuoâng vieát thaønh 

 ( ) ( )cos cos 1 sin cos 1
2 2

A B A BA B A B+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 2 2cos .2sin sin .2cos 0
2 2 2 2

2 2cos ,2sin 0,sin 0,2cos 0
2 2 2 2

A B A B A B A B

A B A B A B A B

+ − + −= − − <

+ − + −⎛ ⎞> ≥ >⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

neân ta phaûi coù cos sin
2 2 2 2

A B A B A B C+ + += ⇒ =  

Vaäy tam giaùc ABC vuoâng taïi C. 

Baøi 4:  (Ñeà 19/II1) 

 Xaùc ñònh tam giaùc ABC thoûa maõn heä thöùc: 
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 .cos 2 sin 2c c B B= +  

Lôøi giaûi:  

Heä thöùc ñaõ cho vieát thaønh 

 

( )1 cos 2 2 sin .cos
2 2sin .2sin 2sin .cos

sin cos

c B b B B

C B B B
C B

− =

⇔ =
⇔ =

 

 (vì 2sin 0B ≠ ) 

Vì sinC  vaø sin B  laø hai goùc tam giaùc neân  

 
( )

( )

1
2sin cos

2
2

C B
C B

C B

π

π

⎧ = −⎪⎪= ⇒ ⎨
⎪ = +
⎪⎩

  

Tröôøng hôïp (1) tam giaùc ABC vuoâng taïi sin A  

Tröôøng hôïp (2) ta coù goùc 
2

C B π− =  ABC giaû vuoâng taïi A 

Baøi 5:((Ñeà 24/III2) 

Trong moät tam giaùc ABC, goïi , , ,r r r r
A B C

laàn löôït laø baùn kính ñöôøng troøn noäi tieáp, 

baøng tieáp trong caùc goùc A,B,C. Chöùng minh raèng neáu  A B Cr r r r= + +   thì tam 

giaùc ABC vuoâng  

Lôøi giaûi:  

Theo coâng thöùc tính dieän tích tam giaùc döïa vaøo baùn kính caùc voøng troøn noäi tieáp vaø baøng 

tieáp 

 Ta coù 

 ( ) ( ) ( ). . . .A B CS p r p a r p b r p c r= = − = − = −  neân 

 

1 1 1 1

A B Cr r r r
S S S S

p a p p b p c

p a p p b p c

= + +

⇔ = + +
− − −

⇔ − = +
− − −

 

 ( )
( )

( )( )
( ) ( )( )

2 p b ca
p p a p b p c

p p a p b p c

− +
⇔ =

− − −

⇔ − = − −
 



Chuyeân ñeà Löôïng giaùc vaø ÖÙng duïng 

Nhoùm hoïc sinh lôùp 11A1 http://www.ebook.edu.vn 51

 
( )

( )
( )2 2

pa bc p b c

p b c a bc

b c a

⇔ − = − +

⇔ + − =

⇔ + =

 

Vaäy tam giaùc ABC vuoâng taïi A 

II. NHAÄN DAÏNG TAM GIAÙC CAÂN 

Baøi 1: Tam giaùc ABC coù tính chaát gì neáu 2cot
2
CtgA tgB g+ =  

Lôøi giaûi:  

Do A, B, C laø 3 goùc cuûa tam giaùc neân cot
2 2
C A Bg tg +=  

Vaäy heä thöùc ñaõ cho vieát thaønh: 

 

0
2 2

sin sin
2 2 0

cos .cos cos .cos
2 2

cos sin 0
2 2

A B A BtgA tg tgB tg

A B B A

A B A BA B

A B A

+ +− + − =

− −

⇔ + =+ +

+⎛ ⎞= ≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

neân ta coù 

 

1 1sin 0
2 cos cos

sin 0
2

cos cos

A B
A B

A B

A B
A B

− ⎛ ⎞− =⎜ ⎟
⎝ ⎠
−⎡ =⎢⇒

⎢ =⎣
⇒ =

 

Vaäy tam giaùc A, B, C caân taïi C 

Nhaän xeùt: Baøi toaùn naøy coù theå giaûi baèng phöông phaùp baát ñaúng thöùc. Thöïc chaát ñaây laø baøi 

toaùn tìm min (tam giaùc ABC coù tính chaát gì khi ñaúng thöùc xaûy ra) cuûa baát ñaúng thöùc sau: 

2
2

A BtgA tgB tg ++ ≥ (Trong moïi tam giaùc nhoïn ta ñeàu coù baát ñaúng thöùc treân) 

Thaät vaäy trong moät tam giaùc coù 3 goùc nhoïn ABC ta coù: 

( )sin
cos cos

A B
tgA tgB

A B
+

+ =  

maø ( ) ( )2cos cos cos cosA B A B A B= + − ( ) 21 cos 2cos
2

A BA B +≤ + + =  
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neân 
2sin cos

2 2 2
22cos

2

A B A B
A BtgA tgB tgA B

+ +
++ ≥ =+  

Ñaúng thöùc xaûy ra khi ( )cos 1A B− = A B⇔ =  

Baøi 2: (Ñeà 90/III2) 

 Chöùng minh raèng neáu trong ABC coù 

 22 .tgA tgB tgA tg B+ =  thì tam giaùc ABC caân 

Lôøi giaûi:  

ta coù 22 .tgA tgB tgA tg B+ =  

 

( )

( )
( )

( )

2. 1

1
0 1 0

0 , ,

tgA tgB tgA tg B tgB tgAtgB tgB
tgA tgB tgB

tgAtgB
A B tgA tgB tgAtgB

tg A B tgB
tgC tgB

C B A B C

π

π

⇔ + = − = −
+⇔ =−

−
+ ≠ ⇒ + ≠ ⇒ − ≠

⇔ + =−
⇔− =−
⇔ = < <

 

Vaäy ABC caân taïi A 

Nhaän xeùt: 

Vôùi baøi toaùn treân ta coù theå giaûi baèng caùch ñöa veà phöông trình baäc hai vôùi aån t laø tgB : 

 2. 2 0tgA t t tgA− − =  

Vôùi nghieäm t ta coù phöông trình tgB t=  

Cuoái cuøng suy ra tính chaát cuûa tam giaùc ABC 

Baøi 3: (Ñeà 7/II2) 

 Tam giaùc ABC coù tính chaát gì neáu: 

 ( )a.tgA+b.tgB= a+b
2

A Btg +  

Lôøi giaûi:  

 Theo ñònh lí haøm soá sin ta coù a=2R sin A , b=2R sin B  neân töø heä thöùc ñaõ cho ta vieát 

 
( )sin .tgA+sin .tgB= sin sin

2

sin . tgA +sin . tgB =0
2 2

A BA B A B tg

A B A BA tg B tg

++

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇔ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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Theo coâng thöùc ( )sin
cos .cos

a b
tga tgb

a b
−

− =  ta coù 

 
sin sin

2 2sin . sin . 0
cos .cos cos .cos

2 2

A B B A

A BA B A BA B

− −

+ =+ +  

Vì cos 0,sin sin
2 2 2

A B A B B A+ − −≠ = −  neân heä thöùc ñaõ cho vieát thaønh 

 sin sinsin 0
2 cos cos

A B A B
A B

− ⎛ ⎞− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
sin 0

2
A B

A B
tgA tgB

−⎡ =⎢⇒ ⇒ =
⎢ =⎣

 

Vaäy tam giaùc ABC caân taïi C 

Baøi 4: (Ñeà 39/II)  

 Tam giaùc ABC coù caùc caïnh vaø goùc thoûa maõn heä thöùc 

  1 cos 2
sin 2 24

B a c
B a c

+ +=
−

 

 Chöùng minh raèng ABC LAØ tam giaùc caân 

Lôøi giaûi:  

Ta coù 

 
22cos cos1 cos 2 2

sin 2sin .cos sin
2 2 2

B B
B

B B BB
+ = =  

Bình phöông hai veá ta ñöôïc 

 ( )
2 2cos 2 2 222 1 cot 12 2 2 2 22 4sin

2

B
a c a c B a cgB a c a ca c

+ + += = ⇔ + = +
− −−

 

 ( )1 4 2 2 1 cos 2 cos
22sin

2

a a c a B c a BB a c
⇔ = ⇔ − = − ⇔ =

−
 

maø theo ñònh lí haøm soá sin coù 2 2 2 2 cosb a c ac B= + −  

Vaäy 2 2 2 2b a c c b a= + − ⇒ = , ABC caân taïi C 

Nhaän xeùt:  Ta coù theå giaûi baèng phöông phaùp tam thöùc 

 Ñaúng thöùc ñaõ cho töông ñöông 
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( )

( )

( ) ( )
( )

2

21 cos 2
2 2sin

21 2cos cos 2
2 21 cos

2 cos 2 cos 0

cos
2

cos 1
sincos

2sin
2sin cos sin
sin sin sin

sin 0

B a c
a cB

B B a c
a cB

a B a c B c

cB
a

B
CB
A

A B C
A B A B C

A B A B

+ +=
−

+ + +⇔ =
−−

⇔ + − − =

⎡ =⎢⇔
⎢

= −⎣

⇒ =

⇔ =
⇔ + + − =

⇔ − = ⇔ =

 

Baøi 5: 

Chöùng minh raèng ABC laø tam giaùc vuoâng hay caân khi vaø chæ khi 

 a cos B -b cos A=a sin A -bsin B  

Lôøi giaûi:  

Theo ñònh lí haøm soá sin coù 

  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )
( )

2 2sin .cos sin .cos sin sin
1 cos 2 1 cos 2 cos 2 cos 2sin

2 2
sin sin sin

sin 1 sin 0

sin 0

sin 1

A B B A A B
A B B AA B

A B A B A B

A B A B

A B

A B

− = −
− − − −⇔ − = =

⇔ − = + −

⇔ − − + =⎡ ⎤⎣ ⎦
− =⎡

⇔⎢
+ =⎢⎣

 

Vaäy tam giaùc ABC caân taïi C hoaëc vuoâng taïi C 

III NHAÄN DAÏNG TAM GIAÙC ÑEÀU 

Baøi 1: Chöùng minh tam giaùc ABC coù ít nhaát moät goùc baèng 600 khi vaø chæ khi 

 sin sin sin 3
cos cos cos

A B C
A B C
+ + =
+ +

   (1) 

Lôøi giaûi:  

Vì ta coù cos cos cos 1 4sin cos cos 0
2 2 2
A B CA B C+ + = + >  neân 

(1) (sin 3 cos ) (sin 3 cos ) (sin 3 cos ) 0A A B B C C⇔ − + − + − =  
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maø 

sin 3 cos 2sin
3

sin 3 cos 2sin
3

sin 3 cos 2sin
3

A A A

B B B

C C C

π

π

π

⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Neân

( )

( )

1 2 sin sin sin 0
3 3 3

2
232 sin .cos sin 0

2 2 3

A B C

A B A B A B

π π π

π
π

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇔ − + − + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞+ −⎢ ⎥⎜ ⎟ − ⎛ ⎞⇔ + − + =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

ma ø ( ) ( )2 2sin sin 2sin cos
3 3 2 3 2 3

A B A BA B A Bπ π π π+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + = − + − = − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

( )

4sin cos cos 0
2 3 2 2 3

8sin sin sin 0
6 2 2 6 2 6

sin 0
2 6 3

sin 0 0 , ,
2 6 3

sin 0 36 2

A B A B A B

C A B

A
A

B B A B C

C C

π π

π π π

π π

π π π

ππ

+ ⎡ − + ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇔ − − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇔ − − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎛ ⎞ ⎡− =⎜ ⎟ =⎢ ⎢⎝ ⎠⎢ ⎢
⎢ ⎛ ⎞ ⎢⇔ − = ⇔ = < <⎜ ⎟⎢ ⎢⎝ ⎠⎢ ⎢
⎢ ⎛ ⎞ ⎢ =− =⎜ ⎟⎢ ⎢⎣⎝ ⎠⎣

 

Vaäy tam giaùc ABC coù ít nhaát moät goùc baèng 600 

Baøi 2:  Tam giaùc caân ABC coù moät goùc laø nghieäm cuûa phöông trình 

 2 3
2 3
xtgx tg− =  

Chöùng minh raèng ABC laø tam giaùc ñeàu 
Lôøi giaûi:  

Ta coù  

 
sin 2 32 cos 0,cos 0

2 3 2cos .cos
2

x
x xtgx tg xxx

⎛ ⎞− = = ≠ ≠⎜ ⎟
⎝ ⎠
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( )

2 32
cos 3

2 3
2 31
21

2 3 2 33 2
3 3

2 3 2 33 2 0
3 3

3
33 2 33 2 0

3 2 3 2 0

xtg

x
t

t

t

t t t

t t t

t
t t t

t t

⇔ =

⇔ =
−

+

⇔ + = −

⇔ + + − =

⎡
=⎛ ⎞ ⎢⇔ − + + = ⇔⎜ ⎟ ⎢

⎝ ⎠ ⎢ + + =⎣

 

 

3
2 3

2 6

2
3

xt tg

x k

x k

π π

π π

= =

⇔ = +

⇔ = +

 

Ta choïn moät goùc cuûa tam giaùc ABC laø 
3

x π=  

Vaäy tam giaùc ABC caân coù moät goùc laø 
3
π  neân ABC ñeàu 

Baøi 3:  
 Chöùng minh raèng neáu ABC thoûa ñieàu kieän sau thì ABC laø tam giaùc ñeàu 

 3
2
ab c ha+ = +  

Lôøi giaûi:  

Ta coù  

 2 sin 2 .sin .2 .sin .sin 2 .sin .sin
2 .sina

S bc A R B R C Ah R B C
a a R A

= = = =  

Theo ñònh lí haøm soá sin töø ñaúng thöùc treân coù 

 2sin 2sin sin 2 3 sin .sinB C A B C+ = +  

vôùi ( )sin sin sin cos sin cosA B C B C C B= + = +  ñaúng thöùc vieát laïi thaønh 

 
( )1 3 1 32sin 1 cos sin 2sin 1 cos sin 0

2 2 2 2

2sin 1 cos 2sin 1 cos 0
3 3

B C C C B B a

B C C Bπ π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− − + − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇔ − − + − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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vì 

sin 0

1 cos 0
3

sin 0

1 cos 0
3

B

C

C

B

π

π

>⎧
⎪
⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ − − ≥⎜ ⎟⎢ ⎥⎪ ⎝ ⎠⎪⎣ ⎦
⎨ >⎪
⎪⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ − − ≥⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎪⎣ ⎦⎩

 

neân ta phaûi coù 

 

1 cos 0
3

1 cos 0
3

C

B

π

π

⎧ ⎛ ⎞− − =⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ − − =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

  

cos 1
3

cos 1
3

3

3

C

B

C

B

π

π

π

π

⎧ ⎛ ⎞− =⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠⇒ ⎨
⎛ ⎞⎪ − =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

⎧ =⎪⎪⇒ ⎨
⎪ =
⎪⎩

 

Vaäy tam giaùc ABC ñeàu 

Nhaän xeùt: Töø ñaúng thöùc (a) ta coù theå duøng baát ñaúng thöùc B.C.S 

 ( )

1 3cos sin 1
2 2
1 3cos sin 1
2 2
sin ,sin 0

C C

B B a

B C

⎧
+ ≤⎪

⎪
⎪⎪ + ≤ ⇒ ≥⎨
⎪

>⎪
⎪
⎪⎩

0 

Ñaúng thöùc xaûy ra 

 

1 3cos sin 1
2 2
1 3cos sin 1
2 2

C C

B B

⎧
+ =⎪⎪⇔ ⎨

⎪ + =⎪⎩

            

3

3

3

3

tgC

tgB

C

B

π

π

⎧ =⎪⇔ ⎨
=⎪⎩

⎧ =⎪⎪⇔ ⎨
⎪ =
⎪⎩
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BAØI 2: SÖÛ DUÏNG BAÁT ÑAÚNG THÖÙC 
I. NHAÄN DAÏNG TAM GIAÙC VUOÂNG 

Baøi 1:  Cho ABC coù caùc goùc thoûa maõn heä thöùc  

 ( ) ( )3 cos 2sin 4 sin 2cos 15B C B C+ + + =  

 Chöùng minh ABC vuoâng  

Lôøi giaûi:  

Theo B.C.S 

 
3cos 4sin 5
6sin 8cos 10

B B
C C
+ ≤
+ ≤

 

Ñaúng thöùc xaûy ra khi 

 

sin cos 4 cot
cos sin 3

, 0;
2

2

B C tgB gC
B C

B C

B C

π

π

= = ⇒ =

⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

⇒ = −

 

Vaäy ABC vuoâng taïi A 

 

Baøi 2:  

 Chöùng minh raèng ABC thoûa  

  ( )2 3 3 33 2 sin sin sinS R A B C= + +  

 thì ABC laø tam giaùc ñeàu 

Lôøi giaûi:  

Theo coâng thöùc tính dieän tích tam giaùc vaø ñònh lí haøm soá sin coù 

 

3 3 33 23 2
4 2 2 2

3

abc a b cS R
R R R R

a b c abc

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥= = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

⇒ + + =

 

theo baát ñaúng thöùc Cauchy: 

 3a b c abc+ + ≥  

Ñaúng thöùc xaûy ra khi a b c= =  

Vaäy ABC ñeàu 
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II. NHAÄN DAÏNG TAM GIAÙC CAÂN 

Baøi 1: Cho ABC coù 2 goùc nhoïn A, B thoûa ñieàu kieän 

 2 2 22
2

A Btg A tg B tg ++ =  

 Chöùng toû ABC laø tam giaùc caân 

Lôøi giaûi:  

AÙp duïng baát ñaúng thöùc 2
2

A BtgA tgB tg ++ ≥  cho ABC coù 2 goùc nhoïn 

töø gt ta coù
( ) ( )
( )

2 2 2 24 2
2

2 0

A BtgA tgB tg tg A tg B

tgA tgB tgA tgB

++ ≥ = +

⇒ − ≤ ⇒ =
 

Vì A, B laø caùc goùc cuûa moät tam giaùc neân A=B 

Vaäy ABC caân taïi C 

 

Baøi 2: (Ñeà 51/II) 

Cho ABC coù caùc goùc thoûa maõn heä thöùc 

 ( )
2 2

2 2
2 2

cos cos 1 cot cot
sin sin 2

A B g A g B
A B
+ = +
+

  

Chöùng minh raèng ABC laø tam giaùc caân 

Lôøi giaûi:  

Ñaúng thöùc töông ñöông 

( ) ( )

( )

2 2
2 2

2 2

2 2 2 2

2 2
2 2

2 sin sin 1 cot 1 cot 1 1
sin sin 2

2 1 1 1
sin sin 2 sin sin

1 1sin sin 4
sin sin

A B
g A g B

A B

A B A B

A B
A B

− +
= + + + −

+
⎛ ⎞⇔ = +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⇔ + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

theo baát ñaúng thöùc Cauchy  
2 2sin sin 2sin .sinA B A B+ ≥  

vaø 2 2

1 1 2
sin sin sin .sinA B A B

+ ≥  

suy ra ( )2 2
2 2

1 1sin sin 4
sin sin

A B
A B

⎛ ⎞+ + ≥⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Ñaúng thöùc xaûy ra khi ( )2 2sin sin sin sin sin 0,sin 0A B A B A B A B= ⇔ = > > ⇔ =  

(vì A, B laø 2 goùc cuûa tam giaùc) . Vaäy tam giaùc ABC caân taïi C 
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III. NHAÄN DAÏNG TAM GIAÙC ÑEÀU 

Baøi 1: Chöùng minh ABC laø tam giaùc ñeàu neáu ta coù 

 
( )
( )

sin sin 2sin 1

cos cos 2cos 2

A B C

A B C

+ ≥⎧⎪
⎨

+ ≥⎪⎩
 

Lôøi giaûi:  

Töø (1) ta coù nhaän xeùt C khoâng laø goùc lôùn nhaát vì khi C lôùn nhaát thì caïnh c lôùn nhaát trong 3 

caïnh a, b, c theo ñònh lí haøm soá sin ta seõ coù  

 
sin sin

2sin sin sin
sin sin

C A
C A B

C B
>⎧

⇒ > +⎨ >⎩
 

Traùi gt töø heä thöùc (1) 

Vaäy C phaûi laø goùc nhoïn (do C khoâng laø goùc lôùn nhaát) cos 0C⇒ >  

Neân 2 veá cuûa baát ñaúng thöùc (1) vaø (2) ñeàu döông neân ta coù heä 

 
( ) ( )
( ) ( )

2 2sin sin 4sin 3
2 2cos cos 4cos 4

A B C

A B C

⎧ + ≥⎪
⎨
⎪ + ≥⎩

 

Coäng töøng veá hai baát ñaúng thöùc (3) vaø (4) 

 ( ) ( )2 2cos 4 cos 1A B A B+ − ≥ ⇔ − ≥  

maø ( )cos 1A B− ≤  neân ( )cos 1A B− =  

A, B laø hai goùc cuûa tam giaùc neân A=B 

töø (1) coù 2sin 2sinA C a c A C≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥  

töø (2) coù 2cos 2cosA C A C≥ ⇒ ≤  

suy ra A=C 

Vaäy ABC laø tam giaùc ñeàu 

 

Baøi 2:  Chöùng minh raèng neáu trong tam giaùc ABC coù  

 cos cos cos 2
sin sin sin 9

a A b B c C p
a B b C c A R

+ + =
+ +

 

 thì ABC laø tam giaùc ñeàu 

Lôøi giaûi:  

Ta coù 

 cos cos cos 2
sin sin sin 9

a A b B c C p
a B b C c A R

+ + =
+ +
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( )

( )( )

2 sin cos 2 sin cos 2 sin cos 2
9 9

2 2 2
22 sin 2 sin 2 sin 2

9
28 sin .sin .sin

9
28 . .

2 2 2
9

9
9

R A A R B B R C C p a b c
b c a R Ra b c
R R R

R A B C a b c
ab bc ca R

R A B C a b c
ab bc ca R
c a bR a b cR R R

ab bc ca R
abc a b c

ab bc ca
a b c ab bc ca abc

+ + + +
⇒ = =

+ +

+ + + +
⇒ =

+ +

+ +
⇒ =

+ +

+ +
⇒ =

+ +
+ +⇒ =

+ +
⇒ + + + + =

( ) ( ) ( )2 2 2 0

0
0
0

a b c b c a c a b

b c
c a a b c
a b

⇒ − + − + − =

− =⎧
⎪⇒ − = ⇒ = =⎨
⎪ − =⎩

 

Vaäy tam giaùc ABC ñeàu 
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PHẦN II: LƯỢNG GIÁC ỨNG DỤNG GIẢI TOÁN GIẢI TÍCH 
------------------------------------------- 

CHƯƠNG 1 : PHƯƠNG TRÌNH HÀM LƯỢNG GIÁC 
 

I. MỘT SỐ KIẾN THỨC CƠ SỞ: 
 a. Đặc trưng hàm của hàm lượng giác: 

-Hàm ( ) sinf x x=   có tính chất 

( ) ( ) ( )33 3 4 ,f x f x f x x= − ∀ ∈  

Quy ước: ( ) ( ) 33f x f x= ⎡ ⎤⎣ ⎦  

-Hàm ( ) sf x co x=   có tính chất 

( ) ( )22 2 1,f x f x x= − ∀ ∈  

và ( ) ( ) ( ) ( )2 ; ,f x y f x y f x f y x y+ + − = ∀ ∈  

-Cặp hàm  ( ) ( )sin , cosf x x g x x= = có tính chất 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

. ; ,

; ,

f x y f x g x f y g x x y

g x y g x g y f x f y x y

+ = + ∀ ∈⎧⎪
⎨

+ = − ∀ ∈⎪⎩
 

-Hàm ( )f x tgx= có tính chất 

( ) ( ) ( )
( ) ( )1 .

f x f y
f x y

f x f y
+

+ =
−

 

Với
( )2 1

, , ( )
2

k
x y x y k

π+
+ ≠ ∈ , ;

2 2
x k y kπ ππ π≠ + ≠ +  

-Hàm ( ) cotf x gx=  có tính chất 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

. 1f x f y
f x y

f x f y
−

+ =
+

 

Với , , , ( )x y x y k kπ+ ≠ ∈ , ;x k y kπ π≠ ≠  

b. Đặc trưng hàm của hàm lượng giác ngược: 

-Hàm ( ) arcsinf x x=   có tính chất 

( ) ( ) ( ) [ ]2 21 1 ; , 1;1f x f y f x y y x x y+ = − + − ∀ ∈ −  

-Hàm  ( ) arccosg x x=  có tính chất 

( ) ( ) ( ) [ ]2 21 . 1 ; , 1;1g x g y g xy x y x y+ = − − − ∀ ∈ −  

-Hàm  ( )h x arctgx=  có tính chất 
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( ) ( ) ; , , 1
1
x yh x h y h x y xy

xy
⎛ ⎞++ = ∀ ≠⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

-Hàm ( ) cotp x arc g=   có tính chất 

( ) ( ) 1 ; , , 0xyp x p y p x y x y
x y

⎛ ⎞−+ = ∀ + ≠⎜ ⎟+⎝ ⎠
 

c.Phương trình hàm Cauchy: 
Phương trình này cũng như  cách chứng minh nó sẽ được sử dụng rất nhiều trong phần này. 

*Phát biểu: 

Nếu hàm f(x) liên tục trên tập số thực và thỏa: ( ) ( ) ( ) ( ); , 1f x y f x f y x y+ = + ∀ ∈  

thì ( )f x ax=  , với a∈   tùy ý. 

*Chứng minh: 

Từ (1) suy ra ( ) ( ) ( )0 0,f f x f x= − = −  

Và với y x=  thì ( ) ( ) ( )2 2 , 2f x f x x= ∀ ∈  

Giả sử với k nguyên dương, ( ) ( ) ,f kx kf x x= ∀ ∈  

Khi đó: ( )( ) ( )1 , ,f k x f kx x x k+ = + ∀ ∈ ∀ ∈  

Từ đó theo nguyên lí quy nạp, ta có: 

( ) ( ) ( ), 3f nx nf x x= ∀ ∈  

Ta kết hợp tính chất ( ) ( )f x f x− = −  thu được: 

( ) ( ) , ,f mx mf x m x= ∀ ∈ ∀ ∈  

Từ (2) ta có: 

( ) 2
22 2 ... 2

2 2 2
n

n

x x xf x f f f⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Từ đó suy ra: 

( ) ( )1 , , 4
2 2n n

xf f x n x⎛ ⎞ = ∀ ∈ ∀ ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Kết hợp (3) và (4) 

( ). 1 , ,
2 2n n

m mf f m n +⎛ ⎞ = ∀ ∈ ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Sử dụng giả thiết liên tục của hàm f(x) ⇒ ( ) ( ), , 1f x ax x a f= ∀ ∈ =  

Thử lại, ta thấy hàm f(x) =ax thỏa (1). Suy ra đpcm. 
Tiếp đến ta sẽ xét các bài tóan liên quan đến phương pháp này. 
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II.Các bài toán chọn lọc: 

Bài 1:   Xác định ,α β để hàm số ( ) 1f x
xα β

=
+

có tính chất ( ) ( ) ( ), ,f a f b f c là độ dài các 

cạnh của một tam giác ứng với mọi tam giác ABC cho trước. 
Lời giải:  

Không mất tính tổng quát, ta luôn luôn giả thiết a b c≥ ≥  

Nhận xét rằng, phép nghịch đảo ( ) 1g x
x

=  không có tính chất ( ) ( ) ( ), ,g a g b g c Là độ dài các 

cạnh của một tam giác ứng với mọi tam giác ABC. Thật vậy, xét tam giác cân 
với 2, 1a b c= = = thì ta có 

    1 1 1
a b c
+ =  

Để ( ) ( ) ( ), ,f a f b f c   là độ dài các cạnh của một tam giác, trước hết phải có 

  ( ) ( ) ( )0, 0, 0,f a f b f c ABC> > > ∀  

Suy ra 
  0, 0, 0,a b c ABCα β α β α β+ > + > + > ∀    (3) 

Từ (3) ta thu được 0α ≥ .Thật vậy,nếu 0,α β<  tùy ý cho trước thì ta chọn tam giác ABC có 

độ dài cạnh a đủ lớn, theo tính chất về dấu của nhị thức bậc nhất sẽ nhận được 0aα β+ <  

Tương tự, cũng từ (3) ta suy ra 0β ≥ .Thật vậy, nếu 0β < ta chọn tam giác ABC 

Có độ dài cạnh a đủ nhỏ thì theo tính chất về dấu của nhị thức bậc nhất sẽ nhận được 
0aα β+ <  

Trường hợp khi đồng thời xảy ra 0, 0α β= =  ( )f x không xác định. Với 0, 0α β= > ta thu 

được hàm hằng dương nên ( ) ( ) ( ) 0f a f b f c= = > và ( ) ( ) ( ), ,f a f b f c là độ dài các 

cạnh của một tam giác đều. 
Xét trường hợp 0, 0α β> > . Khi đó 

   ( ) ( ) ( )f a f b f c≤ ≤  

Vậy ta cần xác định các số dương ,α β sao cho luôn có 

  ( ) ( ) ( ) , ,f a f b f c ABC a b c+ > ∀ ≥ ≥  

Hay  1 1 1 , ,ABC a b c
a b cα β α β α β

+ > ∀ ≥ ≥
+ + +

  (4) 

Xét các tam giác ABC cân đồng dạng với tam giác cạnh 3,3,1, tức 3 ,a b d c d= = =

 với 0d > tùy ý. Khi đó,(4) có dạng 

  1 1 1 , 0
3 3

d
d d dα β α β α β

+ > ∀ >
+ + +

 

Hay   

  2 1 3 , 0
3 2

d d d d
d d

α β α β β α
α β α β

+> ⇔ < + ⇔ > ∀ >
+ +
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Điều này không xảy ra khi d đủ lớn. 

Vậy với 0, 0α β= >  thì hàm số ( ) 1f x
xα β

=
+

có tính chất ( ) ( ) ( ), ,f a f b f c là độ dài các 

cạnh của một tam giác ứng với mọi tam giác ABC cho trước. 
 

Bài 2:   Xác định các hàm ( )f x liên tục trong [ ] ( )0, , 0 0fπ = và có đạo hàm trong  ( )0,π sao 

cho ( ) ( )( ), ,f A f B f C  tạo thành số đo các góc của một tam giác ứng với mọi tam giác 

ABC cho trước. 
Lời giải:  

Ta cần xác định các hàm số ( )f x  liên tục trong [ ]0,π  có đạo hàm trong ( )0,π sao cho 

   
( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )

0, 0,

0 0

f x x

f

f A f B f C

π

π

> ∀ ∈⎧
⎪

=⎨
⎪ + + =⎩

 

Theo giả thiết thì ( )0 0f = nên ( )f π π=  ( )C A Bπ= − +  

Suy ra  

 ( ) ( ) [ ]( ) , , , 0,f A f B f A B A B A Bπ π π+ + − − = ∀ + ∈  

Hay  

 ( ) ( ) ( ) [ ], , , 0,f x f y f x y x y x yπ π π+ + − − = ∀ + ∈  

Lấy đạo hàm trong ( )0,π theo biến x, ta thu được 

 ( ) ( ) [ ]' ' 0, , , 0,f x f x y x y x yπ π− − − = ∀ + ∈    (5) 

Từ (5) suy ra là hàm hằng trong ( )0,π  và vì vậy ( )f x px q= + .   Do ( )0 0f =  nên 0q = và 

vì vậy ( )f x px= . Do ( )f π π=  nên 1p =  và ta thu được ( )f x x=  

Vậy hàm số ( )f x x=  là hàm số liên tục trong[ ] ( )0, , 0 0fπ =  và có đạo hàm 

trong ( )0,π thỏa mãn ( ) ( )( ), ,f A f B f C tạo thành số đo các góc của một tam giác ứng với mọi 

tam giác ABC cho trước. 
 

Bài 3:  Xác định các hàm số ( )f x liên tục trong [ ]0,π sao cho  

( ) ( )0 0, 0f f x= >  ( ), 0,x π∀ ∈ và ( ) ( )( ), ,f A f B f C  tạo thành số đo các góc của 

một tam giác ứng với mọi tam giác ABC cho trước. 
Lời giải:  

Ta phát biểu bài toán đã cho dưới dạng 

Xác định các hàm số ( )f x liên tục trong[ ] ( ) ( )0, , 0 0, 0f f xπ = >  ( ), 0,x π∀ ∈ và 

  ( ) ( ) ( ) [ ], , 0, ,f x f y f x y x y x yπ π π π+ + − − = ∀ ∈ + ≤  (6) 

Do ( )0 0f =  nên với 0y =  , ta thu được 
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  ( ) ( ) ( ) [ ]0 , 0,f x f f x xπ π π+ + − = ∀ ∈  

Đặt ( ) ( )f x x g x= +  thì ( )0 0g =  ( )g x là hàm liên tục trong[ ]0,π  

Ta có  

 ( ) ( ) ( ) ( )6 x g x x g xπ π π⇔ + + − + − =  

 ( ) ( ) [ ]0, 0,g x g x xπ π⇔ + − = ∀ ∈   

 

Hay  ( ) ( ) [ ], 0,g x g x xπ π− = − ∀ ∈     (7) 

Thế ( ) ( )f x x g x= +  vào (6) và sử dụng (7), ta thu được

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ], , 0, ,x g x y g y x y g x y x y x yπ π π π π+ + + + − + + − + = ∀ ∈ + ≤  

Hay 

 ( ) ( ) ( ) [ ]0, , 0, ,g x g y g x y x y x yπ π+ − + = ∀ ∈ + ≤  

Tức là  

 ( ) ( ) ( ) [ ], , 0, ,g x y g x g y x y x yπ π+ = + ∀ ∈ + ≤    (8) 

Do ( )g x liên tục trong [ ]0,π  nên (8) là phương trình hàm Cauchy và ( )g x xα=  vớiα  là 

hằng số ( ) ( ), 1f x xα= + . Để ( ) ( )0, 0,f x x π> ∀ ∈ ta cần có1 0α+ > và 

để ( ) ( ) ( )f A f B f C π+ + =  ta cần có1 1α+ = .suy ra 0α =  ( )f x x≡  

 

Bài 4:  Xác định các hàm số ( )f x liên tục trong[ ]0,π sao cho ( ) ( )0, 0,f x x π> ∀ ∈ và 

( ) ( )( ), ,f A f B f C tạo thành số đo các góc của một tam giác ứng với mọi tam giác 

ABC cho trước. 
Lời giải:   

Ta thấy có hai hàm số hiển nhiên thỏa mãn bài toán, đó là ( )f x x= và ( )
3

f x π=  

Ta phát biêu bài toán đã cho dưới dạng 

Xác định các hàm số ( )f x liên tục trong[ ]0,π sao cho ( ) 0f x > và 

  ( ) ( ) ( ) [ ], , 0, ,f x f y f x y x y x yπ π π π+ + − − = ∀ ∈ + ≤  (9) 

Cho 0y = , ta thu được 

  ( ) ( ) ( ) [ ]0 , 0,f x f f x xπ π π+ + − = ∀ ∈  

Hay 

  ( ) ( ) ( ) [ ]0 , 0,f x f f x xπ π π− = − − ∀ ∈   

Thế vào (9), ta thu được 

  ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]0 , , 0, ,f x f y f f x y x y x yπ π π π+ + − − + = ∀ ∈ + ≤⎡ ⎤⎣ ⎦  

Tức là 
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  ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]0 , , 0, ,f x y f f x f y x y x yπ π+ + = + ∀ ∈ + ≤  (10) 

Đặt ( ) ( ) ( )0f x f g x= + .Khi đó ( )g x liên tục trong [ ]0,π  và có dạng 

  ( ) ( ) ( ) [ ], , 0, ,g x y g x g y x y x yπ π+ = + ∀ ∈ + ≤   (11) 

Do ( )g x liên tục trong [ ]0,π  nên (11)là phương trình hàm Cauchy và ( )g x xα=  và 

( )f x xα β= + .Ta cần xác định ,α β để ( ) 0f x > với mọi ( )0,x π∈ và để 

   ( ) ( ) ( )f A f B f C π+ + =  

Tức là  

 
( )

( )
( )0, 0, 0, 0,

3 3

x x x x
A B C

α β π α β π
α β π απ β π

+ > ∀ ∈⎧ + > ∀ ∈⎧⎪ ⎪⇔⎨ ⎨
+ + + = + =⎪⎪ ⎩⎩

 

Suy ra  
( ) ( )(1 ) 0, 0,

3
f x x xα πα π−= + > ∀ ∈

   (12) 

Cho 0x →   và x π→ , từ (12) ta thu được 

   1 1
2

α− ≤ ≤  

Với 1 1
2

α− < <  thì hiển nhiên (12) thỏa mãn. 

Xét 1
2

α = − thì ( ) 1
2 2

f x x π= − + thỏa mãn điều kiện bài ra. 

Thật vậy, với 0 x π< <  thì ( ) ( ) 0f x f π> =  

Xét 1α = thì ( )f x x=  hiển nhiên thỏa mãn điều kiện bài ra. 

Vậy, các hàm cần tìm đều có dạng 

  ( ) ( )1 1, 1
3 2

f x x
α π

α α
−

= + − ≤ ≤  

Nhận xét 
    Sau đây, ta sẽ xét một số bài toán sử dụng kiến thức lượng giác đơn giản để giải các bài 
toán liên quan đến phương trình hàm. 
   Các hàm này thường sử dụng 3 thủ thuật: 
 -Chọn các giá trị phù hợp với đối số 
 -Đổi biến số (đặt biến mới) 
 -Đổi hàm số( đặt hàm số mới) 
 
Bài 4:  Tìm hàm f: → thỏa mãn  

         
( )

( ) ( ) ( )

0 1999, 2000
2

2 osy, x,y

f f

f x y f x y f x c

π⎧ ⎛ ⎞= =⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎨

⎪ + + − = ∀ ∈⎩
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Nhận xét: Ta cần định hướng sẽ thay x, y như thế nào sao cho đơn giản nhất, hơn nữa phải sử 
dụng được 

  
( )0 1999

2000
2

f

f π
=⎧

⎪
⎨ ⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

 

Ta xét cách thế sau 
Lời giải:  

Thay ,
2 2

x t yπ π= − =  ta thu được 

  ( ) ( ) 2 os 0
2 2

f t f t f t cπ ππ ⎛ ⎞+ − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (1) 

Tương tự, với ,
2 2

x y tπ π= = −  rồi sau đó 0,x y t π= = −  ta được 

 ( ) ( ) 2 os t- 2.2000sin
2 2

f t f x t f c tπ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   (2) 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 0 os t- 2.1999 ostf t f t f c cπ π π− + − = = −   (3) 

Nhân (3) với(-1) rồi cộng (1) với(2) 

 ( )2f t 2.2000sin 2.1999 ostt c= +  

 ( )f x 1999 osx+2000sinx, xc⇒ = ∀  

Thử lại thấy đúng. 
 

Bài 5: Tìm tất cả các hàm số ( )f x liên tục trên và 

  ( ) ( ) ( ) s inxsiny, x,yf x f y f x y− + = ∀ ∈    (*) 

Lời giải:  
   Với dạng này ta chỉ cần xem xét quá trình sau 

 -Tìm ( )0f  

 -Ứng với giá trị ( )0f tìm được dùng phép thế thích hợp tìm thêm một số giá trị. 

 -Tìm ( )f x  

Thật vậy 

Với 0x y= = ,ta thu được: ( ) ( )2 0 0 0f f− =  

Suy ra 
( )
( )
0 0

0 1

f

f

=⎡
⎢

=⎢⎣
 

-Nếu ( )0 0f =  thì với 0y =  ta có ( ) 0f x− =  

Từ đó ( ) 0,f x x≡ ∀  
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Nhưng nếu thay 
2

x y π= =  ta thấy mâu thuẫn. 

-Nếu ( )0 1f =  thay y x= −  ta có 

 ( ) ( ) 2 21 sin os xf x f x x c− = − =  

Thay x=
2
π  ta có  0

2 2
f fπ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
0

2

0
2

f

f

π

π

⎡ ⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠⎢⇒
⎢ ⎛ ⎞− =⎢ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣

 

+Nếu 0
2

f π⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, thay
2

y π=  vào 

Ta có s inx=cos x+
2 2

f x π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 ( ) osx, xf x c⇔ = ∀  

+Nếu 0
2

f π⎛ ⎞− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 thay
2

y π= − vào ta được 

 s inx=cos x-
2 2

f x π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 ( ) osx, xf x c⇔ = ∀  

Vậy ( ) cosf x x=  .Thử lại thấy đúng. 

Nhận xét : Hóa ra điều kiện liên tục đề cho là thừa. Không biết hàm ý của tác giả là gì khi 
cho thêm giả thiết nhưng rõ ràng bài toán có thể giải bằng phép thế đơn giản. 
 

Bài 6:  Tìm hàm ( )f x ác định và liên tục trong [ ]1,1− và thỏa mãn  

  ( ) ( ) [ ]22 1 2 , 1.1f x xf x x− = ∀ ∈ −  

Nhận xét:  

Thoạt nhìn chúng ta liên tưởng 2 22 1 2 os x-1x c− → . 
 Đây là điều đã đề cập ở bài “Dãy số..” 

Lời giải:  
   Ta sẽ sử dụng thuật chuyển ẩn x=cost  

Ta được ( ) ( )f cos2t 2 ost.f costc=  

Vậy  
( ) ( ) { }cos 2 cos

, ,
sin 2 sin

f t f t
t n n

t t
π π= ∉ = ∈  

Xét hàm ( ) ( )cos
sin

f t
f t

t
=  

Như vậy ( )f t  xác định và liên tục với t π∉  

Rõ ràng ( ) ( )2f t f t=  , từ đó ( ) ( )2 ,mf t f t m= ∀ ∈    (1) 
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Mặt khác ( ) ( ) ( ) ( )2 2 ,f t f t f t f t n mπ π= + ⇒ = + ∀ ∈    (2) 

  ( ) ( ) ( )1 11 2 2 2 1
2

m m
m

nf f f n f ππ+ + ⎛ ⎞= = + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Tập các điểm 1 , ,
2m

n m nπ⎧ ⎫+ ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

là trù mật trong R ,vậy ( )f x là hằng số trên mỗi khoảng 

( )( ), 1n nπ π+  

Dễ thấy ( ) ( ) [ ], 1.1f x f x x− = − ∀ ∈ −  

Vậy  ( ) ( ) ( )ost
sin

f c
f t f t

t
π

−
+ = =

−
 

Từ đó các hằng số trên mỗi khoảng mở là như nhau. 

Lại có ( ) ( ) ( ) 0f t f t f t− = − ⇒ =  có thể trừ ra những điểm của n     

   ( ) ( )0, 1,1f x x⇒ = ∀ ∈ −  

 Mà ( )f x liên tục vậy ( ) [ ]0, 1,1f x x= ∀ ∈ −  

 
 
Sau đây ta sẽ đến các bài toán sử dụng đặc trưng hàm đã được đề cập ở phần kiến thức cơ sở. 
Đây là dạng bài hay và khó, thường xuất hiện trong các bài thi học sinh giỏi dưới dạng các bài 
khó. 
 

Bài 7: Tìm các hàm ( )f x  xác định và liên tục trong [ ]1,1−  và thỏa mãn điều kiện  

  ( ) ( ) ( ) [ ]2 21 1 , , 1,1f x y y x f x f y x y− + − = + ∀ ∈ −  

Lời giải:  

Đặt sin , sinx u y v= = với , ,
2 2

u v π π⎡ ⎤∈ −⎢ ⎥⎣ ⎦
.Khi đó, cos 0,cos 0u v≥ ≥ và 

  ( )2 21 1 sin , , ,
2 2

x y y x u v u v π π⎡ ⎤− + − = + ∀ ∈ −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Phương trình hàm đã cho có thể viêt dưới dạng 

  ( ) ( ) ( )( )sin sin sin , , ,
2 2

f u f v f u v u v π π⎡ ⎤+ = + ∀ ∈ −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Đặt ( ) ( )sinf u g u=  ta được 

  ( ) ( ) ( ) , , ,
2 2

g u v g u g v u v π π⎡ ⎤+ = + ∀ ∈ −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Do vậy, ( ) ,g u au a const= =  và ( ) arcsinf x a x= . Thử lại, ta thấy hàm số  

( ) arcsinf x a x=  thỏa mãn bài ra 
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Nhận xét :  
Bài toán đã sử dụng một phép biến đổi cơ bản 

  
( )

2

sin osv+sinvcosu=sin u+v

sin 1 sin sin osu

uc

v u vc

⎧⎪
⎨

− =⎪⎩
 

Việc phát hiện phép biến đổi này xem như mấu chốt bài toán . 
Chú ý: chúng ta đã sử dụng phương trình hàm Cauchy ở cách giải trên . 
Với cùng tư tưởng tương tự ta xét bài toán  
 

Bài 8: Tìm các hàm số ( )f x  xác định và liên tục trên[ ]1,1− và thỏa mãn điều kiện  

  ( ) ( ) ( ) [ ]2 21 1 , , 1,1f xy y x f x f y x y− − − = + ∀ ∈ −  

Lời giải:  

Đặt [ ]cos , cos , , 0,x u y v u v π= = ∀ ∈  .Khi đósin 0,sin 0u v≥ ≥  

  ( ) [ ]2 21 1 cos , , 0,xy y x u v u v π− − − = + ∀ ∈  

Phương trình hàm đã cho có thể viết dưới dạng 

  ( ) ( ) ( )( ) [ ]cos cos cos , , 0,f u f v f u v u v π+ = + ∀ ∈  

Đặt ( ) ( )cosf u g u=  ta được 

  ( ) ( ) ( ) [ ], , 0,g u v g u g v u v π+ = + ∀ ∈  

Do vậy, ( ) ,g u au a const= = ( ) arccosf x a x=  

Thử lại, ta thấy hàm số này thỏa mãn bài toán . 
 

Bài 9:  Tìm các hàm ( )f x xác định và liên tục trên và thỏa mãn các điều kiện  

  
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )0 0

2 , ,

0 1, : 1

f x y f x y f x f y x y

f x f x

+ + − = ∀ ∈⎧⎪
⎨

= ∃ ∈ <⎪⎩
  (1) 

Lời giải:  

Vì ( )0 1f = và ( )f x liên tục trên  nên 0ε∃ > sao cho ( ) ( )0, ,f x x ε ε> ∀ ∈ − (2) 

Khi đó theo (2) với 0n ∈ đủ lớn thì 

  
0

0 0
2n

x
f ⎛ ⎞ >⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Nhận xét rằng 

  
0

0 1,
2n

x
f n⎛ ⎞ < ∀ ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Thật vậy 
0

0 1
2n

x
f ⎛ ⎞ ≥⎜ ⎟
⎝ ⎠

 nguyên dương nào đó thì theo (1), ta có 

  
2

0 0
1 2 1 1

2 2n n

x x
f f−

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ≥⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

  
2

0 0
2 12 1 1

2 2n n

x x
f f− −

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ≥⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

  ( )
2

0
0 2 1 1

2
x

f x f
⎡ ⎤⎛ ⎞= − ≥⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
 

Trái với giả thiết ( )0 1f x <  

Vậy tồn tại 1 0x ≠  sao cho ( )10 1f x< <  ( ) ( )1 10, ,f x x x x> ∀ ∈ −  
0

0
1 2n

x
x =   

  ( )1 cos ,0
2

f x πα α= < <  

Từ (1) suy ra  

  ( ) ( ) 2 2
1 12 2 1 2cos 1 cos 2f x f x α α= − = − =⎡ ⎤⎣ ⎦  

  Giả sử ( )1 cos , 1, 2,...,f kx k k nα += ∀ = ∈ .  Khi đó 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 11 2 1 2cos cos cos 1 cos 1f n x f nx x f nx f x f n x n n nα α α α+ = + = − − = − − = +  

Từ đó suy ra ( )1 cos ,f mx m mα += ∀ ∈ .Mặt khác, đổi vai trò x và y trong (1), ta 

có ( ) ( ) , ,f x y f y x x y− = − ∀ ∈ .Do đó, ( )f x là hàm chẵm trên và như vậy 

  ( )1 cos ,f mx m mα= ∀ ∈      (3) 

 Cho 1

2
x

x y= =  từ (1) ta nhận được 

  
( )2

1 21 1 1 cos cos
2 2 2 2

f xx
f α α+⎡ ⎤ +⎛ ⎞ = = =⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

 

Do vậy 

  1 cos
2 2
x

f α⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Giả sử 

  1 cos , 1,2,...,
2 2k k

x
f k nα +⎛ ⎞ = ∀ = ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Khi đó cho 1
12k

x
x y += = từ (1) ta thu được 

2
21 1

1 1

1 cos1 2 cos
2 22 2 2

n

n n n

x x
f f

α
α

+ +

+⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
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Do vậy 

 1 cos ,
2 2n n

x
f nα⎛ ⎞ = ∀ ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

      (4)  

(3) và (4) cho ta 

 1 cos , ,
2 2n n

mx mf n mα +⎛ ⎞ = ∀ ∈ ∀ ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (5) 

Vì ( )f x và cosx là các hàm liên tục trên  nên 

(5) ( )1 cosf x t tα⇔ =  

 ( )
1

cos , ,f x ax a x
x
α⇔ = ∀ = ∀ ∈  

Thử lại ta thấy ( ) ( )cos 0f x ax a= ≠  thỏa mãn các điều kiện của bài toán . 

Kết luận  

  ( ) { }cos , \ 0f x ax a= ∈  

Nhận xét:  bài toán và lời giải trên khá hay, trước hết sử dụng tính trù mật và liên tục  của 

hàm số để có được 0 1
2n

x
f ⎛ ⎞ <⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Từ đây sử dụng lượng giác hóa để giải bài toán dựa trên quy nạp. 
 Do vậy ta có thể thấy lợi ích rõ ràng của các đặc trưng hàm lượng giác, bởi nó chính là chìa 
khóa giải những bài dạng này. 
 
Ta tiếp tục xét thêm các bài toán khác. 

Bài 10: Cho 0b > .Tìm các hàm ( ) 0f x ≠ xác định và liên tục trong 

  ( ){ }: 2 : , , 0, 1, 2,...D x bk x b b k= + − = ± ±  

Và thỏa mãn điều kiện  

  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) , , ,

1
f x f y

f x y x y x y D
f x f y
+

+ = ∀ + ∈
−

   (11) 

Lời giải:  
Cho 0y = từ (11) ta có 

  ( ) ( )( )2
0 1 0,f f x x D+ = ∀ ∈⎡ ⎤⎣ ⎦  

Nên ( )0 0f =  .Do ( )0 0f =  và do ( )f x  liên tục tại 0x =  nên tồn tại 0 0x >  sao 

cho[ ] ( )0 0, ,x x b b− ⊂ − và 

   ( ) [ ]0 01, ,f x x x x< ∀ ∈ −  

Chọn [ ]1 0 0,x x x∈ −  1x
b
∉ và đặt 
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  ( )1 , ,
4 4

f x tg π πα α ⎛ ⎞= ∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Khi đó 

  ( ) ( )
( )

1
1 2 2

1

2 22 2
11

f x tgf x tg
tgf x

α α
α

= = =
−− ⎡ ⎤⎣ ⎦

 

Giả sử ( ) ( )1 , 1, 2,..., ,f kx tg k k m mα += ∀ = ∈ . Khi đó 

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1 1

1
1 1

1 1
1 1

f mx f x tgm tgf m x tg m
f mx f x tg tgm

α α α
α α

+ ++ = = = +
− −

 

Vậy ( )1 ,f mx tgm mα += ∀ ∈ . Thay y x= − vào (11) và sử dụng ( )0 0f =  , ta 

được ( ) ( ) ,f x f x x D− = − ∀ ∈ .Từ đó suy ra  

  ( )1 ,f mx tgm mα= ∀ ∈      (i) 

Mặt khác cũng từ (11) ta được 
 

( )
1

1 2
2

1

2 22 2

11 22

x
f tg

f x tg
x tgf

α

α α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= = =

⎡ ⎤⎛ ⎞ −− ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

 

  1 11 0
2 2 2 2
x x

f tg f tgα α⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇔ − + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

   (ii) 

Do 1
2

tg α <  1 1
2
x

f ⎛ ⎞ <⎜ ⎟
⎝ ⎠

 nên 

  ( ) 1

2 2
x

ii f tg α⎛ ⎞⇔ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Bằng phương pháp quy nạp, dễ dàng chứng minh đẳng thức 

  1 ,
2 2n n

x
f tg nα +⎛ ⎞ = ∀ ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

     (iii) 

Từ (i) và (iii) suy ra  

  1 , ,
2 2n n

mx mf tg n mα +⎛ ⎞ = ∀ ∈ ∀ ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Kết hợp với giả thiết ( )f x là hàm liên tục trên D,ta có 

  ( ) ( )1 ,f xx tg x x Dα= ∀ ∈  

Do đó 

  ( )
1

,f x tgax a
x
α= =  
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Để miền xác định của ( )f x  trùng với D, cần chọn 
2

a
b
π=  

Kết luận 

  ( ) ,
2

f x tg x x D
b
π= ∀ ∈  

Nhận xét:   
Bài toán cho ta cảm giác về công thức 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )1

tg x tg y
tg x y

tg x tg y
+

+ =
−

 

Từ đây ta có thể đoán ra đây là hàm gì và tiến hành giải. 
Chúng ta sẽ xét đến các bài toán sử dụng hệ đặc trưng hàm sin và cos. 
 

Bài 11:Tìm các cặp hàm ( )f x và ( )g x xác định , liên tục trên và thỏa mãn các điều kiện  

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ,

f x y f x g y f y g x

g x y g x g y f x f y x y

+ = +⎧⎪
⎨

+ = − ∀ ∈⎪⎩
  (14) 

Lời giải:  
Từ (14) suy ra  

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2
,

,

f x y f x g y f y g x
x y

g x y g x g y f x f y

⎧ + = +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ∀ ∈⎨
+ = −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩

 

Suy ra  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
, ,f x y g x y f x g x f y g y x y⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + = + + ∀ ∈⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  

Hay  ( ) ( ) ( ) , ,h x y h x h y x y+ = ∀ ∈  

Trong dó 

  ( ) ( ) ( )2 2
h x f x g x= +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

Nhận xét rằng,  ( )h x liên tục trên  .Vậy, do đặc trưng hàm mũ  ( ) 0h x ≡  hoặc 

( ) , 0xh x a a= >  

Trong trường hợp đầu ( ) 0h x ≡ ,sẽ kéo theo ( ) 0f x ≡ và ( ) 0g x ≡ . Dễ thấy các cặp hàm này 

thỏa mãn các điều kiện của bài toán . 

Xét trường hợp ( ) xh x a= , tức là 

  ( ) ( )2 2
,xf x g x a x+ = ∀ ∈⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

  
( ) ( )2

/ 2 / 2 1,x x

f x g x
x

a a
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⇔ + = ∀ ∈⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

    (i) 
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Kết hợp (14) và (i), ta được ( ) ( )0 0, 0 1f g= = . Do các hàm ( ) ( )2 2,
x x

f x a g x a
− −

liên tục  trên 

 nên tồn tại 0 0x > sao cho  

   
( )

2

1 1
2 x

g x

a
< ≤  

   
( ) [ ]0 0

2

1 , ,
2x

f x
x x x

a
< ∀ ∈ −  

Đặt 

  
( )

( )

0

0

2
0

2
0

cos
,

4 4
sin

x

x

g x a

f x a

α π πα
α

⎧
=⎪ − < <⎨

⎪ =⎩

    

Thay 0x y x= = vào(14), ta được 

  
( )

( )

0

0

2
2

0

2
2

0

2 cos 2

2 sin 2

x

x

g x a

f x a

α

α

⎧
=⎪

⎨
⎪ =⎩

 

Giả sử  

  
( )

( )

0

0

2
0

2
0

cos
,

sin

x
m

x
m

g mx a m
m

fm x a m

α

α

+

⎧
=⎪ ∈⎨

⎪ =⎩

 

Khi đó theo (14), ta được 

 
( )( )

( )( )

0 0 0 0

0 0 0 0

2 2 2 2
0

2 2 2 2
0

1 sin cos sin cos

1 cos cos sin sin

x x x x
m m

x x x x
m m

f m x a m a a a m

g m x a m a a m a

α α α α

α α α α

⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
+ = +⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎪ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ + = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎪
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎩

 

 
( )( )

( )

( )

( )( )
( )

( )

0

0

1
2

0

1
2

0

1 cos 1
,

1 sin 1

m x

m x

g m x a m
m

f m x a m

α

α

+

+
+

⎧
+ = +⎪⎪⇔ ∈⎨

⎪ + = +⎪⎩

   (ii) 

Tiếp theo, thay 0 0,x mx y mx= = − vào (14), ta được 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0

0 1

f mx g mx f mx g mx f

g mx g mx f mx f mx g

− + − = =⎧⎪
⎨

− − − = =⎪⎩
 

Từ (ii), suy ra  

 
( )

( ) ( )

0 0

0 0

2 2
0

2 2
0

cos cos( )
,

sin sin

x x
m m

x x
m m

g mx a m a m
m

f mx a m a m

α α

α α

− −

+

− −

⎧
− = = −⎪ ∈⎨

⎪ − = − = −⎩
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Từ đó suy ra  

 
( )

( )

0

0

2
0

2
0

cos

sin ,

x
m

x
m

g mx a m

f mx a m m

α

α

⎧
=⎪

⎨
⎪ = ∀ ∈⎩

     (iii) 

Tiếp theo, thay 0

2
x

x y= = vào (14), ta có 

 
( )

( )

0

0

0 0 2
0

2 2
0 0 2

0

2 sin
2 2

cos
2 2

x

x

x x
f x f g a

x x
g x g f a

α

α

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪

⎨
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩

   (iv) 

 

Giải (iv) với lưu ý 0 0
2
x

g ⎛ ⎞ >⎜ ⎟
⎝ ⎠

 , ta được 

 

0

0

0 4

0 4

sin
2 2

sin
2 2

x

x

x
f a

x
g a

α

α

⎧ ⎛ ⎞ =⎪ ⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

 

Giả sử 

 

0
1

0
1

0 2

0 2

sin
2 2

,

cos
2 2

k

k

x

k k

x

k k

x
f a

k
x

g a

α

α

+

+

+

⎧ ⎛ ⎞ =⎪ ⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠ ∀ ∈⎨

⎛ ⎞⎪ =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

  

Thay 0
12k

x
x y += =  vào (14) ta được 

 

0
1

0
1

0 0 0 2
1 1

2 2
0 0 0 2

1 1

2 sin
2 2 2 2

cos
2 2 2 2

k

k

x

k k k k

x

k k k k

x x x
f f g a

x x x
g g f a

α

α

+

+

+ +

+ +

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪

⎨
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩

 

Sử dụng lập luận đối với (iv) ở trên , ta đi đến công thức 

 

0
1

0
1

0 2

0 2

sin
2 2

,

cos
2 2

k

k

x

k k

x

k k

x
f a

k
x

g a

α

α

+

+

⎧ ⎛ ⎞ =⎪ ⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠ ∀ ∈⎨

⎛ ⎞⎪ =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

     (v) 

Các hệ thức (iii) và (iv) cho ta 
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0
1

0
1

0 2

0 2

sin
2 2

, ,

cos
2 2

k

k

mx

k k

mx

k k

mx mf a
k m

mx mg a

α

α

+

+

⎧ ⎛ ⎞ =⎪ ⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠ ∀ ∈ ∈⎨

⎛ ⎞⎪ =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

    (vi) 

Do ( )f x liên tục  trên R nên (vi) tương đương với 

 
( )

( )

0

0

2
0

2
0

sin
,

cos

tx

tx

f tx a t
t

g tx a t

α

α

⎧
=⎪ ∀ ∈⎨

⎪ =⎩

   hay 
( )

( )

2

2

sin
,

cos

x

x

f x a bx
x

g x a bx

⎧
=⎪ ∀ ∈⎨

⎪ =⎩

 

Thử lại ta thấy các cặp hàm trên thỏa mãn các điều kiện của bài toán . 
Kết luận  

 
( )

( )

2

2

sin ,

cos , 0,

x

x

f x a bx

g x a bx a b

⎧
=⎪

⎨
⎪ = > ∈⎩

Hoặc  
( )
( )

0

0

f x

f x

≡⎧⎪
⎨

≡⎪⎩
 

 

Bài 12: Tìm các cặp hàm ( )f x ( )g x  xác định và liên tục trên và thỏa mãn các điều kiện 

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ,

f x y f x g y f y g x

g x y g x g y f x f y x y

− = −⎧⎪
⎨

− = + ∀ ∈⎪⎩
  (15) 

Lời giải:  
Từ giả thiết suy ra  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
, ,f x y g x y f x g x f y g y x y⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − = + + ∀ ∈⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Suy ra  

 ( ) ( ) ( ) , ,h x y h x h y x y− = ∀ ∈  

Trong dó 

 ( ) ( ) ( )2 2
h x f x g x= +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ , ( )h x  liên tục trên  

Ta có 

 ( ) ( ) ( )2
0h x h x x h= − =⎡ ⎤⎣ ⎦  

Suy ra 

   ( ) 2, :h x c c c c≡ ∀ ∈ =     

Vậy ( ) 0h x ≡  hoặc ( ) 1h x ≡  

Nếu ( ) 0h x ≡  thì 

  ( ) ( )2 2
0f x g x+ =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 
( )
( )

0

0

f x

g x

≡⎧⎪⇔ ⎨
≡⎪⎩
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Xét trường hợp ( ) 1h x ≡ . Khi đó thay 0x y= = vào (15), ta được  

  
( )
( )
0 0,

0 1

f

g

=⎧⎪
⎨

=⎪⎩
 

Và 

  
( ) ( )
( ) ( ) ,

f y f y

g y g y y

− = −⎧⎪
⎨

− = ∀ ∈⎪⎩
     (i) 

Thay y bởi -y trong (15) và sử dụng (i), ta được  

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ,

f x y f x g y f y g x

g x y g x g y f x f y x y

+ = +⎧⎪
⎨

+ = − ∀ ∈⎪⎩
  (ii) 

Theo bài toán 10 thì 

  
( )

( )

2

2

sin
,

cos

x

x

f x a bx
x

g x a bx

⎧
=⎪ ∀ ∈⎨

⎪ =⎩

 

Do ( ) ( )2 2
1f x g x+ =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  nên  a=1. Vậy (f(x),g(x)) có dạng 

  
( )
( )

sin ,

cos ,

f x bx

g x bx b

=⎧⎪
⎨

= ∈⎪⎩
 

Kết luận 

   
( )
( )

sin ,

cos ,

f x bx

g x bx b

=⎧⎪
⎨

= ∈⎪⎩
 

Hoặc  
( )
( )

0

0

f x

g x

≡⎧⎪
⎨

≡⎪⎩
 

 

Bài 13: Tìm các cặp hàm ( )f x và ( )g x xác định và liên tục trên và thỏa mãn các điều kiện  

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
2

1 2 , 0 0,
16

2 ,

f x g x f x f i

f x y f x y f x g y ii

⎧⎡ ⎤+ = + =⎪⎣ ⎦⎨
+ + − =⎪⎩

, .x y∀ ∈  

Lời giải:  
Cho 0y = , từ phương trình (ii) của (16), ta được 

  ( ) ( )2 1 0 0,f x g x⎡ ⎤− = ∀ ∈⎣ ⎦  

Nếu ( )0 1g ≠  thì từ ( ) 0f x ≡ và (i) cho ta ( ) 1g x ≡  hoặc ( ) 1g x ≡ − . Thử lại ta thấy hai cặp 

hàm này đều thỏa mãn bài toán. 

Xét trường hợp ( )0 1g = . Thay y x= vào (16) và sử dụng các giả thiết ( ) ( )0 0, 0 1f g= =   ta 

được 
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   ( ) ( )2 2
1f x g x+ =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

Từ đó và từ giả thiết ( )f x liên tục tại 0x =  suy ra tồn tại 0 0x > sao cho  

   ( )1 1
2

g x< ≤   

    ( ) [ ]0 0
1 , ,
2

f x x x x< ∀ ∈ −  

Đặt 

   ( )0 sin ,
4 4

f x π πα α−= < <  

Khi đó  ( ) ( ) 2 2
0 01 1 sin cos cosg x f x α α α⎡ ⎤+ − = − = =⎣ ⎦  

Cho 0x y x= = . Khi đó từ (ii) suy ra  

  ( ) ( ) ( )0 0 02 2 2sin cos sin 2f x f x g x α α α= = =  

Giả sử  ( ) ( )0 sin , 1, 2,..., ,f kx k k m mα += = ∈ . Khi đó 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 01 2 1 2sin cos sin 1

sin 1 sin 1 sin 1 sin 1

f m x f mx g x f m x m m

m m m m

α α α

α α α α

+ = − − = − −

= + + − − − = +
 

Vì vậy ( )0 sin ,f mx m mα= ∀ ∈  

 Mặt khác, thay 0x =  vào (ii) thì ( ) ( ) ,f y f y y− = − ∀ ∈  

Do đó 

  ( )0 sin ,f mx m mα= ∀ ∈     (iii) 

Tiếp theo, thay 0

2
x

x y= = vào (16), ta được 

 
( ) 0 0

0

2 2
2 20 0

2 sin 2sin os
2 2 2 2

1 sin os
2 2 2 2

x x
f x f g c

x x
f g c

α αα

α α

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪

⎨
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ + = = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩

  (iv) 

Giải (iv), ta được 

   

0

0

sin
2 2

sin
2 2

x
f

x
g

α

α

⎧ ⎛ ⎞ =⎪ ⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

 

Giả sử  

  

0

0

sin
2 2

,
cos

2 2

n n

n n

x
f

n
x

g

α

α
+

⎧ ⎛ ⎞ =⎪ ⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠ ∀ ∈⎨

⎛ ⎞⎪ =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

     (v) 
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Thay 0
12k

x
x y += = vào (16) và sử dụng (v), ta được 

  

0 0 0
1 1

2 2
0 0

1 1

2 sin
2 2 2 2

1
2 2

k k k k

k k

x x x
f f g

x x
f g

α
+ +

+ +

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪

⎨
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩

 

Giải hệ này ta được 

  

0

0

sin
2 2

,
cos

2 2

n n

n n

x
f

n
x

g

α

α

⎧ ⎛ ⎞ =⎪ ⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠ ∀ ∈⎨

⎛ ⎞⎪ =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

     (vi) 

Từ (iii) và (vi) suy ra  

  

0

0

sin
2 2

, ,
cos

2 2

n n

n n

mx mf
n m

mx mg

α

α
+

⎧ ⎛ ⎞ =⎪ ⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠ ∀ ∈ ∈⎨

⎛ ⎞⎪ =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

   (vii) 

Sử dụng giả thiết ( )f x là hàm liên tục trên ta được 

(vii) 
( )
( )

0

0

sin
,

cos

f x x x
x

g x x x

α
α

⎧ =⎪⇔ ∀ ∈⎨
=⎪⎩

 

  

  
( )
( ) 0

sin
, ,

cos

f x x
x a

xg x x

α α
α

⎧ =⎪⇔ ∀ ∈ =⎨
=⎪⎩

    (viii) 

Nếu 0a = thì ( ) 0,f x ≡ . Thay vào (16) và sử dụng giả thiết  ( )0 1g = , ta được ( ) 1g x ≡  

Khi 0a ≠ thì thay y x= vào (ii) và sử dụng (viii), ta được 

  ( ) ( )sin , cos ,f x x g x x xα α= = ∈  

Dễ thấy, các cặp hàm này thỏa mãn các điều kiện của bài toán  

Kết luận  ( ) ( )sin , cos ,f x x g x x xα α= = ∈  

hoặc  ( ) ( )0, 1f x g x≡ ≡  

hoặc ( ) ( )0, 1f x g x≡ ≡ −  

 
Tiếp đến ta xét các hàm ngược. 

Bài 14:  Tìm các hàm ( )f x xác định và liên tục trên và thỏa mãn các điều kiện  

  ( ) ( ) , , : 1
1
x yf x f y f x y xy

xy
⎛ ⎞++ = ∀ ∈ <⎜ ⎟−⎝ ⎠

 (17)   

Lời giải:  
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Đặt , , ,
2 2

x tgu y tgv u vπ π−= = < < .Do 1xy < nên ta có 

   ( )
1
x y tg u v

xy
+ = +
−

 

Vậy    
2 2

u vπ π− < + <  

Khi đó có thể viết (17) dưới dạng 

 ( )( ) ( ) ( ) , , ,
2 2

f tg u v f tgu f tgv u v u vπ π−+ = + < + <  

Do đó 

  ( ) ( ) ( )g u v g u g v+ = +     (i) 

Trong đó 

  ( ) ( ) , ,
2 2

g u f tgu u vπ π−= < <  

Lặp lại lập luận và trình tự cách giải của phương trình Cauchy đối với (i), ta được  

a) ( ) ( )0 0,g g u= là hàm lẻ. 

b) ( ) 0
0 02 ,0 ,

2 2 2
u

g u g u π π−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ≠ ∈ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

c) Bằng phương pháp quy nạp ta có 

   ( )0
02 2n n

mu mg g u⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

trong đó  0, : ,
2 22n

mn m u π π+ −⎛ ⎞∈ ∈ ∈ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Từ đó suy ra ( ) , , ,
2 2

g u au a u π π−⎛ ⎞= ∈ ∈ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Vậy ( ) , ,f x aarctgx a x= ∈ ∀ ∈      (ii) 

Thử lại ta thấy hàm ( )f x xác định theo (ii) thỏa mãn các điều kiện của bài toán . 

Kết luận ( ) , ,f x aarctgx a x= ∈ ∀ ∈  

 

Bài 15: Tìm các hàm ( )f x xác định và liên tục trên [ ]1,1− và thỏa mãn các điều kiện  

 ( ) ( ) ( ) [ ]2 21 1 , , 1,1f x f y f x y y x x y+ = − + − ∀ ∈ −  (18) 

Lời giải:  
Đặt  

  sin , sin , , ,
2 2

x u y v u v π π−⎡ ⎤= = ∀ ∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
    

Thì  ( )2 21 1 sinx y y x u v− + − = +  
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Khi đó có thể viết (18) dưới dạng 

  ( ) ( ) ( )( )sin sin sin ,f u f v f u v+ = +  

Hay  ( ) ( ) ( ) , , ,
2 2

g u v g u g v u v π π−⎡ ⎤+ = + ∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Trong đó ( ) ( )sing u f u= . Lặp lại lập luận và trình tự cách giải của phương trình Cauchy cho 

trường hợp này, ta được  

  ( ) , ,
2 2

g u au u π π−⎡ ⎤= ∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Suy ra   ( ) [ ]sin , 1,1 ,f x aarc x x a= ∀ ∈ − ∈    ( i ) 

Thử lại ta thấy hàm ( )f x xác định theo ( i ) thỏa mãn các điều kiện của bài toán . 

Kết luận  ( ) sin ,f x aars x a= ∈  

 

Bài 16: Tìm các hàm ( )f x xác định và liên tục  trên[ ]1,1− và thỏa mãn các điều kiện  

 ( ) ( ) ( ) [ ]2 21 1 , , 1,1f x f y f xy y x x y+ = − − − ∀ ∈ −  (19) 

Lời giải:  

Đặt  ( )cos , cos , , 0,x u y v u v π= = ∀ ∈  

Thì  ( )2 21 1 cosxy y x u v− − − = +  

Khi đó có thể viết (19) dưới dạng 

  ( ) ( ) ( )( )cos cos cos ,f u f v f u v+ = +  

Hay  ( ) ( ) ( ) ( ), 0,g u v g u g v u π+ = + ∈  

Trong đó ( ) ( )cosg u f u=  

Lặp lại lập luận và trình tự cách giải của phương trình Cauchy cho trường hợp này, ta được 

  ( ) ( ), 0,g u au u π= ∈  

Suy ra   ( ) [ ]cos , 1,1 ,f x aars x x a= ∀ ∈ − ∈    (i) 

Thử lại ta thấy hàm ( )f x xác định theo (i) thỏa mãn các điều kiện của bài toán 

Kết luận  

 ( ) [ ]cos , 1,1 ,f x aars x x a= ∀ ∈ − ∈  

 

Bài 17: Tìm các hàm ( )f x xác định và liên tục  trên  và thỏa mãn các điều kiện 

  ( ) ( ) , , : 0
1
x yf x f y f x y x y

xy
⎛ ⎞++ = ∀ ∈ + >⎜ ⎟−⎝ ⎠

 (20) 

Lời giải:  
Đặt  , ,0 ,x cotgu y cotgv u v π= = < <  
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Thì  ( )
1
x y cotg u v

xy
+ = +
−

 

Khi đó có thể viết (20) dưới dạng 

  ( )( ) ( ) ( ) ,f cotg u v f cotgu f cotgv+ = +  

Hay   ( ) ( ) ( ) ,0 ,g u v g u g v u v π+ = + < <  

Trong đó ( ) ( ).g u f cotgu=  

Lặp lại lập luận và trình tự cách giải của phương trình Cauchy cho trường hợp này, ta được 

  ( ) ( ), , 0,g u au a u π= ∈ ∈  

Suy ra  

  ( ) , ,f x aarcctgx a x= ∈ ∀ ∈    (i) 

Thử lại ta thấy hàm ( )f x xác định theo (i) thỏa mãn các điều kiện của bài toán 

Kết luận  

  ( ) , ,f x aarcctgx a x= ∈ ∀ ∈  

 



Chuyeân ñeà Löôïng giaùc vaø ÖÙng duïng 

Nhoùm hoïc sinh lôùp 11A1 85

CHƯƠNG 2 : LƯỢNG GIÁC VÀ CÁC BÀI TÓAN DÃY SỐ 
 
I. MỞ ĐẦU: 
 Lượng giác đóng vai trò quan trọng trong tóan dãy số: không những là một dạng tóan 
khó mà còn là một phương pháp giải. Phương pháp mà chúng ta sẽ đề cập trong phần này 
chính là phương pháp lượng giác hóa các bài tóan. Tuy vậy, khác với các phần tóan dãy số 
trước, phương pháp này không hề có cơ sở hay định lý rõ ràng nào, mà cần nhiều sự khéo léo 
cũng như tất cả kiến thức giải tích và lượng giác. Do vậy, thông qua từng bài tóan, chúng ta sẽ 
tìm được lối đi riêng cho bản thân. 
 
II. CÁC BÀI TÓAN CHỌN LỌC: 
Bài 1: ( Tổng quát của bài 3, Olympic 30/4/2005 ). 

Cho hai dãy {an},{bn} như sau: a < b cho trước       

 1 2
a ba +=    ;    1 1.b a a=  

               1 1
2 2

a ba +=   ;  2 2 1.b a b=  

... 

           1 1

2
n n

n
a b

a − −+
=  ;  1.n n nb a b −=  

a.Tìm lim nn
b

→∞
 

b.Tìm lim nn
a

→∞
 

Nhận xét: 
 Bài tóan đã giấu đi tính lượng giác rất khéo. Ta hãy quan sát thật kĩ, do a< b nên ta có 

thể đặt cos a
b

α =  hoặcsin a
b

α =  . Vậy nên chọn là sin hay cos? 

 Ta thử đặt: 

 - Nếusin a
b

α = : 
( )

1

sin 1
2 2

ba ba
α ++= =  

   ( )( )
2

1 1. sin 1 .sin
2
bb a b α α= = +  

 Ta sẽ không thể giải tiếp. Vậy ta sẽ không đặt với sin. 

 - Nếu cos a
b

α = : 
( ) 2

1

cos 1
cos

2 2
b

a b
α α+

= =  

    2 2
1 cos cos

2 2
b b bα α= = !   Vậy ta tiến hành giải. 

Giải: 
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a.Đặt cos a
b

α = 0
2
πα⎛ ⎞< <⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Ta có

2
1

1

cos
2

cos
2

a b

b b

α

α

⎧ =⎪⎪
⎨
⎪ =
⎪⎩

 

⇔

2 21 1
2 2

2 2 2 2
2 2 1 2 2

cos cos cos cos
2 2 2 2 2

cos cos cos cos
2 22 2

a b
a b b

b a b b b

α α α α

α α α α

+⎧ ⎛ ⎞= = + =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪
⎨
⎪ = = =⎪⎩

 

Bằng quy nạp ta dễ dàng có: 

2
1

2
1

.sin cos .
2.cos ...cos .cos

2 2 2 2 .sin
2

.sin ..cos ...cos .cos
2 2 2 2 .sin

2

n

n n n
n

n

n n n
n

n

b
a b

bb b

ααα α α
α

α α α α
α

−

−

⎧
⎪

= =⎪
⎪⎪
⎨
⎪

= =⎪
⎪
⎪⎩

 

Vậy: sin2 .
2 .sin sin

2 2

n

n
n

n n

b bb

α
α

α α α
= =  

sinlim nn

bb α
α→∞

⇒ =  

b.Ta cũng có: .cos
2n n na b α=  

sin sinlim .lim cos
2n nn n

b ba α α α
α α→∞ →∞

= =  

Chú ý: Với a=2005, b=2006 ta sẽ có bài 3 Olympic 30/4/2005. 
 

Bài 2: ( Kỳ thi quốc gia lần XXXI-1993 ) 
Cho a0 = 2,b0 = 1. Lập hai dãy số{an},{bn}với n = 0, 1, 2, ... theo quy tắc sau: 

1
2 .n n

n
n n

a b
a

a b+ =
+

; 1 1.n n nb a b+ +=  

Chứng minh rằng các dãy {an},{bn} có cùng một giới hạn khi n →∞ . Tìm giới hạn đó. 
Nhận xét: 

Dễ thấy dãy {an} là dãy trung bình điều hòa, {bn} là dãy tựa trung bình nhân. Để chứng 
minh hai dãy cùng giới hạn thì nhất thiết phải tìm công thức tổng quát. 

 Trong trường hợp này, lượng giác hóa là biện pháp tối ưu nhất. 
Giải: 
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Ta chú ý:  0
1 12
1 cos
2 3

a π= = ,  0 1b =  

0 0
1

20 0

0 0

2 2 2 1
1 1 cos 1 cos

3 6

a b
a

a b
a b

π π= = = =
+ + +

 

1 1 0
1

cos
6

b a b π= =  

Từ đó, bằng quy nạp, ta chứng minh rằng: 
1

2 1cos .cos ...cos .cos
2.3 2 .3 2 .3 2 .3n n na π π π π −

−
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1

2 1cos .cos ...cos .cos 1
2.3 2 .3 2 .3 2 .3n n nb nπ π π π −

−
⎛ ⎞= ∀ ≥⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Lưu ý rằng: 2 1

sin
3cos .cos ...cos .cos 1

2.3 2 .3 2 .3 2 .3 2 .sin
2 .3

n n
n

n

n

π
π π π π

π− = ∀ ≥  

Ta có: ( )
2 .sin

2 .3 1
sin .cos

3 2 .3

n
n

n

n

a

π

π π= ;
2 .sin

2 .3

sin
3

n
n

nb

π

π= (2) 

Từ (1), (2) tồn tại lim nn
a

→∞
 và lim nn

b
→∞

 

Ngòai ra: 

2 .sin 2 32 .3 3lim lim
9sin .cos sin

3 32 .3

n
n

nn n

n

a

π π
π

π π π→∞ →∞
= = =  

2 3lim lim .lim cos
92 .3n n nn n n

b a π π
→∞ →∞ →∞

= =  

Vậy hai dãy {an},{bn}có cùng giới hạn chung là 2 3
9
π  

 
Bài 3: (Kỳ thi quốc gia lần XXVIII-1990)  

Cho dãy số{xn}, n∈ , 1 1x < được xác định bởi hệ thức: 

2

1

3 3
2

n n
n

x x
x +

− + −
=  

a.Có cần thêm diều kiện gì đối với x1 để dãy tòan số dương. 
b.Dãy số này có tuần hòan không? Tại sao? 
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Nhận xét: 

 Ta quan sát rằng 23 3 nx− cho ta cảm giác về dạng 21 cos x−  ,hơn nữa 1 1x <  , điều đó 

càng củng cố suy nghĩ về lượng giác hóa bài tóan. Ta tiến hành giải. 
Giải: 

a. Để xn > 0, trước hết ta phải có x1 > 0 và x2 <0.  

Nhưng x2 > 0  tức là 23 3 nx− > 1x hay 2
1

3
4

x <  .  

Suy ra: 1
30

2
x< < . 

Ngược lại, nếu 1
30

2
x< <  thì tồn tại 0;

3
πα ⎛ ⎞∈ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
sao cho 1 1sin xα = . Khi đó: 

      2
3 1cos sin sin ,0

2 2 3 3 3
x π π πα α α α⎛ ⎞= − = − < − <⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Ta lại có: 3
3 1cos sin sin

2 3 2 3
x π πα α α⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Từ đó suy ra: 1 3 ... sin 0x x α= = = >  

Vậy điều kiện là: 1
30

2
x< <  

b. Xét hai trường hợp đối với x1: 
• Trường hợp  1 0x ≥ : 

- Nếu 2 0x ≥  thì tương tự phần a ta có: 3 0x ≥ , 4 0x ≥     và 

1 3 2 4...; ...x x x x= = = =  

- Nếu x2 < 0 thì x3 >0 và cũng có x3 = x1 

Thật vậy từ:
2

1 1
2

3 3
2

x x
x

− + −
=  

Suy ra: ( )2
1 2 13 3 2 1x x x− = +  ( ) ( )22

2 1 23 3 2 2x x x⇒ − = +  

Do (1) mà: 1 22 0x x+ > .Suy ra: 

 ( )1 2 1 1 2 1 22 0x x x x x x x+ = + + > − > ( 1 20, 0x x≥ < ) 

Vì thế từ (2) ta có: 2
2 1 23 3 2x x x− = +  

Suy ra:
2

2 2
1 3

3 3
2

x x
x x

− + −
= =  

Tương tự: 2 4x x= ... 

Vậy ta có:{xn} là dãy tuần hòan. 
• Trường hợp x1 < 0.  
Khi đó x2 > 0 và theo trường hợp 1 suy ra xn kể từ hạng thứ hai trở đi là dãy tuần hòan. 
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Bài 4: Cho dãy {un} xác định bởi: 2 2 2 ... 2n
nu = − +  

Tìm lim nn
u

→∞
 

Giải: 
Đây là bài tóan đơn giản và quen thuộc. Ta sẽ chứng minh: 

( )12 2 ... 2 2cos 1
2n kv π

+= − + = . 

Rõ ràng với n = 1 thì (1) hiển nhiên đúng. 

Giả sử đúng khi n = k, nghĩa là: 12cos
2k kv π

+= . 

Xét:  1 12 2 2cos
2k k kv v π

+ += + = +  

  2
2 22.2cos 2cos

2 2k k

π π
+ += =  

Vậy (1) đúng khi n = k+1, suy ra (1) đúng với mọi n. 

Ta có: 2 2 2 ... 2n
nu = − +  

   1 2
2 2

12 .sin .2 .sin
22 2

n n
n n

π π+ +
+ += =  

Từ đó ta có: 2
2

1lim lim .2 .sin
2 2

n
n nn n

u π+
+→∞ →∞

=  

2

2

sin1 2lim
2

2

n

n

n

π

π π
+

→∞

+

=  

lim
2nn

u π
→∞

⇒ =  

 
Bài 5: (Olympic 30/4/2003) 

Cho dãy{un}định bởi: 

( )

1

1

3

2 1

1 1 2
n

n

n

u

u
u

u
+

⎧ =
⎪⎪ + −⎨ =⎪ + −⎪⎩

 

Tính 2003u  

Nhận xét: 
Bài này giải theo hai hướng: 
- Hướng 1 (hướng cơ bản):  

Ta đưa về dạng: 1
n

n
u

au b
u

cu d+
+

=
+

 

Sau đó thực hiên tuyến tính hóa, rồi dùng phương trình sai phân tính công thức tổng quát. 
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- Hướng 2:  
Ta chú ý quan sát công thức xác định dãy giống với công thức lượng giác nào mà ta đã 
biết? 

Câu trả lời là : ( )
1 .
tga tgbtg a b

tga tgb
++ =

−
 

Vậy ta sẽ giải theo  cách 2. 
Giải: 

Ta có:

( )
( )

1

1

3

*2 1

1 1 2
n

n

n

u

u
u

u
+

⎧ =
⎪⎪ + −⎨ =⎪ + −⎪⎩

 

Ta đã biết: 2 1
8

tg π = −  

2

2
81 2.

4 8 1
8

tg
tg tg

tg

π
π π

π
⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠ −

  ⇒ 2 1
8

tg π = −  

Từ (*) ta có: ( )1
8 1

1
8

n

n

n

u tg
u

u tg

π

π+

+
=

−
 

Theo nguyên lý quy nạp, từ (1) và 1 3u = .suy ra 

Suy ra: ( )1
3 8nu tg nπ π⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Vậy: 2003 2002
3 8 3 4

u tg tgπ π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( )2 3= − +  

 

Bài 6: Cho dãy {un} xác định bởi: 1 2

1 2

2; 8
4n n n

u u
u u u− −

= =⎧
⎨ = −⎩

 

và ( )2

1

cot
n

n i
i

S arc g u
=

=∑  

Tìm lim nn
S

→∞
 

Nhận xét: 
Đây là bài tóan rất khó vì sử dụng kiến thức về dãy Lucas và hàm arctg và arccotg. 
 Ta cần biết: 

1
x yarctg arctgx arctgy

xy
⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

( ) ( )1 cot cotxyarccotg arc g x arc g y
y x

⎛ ⎞+ = −⎜ ⎟−⎝ ⎠
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Giải: 

-Ta sẽ chứng minh: ( )2
1 1. 4 2i n nu u u n+ −− = ∀ ≥  

Thật vậy: ( ) ( )1 14 4n n n nu u u u− −=  

( ) ( )2 1 1 1n n n n n nu u u u u u− − + −⇒ + = + 2 2 2
1 1 1 2 2 3 1... . 4n n n n n nu u u u u u u u u+ − − −⇒ − = = = − =  

Ta có: 

2 4
cot

4
n

n n
u

arc gu arccotg u
⎡ ⎤⎛ ⎞= ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

( )1 1
2

1 1

n n n

n n n

u u u
arccotg

u u u
+ −

+ −

+⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

1

1

1

1

1n n

n n

n n

n n

u u
u u

arccotg
u u

u u

+

−

+

−

⎡ ⎤+⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

 1

1

n n

n n

u u
arccotg arccotg

u u
+

−

= −  

Suy ra: ( ) ( ) ( )2 2 2

1 2

n n

i i i
i i

arcotg u arcotg u arcotg u
= =

= +∑ ∑  

 

Ta sẽ chứng minh rằng 1n

n

u
u
−  có giới hạn bởi vì 10 n nu u−< <  1 1n

n

u
u
−⇒ <  

Mặt khác 1n

n

u
u
−  là dãy giảm, suy ra 1lim 1n

n
n

u
u
+

→∞
≤  

Mà: 1 24n n nu u u− −= −  

1 21 4 n n

n n

u u
u u
− −⇒ = − 1 2 1

1

1 4 n n n

n n n

u u u
u u u
− − −

−

⇒ = −  

Nếu đặt: 1lim n

n
n

u
x

u
−

→∞
=  

21 4x x⇒ = − 2 3x⇒ = + 1lim 2 3n

n
n

u
u
+

→∞
⇒ = +  

( )lim cot 2 3
12nn

S arc g π
→∞

= + =  

 
Bài 7: (Bài tóan đề nghị Olympic 30/4/2004) 

Cho dãy {un} như sau: 

( )

3
1

2

3
1 1 2n n n

u e

u e

u u u n+ −

⎧ =⎪⎪ =⎨
⎪ = ∀ ≥⎪⎩

 

a.Chứng minh rằng: 1 ;nu e n
e

+≤ ≤ ∀ ∈  

b.Lậpdãy số {vn} biết: ( )
1

1 2. ... n
n nv u u u= . Tìm lim nn

v
→∞
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Nhận xét: 
Trước hết ta hãy trả lời cho câu hỏi: Có thể tiến hành lượng giác hóa cho bài tóan 

được hay không? Để trả lời, ta cần quan sát thật kĩ điều kiện: 
3 cos3 62e e e

π

= =  
1 cos

32e e e
π

= =  
Vậy ta sẽ tiến hành giải. 

Giải: 

a. Ta chứng minh 0,nu n +> ∀ ∈  

Thật vậy 1 20, 0u u> > .Giả sử 0,nu n k> ∀ ≥ . 

Ta có
3

1
1

0k
k

k

u
u

u+
−

= > .Vậy 0,nu n +> ∀ ∈  

Ta lại có:
3 cos3 62e e e

π

= =  

    
21 cos
62e e e
π

= =  

Giả sử
cos

6 ,
n

nu e n k
π

= ∀ ≤  

Ta có ( )

( )cos 13 6 cos
6

1 1
cos1 6

ne n
n

n n
n

u eu e
u

e

π
π

π

+

+ −
−

= = =  

Vậy 
cos

6 ,
n

nu e n
π

+= ∀ ∈  

Ta lại có
cos

61 n

e c
e

π

≤ ≤  và hàm là hàm đồng biến trên . 

⇒  đpcm 

b. Ta có:
1 2cos cos ... cos

6 6 6
1 2. ...

n
nn

n nv u u u e
π π π⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟

⎝ ⎠= =  

Đến đây áp dụng công thức tính tổng của bài 1, chương I, ta có: 
( )2 11 sin sin

12 122 sin
12

n

n

nv e

π π
π

+⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

( )11 .cos .sin
12 12sin

12

n n

n
e

π π
π

+

=  

Mặt khác ta có:

( )1
cos .sin1 112 12

sin .sin sin
12 12 12

n n

n n n

π π

π π π

+
− ≤ ≤  

Mà 1 1lim lim 0
sin sin

12 12
n n

n nπ π→∞ →∞

− = =  

Vậy 0lim 1nn
v e

→∞
= =  
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Bài 8: (Tạp chí tóan học và tuổi trẻ năm 2005) 

Dãy {hn} được cho bởi điều kiện 1
1
2

h =  

và 
2

1

1 1
; 1

2
n

n

h
h n+

− −
= ∀ ≥  

Đặt
1

;
n

n i
i

S h n
=

= ∀ ∈∑ . Hãy chứng minh rằng: lim 1,03n
n

S
→∞

<  

Nhận xét: 
Bài tóan này nếu không lượng giác hóa thì sẽ đi vào thế bế tắc. Thật vậy, vì phương 

pháp sai phân không thể giải quyết bài tóan có nhiều căn như vậy. 

Bây giờ ta chú ý đại lượng 21 nh−  , điều này cho ta một cảm giác gần giống công 

thức 21 sin x− hay 21 sco x− ! Vậy ta tiến hành giải. 
Giải: 

Ta có: 1
1 sin sin
2 6 3.2

h π π= = = 2 sin
3.2

h π
⇒ =  

Ta sẽ chứng minh rằng: sin
3.2n nh π=  

iả sử rằng:sin sin
3.2k kh π=  

1

1 1 sin 1 cos
3.2 3.2 sin

2 2 3.2

k k

k nh

π π
π

+

− − −
= = =  

Mặt khác: sin ; 0;
2

x x x π⎛ ⎞< ∀ ∈ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Nên: 2
1

1 1sin ... sin ...
2 23.2 3.2 3.2 3.2

n

n i n n n
i

S h π π π π
=

= = + + + < + + +∑  

   1
2 3.2

π< +  

Do Sn là dãy tăng nên 1lim 1,03
2 3.2n

n
S π

→∞
≤ + <  

⇒đpcm. 
 

Bài 9:  Cho dãy {un} và {vn}  như sau:  

0

2
1

2
2

2 1 1
2n n

u

u u+

⎧
=⎪⎪

⎨
⎪ = − −⎪⎩

   và 
0

2

1

1

1 1n
n

n

v

v
v

v+

=⎧
⎪
⎨ + −

=⎪
⎩

 

Chứng minh rằng: 2 22 . 2 .n n
n nu vπ+ +< <  
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Nhận xét: 

Với dãy {un} ta thấy có biểu thức 21 nu−  , ta nghĩ ngay đến lượng giác hóa bằng sin, 

cos. 

Còn dãy {vn}? Câu trả lời nằm ở biểu thức 21 nv+  và 0 1v =  , cho ta suy nghĩ nên sử 

dụng hàm tg và cotg. 
Giải: 

Ta có: 0 12 2 3

2 2sin , 1 cos sin
2 22 2 2

u uπ π π= − = − =  

Vậy: 2 1 2

2 1 cos sin
2 2 2n nu π π

+ += − =  

Tương tự: 0 21
2

v tg π= =  

2
1 1

2

1 1

1 1
1 cos

2 2
2

2 2

n n

n n

n n

tg
v tg

tg tg

π π
π

π π
+ +

+

+ +

−
+

= = =  

Bằng cách xét: ( ) sinf x x x= − , ( ) ; 0;
2

g x tgx x x π⎛ ⎞= − ∈ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Ta suy ra: sin ; 0;
2

x x tgx x π⎛ ⎞< < ∀ ∈ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Khi đó: 2 2 2sin
2 2 2n n ntgπ π π

+ + +< < 2 22 . 2 .k k
n nu vπ+ +⇔ < <  ⇒đpcm 

 
Bài 10: (Kỳ thi quốc gia lầnXXV-1987) 

Cho cấp số cộng gồm 1987 số hạng với số hạng đầu 1 1987
u π=  và công sai là

3974
π  

Tính giá trị: ( )1 2 1987cos ...S u u u= ± ± ±∑ ở đó tổng ∑   chứa tất cả các số hạng ứng 

với tất cả các cách khác nhau có thể được để lấy dấu cộng hay trừ trước các 
số 1 2 1987, ,...,u u u  

Nhận xét: 
Ta thấy rằng số 1987 là cố ý cho trùng với năm thi. Điều đó chứng tỏ có thể tổng quát 

hóa bài tóan. Đôi khi việc này khiến bài tóan dễ dàng hơn và không còn che giấu như bài tóan 
nguyên thủy. 

Giải: 
Ta sẽ chứng minh từ bài tóan tổng quát hơn. Bài tóan thực chất là: 

     { }
1

n

ju∀  (kí hiệu dãy) ( )1 2 1987
1

cos ... 2 . cos
n

n
j

j

u u u u
=

± ± ± =∑ ∏  
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Ta chứng minh bằng quy nạp: 
Với n = 1: 

( )1 1 1cos cos 2cosu u u+ − =  

 Với n = 2: 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 2 1 1 2cos cos cos cosu u u u u u u u+ + − + − + − −  

( )1 2 1 2 1 22cos .cos 2cos .cos 4cos .cosu u u u u u= + − =  

Giả sử bài tóan đúng với n, khi đó: 
1

1
1

1 1

2 cos 2 2 . cos cos
n n

n n
j j n

j j

u u u
+

+
+

= =

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏ ∏  

( )1 2 1987 12 cos ... cos nu u u u +⎡ ⎤= ± ± ±⎣ ⎦∑  

( )1 2 1987cos ...u u u= ± ± ±∑  

Trở lại bài tóan ta có:
1987

1987

1

2 cos j
j

S u
=

= ∏  

Do {uj} là cấp số cộng nên: 

1987 1 1985u u d= + 1985
1987 2.1987 2
π π π= + =  

 
Bài 11: (Kì thi quốc gia lần XXVII - 1984) 

Cho dãy số u1, u2... như sau:u1=1, u2=2,un+1=3un-un-1. 

Dãy số v1,v2...được theo quy luật:
1

cot
n

n i
i

v arc gu
=

=∑  

Hãy tìm lim nn
v

→∞
  

Giải: 
Trước hết nhận xét rằng dãy  u1, u2... chính là các số hạng lẻ của dãy Fibonaci:1,1,2, 3, 

5,...Gọi dãy đó là t1,t2, t3, t4. 

Ta có: 1 2 1t t= = và ( )2 1 1n n nt t t n+ += + ≥  

a. Trước hết ta chứng minh rằng: 

2 3 5 2 1 2 2cot cot cot ... cot cotn narc gt arc gt arc gt arc gt arc gt+ +− − − − = ( )1  

Thật vậy theo công thức cộng cung ta có: 

2 2 1 2 2 1
2 2 1

2 1 2 2 1

1
cot cot cot cotn n n n

n n
n n n

t t t t
arc gt arc gt arc g arc g

t t t
+ +

+
+ −

+
− = =

−
Chú ý là: 

1 2 3. . ( 1)m
m m m mt t t t+ + +− = −  

Nếu đặt 2 1m n= −  thì 2 2 1 2 1 2 2. . 1n n n nt t t t+ − +− = −  

Từ đó: 2 2 1 2 1 2 2. 1 .n n n nt t t t+ − ++ =  

Suy ra: ( )2 2 1 2 2cot cot cot 2n n narc gt arc gt arc gt+ +− =  
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Trong (2) lần lượt thay 1,2,3,...n =  rồi cộng lại sẽ được (1). 

b. Từ (1) suy ra: 

2 2
2

cot cot cot
n

i i n
i

arc gu arc gu arc gt +
=

− =∑  

Do: 2 2lim nn
t +→∞

= +∞  nên lim 2 2cot 0narc gt + =  

Từ đó suy ra 
2

lim cot cot
4

n

i i
i

arc gu arc gu π
=

⎛ ⎞ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  

Vậy:
2

lim lim cot
4 4 2

n

n in i

v arc gu π π π
→∞ =

⎛ ⎞= = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  
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PHẦN III: LƯỢNG GIÁC ỨNG DỤNG GIẢI TOÁN ĐẠI SỐ 
------------------------------ 

CHƯƠNG 1: MỐI QUAN HỆ GIỮA ĐẠI SỐ VÀ LƯỢNG GIÁC 
          Lượng giác và đại số là hai bộ môn của toán học, nhìn bề ngoài thì có vẻ như là không 
liên quan đến nhau nhưng thực sự là chúng có mối liên hệ mật thiết với nhau. Một số bài toán 
lượng giác nếu giải theo những biến đổi lượng giác thông thường để đưa về phương trình cơ 
bản thì rất mất thời gian và có thể là sẽ giải không được. Trong khi đó nếu giải bằng phương 
pháp đại số thì nhanh hơn và trong đại số cũng vậy,cũng nhiều lúc cần phải nhờ đến lượng 
giác. Ta sẽ xét một số bài toán sau để nhìn thấy được mối liên hệ giữa lượng giác và đại số. 

-------------------------------------------- 
BÀI 1: PHƯƠNG TRÌNH 

 
Bài 1:  Giải phương trình 

a)  ( )2 21 1 1 2 1x x x+ − = + − . 

b)  ( ) ( )3 32 21 1 1 1 2 1x x x x⎡ ⎤+ − + − − = + −⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

Lời giải 
a) Điều kiện xác định: 21 0 1 1x x− ≥ ⇔ − ≤ ≤  . 

Đặt sinx t=  với ;
2 2

t π π⎡ ⎤∈ −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Ta có phương trình: 

( )1 ost sin 1 2 ostc t c+ = +  

2t t2 os 2sin os 1 2 1 2sin
2 2 2 2

t tc c ⎡ ⎤⎛ ⎞⇔ = + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 

3 23sin 4sin
2 2 2
t t⇔ − =  

sin 3. sin
2 4
t π⇔ =                                                                                         (1) 

Giải (1), kết hợp với điều kiện 
2 2

tπ π− ≤ ≤  ta được 

      
1

6 2
1

2

t x

xt

π

π

⎡ = ⎡⎢ =⎢⇔⎢ ⎢⎢ == ⎣⎢⎣

             

b) Đặt ostx c= với 0 t π≤ ≤ . 
Ta có phương trình: 

( ) ( )3 3 21 sin 1 ost 1 ost 2 1 ost c c c t⎡ ⎤+ + − − = + −⎢ ⎥⎣ ⎦
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2 2 3 3sin os 2sin os os sin 2 2 2 sin
2 2 2 2 2 2
t t t t t tc c c t⎡ ⎤⇔ + + − = +⎢ ⎥⎣ ⎦

  

( )2 2os sin 2 sin 2 2 sin
2 2
t tc t t⎛ ⎞⇔ − + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

            ( )2 sin 2cost-1 0t ⎡ ⎤⇔ + =⎣ ⎦                                                                          (2) 

Vì 2 sin 0t+ >  nên phương trình (2) có nghiệm là 

1ost=
2

c        tức là     2
2

x =  

Nhận xét:  với những bài toán ta thấy điều kiện để phương trình có nghĩa là [ ]1,1x∈ − thì ta 

nên đặt sinx t=  hoặc ostx c= để được phương trình đơn giản hơn. 
 
Bài 2:  Giải phương trình 

2(tgx-sinx)+3(cotgx-cosx)+5=0  
Lời giải 

Điểu kiện  sinx.cosx 0  
2

kx π≠ ⇔ ≠ phương trình viết thành 

1 12sinx( 1)+3cosx( 1 )+5=0
cos sinx x

− −  

2 22sin x(1- cosx)+3cos x(1-sinx)+5sinx.cosx=0  
2sinx[sinx(1-cosx)+cosx]+3cosx[cosx(1-sinx)+sinx]=0⇔  

[ ] [ ]2sinx sinx+cosx-sinx.cosx +3cosx cosx+sinx-sinx.cosx =0⇔  

(2sinx+3cosx)(sinx+cosx-sinx.cosx)=0  

2sin 3cos 0 ( )
sin cos sin .cos 0 ( )

x x a
x x x x b

+ =⎡
⇔ ⎢ + − =⎣

 

Phương trình (a) có họ nghiệm thỏa 3
2

tgx = −  

3( )
2

x arctg kπ⇔ = − +  

Để giải (b) đặt 2t=sinx+cosx  t =1+2sinx.cosx ⇒ nên(b) viết thành 
2

2 1 2 ( )1 =0  t -2t-1=0
2 1 2

t loaitt
t

⎡ = +−− ⇔ ⇔ ⎢
= −⎢⎣

&  

Suy ra 2 sin( ) 1 2
2

x π+ = −  

1 2sin
4 2

x π −⎛ ⎞⇒ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠
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1 2arcsin
4 2

3 1 2arcsin
4 2

x m

x m

π π

π π

⎡ ⎛ ⎞−= + +⎢ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠
⎢ ⎛ ⎞−⎢ = − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠⎣

 

Bài 3: Tìm những nghiệm của phương trình 

( )( )22 2 132 1 2 1 1x x x
x

− − = −      nằm trong khoảng ( )0;1  

Lời giải 
Điều kiện ( )0;1x∈  

Đặt ostx c=  với 0;
2

t π⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Ta có phương trình 

( )( )22 2 132 ost cos 1 2 os 1 1
ost

c t c t
c

− − = −  

2 28sin 2 os 2 1 osttc t c⇔ = −  
2ost=1-2sin 4c t⇔  

ost=cos8tc⇔                                                                                                (1) 

Giải phương trình (1) kết hợp với điều kiện 0
2

t π≤ ≤  ta được các nghiệm  

2
7

2
9

4
9

t

t

t

π

π

π

⎡ =⎢
⎢
⎢ =⎢
⎢
⎢ =
⎢⎣

                     ⇔         

2os
7

2x=cos
9

4x=cos
9

x c π

π

π

⎡ =⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢⎣

 

Bài 4:  Giải phương trình 

1 1 4 3
1 1 1 1 1x x x

+ =
− − + − −

    với 1x ≤       

Lời giải 
Đặt ( )ost 0<t<x c π=  

Phương trình đã cho trở thành 

1 1 4 3
1 1 ost 1 1 ost 1 ostc c c

+ =
− − + − −

 

1 1 4 3
t1 2 s in 1 2 sin 2 sin
2 2 2

t t⇔ + =
− +

 

(do 0
2 2
t π< <  nên sin 0

2
t >  ) 
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2

2 4 3

1 2sin 2 sin
2 2
t t⇔ =

−
 

2

2 6

1 2sin sin
2 2
t t⇔ =

−
 22 6 sin sin 6 0

2 2
t t⇔ + − =  

Đặt ( )0 1
2
tX xin X= < <  

Ta có phương trình bậc hai 
22 6 6 0X X+ − =  

1

2

6
4

2
6

X

X

⎡
=⎢

⎢⇔
⎢ = −⎢⎣

 

Vì ( )0 1X< <  nên: 6sin
2 4
t =  

Và      2 t 3 1ost=1-2sin 1
2 4 4

x c= = − =  

Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là: 1
4

x =  

Bài 5:  Giải phương trình 
2 21 1 1

2 2

x x
a a
a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

           ( )0 1a< <  

Lời giải 
Phương trình đã cho tương đương với: 

2 21 11
2 2

x x
a a
a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ++ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Chia hai vế phương trình cho 
21 0

2

x
a
a

⎛ ⎞+ ≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ta được  

2

2 2

1 2 1
1 1

x xa a
a a

⎛ ⎞− ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠⎝ ⎠
                                                                              ( )1  

Đặt 0
2 2
ta tg t π⎛ ⎞= < <⎜ ⎟
⎝ ⎠

 thì ( )1  trở thành: 

2

2 2

1 2
2 2 1

1 1
2 2

x xt ttg tg

t ttg tg

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

( ) ( )ost sin 1x xc t⇔ + =  

2x⇔ =  
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Vậy phương trình có nghiệm duy nhất: 2x =  
Nhận xét:biến đổi biểu thức đại số thành dạng công thức lượng giác cộng với diều kiện bài 
toán để ta có những cách đặt cho thích hợp.  
 
Bài 6:  Giải phương trình 

 ( )
22sin

3
4

1 sin os2x+log 4cos 2 os6x-1
2 6

x

c x cπ⎛ ⎞ + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Lời giải 
Phương trình có thể viết lại: 

( )cos2 1
4

12 os2x+log 3cos 2 1
2

x c x− + = −                                                            (1) 

Điều kiện: 1os2x>
3

c . Đặt os2xy c= , điều kiện 1 1
3

y< ≤  

Phương trình (1) trở thành 

( ) ( )1
4 2

12 log 3 1 2 1 2 log 3 1
2

y yy y y y− + = + − ⇔ + = + −  

Đặt ( )2log 3 1 2 3 1tt y y= − ⇔ = − . Điều kiện: 1 1 1
3

y t< ≤ ⇒ ≤  

Ta có hệ 
2 2 1
2 3 1

y

t

y t
y

⎧ = + −⎪
⎨

= −⎪⎩
 

Trừ theo từng vế ta có: 2 2y ty t+ = +                                                                      (2) 

Xét hàm ( ) 2zf z z= +  phương trình (2) có dạng ( ) ( )f y f t=                               (3) 

Rõ ràng ( )f z  đồng biến trên  , suy ra (3) y t⇔ =  

Thay vào hệ phương trình cuối ta có: 
2 3 1 2 3 1 0t tt t= − ⇔ − + =                                                                            (4) 

Xét hàm ( ) 2 3 1tg t t= − + . Tập xác định  . 

( ) ( ) ( )0 2 2' 2 ln 2 3 , ' 0 log 3 log ln 2tg t g t t t= − = ⇔ = = − . 

Phương trình (4) không có quá hai nghiệm 
Lại thấy ( ) ( )1 3 0g g= = . 

Suy ra phương trình (4) có nghiệm là 
1
3

t
t
=⎡

⎢ =⎣
    

      3t =   (loại do 1t ≤ )                                                                      
Vậy 1 1 os2x=1 x=k ,kt y c π= ⇔ = ⇔ ⇔ ∈  
 
Bài 7:  Giải phương trình  

( ) ( )33 2 21 2 1x x x x+ − = −  

Lời giải 
Điều kiện: 1 1x− < <  
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Đặt ( )
osa

a 0;
x c

D π
=⎧⎪

⎨ ∈ =⎪⎩
                                                                                          (1)   

2 21 sin ,sin 0x a a⇒ − = >  

Phương trình đầu trở thành 3 3os sin 2 osasinac a a c+ = .                                (2) 

Đặt tiếp sin osa= 2 os
4

t a c c aπ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

     (3),    điều kiện 2t ≤  

Suy ra:  
2

2 t 11 2cos sin osasina=
2

t a a c −= + ⇒  

2
3 3 3 3 3 3 1os sin 3 cos sin os sin 3

2
tt c a a t a a t c a a t −= + + ⇒ = + +  

3
3 3 3os sin

2
t tc a a −⇔ + =  

Phương trình (2) trở thành 
3 23 1 2

2 2
t t t− −=  

( )( )( )3 22 3 2 0 2 2 1 2 1 0t t t t t t⇔ + − − = ⇔ − + + + − =      (4) 

Do 2t ≤  nên (12) ( )( ) 2
2 2 1 0

1 2

t
t t

t

⎡ =
⇔ − + − = ⇔ ⎢

= −⎢⎣
 

Với 2t =  thay vào (3) ta có: 

2 os 2 os 1 2 2
4 4 4 4

c a c a a k a kπ π π ππ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = ⇔ − = ⇔ − = ⇔ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Thay vào (1) ta có 2cos 2
4 2

x kπ π⎛ ⎞= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Với 1 2t = −  thay vào (1) ta có: 

2
4 2

1 0
sin osa=1- 2 1 1 2

3 2 2 0

x
ac x x

x x

− < <⎧⎪⇔ − = − ⇔ ⎨
− + − =⎪⎩

 

( )
2

1 0 2 1 8 2 11
1 8 2 11 2

x
x

x

− < <⎧ + −
⎪⇔ ⇔ = −⎨ + −=⎪
⎩

 

Vậy phương trình đã cho có tập nghiệm là 
( )2 1 8 2 112 ;

2 2

⎧ ⎫
+ −⎪ ⎪⎪ ⎪−⎨ ⎬

⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

Bài 8:  Giải bất phương trình 

2

3 5
21

xx
x

+ >
−

                                                                   (1) 

Lời giải 
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Từ vế trái của (1) ta thấy x phài thỏa mãn cácđiều kiện 0x >  và 2 1 0x − > . Kết hợp hai điều 

kiện lại sẽ là 1x > , suy ra 10 1
x

< < . 

Đặt 1 ostc
x
=  với 0<t<

2
π , bất phương trình (1) trở thành  

( )1 1 3 5 2 sin ost 3 5 sin ost
ost sin 2

t c tc
c t

+ > ⇔ + >  

Lại đặt sin cosu t t= +  ta được: ( )23 52u> 1
2

u −  

2 5 33 5 4 3 5 0
3 5

u u u−⇔ − − < ⇔ < <                                      (2) 

Vì sin cos  = 2 cos
4

u t t t π⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 nên từ (2) ta có 

10 3cos
6 4 10

t π− ⎛ ⎞< − <⎜ ⎟
⎝ ⎠

       (3).  

Mặt khác từ điều kiện 0
2

t π< <  

Ta có 
4 4 4

tπ π π− < − <  và 2 cos 1
2 4

t π⎛ ⎞< − <⎜ ⎟
⎝ ⎠

       (4) 

Từ (3) và (4) suy ra: 2 3cos
2 4 10

t π⎛ ⎞< − <⎜ ⎟
⎝ ⎠

         (5) 

Đặt 3arccos
10

ϕ =    ,  3os
10

c ϕ =    , 9 1sin 1
10 10

ϕ = − =  

Bất phương trình (5) tương đương với: 

4 4 4 2

0
4 4 4

t t

t t

π π π πϕ ϕ

π π πϕ ϕ

⎡ ⎡< − < + < <⎢ ⎢
⇔⎢ ⎢

−⎢ ⎢< − < − < < −⎢ ⎢⎣ ⎣

 

Do tính nghịch biến của hàm cosin trên 0,
2
π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Nên ta có: 

0 ost<cos
4

os ost<1
4

c

c c

πϕ

π ϕ

⎡ ⎛ ⎞< +⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠⎢
⎢ ⎛ ⎞− <⎢ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣

 

Trong đó: 

2 3 1 2 5os os os + sin sin
4 4 4 2 510 10

c c cπ π πϕ ϕ ϕ ⎛ ⎞⎛ ⎞− = = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 2 3 1 1os
4 2 10 10 5

c π ϕ ⎛ ⎞⎛ ⎞+ = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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Từ 10 ost<
5

c<  suy ra 1 5
ost

x
c

= >  

Từ 2 5 ost<1
5

c<  suy ra 51<x<
2

 

Tóm lại, nghiệm của phương trình (1) là: ( )51; 5;
2

⎛ ⎞
∪ +∞⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

 
Bài 9:  Với những giá trị nào của tham số a bất phương trình sau đây có nghiệm 

2a x a x+ + − ≤                                                      (1) 
Lời giải 

Điều kiện: 0, 0, 0x a x a x≥ + ≥ − ≥ , suy ra 0a x≥ ≥  

Khi 0a =  ta có: 2 0x x x+ − ≤ ⇔ =  

Khi 0a > , từ 0 x a≤ ≤  suy ra 0 1x
a

≤ ≤  

Đặt ostx ac=  với 0 t
2
π≤ ≤ . Khi đó 

(1)    ( ) ( )1 ost 1 ost 2a c a c⇒ + + − ≤  

         t2 os sin 2
2 2

ta c⎛ ⎞⇒ + ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

         t 1os
2 4

c
a

π⎛ ⎞⇒ − ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                                                 (2) 

      Bởi vì: 0
2

t π≤ ≤ ,suy ra 0
4 2 4

tπ π− ≤ − ≤  

Do đó: 2 tos 1
2 2 4

c π⎛ ⎞≤ − ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 Khi đó bất phương trình (2) có nghiệm nếu 2 1
2 a

≤ , tức là 0 2a< ≤  

Tổng hợp các kết quả ta thấy điều kiện để bất phương trình (1) có nghiệm là: 0 2a≤ ≤  
 
Bài 10: Giải và biện luận phương trình theo tham số m 

( )2 m x m x m x x m x+ − − = − + +                          (1) 

Lời giả 

Điều kiện   

( )

0
0 0

0, 0
0

m x
m x m

m x x m
x m

x m x

⎧ + ≥
− ≤ ≤⎧⎪ − ≥ ⇔ ⇔ ≤ ≤⎨ ⎨ ≥ ≥⎩⎪ + ≥⎩

                                  (2) 

1)  Khi  20:(1) 2 0m x x x x x x= ⇔ − − = − + ⇔ =  
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2)  Khi  0 :(2) 0 1xm
m

> ⇔ ≤ ≤  

Đặt os , 0,
2

x mc πα α ⎡ ⎤= ∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
                                                                             (3) 

Khi đó: 

( ) ( )(1) 2 1 os 1 osm c m cα α⇔ + − −  

( ) ( )21 os os 1+cosm c m cα α α= − +  

( ) ( )2 1 os 1 os 1 os os 1+cosc c c cα α α α α⇔ + − − = − +  

( ) ( )( ) ( )4 1 os 4 1 os 1 os os 1+cosc c c cα α α α α⇔ + − + − =  

( )4 1 os 1 os osc c cα α α⇔ + − − =  

232 os =32 1-cosc α α⇔ −  
21025 os 64 os =0c cα α⇔ −  

cos =0
64cos =

1025

α

α

⎡
⎢⇔
⎢
⎣

 

Lúc đó (3) cho nghiệm  

0x =   hoặc   64
1025

ax =  

Kết luận: 

Nếu 0m ≥ thì (1) có nghiệm là 0x =   hoặc   64
1025

ax =  

Nếu  0m <  thì (1) vô nghiệm. 
 
Bài 11: Giải phương trình 

( )10 103cos4x + 5 = 8 sin cosx x+  

Lời giải 
Đặt  2 2sin , osu x v c x= =  

cos 2x = u - v , u + v=1⇒  
Ta có: 

( )22cos 4x = 2cos 2 1 1x u v− = − −  
10 10 5 5sin osx c x u v+ = +  

( ) ( )4 3 2 2 3 4. . . .u v u u v u v u v v= + − + − +  

( ) ( )4 4 2 2 2 2u v uv u v u v= + − + +  

( ) ( )22 2 2 2 2 2u v uv u v u v= + − + −  

( ) ( )2 2 21 2 1 2uv uv uv u v= − − − −  
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2 25 5 1u v uv= − +  
Vậy phương trình cần giải tương đương với 

( )( ) ( )2 2 23 1 5 8 5 5 1u v u v uv− − + = − +  

( )2 25 12 8 5 5 1uv u v uv− = − +  
240( ) 28( ) 3 0uv uv− + =  

Đặt uv y=  ta được phương trình bbạc hai 
240 28 3 0y y− + =  

1
7 19

20
y +=  

 2
7 19

20
y −=  

Vì 1 20 , 1y y≤ ≤ do đó uv có thể nhận một trong hai giá trị trên. 

Với 7 19
20

y += ta được 

2 2 7 19os sin
20

c x x +=  

4 2 7 19sin sin 0
20

x +⇔ − + =  

Đây là phương trình trùng phương đã biết cách giải. Tương tự cho trường hợp còn lại. 
Nhận xét: đối những phương trình bậc cao ta nên dùng công thức hạ bậc để được những 
phương trình cơ bản đã biết cách giải. 
 
Bài 12:  Giải và biện luận phương trình sau 

2 2 3 2 33 3
os2xsin os os

4 4 2
cx c x m c xπ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Lời giải 
Với mọi giá trị của m thì osx=0c không thỏa mãn phương trình. Chia hai vế của phương trình 

cho
2

3
os
2

c x  ta được: 

2 2 2 2
333 3

2

sinx+cosx sinx-cosx os sin 2
osx osx os

c x x m
c c c x

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

( ) ( )2 2 2 333 31 1 1 2tgx tgx tg x m⇔ + + − − − =  

Đặt  3 31 , 1u tg v tgx= + = −  

Khi đó ta có hệ 
2 2 3

3 3

2
(*)

2
u v uv m
u v

⎧ + − =⎪
⎨

+ =⎪⎩
 

a) với 0m =  thì (*) vô nghiệm nên phương trình đã cho vô nghiệm. 
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b) với 0m ≠ thì (*)  
2 2 3

3

2
2

2

u v uv m

u v
m

⎧ + − =
⎪⇔ ⎨

+ =⎪
⎩

 

( )

3

333
2

2

4

2 24 0
3

v u
m

m
u u

m m

⎧
= −⎪

⎪⇔ ⎨
−⎪ − + =⎪⎩

 

 

( )23

2

2 2 2 1

3

m
m

−
Δ =   

 

i) Với 
3

1
2

m <    phương trình vô nghiệm 

ii) Với 
3

1
2

m > thì ( )3
1,2 1,21tgx u tgα= − =  

phương trình có nghiệm: 1,2x kα π= +  trong đó: 

( )333

1,2 2

2 2 2 14 1
2 2 3

m
u

m m m
−

= ±  

 
Bài 13: Giải phương trình 

2 3 2 3tgx+tg x+tg x+cotgx+cotg x+cotg x=6                                                             
(1) 

                                           Lời giải 

Điều kiện : 
sin
cos 2

x o kx
x o

π≠⎧
⇔ ≠⎨ ≠⎩

 

Với điều kiện trên thì : 
(1)    2 2 3 3 (tgx+cotgx)+(tg x+cotg x)+tg x+cotg x)=6⇔  

2 3 (tgx+cotgx)+[(tgx+cotgx) -2]+[(tgx+cotgx) -3(tgx+cotgx)]=6 (2)⇔  
Đặt tgx+cotgx=t với  |x| 2 ≥ thì 

(2)     2 3 t + ( t - 2 ) + ( t - 3 t ) = 6⇔  
3 2 t + t - 2 t - 8 = 0⇔  

2 ( t -2 ) ( t + 3 t+ 4 )= 0⇔  

 t= 2⇔    (vì 2t + 3 t + 4 > 0 ) 
tg x + co tg x = 2⇔  
sin cos 2
cos sin

x x
x x

⇔ + =  

sin 2 1x⇔ =    ( )
4

x k kπ π⇔ = + ∈  
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BÀI 2: HỆ PHƯƠNG TRÌNH 
Bài 1: ( ), ,x y z là nghiệm của hệ phương trình: 

( )
( )
( )

4

4

4

x y y

y z z

z x x

= −⎧
⎪

= −⎨
⎪ = −⎩

 Tìm tất cả các giá trị mà tổng S x y z= + +  có thể nhận được. 

Lời giải 
Giả sử ( ), ,x y z  là một nghiệm đã cho. Cộng các vế của các phương trình của hệ, ta được: 

  2 2 23 0s x y z= + + ≥    0s⇒ ≥  
Vì 0s ≥  nên trong 3 số , ,x y z  phải có ít nhất một số không âm, ta có thể coi rằng 0x ≥ . Từ 
phương trình đầu của hệ 
  ( )4 0y y x− = ≥  

Suy ra 0 4y≤ ≤ . Bằng phép hoán vị vòng quanh, ta thấy 0 , , 4x y z≤ ≤  

Do vậy, ta có thể đặt 24sinx α=  với 0
2
πα≤ ≤ . 

Từ phương trìng thứ ba, suy ra 

( )2 2 2 2 24sin 4 4sin 16sin os 4sin 2z cα α α α α= − = =  

Và từ phương trình thứ hai 
            ( )2 2 24sin 2 4 4sin 2 4sin 4y α α α= − =  

Cuối cùng từ phương trình đầu 
            ( )2 2 24sin 4 4 4sin 4 4sin 4x α α α= − =  

Như vậy α  là nghiệm của phương trình 
             2 2sin 8 sin os16 =cos2cα α α α= ⇔  
Suy ra 

1)   ( )16 2 2
7

kk kπα α π α= + ⇒ = ∈  

Nhớ rằng 0
2
πα≤ ≤  nên k  chỉ có thể lấy 4 giá trị 0,1,2,3 

a) Với 0k = , ta có 0α = , vậy 

          ( )2 2 24 sin sin 2 sin 4 0s x y z α α α= + + = + + =  

b) Với 1, 2,3k = , ta được cùng một giá trị s  

                 2 2 22 34 sin sin sin
7 7 7

s x y z π π π⎛ ⎞= + + = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2) 16 2 2
9

kk πα α π α= − + ⇒ =            ( )k∈  

Do 0
2
πα≤ ≤ , nên k chỉ có thể lấy một trong 5 giá trị 0,1,2,3,4 

a) Với k o= , ta được 0α = , vậy 0s =  
b) Với 1, 2, 4k = , ta được cùng một giá trị s  
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        2 2 22 44 sin sin sin
9 9 9

s x y z π π π⎛ ⎞= + + = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

c) Với 3k = , ta được 

        2 2 22 44 sin sin sin
3 3 3

s x y z π π π⎛ ⎞= + + = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
Kết luận tổng s nhận một trong các giá trị sau đây 
        0s =  (xảy ra khi x y z o= = = ) 
        9s =  (xảy ra khi 3x y z= = = ) 

        2 2 22 34 sin sin sin
7 7 7

s x y z π π π⎛ ⎞= + + = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

        2 2 22 44 sin sin sin
9 9 9

s x y z π π π⎛ ⎞= + + = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Bài 2: Giải hệ phương trình sau: 

 
( )( )

2 21 1 1
1 1 2
x y y x

x y

⎧ − + − =⎪
⎨

− + =⎪⎩
 

Lời giải 
Điều kiện: 1 1; 1 1y x− ≤ ≤ − ≤ ≤  

Đặt: osx c α=     ;         osy c β=  với [ ], 0,α β π∈  

Hệ phương trình đã cho trở thành: 

( )( )
os sin +cos sin =1
1 os 1 os 2

c
c c
α β β α

α β
⎧⎪
⎨ − + =⎪⎩

 

( )
( )( )
sin + 1

1 os 1 os 2c c

α β
α β

=⎧⎪⇔ ⎨
− + =⎪⎩

2
1 os +sin -sin cos =2c

πα β

α α α β

⎧ + =⎪⇔ ⎨
⎪ −⎩

 

Đặt sin os = 2 sin
4

t c πα α α⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ,ta có 
21-tsin os =

2
cα α  

Thay vào phương trình thứ hai của hệ ta được: 
2

21 1 0 2 3 0
2
tt t t−− − = ⇔ + − =  

1t⇔ =   và   3t = −   (loại) 

Vậy: 1sin
4 2
πα⎛ ⎞− =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

2
πα⇔ =             (do 0 α π≤ ≤ ) 

Từ: 
2
πα β+ =  suy ra 0β =  

Khi đó: os =0;y=cos =1x c α β=  

Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất: ( )0;1  
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Bài 3:  Giải hệ phương trình 
2

2

2

2
2
2

x x y y
y y z z
z z x x

⎧ + =
⎪

+ =⎨
⎪ + =⎩

 

Lời giải 
Hệ phương trình đã cho có thể viết thành: 

( )
( )
( )

2

2

2

2 1

2 1

2 1

x y x

y z y

z x z

⎧ = −
⎪⎪ = −⎨
⎪

= −⎪⎩

 

Từ đó dễ thấy rằng 1, 1, 1x y z≠ ± ≠ ± ≠ ± .do đó ta có 

2

2

2

2
1

2
1

2
1

xy
x
yz
y
zx
z

⎧ =⎪ −⎪
⎪ =⎨ −⎪
⎪

=⎪
⎩ −

 

Đặt ,
4 2

x tg k kπ πα α π π= ⇒ ≠ ± + +  ta có 

2

2

2

2 2
1

2 2 4
1 2

2 4 8
1 4

tgy tg
tg
tgz tg
tg
tgx tg
tg

α α
α
α α
α
α α
α

⎧
= =⎪ −⎪

⎪
= =⎨ −⎪

⎪
= =⎪ −⎩

 

Do dó ta có phương trình 

8 8
7

tg tg k k πα α α α π α= ⇔ = + ⇒ =  

cho 0,1,2,3,4,5,6k =  ta được các nghiệm của hệ phương trình là 

( ) 2 4 2 40,0,0 , , , , , , ,
7 7 7 7 7 7

3 6 5 4 2, , , , , ,
7 7 7 7 7 7

5 3 6 6 5 3, , , , ,
7 7 7 7 7 7

tg tg tg tg tg tg

tg tg tg tg tg tg

tg tg tg tg tg tg

π π π π π π

π π π π π π

π π π π π π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Bài 4:  Giải hệ phương trình 
2

2

2

2

1
1
1
1

yx
y
xy
x

⎧ −=⎪ +⎪
⎨

−⎪ =⎪ +⎩
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Lời giải 
Nhận xét rằng: 2 2 21 1 1y y y− − < − ≤ + suy ra 

2

2

11 1
1

y
y

−− < ≤
+

  1 1x⇒ − < ≤   
2

2

10 1
1

xy
x

−
⇒ ≤ = ≤

+
     

Tương tự ta có 1 1y− < ≤   
2

2

10 1
1

yx
y

−
⇒ ≤ = ≤

+
 

Đặt ;x tgt y tgz= = , từ điều kiện trên thì 0 ,
4

t z π≤ ≤  

Hệ phương trình đã cho có thể viết: 
os2z

tgz=cos2t
tgt c=⎧
⎨
⎩

        
sin ostcos2z
sinz=coszcos2t

t c=⎧
⇔ ⎨

⎩
 

2

2

2sin ost=2cos os2z
2sinzcosz=2cos os2t

tc tc
zc

⎧⎪⇔ ⎨
⎪⎩

 

( )
( )

sin 2 1 os2t os2z sin 2 sin 2 os2z-cos2t
sin 2 os2t+cos2tcos2zsin2z= 1+cos2z os2t

t c c t z c
z cc

= +⎧ − =⎧⎪⇔ ⇔⎨ ⎨ =⎩⎪⎩
 

( )

( )

sin 2 sin 2 1sin 2 os2t=sin2z+cos2z
4 4

sin2z=cos2t+cos2tcos2z
sin2z=cos2t+cos2tcos2z    2

t zt c
π π⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = ++⎧ ⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⇔ ⇔ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎨ ⎨

⎩ ⎪
⎩

 

Từ phương trình (1) của hệ phương trình cuối cùng trên đây ta có: 

2 2 2
4 4

2 2 2
4 4

t z k

t z k

π π π

π ππ π

⎡ + = + +⎢
⎢

⎛ ⎞⎢ + = − + +⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠⎣

 

a) với 2 2 2
4 4

t z kπ π π+ = + +  t z k tgt tgzπ⇒ = + ⇒ =  hay x y=  

Thay vào hệ phương trình đầu ta được 
2

2

2

2

1
1
1
1

yx
y
xy
x

⎧ −=⎪ +⎪
⎨

−⎪ =⎪ +⎩

         
3 2

3 2

1 0
1 0

x x x
y y y

⎧ + + − =⎪⇔ ⎨
+ + − =⎪⎩

 

Hệ phương trình cuối vừa mới nhận được chứng tỏ x và y có vai trò như nhau và là nghiệm 
cua phương trình 3 2 1 0x x x+ + − =   (3) nếu phương trình này có nghiệm. Do đièu kiên ban 
đầu 0 1x≤ ≤  ,để xét số nghiệm của phương trình (3) ta xét hàm số 3 2( ) 1f x x x x= + + −  trên 
đoạn 0 1x≤ ≤  . 
 Bởi vì với 1 20 1x x≤ ≤ ≤ thì 

3 2 3 2
2 1 2 2 2 1 1 1( ) ( )f x f x x x x x x x− = + + − − −  

                        2 2
2 1 2 2 1 1 2 1( )( 1) 0x x x x x x x x= − + + + + + >  

Tức là ( )f x  đồng biến trên đoạn 0 1x≤ ≤ . Ta lại nhận thấy 
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1 1 0
2 8

f ⎛ ⎞ = − <⎜ ⎟
⎝ ⎠

   ;        2 11 0
3 27

f ⎛ ⎞ = >⎜ ⎟
⎝ ⎠

 . 

Vậy chắc chắn có giá trị 0x  với 0
1 2
2 3

x< <  làm triệt tiêu ( )f x . 

Giá trị 0x  chính là nghiệm của phương trình (3). Thử ta thấy 0
6

11
x ≈  

b) Với 2 2 2
4 4

t z kπ ππ π⎛ ⎞+ = − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

      

Thay vào phương trình (2) ta có: 

sin 2 sin 2 sin 2 os2z sin4z=0 z=m
4

z z zc π= + ⇔ ⇔  

Kết hợp với điều kiện 0
4

z π≤ ≤  ta được: 

0z =   và  
4

z π=  

Với 0 0z y= ⇒ =  và 1x =  

Với 1
4

z yπ= ⇒ =  và 0x =  

Tóm lại hệ phương trình đã cho có ba nghiệm 

0

0

x x
y x
=⎧

⎨ =⎩
   ;   

1
0

x
y
=⎧

⎨ =⎩
   ;   

0
1

x
y
=⎧

⎨ =⎩
       với 0

6
11

x ≈  

Bài 5: 
Giải và biện luận hệ phương trình 

x y a

x y xy a

⎧ + =⎪
⎨

+ − =⎪⎩
                                                                                   (1) 

Lời giải 
Điều kiện 0, 0x y≥ ≥ . Từ phương trình thứ nhất ta thấy nếu 0a <  thì hệ vô nghiệm. Nếu 

0a =  ta có:  

   
0

0

x y

x y xy

⎧ + =⎪
⎨

+ − =⎪⎩
               0x y⇔ = =  

Nếu 0a >  thì 1
yxx y a

a a
+ = ⇔ + =  

Đặt 2 2x os , sin
a

y
c t t

a
= = , với 0

2
t π≤ ≤ .  

Khi đó từ phương trình thứ hai của hệ đã cho ta được: 
2 4 2 4 2 2 2os sin sin cosa c t a t a t t a+ − =                                                               (2)                     

( )2 23 31 sin 2 1 1 os4t 1
4 8

a t a a c⎡ ⎤ ⎡ ⎤⇔ − = ⇔ − − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

8-5aos4t=
3a

c⇔  
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Với 0
2

t π≤ ≤  thì 1 cos 4 1t− ≤ ≤ , do đó phải có điều kiện  

8 51 1 1 4
3

a a
a
−− ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ . 

 Từ (2) ta có: 

( ) ( )24 2 2 2 1os 1 os 1 os osc t c t c t c t
a

+ − − − =  

4 2 2

12 3313cos 3cos 0 os
6

a
a at t c t

a

−±−⇔ − + = ⇔ =  

( ) ( )
2 2

2 4
3 3 4 3 3 4

os ,
36 36

a a a a a a
x a c t y

⎡ ⎤ ⎡ ⎤± − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⇒ = = =
m

 

Tóm lại: Nếu 0 1a≠ ≤  hoặc 4a >  thì hệ (1) vô nghiệm. 
Nếu 0a =  thì hệ (1) có nghiệm duy nhất 0x y= = . 
Nếu 1 4a≤ ≤  thì hệ (1) có hai nghiệm: 

( ) ( )
2 2

3 3 4 3 3 4
,

36 36

a a a a a a⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − − −⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

;
( ) ( )

2 2
3 3 4 3 3 4

,
36 36

a a a a a a⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − + −⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Bài 6: 
Giải hệ phương trình 

( ) ( )2 22 2 2 2x a y b x b y a+ = + = − + −  

Lời giải  

Đặt 2 2 2
a R

a x R
x R

⎧ ≤⎪+ = ⇒ ⎨
≤⎪⎩

 nên ta có thể đặt  

os
a=Rsin
x Rc α

α
=⎧

⎨
⎩

   với   0 00 ;180α ⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦  

Ta cũng được : 2 2 2b y R+ =   nên tương tự 
os

b=Rsin
y Rc β

β
=⎧

⎨
⎩

với 0 00 ;180β ⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦  

( ) ( )2 22R x b y a⇒ = − + −  

( ) ( )2 22 os -Rsin os -RsinR Rc Rcα β β α⇔ = +  

( )
0

0
0

301sin sin 30
2 150

α β
α β

α β
⎡ + =

⇒ + = = ⇔ ⎢
+ =⎢⎣

 

Với    0 030 30α β β α+ = ⇒ = −  

( )0os 30y Rc α⇒ = −  

( )0 0os30 os +sin30 sinR c c α α=  

3
2 2

x a= +                                                                                                     (1) 
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( ) ( )0 0 0sin sin 30 in30 os -sin cos30b R R R s cα α α= = − =  

3
2 2
x a= −                                                                                                     (2) 

Từ (1) và (2) ta suy ra nghiệm của hệ là 
2 3x b a= +  ,     2 3y a b= +  

Với   0 0150 150α β β α+ = ⇒ = −  

( )0 0 0os 150 os150 . os +Rsin150 .siny Rc Rc cα α α= −  

3
2 2

x a= − +                                                                                                   (3)   

( )0 0 0sin 150 sin150 . os sin . os150b R R c R cα α α= − = −  

   3
2 2
x a= +                                                                                                   (4) 

Từ (3) và (4) ta suyra nghiệm của hệ là:   
2 3x b a= − ,     2 3y a b= −  

Nhận xét: phương trình trên giải bằng cánh đặt ( ) ( )2 22R x b y a= − + −  

                   để suy ra dạng lượng giác 
os

a=Rsin
x Rc α

α
=⎧

⎨
⎩

 và  
os

b=Rsin
y Rc β

β
=⎧

⎨
⎩

 

Bài 7: 
Giải và biện luận theo m hệ phương trình 

2 2 2 2 2

x y x y m

x y x y m

⎧ + − − =⎪
⎨

+ + − =⎪⎩
 

Lời giải 

Điều kiện  
0
0

x y
x y

x y
+ ≥⎧

⇔ ≥⎨ − ≥⎩
 

Với 0m =  ta thấy hệ phương trình có nghiệm 0x y= =  
Với  0m ≠  ta có 
- Nếu 0m >   thì  0x y x y y+ > − ⇔ >  
- Nếu 0m <   thì 0x y x y y+ < − ⇔ <  
Kết quả trên chứng tỏ y và m luôn cùng dấu 

Đặt 2 2 2
x R

x y R
y R

⎧ ≤⎪+ = ⇒ ⎨
≤⎪⎩

 với 0R >  

Nên ta có thể đặt  
osx Rc α= ,   y=Rsinα   (R>0)  

⇒y và m cùng dấu nên sinα  và m cùng dấu 
x y 0≥ ≥  nên os sinc α α≥  

Do đó hệ phương trình trở thành: 
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( )
( )2 2 2

os +sin os -sin (1)

1 os sin (2)

R c c m

R c m

α α α α

α α

⎧ − =⎪
⎨

+ − =⎪
⎩

        ( )0m ≠  

( )
( )

2 2 2

2 2 2

2 os - cos sin

1 os sin

R c m

R c m

α α α

α α

⎧ − =⎪⇒ ⎨
⎪ + − =
⎩

 

( )2 21 2 os 1 2 os - 2cos 1c cα α α⇒ + − = −  

23 2 os 1 2 os -1c cα α⇔ − =  

( )2 2

2cos -1 0

9 2cos 1 4 os 4 os +1c c

α
α α α
≥⎧⎪⇔ ⎨ − = −⎪⎩

 

2

1 os =-1 (loai)os
2 5cos =7 os 2 os -5=0 7

cc

c c

αα
αα α

⎧ ⎡≥⎪ ⎢⇔ ⇔⎨ ⎢⎪ + ⎣⎩

&  

Ta nhận 2 25 24os = sin 1 os
7 49

c cα α α⇒ = − =     

2 6 ˆsin 0
7
2 6 ˆsin 0

7

ne u m

ne u m

α

α

⎡
′= >⎢

⎢⇒
⎢

′= − <⎢
⎣

 

(điều kiện os sinc α α≥ được thỏa) 

Từ (2) 
2

21 71
7 8

mR m R⎛ ⎞⇒ + = ⇒⎜ ⎟
⎝ ⎠

 do đó: 

2 27m 5 5os = .
8 7 8

mx Rc α= =  

2 2

2 2

7 2 6 6 ˆ. 0
8 7 4sin
7 2 6 6 ˆ. 0

8 7 4

m m ne u m
y R

m m ne u m
α

⎡
′= >⎢

⎢= =
⎢

′− = − <⎢
⎣
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BÀI 3: MỘT SỐ BÀI TOÁN KHÁC 
Bài 1: (Tạp chí Toán học và tuổi trẻ) 

Tìm giá trị lớn nhất của 

a b abc
a bc b bc c ab

+ +
+ + +

 

   , ,a b c +∈  và thỏa mãn 1a b c+ + =  
Lời giải: 

Trước hết ta có nhận xét 

1 1

1 1 1

ab
a b abc cA bc ca aba bc b bc c ab

a b c

= + + = + +
+ + + + + +

 

Đặt     2

2
bc tg
a

α=   ;   2

2
ac tg
b

β=   ;   0 ,α β π< <  

Chú ý:    1 a b c= + +  

                 . . .ab ca bc ab ca bc
c b a c b a

= + +  

Suy ra:     
1 .

2 2 cot
2

2 2

tg tgab g
c tg tg

α β
α β

α β

− +⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠+

 

Do đó:      
2 2

α β π+ <  và ab tg
c

γ=  

( ( ) (0, )γ π α β π= − + ∈ ) 

Bởi vậy:     
2 2 2

1 1 2
1 1 1

2 2 2

tg
A

tg tg tg

γ

α β γ= + +
+ + +

 

                       ( )2 2 1os os sin 1 os +cos +sin
2 2 2 2

c c cα β γ α β γ= + + = +  

Mà ta lại có: 
-

3 3os +cos +sin sin 2 os . os 2sin . os
3 2 2 2 2

c c c c

π πγ γπ α βα β γ
+

+ = +  

-
32 os 2 os

2 2
c c

πγα β+≤ +                                                       

+ + -
34 os 4 os 2 3

4 6
c c

πα β γ π≤ = =            

Vậy           1 3 3 31 2 3 1
2 2 4

A
⎛ ⎞

≤ + − = +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Đẳng thức xảy ra lhi và chỉ khi 
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2,
3
πα β γ= =    tức là 

2 3
12

bc ca tg
a b

π= = −  

3
3

ab tg
c

π= =  

2 3 3; 7 4 3a b c⇔ = = − = −       

Bài 2: Cho 13 số thực 1 2 13, ,...,a a a  khác nhau từng đôi một. chứng minh răng tồn tại ja và 

ka , 1 , 13j k≤ ≤  sao cho  2 30
1 2 3

j k

j k

a a
a a
− −< <

+ +
 

Lời giải 

Đặt ; , : 1,...,13
2 2i ia tgx i iπ π⎛ ⎞= ∈ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 .Không mất tổng quát, giả sử 1 2 13...a a a< < <  

Khi đó 1 2 13 1...
2 2

x x x xπ π π− < < < < < < + .Đoạn [ ]1 1,x x π+ được chia thành 13 đoạn bởi các 

điểm 2 3 13, ,...,x x x .Vậy tồn tại đoạn có độ dài
13
π≤  

Nếu { }( )10 2,...,13
13 12i ix x iπ π

−< − ≤ < ∈  thì 

( )10
12i itg x x tg π

−< − <  

1

1

0
1 . 12

i i

i i

tgx tgx tg
tgx tgx

π−

−

−⇔ < <
+                                                                              (1) 

Nếu chỉ có ( )1 130
13 12

x x π ππ< + − ≤ <  thì 

( )1 130
12

tg x x tg ππ< + − <   1

1

0
1 12

i i

i i

a a tg
a a

π−

−

−⇔ < <
+

          (2)                        

Mặt khác 2 3
12 3 4 2 3

tg tgπ π π −⎛ ⎞= − +⎜ ⎟ +⎝ ⎠
                                                                     (3) 

Từ (1), (2), (3) suy ra đpcm. 
Bài 3: 
Cho x y z xyz+ + =  chứng minh rằng: 

( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 4x y z y z x z x y xyz− − + − − + − − =  

Lời giải: 
Xét hai khả năng sau: 
1. Nếu 0xyz =  ⇒  ít nhất một trong ba số , , 0x y z = .  
    Giải sử 0x = , khi đó từ giả thiết suy ra 0y z+ =  

Lúc này  
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( ) ( )2 21 1 0VT y z z y VP= − + − = =  

Vậy đẳng thức đúng trong trường hợp này 
2. Nếu 0xyz ≠ . Khi ấy đưa đẳng thức cần chứng minh về dạng tương đương sau 

     
2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

y z x z x y
y z x z x y
− − − − − −+ + =                                                        (1) 

Đặt , ,x tg y tg z tgα β γ= = = . Từ giả thiết suy ra 
tg tg tg tg tg tgα β γ α β γ+ + =  

Suy ra ,k kα β γ π+ + = ∈  
2 2 2 2kα β γ π⇒ + + =                                                                                         (2) 

Từ (2) suy ra: 
cot 2 cot 2 cot 2 cot 2 cot 2 cot 2 1g g g g g gα β β γ γ α+ + =                                    (3) 

Chú ý là 
2 21 1cot 2

2 2
tg xg
tg x

αα
α

− −= =   ; 

              
2 21 1cot 2

2 2
tg yg
tg y

ββ
β

− −= =   : 

Và          
2 21 1cot 2

2 2
tg zg
tg z

γγ
γ

− −= =  

Từ (3) suy ra (1) đúng ⇒đpcm. 
Bài 4 : Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số: 

2 s inx-cosx
2 s inx+cosx

y +=
−

 

Lời giải 
Viết hàm số đã cho dưới dạng 

2 2 2 2

2 2 2 2

x2 sin os 2sin os cos sin
2 2 2 2 2 2

x2 sin os 2sin os cos sin
2 2 2 2 2 2

x x x x xc c
v

x x x x xc c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠=
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

2 2

2 2

3sin 2sin cos os
2 2 2 2

sin 2sin cos 3cos
2 2 2 2

x x x xc

x x x x

+ +
=

− +
 

1) Khi xos 0
2

c =  thì 3y =  

2) Khi xos 0
2

c ≠ , viết hàm số dưới dạng 

2

2

3 2 1
2 3

t ty
t t

+ +=
− +

 ,    
2
xt tg= . 

Xác định y để phương trình                                                                                             
 

2

2

3t 2 1        
2 3

t y
t t

+ + =
− +

 có nghiệm. 
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( ) ( )23 2 1 3 1 0y t y t y⇔ − − + + − =  có nghiệm. 

( ) ( )( )2' 1 3 3 1 0y y y⇔ Δ = + − − − ≥  
22 12 2 0y y⇔ − + − ≥  

2 6 1 0 3 2 2 3 2 2y y y⇔ − + ≤ ⇔ − ≤ ≤ +  

Vậy max 3 2 2y = +  khi 4 2 2 2 1
2 2 2
xtg += = +  

min 3 2 2y = −  khi 4 2 2 1 2
2 2 2
xtg −= = −

−
 

Bài 5: 
Chứng minh rằng với mọi cặp số thực x,y ta đều có: 

( )( )
( )( )

2 2 2 2

22 2

x 11 1
4 41 1

y x y

x y

− −
− ≤ ≤

⎡ ⎤+ +⎣ ⎦

 

Lời giải 

Đặt ,x tgu y tgv= =  với ,
2 2

u vπ π− < <  thì biểu thức  

 
( )( )
( )( )

( )( )
( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 22 22 2

1 1

1 11 1

x y x y tg u tg v tg utg v
A

tg u tg vx y

− − − −
= =
⎡ ⎤ + ++ +⎣ ⎦

 

2 2 2 2
4 4

2 2 2 2

sin sin sin usinos . os 1
os os os os

u v vc u c v
c u c v c uc v

⎛ ⎞⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

( )( )2 2 2 2 2 2 2 2sin os sin os os os sin usinuc v vc u c uc v v= − −  

( )( )( )( )sin osv+sinvcosu sin osv-sinvcosu osucosv+sinusinv osucosv-sinusinvuc uc c c=

( ) ( ) ( ) ( )sin sin os u-v os u+vu v u v c c= + −  

( ) ( )1 sin 2 sin 2
4

u v u v= + −  

Suy ra ( ) ( )1 1sin 2 sin 2
4 4

A u v u v= + − ≤ . Tức 1 1
4 4

A− ≤ ≤  

Biểu thức A  đạt giá trị lớn nhất bằng 1
4

 khi 

( )
( )

( )

( )

2sin 2 1 12 4
0sin 2 1 02

2

u vu v xu
yu v vu v

π π

π

⎧ + = ⎧⎪⎧ + = == ⎧⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎨ ⎨ ⎨ =− = ⎩⎪ ⎪ ⎪⎩ =− = ⎩⎪⎩

 

Hoặc  
( )
( )

( )

( )

2sin 2 1 12 4
0sin 2 1 02

2

u vu v xu
yu v vu v

π π

π

−⎧ −+ = ⎧⎪⎧ + = − = −= ⎧⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎨ ⎨ ⎨− =− = − ⎩⎪ ⎪ ⎪⎩ =− = ⎩⎪⎩
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Biểu thức A  đạt giá trị nhỏ nhất băng 1
4

−  khi 

( )
( )

( )

( )

02sin 2 1 02
1sin 2 1 2 42

uu vu v x
yvu v u v

π

ππ

⎧ =+ = ⎧⎪⎧ + = − =⎧⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎨ ⎨ ⎨ ==− = ⎩⎪ ⎪ ⎪⎩ − = − ⎩⎪⎩

 

Hoặc   
( )
( )

( )

( )

02sin 2 1 02
1sin 2 1 2 42

uu vu v x
yvu v u v

π

ππ

−⎧ =+ = ⎧⎪⎧ + = − =⎧⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎨ ⎨ ⎨− = −=− = ⎩⎪ ⎪ ⎪⎩ − = ⎩⎪⎩

 

 
Bài 6: Cho phương trình bậc ba 

3 2 0x px qx p− + − =                                                 (1) 
Với 0 , 0p q> > . Chứng minh rằng phương trình (1) có 3 nghiệm 1≥ thì 

( )1 2 3
4 8

p q
⎛ ⎞

≥ + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                  (2) 

Lời giải 
Giả cử (1) có ba nghiệm phân biệt ( )1 2 3 1 2 3, ,x x x x x x≤ ≤  thì 

1 2 3 1 2 3x x x x x x p+ + = = ; 1 2 2 3 3 1x x x x x x q+ + =  suy ra tồn tại ABC  sao cho 

1 2 3, ,x tgA x tgB x tgC= = = , ,
4 2

A B Cπ π⎛ ⎞≤ <⎜ ⎟
⎝ ⎠

 và hai có dạng (2) 

( )1 2 3
4 8

tgAtgBtgC tgAtgB tgBtgC tgCtgB
⎛ ⎞

≥ + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

      8 4 2 cot cot cot 3cot cot cotgA gB gC gA gB gC⇔ − ≥ + + +        (3) 
Gọi vế phải của (3) là T . Khi đó: 

( )
( )
( )

os B-C osA2sincot 3cot
os B-C osA os B-C osA

c cAT gA gA
c c c c

−
= + +

+ +
 

    ( )
2sin 1 osAcot 3cot

os B-C osA 1 osA
A cgA gA

c c c
−≤ + +

+ +
 

Hay  31 33
2 2 22

2

A AT tg tgAtg
≤ + −  

Đặt 
2
Atg t=  thì 12 1

3
t− ≤ ≤  (do 

4
A B Cπ ≤ ≤ ≤ ) 

Xét hàm số: 31 3( ) 3
2 2

f x t t
t

= + −  

Ta thấy '( ) 0f t ≤ trong đoạn 12 1,
3

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎣ ⎦

. Từ đó, ( )f x  và ta có ngay đpcm. 
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CHƯƠNG 2: ĐA THỨC CHEBYSHEV 
 

I. ĐỊNH NGHĨA VÀ TÍNH CHẤT ĐA THỨC CHEBYSHEV: 
1. Định nghĩa: 

 *Các đa thức ( )nT x , n ∈ N xác định như sau: 

   
( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 1

1 1

1,

2n n n

T x T x x

T x xT x T x+ −

⎧ = =⎪
⎨

= −⎪⎩
 

Gọi là các đa thức Chebyshev loại I. 

* Các đa thức Tn(x), n ∈ N xác định như sau: 

   
( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 1

1 1

0, 1

2 , 1n n n

U x U x

U x xU x U x n+ −

⎧ = =⎪
⎨

= − ∀ ≥⎪⎩
 

Gọi là các đa thức Chebyshev loại II 
2. Các tính chất của đa thức loại I: 
Đa thức Chebyshev có nhiều tính chất hay, được sử dụng rất nhiều trong việc giải 
quyết các bài toán đa thức.  
Sau đây xin được nêu một số tính chất quan trọng (việc chứng minh rất dễ dàng) 

-Tính chất 1: [ ]1,1x∀ ∈ − ,ta có ( ) cos( arccos )nT x n x=  

-Tính chất 2:    ( )nT x là đa thức bậc n, n∈ ,hệ số cao nhất là 12n−   

-Tính chất 3:     ( )nT x  là hàm chẵn khi x chẵn và là hàm lẻ khi x lẻ. 

-Tính chất 4:     Đa thức ( )nT x có đúng n nghiệm phân biệt trong[ ]1,1− : 

 ( )2 1cos , 1,2,..., 1
2k
kx k n

n
π+= = −  

-Tính chất 5: a) ( ) [ ]1, 1,1nT x x≤ ∀ ∈ −  

                      b) ( ) 1nT x = chỉ tại n+1 điểm khác nhau trong[ ]1,1− là 

  ( )cos 1,2,...,k
kx k n
n
π= =  

Chú ý là:  ( ) ( )1 k
n kT x = −  

Các điểm kx   gọi là điểm luân phiên Chebyshev. 

-Tính chất 6: ( )P x∀  bậc n, hệ số cao nhất bằng 1, ta có 

  ( ) 1

1max
2nP x −≥  

Đẳng thức xảy ra ( ) ( ) 1

1*
2n nP x T x −⇔ = =  
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3. Các tính chất của đa thức loại II: 

-Tính chất 1: ( )1,1x∀ ∈ −  ta có 

  ( ) ( )
2

sin arccos

1
n

n x
U x

x
=

−
 

-Tính chất 2: ( ) ( )1 'n nU x T x
n

=  

-Tính chất 3: a/. ( )nU x    là đa thức hệ số nguyên, bậc n -1, hệ số cao nhất là 12n−  

                    b/. ( )nU x     là hàm chẵn nếu x lẻ và là hàm lẻ nếu x chẵn. 

-Tính chất 4: ( ) ( ), 1,1nU x n x≤ ∀ ∈ −  

-Tính chất 5: Đa thức ( )nU x   có đúng n-1  nghiệm phân biệt khác nhau trong[ ]1,1−  

Đặc biệt: Từ tính chất 2 và 4, ta có: 

   ( ) ( )2' , 1,1nT x n x≤ ∀ ∈ −  

II. MỘT SỐ BÀI TOÁN MINH HỌA: 

Bài 1:  Chứng minh rằng mọi đa thức ( )f x  bậc 1n ≥ đều có thể biểu diễn dưới dạng 

   ( ) ( )
0

, 0
n

i i n
i

f x a T x a
=

= ≠∑  

Và cách biểu diễn này là duy nhất. 
Lời giải 

   Ta có ( )nT x là đa thức bậc n có hệ số cao nhất là 12n−  nên ta có thể viết 

 ( ) ( )12n n
nT x x xϕ−= + với ( )xϕ là đa thức bậc nhỏ hơn n. 

Suy ra ( ) ( )1 1

1 1
2 2

n
n nx T x xϕ− −= −  

Bằng quy nạp ta chứng minh được: 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 2 ... n nf x a a T x a T x a T x= + + + +  

Bây giờ ta chứng minh tính duy nhất của cách biểu diễn này 
Giả sử  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 2 0 1 2 2... ' ' ' ... 'n n n nf x a a T x a T x a T x a a T x a T x a T x= + + + + = + + + +  

Khi đó  ( ) ( )
0

' 0,
n

i i i
i

a a T x x
=

− = ∀ ∈∑  

Vậy 0 0 1 1' ' ... ' 0n na a a a a a− = − = = − =  

Hay 0 0 1 1' , ' ,..., 'n na a a a a a= = =  
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    Một trong những dấu hiệu để nhận biết bài toán đa thức có sử dụng tính chất đa thức 

Chebyshev hay không đó là miền giá trị đa thức. Các bài toán trên miền[ ]1,1− đều gợi ra cách 

giải bằng phương pháp này. 
Ta xét thêm một số ví dụ: 

Bài 2:  Cho đa thức hệ số thực ( ) 3 2 , 0f x ax bx cx d α= + + + >  Biết rằng [ ]1,1x∀ ∈ − ta 

có ( )f x α≤  .Tìm max của , , ,a b c d  

Nhận xét: Ta sẽ lưu ý cách chọn điểm luân phiên trong đa thức Chebyshev. 
Lời giải:  

Đặt  

( )
( )

( 1)
.

1
2 8 4 2

1
2 8 4 2
1

0

A f a b c d

ba cB f d

a b cC f d

D f a b c d

E f d

= − = − + − +⎧
⎪
⎪
⎪ ⎛ ⎞= − = − + − +⎪ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪
⎪ ⎛ ⎞= = + + +⎨ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪
⎪ = = + + +
⎪
⎪ = =
⎪
⎪
⎩

  

2 4 4 2
3 3 3 3

1 1
2 2
1 8 8 1
6 6 6 6

a A B C D

b A D E

c A B C D

d E

⎧ = − + − +⎪
⎪
⎪ = + −⎪⇒ ⎨
⎪

= − + −⎪
⎪
⎪ =⎩

 

Từ giả thiết:  

4

2

3

a

b

c

d

α
α
α
α

≤

≤

≤

≤

 

Bằng cách xét: ( ) ( )α= −34 3f x x x  

 và ( ) ( )α= −22 1g x x     

Thì ta có dấu đẳng thức xảy ra. Vậy: 

 

ax a 4 ,

ax b 2 ,

ax c 3 ,

ax d

m

m

m

m

α
α
α
α

=

=

=

=

 

Chú ý: f(x),g(x) là xét dự trên cơ sở cos2x,cos3x.  
 

Bài 3:   Cho đa thức ( )−1nP x bậc không vượt quá 1n − có hệ số bậc cao nhất 0a , thỏa 

mãn điều kiện:  ( ) [ ]−− ≤ ∀ ∈ −2
11 1, 1,1nx P x x    

Chứng minh rằng −≤ 1
0 2na  
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Lời giải 

   Ta viết đa thức đã cho dưới dạng nội suy Lagrange theo các nút nội suy π−= 2 1cos
2j
jx
n

 là 

các nghiệm của đa thức Chebyshev ( )nT x  

  ( ) ( ) ( ) ( )−

− −
=

= − −
−∑

1
2

1 1
1

1 1 1
jn

n
n j n j

j j

T x
P x x P x

n x x
 

Suy ra  ( ) ( )
−

−

=

= − −∑
1

1 2
0

1

2 1 1
n n

j
j j

j
a x P x

n
 

 

Vậy nên  ( )
− −

−

=

≤ − ≤ =∑
1 1

2 1
0

1

2 21 . 2
n nn

n
j j

j
a x P x n

n n
 

 

Bài 4:  Giả thiết rằng đa thức ( )−1nP x  thỏa mãn các điều kiện của Bài 1. Chứng minh 

rằng   ( ) [ ]− ≤ ∀ ∈ −1 , 1,1nP x n x  

Lời giải: 

Với các jx được chọn như ở bài toán trên thì do hàm số = cosy x nghịch biến trong 

( )π0; nên −− < < < < < <1 2 11 ... 1n nx x x x . Nếu < <1 1x x  thì   

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )− −

= =

≤ − ≤
− −∑ ∑2

1 1
1 1

1 11
n n

n n
n j n j

j jj j

T x T x
P x x P x

n nx x x x
 (2) 

(do − > 0jx x  và ( )nT x có dấu không đổi trên 1( ;1]x ) 

Mặt khác thì ( ) ( )−

=

= −∏1
1

2
n

n
n j

j
T x x x  

Nên ta có ( )
( )

( )
( )=−

= =

−
= =

− −

∏
∑ ∑1' 1

1 1
2

n

jn n
j nn

n
k kk k

x x
T x

T x
x x x x

   (3) 

   

Lại có  
( )

( )= ≤
'
n

n

T x
U x n

n
 

Nên từ (2) và (3) suy ra 

  ( )− ≤ ∀ ∈1 1, ( ;1]nP x n x x  

Hoàn toàn tương tự ta cũng có  

  ( )− ≤ ∀ ∈ −1 , [ 1, )n nP x n x x  

Xét ≤ ≤ 1nx x x  .Khi đó ta có 
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  ( ) π− ≥ − = =2 2
1 11 1 sin arccos sin

2
x x x

n
   

Do  
π

≥ ≥sin 21 x
x

 

π π≥ =2 1sin .
2 2n n n n

 và 2 11 x
n

− ≥ .Suy ra: 

    ( )1
1
1nP x n

n

− ≤ =  

Tóm lại ta đã chứng minh được rằng  ( ) [ ]− ≤ ∀ ∈ −1 , 1,1nP x n x  

 
Bài 5:   Cho đa thức lượng giác 

  ( ) ( )1 2sin sin 2 ... sinnP t a t a t a nt= + + +  

Thỏa mãn điều kiện ( ) { }1, \ ..., 2 , ,0, , 2 ,...P t t π π π π≤ ∀ ∈ − −  

Chứng minh rằng   
( ) { }, \ ..., 2 , ,0, , 2 ,...

sin
P t

n t
t

π π π π≤ ∀ ∈ − −  

Lời giải:  

Nhận xét rằng 
( ) ( )1 cos

sin n

P t
P t

t −= với ( )1nP x− là đa thức dạng (1). Đặt cos t x= . Khi đó

 1x ≤  và 

  ( ) ( ) ( )2
1 1sin cos 1n nP t P t x P x− −= = −  

Ta thấy  ( )P x  thỏa mãn điều kiện của Bài 2 nên 

  ( ) [ ]− ≤ ∀ ∈ −1 , 1,1nP x n x   

Do đó  

  
( ) { }, \ ..., 2 , ,0, , 2 ,...

sin
P t

n t
t

π π π π≤ ∀ ∈ − −  

 
Bài 6:  Cho đa thức lượng giác 

  ( ) ( )
0

cos sin
n

j j
j

P x a jx b jx
=

= +∑  

Thỏa mãn điều kiện ( ) 1,P x x≤ ∀ ∈  

Chứng minh rằng ( )' ,P x n x≤ ∀ ∈  

Lời giải:  
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 Cho 0x tuỳ ý. Do   

  
( ) ( )
( ) ( )

0 0 0

0 0 0

cos cos 2sin sin

sin sin 2cos sin

x x x x x x

x x x x x x

− − + =

+ − − =
 

nên  ( ) ( ) ( )0 0

0
sin

2

n

j
j

P x x P x x
g x c jx

=

+ − −
= =∑  

Suy ra  ( ) ( ) ( )0 0' '
'

2
P x x P x x

g x
+ + −

=  

Và ( ) ( )0' 0 'g P x= .Ta chứng minh rằng ( )' 0g n≤  .Thật vậy, ( )g x là đa thức lượng giác  

chứa thuần sin như trong Bài 3 và   

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 00 0 1
2 2

P x x P x xP x x P x x
g x

+ + −+ − −
= ≤ ≤  

Nên theo kết quả của bài 3 thì 
( )

sin
g x

n
x
≤ { }\ ..., 2 , ,0, , 2 ,...x π π π π∀ ∈ − −   (4) 

Nhưng ( )0 0g = suy ra 

  
( ) ( )0

.
0 sin

g x g x n
x x
−

≤
−

{ }\ ..., 2 , ,0, , 2 ,...x π π π π∀ ∈ − −  

Nên khi 0x → : 
( ) ( ) ( )0

' 0
0

g x g
g

x
−

→
−

 1
sin

x
x
→  

Ta nhận được ( )' 0g n≤  

Từ đó ta có ( )0'P x n≤ .Nhưng 0x  được chọn tùy ý nên suy ra ( )'P x n≤ x∀ ∈  

 
Bài 7  (Định lý Berstein-Markov) 

Cho đa thức  

  ( ) 1
0 1 ...n n

n nP x a x a x a−= + + +  

Thỏa mãn điều kiện ( ) [ ]1, 1;1nP x x≤ ∀ ∈ −  

Chứng minh rằng khi đó : ( ) [ ]2' , 1;1nP x n x≤ ∀ ∈ −      (5)  

Lời giải:  

Đặt cosx a=  .Khi đó theo giả thiết thì ( )cos 1nP a ≤ .Do ( )cosnP a có dạng 

  ( ) ( )
0

cos cos sin
n

n j j
j

P a a j b jα α
=

= +∑  

Nên ta có thể áp dụng kết quả của Bài 4. Ta được 
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  ( ) ( )2 '
sin . ' cos 1 1n

n

P x
P n x

n
α α ≤ ⇒ − ≤  

Cũng theo Bài 4, ta có  
( )'nP x

n
n

≤  .Suy ra: ( ) 2'P x n≤  

Nhận xét : Dựa vào kết quả của Định lý Berstein-Markov, sau khi áp dụng liên tiếp kết quả 
của định lí này, ta sẽ thu được kết quả sau: 

Nếu ( ) [ ]1, 1;1nP x x≤ ∀ ∈ −  thì ( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ]2
1 2 ... 1 , 1;1kP x n n n n k x⎡ ⎤≤ − − − + ∀ ∈ −⎣ ⎦  

 

Bài 8:   Cho 1 2, ,..., na a a là các số thực không âm và không đồng thời bằng 0. 

a/. Chứng minh rằng phương trình 1
1 1... 0n n

n nx a x a x a−
−− − − − =   (6) 

có đúng một nghiệm dương duy nhất. 
b/. Giả sử R là nghiệm dương của phương trình (6) và 

  
1 1

,
n n

j j
j j

A a B ja
= =

= =∑ ∑  

Chứng minh rằng khi đó A BA R≤  
Lời giải:  

a) Do 0x >  nên (6) 1 2
21 ... n

n

aa a
x x x

⇔ = + + +  

Đặt ( ) 1 2
2 ... n

n

aa a
f x

x x x
= + + + . Nhận xét rằng ( )f x liên tục và ( )f x  nghịch biến trong 

khoảng ( )0,+∞  nên tồn tại duy nhất 0R > sao cho ( ) 1f R = . 

b) Đặt j
j

a
c

A
=  .Suy ra 0jc ≥  và 

1

1
n

j
j

c
=

=∑ .Do hàm số y = -lnx lõm trong khoảng ( )0,+∞   nên 

teo BĐT Jensen thì ( )
1 1 1

ln ln ln ln ln1 0
n n n

j
j jj j j

j j j

aA Ac c f R
R R R= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− ≥ − = − = − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

Suy ra  ( )
1

ln ln
n

j
j j

j
c R c A

=

−∑  

Và   ( ) ( )
1 1

ln ln
n n

j j
j j

A c R jc
= =

≤∑ ∑  

Hay  ( ) ( )
1 1

1 1ln ln ; 0
n n

j
j j j

j j

a
a A ja R doc A

A A A= =

⎛ ⎞
≤ = >⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  

Vậy nên  ( ) ( )ln lnA BA R≤ ⇒ A BA R≤  
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CHƯƠNG 3: 
MỘT SỐ PHƯƠNG PHÁP TÍNH TỔNG LƯỢNG GIÁC 

 
 Bài tóan tính tổng là dạng bài quen thuộc nhưng không hề đơn giản trong giải tóan 
lượng giác. Thường thì dạng tóan này được lồng ghép vào một bài tóan nào đó và chỉ là bước 
trung gian. Tuy vậy, nó cũng chẳng phải là một bước dễ dàng. 

Trong phần sau đây, xin được đề cập những phương pháp mấu chốt nhất để giải những 
dạng tóan này: đó là phương pháp sai phân, phương pháp đại số, phương pháp số phức và 
phương pháp đạo hàm. Như vậy, ta sẽ thấy một bài tóan sẽ có thể giải bằng nhiều cách khác 
nhau. 
I. PHƯƠNG PHÁP SAI PHÂN. 

1.   Cơ sở: 

- Phương pháp này xoay quanh việc chuyển từ số ka  về dạng ( ) ( )1ka f k f k= + − , 

nói cách khác là biểu diễn số hạng bằng biểu thức sai phân. 

- Ta sẽ có: ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1
n n

i
i i

u f i f i f n f
= =

= + − = + −⎡ ⎤⎣ ⎦∑ ∑  

Để có thể sử dụng phương pháp này ta có cần nhớ khá nhiều tính chất của lượng giác. 
Cụ thể được thống kê ở bảng sau: 

1)  ( ) ( )2sin .sin cos a-b cosa b a b= − +  

2)  ( ) ( )2sin .cos sin a+b sina b a b= + −  

3) 2
2 2

1 1 1
sin4.cos 4.sin

2 2
x xx

−− =  

4)  1 cot 2 cot
sin 2

g x gx
x
= −  

5)  cot 2cot 2tgx gx g x= −  

Với ak là cấp số cộng, công sai d: 

6)  ( )1
1

1 1 cot cot
sin .sin sin n n

n n

ga ga
a d +

+

= −  

7)  ( )1 1
1

sinn n n ntga tga tga tga
d+ +− = −  

2. Các bài tóan: 
Bài 1: Cho cấp số cộng, công sai d. Tính: 

 a)  
1
sin

n

n k
k

S a
=

=∑  

 b)  
1
cos

n

k k
k

T a
=

=∑  

Giải: 
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Dạng bài này có lẽ quá quen thuộc. Ta sẽ áp dụng tính chất 1 ở trên. 
            a) Ta có: 

( )12sin .sin 2sin 1 .sin
2 2k
d da a k d= + −⎡ ⎤⎣ ⎦ = 1 1

3 1cos cos
2 2

a k d a k d⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

Xét: 1
3( ) cos
2

g k a k d⎡ ⎤⎛ ⎞= + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 

Ta có: ( )2sin .sin ( ) 1
2k
da g k g k= − +  

Vậy: ( ) ( ) 1
12 sin . 1 1 2 sin sin

2 2 2n
d n nS g g n a d d− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

   
1

1sin .sin
2 2

sin
2

n

n na d d
S

d

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⇒ =  

b) Tương tự như a), sử dụng tính chất 2: 
Nhận xét: 
 -Ta thường sử dụng hệ quả của bài tóan trên dưới dạng: 

          ( )
1

sin 2cos 2 1
2sin

n

n
k

nxS k x
x=

= − =∑  

-Với  n = 2, chọn 
5

x π=  ta có: 1 3 1cos cos
2 5 5 2

π π+ =  

-Với  n = 3, chọn 
7

x π=   ta có: 1 3 5 1cos cos cos
2 7 7 7 2

π π π+ + =  

-Với  n = 4 , chọn 
9

x π=   ta có: 3 5 7 1cos cos cos cos
9 9 9 9 2
π π π π+ + + =  

Bài 2: Cho cấp số cộng { }na công sai d. Tính: 

a)  
1

1 .
2 2

n

n i i
i

aS tg
=

=∑  

b)  
21

1

4 .cos
2

n

n
ii

i

T
a=

=∑  

Giải: 
a) Ta sẽ áp dụng tính chất 5: 

       1 1

1 1 1. .cot .cot
2 2 2 2 2 2k k k k k k

a a atg g g− −= −  

Đặt: ( ) 1 .cot
2 2k k

af k g=  

Khi đó: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 2 1 ... 1nS f f f f f n f n= − + − + + − −  
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       = ( ) ( )1f n f−  = 1 .cot cot
2 2n n

ag ga−  

b) Ta áp dụng tính chất 3, giải tương tự. 
Nhận xét: 
 Bằng việc áp dụng các tính chất đã nêu, ta hòan tòan có thể tính các tổng sau: 

1 1

1
sin .sin

n

n
k k k

S
a na= +

=∑ ,{ }ka là cấp số cộng 

1
1
cos .cos

n

n k k
k

T a a +
=

=∑  

Sau đây xin xét một bài tóan không sử dụng các tính chất đã nêu. 
 

Bài 3:  Tính tổng: 2 2
1

2
1

n

n
k

kS arctg
k k=

=
+ +∑  

Nhận xét: 

 Ta cần chú ý đẳng thức sau: a+b
1-ab

arctg arctga arctgb= +  

 Quan sát đề bài, ta cần chọn x, y sao cho:
2 41

2
n n xy

n x y
⎧ + + = −
⎨

= +⎩
 

 Ta giải hệ phương trình này và có: ( )
2

2

1

1

x n n

y n n

⎧ = + +⎪
⎨ = − − +⎪⎩

 

Giải: 
 Áp dụng phép đặt như trên: 

2 4

2
11

n x yarctg arctg arctgx arctgy
xyn n
+

⇒ = = +
−+ +

 

( ) ( )2 2
2 4

2 1 1
1

narctg arctg n n arctg n n
n n

⇔ = + + − − +
+ +

( Vì xy < 1 ) 

 Vậy: 

     ( )23 1 7 3 ... 1nS arctg arctg arcgt arctg arctg n n= − + − + + + + ( )2 1arctg n n− − +  

          = ( )2 1
4

arctg n n π+ + − \ 

 
II. PHƯƠNG PHÁP ĐẠI SỐ: 

a. Cơ sở: 
Cơ sở của phương pháp này là dựa trên phép biến đổi Abel. 

Định lý này được phát biểu như sau: 
 Định lý: 

 Cho hai dãy { }na  và { }nb . Xét hai dãy số{Bn} và {Sn} trong đó: 
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1

n

n k n
k

S a b
=

=∑   ;   
1

n

n k
k

B b
=

=∑  

 Thế thì: ( )1 1
1

.
n

n k k k n n
k

S a a B a B+ +
=

= − +∑  

 Chứng minh: 

( )1 1
1

. .
n

k k k n n
k

a a B a B+ +
=

− +∑  

         = 1 1
1 1

. .
n n

k k k k n n
k k

a B a B a B+ +
= =

− +∑ ∑  

= 
1 1

1 1 1 1
1 1

.
n n

k k k
k k

a b a a B
− −

+ +
= =

+ −∑ ∑  

= ( )1 1 1
1

n

k k k
k

a b a B B −
=

+ −∑  

= 1 1
2

n

k k
k

a b a b
=

+∑ =
1

n

k k
k

a b
=
∑ = Sn 

 Hệ quả: 

 Cho cấp số cộng{ }na  với công sai d và cấp số nhân{ }nb  với công bội 1q ≠  

  ( ) ( )( )1 1
1

1

1 1 1
1 1

n
n n n

n k k
k

bqS a b q a nq n q d
q q

−

=

⎡ ⎤
= = − + − + −⎢ ⎥− −⎣ ⎦
∑  

Ngòai ra ta nhắc lại kiến thức về đa thức. 
Định lý Viét: 

Nếu đa thức: ( ) ( )
0

0
n

n i
i

i
P x a x a−

=

= ≠∑ , có n nghiệm x1, x2,..., xn thì ta có: 

1

1

n

k
k o

a
x

a=

−
=∑  

2

1 0
i j

i j n

a
x x

a≤ ≤ ≤

=∑  

... 

( )1 2
0

... 1 n n
n

a
x x x

a
= −  

b. Các bài tóan: 
Bài 1: Cho {ak} là cấp số cộng. Tính: 

a) 
1

.sin
n

n k
k

S k a
=

=∑  

b)
1

.cos
n

n k
k

T k a
=

=∑  

Giải: 
a) Trước hết ta lưu ý đến hai công thức đã chứng minh sau: 
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    Áp dụng định lý Abel: 

( )
1 1

1 1
1 . . .

n n

n n n k n
k k

S k k B n B B n B
− −

= =

= − + − = − +⎡ ⎤⎣ ⎦∑ ∑ = 

1 1 11

1

1 1cos cos sin .sin
2 2 2 2.

2sin sin
2 2

n

k

d n na a k d a d d
n

d d

−

=

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠− +∑          

 b) Giải tương tự. 
Nhận xét: 

Ta hòan toàn có thể tổng quát hóa bài tóan. 
Tính: 

1
.sin

n

n k k
k

S a b
=

=∑ và 
1

.cos
n

n k k
k

T a b
=

=∑  

Với {ak } và {bk} là cấp số cộng, công sai lần lượt là d và d1. Bằng phương pháp 

tương tự, ta sẽ có: ( )1
1 1

sin .sin
n n

n k k
k k

S a d b d k b
= =

= − +∑ ∑  

Bài 2: Tính: 

2 2 25 7
18 18 18

S tg tg tgπ π π= + +  

Nhận xét: 
Ta cần tìm phương trình phù hợp để áp dụng định lý Viét như đề cập. 
Ta sẽ bắt đầu đi tìm phương trình đó. 

Giải: 

( )2 1
18

x k π= + ( )3 2 1
6 6 3

x k kπ π π⇔ = + = +  

( )
2

2 13
6 3 3

tg x tg kπ π⎡ ⎤⎛ ⎞⇒ = + =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

3

2

3 1
31 3

tgx tg x
tg x

⎛ ⎞−
⇒ =⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

6 23 27 33 1 0tg x tgx tg x⇔ − + − =  

Đặt 2t tg x= , ta có: 

Phương trình: 3 23 27 33 1 0t t t− + − = có các nghiệm 2 3
18

tg π , 2 5
18

tg π , 2 7
18

tg π  

Theo Viét: 2 2 25 7 9
18 18 18

tg tg tgπ π π+ + =  

Bài 3: Tính tổng: 
3 9cos cos ... cos

10 10 10
S π π π= + + +  

Nhận xét: Ta thấy bài này có dạng 
( )2 1

10
k

x
π+

= . Vậy nếu chọn cos5x  thì rõ ràng thay năm 

giá trị trên vào ta đều có cos5x = 0 
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Giải: 
Bây giờ ta sẽ tìm công  thức cho cos5x  

Đặt:  5 3cos5 cos cos cosx A x B x C x= + +  

thay 0, ,
4 3

x x xπ π= = =  ta giải hệ phương trình theo A, B, C ta có  

A = 16, B = -20, C = 5 

Vậy: 5 3cos5 16cos 20cos 5cosx x x x= − +  

Vậy các giá trị 5 7 9cos ,cos ,cos ,cos
10 10 10 10
π π π π   là các nghiệm của đa thức: 

( ) 5 316 20 5P x x x x= − +  

Vậy theo Viét ta có:  S = 0 2 4

2
11

n x yarctg arctg arctgx arctgy
xyn n
+

⇒ = = +
−+ +

 

 
III.PHƯƠNG PHÁP SỐ PHỨC 

a. Cơ sở: 
Phương pháp này chủ yếu dựa trên hai công thức: 

1.Công thức Moivre: 

α∀ ∈ và n∈ : ( )cos sin cos sinni n i nα α α α+ = +  

2.Công thức Euler:      α∀ ∈  

cos
2

i ie eα α

α
−+=  

sin
2

i ie e
i

α α

α
−−=  

*Hệ quả: 

Ta có: 2 2 2 21 2 sin .
2

i i i iie e e e i e
α α α α

α α−⎡ ⎤
− = − = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
 21 2 sin .

2
iie i e
α

α α
⇒ − = −  

Bây giờ ta xét một số bài tóan. 
Bài 1: Tính: 

a. ( ) 1

1

1 .cos
n

k
n

k

S kx−

=

= −∑   b. ( ) 1

1

1 .sin
n

k
n

k

T kx−

=

= −∑  

Giải: 
Ta xét tổng: 

( ) ( )1 1

1 1

1 .cos 1 .sin
n n

k k

k k

kx kx− −

= =

− + −∑ ∑  = ( ) ( )1

1

1 . cos sin
n

k n

k

x i x−

=

− +∑  

= ( ) ( ) ( )
( )

1 1 cos sin
cos sin .

1 cos sin

n nx i x
x i x

x i x
− − +

+
+ +

 

=
( ) ( ) ( ) ( )

( )

.cos 1 cos 1 sin 1 sin 1

1 cos sin

n nx n x x n x i

x i i

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − + + − − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦
+ +
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= ( ) ( )( )( )
2

1 cos 1 cos 1 1 cos
4cos

2

nx n x x
x
⎡ − − + −
⎣ ( ) ( )( )sin sin 1 sin 1nx x n x ⎤+ − − +

⎦
+ 

2

1

4cos
2
x ( ) ( ) ( )( )1 cos sin 1 sin 1nx x n x⎡ + − − +
⎣ ( ) ( )( )sin cos 1 cos 1nx x n x ⎤− − − +

⎦
i 

= ( )
2

1 2 11 cos 1 .2cos .cos
2 24cos

2

n n xx x
x

+⎡ ⎤+ − −⎢ ⎥⎣ ⎦
+ ( )

2

1 2 1sin 1 sin .
2 24cos

2

n n xx x cox i
x

+⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

=
( ) ( )2 1 2 1cos 1 cos sin 1 sin

2 2 2 2

2cos 2cos
2 2

n nx n x nx x
i

x x

+ +− − − −
+  

Từ đó suy ra: 

a. Với n chẵn:

1sin .sin
2 2

xcos
2

n

n nx x
S

+

= ; Với n lẻ:

1s .sin
2 2

xcos
2

n

n nco x x
S

++
=  

b. Với n chẵn: 

1sin .sin
2 2

xã
2

n

n nx x
T

c

+

=  ; Với n lẻ: 

1sin . s
2 2

xcos
2

n

n nx co x
T

+

=  

Ta sẽ tiến hành tổng quát hóa bài tóan 1. 
Bài 2: Tính: 

a. ( )
0
sin

n

n k
k

S a
=

=∑   b. ( )
0
cos

n

n k
k

T a
=

=∑  

Với {ai} là cấp số cộng, công sai d. 
Nhận xét: 

Trước khi tiến hành giải, ta chú ý đến tiến trình giải tóan dạng này. 
- Đôi khi gộp Sn và Tn , nhóm hạng tử và dùng công thức Moivre. 
- Sử dụng tính chất cấp số nhân để biến đổi. 
- Cuối cùng, tách phần thực và phần ảo. 
Để giải bài này ta chú ý hai kết quả: 

0

1sin .cos
2 2cos
sin

2

n

k

n nx x
kx

x=

+

=∑  ;  

0

1sin .sin
2 2sin
sin

2

n

k

n nx x
kx

x=

+

=∑  

Giải: 
a. Ta có: 
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( ) ( )0 0
0
cos cos cos ... cos

n

n o
k

S kx a a d a nd
=

= = + + + + +∑  

= ( ) ( )0 0 0 0 0cos cos .cos sin .sin cos .cos sin .sina a d a d a nd a nd+ − + −  

= ( ) ( )0 0cos 1 cos ... cos sin sin ... sina d nd a d nd+ + + + + +  

= 0 0

1 1sin .cos sin .sin
2 2 2 2cos . sin
sin sin

2 2

n n n nd d d d
a a

d d

+ +

−  

=
0

1sin .cos
2 2

sin
2

n nd a d

d

+ ⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠  

b. Hòan tòan tương tự. 
Bài 3: Tính: 

a. ( )
0

.cos 1
n

k
n n

k
S C k x

=

= +⎡ ⎤⎣ ⎦∑   b. ( )
0

.sin 1
n

k
n n

k
T C k x

=

= +⎡ ⎤⎣ ⎦∑  

Nhận xét: 
Ta cần nhớ lại công thức nhị thức Newton: 

( )
1

.
n

n k k n k
n

k
a b C a b −

=

+ =∑  

Kết hợp với công thức Moivre, ta sẽ giải được bài tóan này. 
Ngòai ra cần chú ý đường lối giải bằng phương pháp này (được nêu ở bài 2).. 

Giải: 

Ta có: ( ) ( )
0

cos 1 sin 1
n

k
n n n

k
S iT C k x k x

=

+ = + + +⎡ ⎤⎣ ⎦∑  

Áp dụng Moivre: [ ]
1

0
cos sin

kn
k

n n n
k

S iT C x i a
+

=

+ = +∑  

 
Do vậy nếu đặt cos sint x i x= +  

⇒ ( )1

0

. 1
n

nk k
n n n

k

S iT C t t t+

=

+ = = +∑  

       = ( )( )cos sin cos 1 sin nx i x x i x+ + +  

                 = ( )2 .cos cos sin cos sin
2 2 2

n nx nx nxx i x i⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

                 = 2 22 .cos cos sin
2 2 2

n nx n nx i x+ +⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Từ đây suy ra: 

a. 22 .cos .cos
2 2

n
n

nx nS x+=    

b. 22 .cos .sin
2 2

n
n

nx nT x+=  
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VI.  PHƯƠNG PHÁP ĐẠO HÀM: 
       a.  Cơ sở : 

- Phương pháp sử dụng đạo hàm để tính tổng dựa trên nguyên lý sau : 
Nếu bằng cách nào đó đã biết trước một tổng P(x) nhận giá trị m . Mặt khác tổng S(x) 

cần tính là đạo hàm cấp k hay có dạng liên quan thì ta sẽ có : 
( ) ( ); k kP m S P S m= = ⇒ =  

Với và là đạo hàm cấp k của Pn và giá trị của đạo hàm cấp đó. 
Các dạng thường gặp là: 

( ) ( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

'

'

'

' ' '

ln

.

S x P x

S x xP x

S x P x

S x f P x S x P x f x

=

=

=

⎡ ⎤= ⇒ =⎣ ⎦

 

Dạng tổng nên áp dụng phương pháp này: f(x): hàm lượng giác cơ bản. 
Khi giải ta nên xét các khả năng có thể xảy ra để đạo hàm có nghĩa. 
Bây giờ ta đi vào bài tóan cụ thể. 
Bài 1: Tính các tổng: 

a. 
1

sin
n

n
k

S k kx
=

=∑  

b.
1

s
n

n
k

T kco kx
=

=∑  

Giải: 
a. Như đã nói ở trên, ta cần biết kết quả sau để tiến hành giải bài tóan bằng phương 

pháp này: 

1

1sin .sin
2 2sin
sin

2

n

k

n nx x
kx

x=

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

1

1cos .sin
2 2cos
sin

2

n

k

n nx x
kx

x=

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

a. Chú ý rằng: 

( )
'

'

1 1 1
sin cos cos

n n n

k k k
k kx kx kx

= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

/
1cos .sin

2 2

sin
2

n

n nx x
S

x

⎡ + ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⇒ = −

⎛ ⎞⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

b.Tương tự  
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( )
'

'

1 1 1

cos sin sin
n n n

k k k

k kx kx kx
= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

Nhận xét: 
Bài này có hai hướng tổng quát: 
Hướng 1: Tính tổng: 

1

sin
n

n k
k

S a kx
=

=∑  và     
1

cos
n

n k
k

T a kx
=

=∑  

                         với {ak} là cấp số cộng. 
Ta sẽ giải bài này bằng nhận xét rằng: 

( )1
1 1

sin 1 sin
n n

n k
k k

S a kx a k d kx
= =

= = + −⎡ ⎤⎣ ⎦∑ ∑  

           [ ]1
1

( ) sin
n

k
a d kd kx

=

= − +∑  

     ( )1
1 1

sin sin
n n

k k

a d kx d k kx
= =

= − +∑ ∑  

Rồi áp dụng bài tóan trên cho tổng 
1

sin
n

k
k kx

=
∑  . Giải tương tự với hàm cos. 

Hướng 2: Tính: 

1
sin

n
m

n
k

S k kx
=

=∑         và        
1

s
n

m
n

k
T k co kx

=

=∑  

Ta sẽ giải cách này bằng cách dùng đạo hàm cấp k, với chú ý sau: 

-Nếu ( )0 mod 4m ≡  thì ( )( )sin sin mmx kx kx=  

-Nếu ( )1 mod 4m ≡  thì ( )( )sin cos mmx kx kx= −  

-Nếu ( )2 mod 4m ≡  thì ( )( )sin sin mmx kx kx= −  

-Nếu ( )3 mod 4m ≡  thì ( )( )sin cos mmx kx kx= −  

 

 Bài 2: Cho 12nx k π
+≠  với k ∈ , n N +∈  . Hãy tính tổng sau: ( ) ( )1

2
2 sin 2

in

n i i
i

S
tg x x=

=∑  

Nhận xét: 
Bài tóan cho ta cảm giác có liên quan đến tổng sau (đã đề cập ở phần sai phân) 

( ) ( )
1

1 cot cot 2
sin 2

n
n

n i
i

T gx g x
x=

= = −∑  

Ta sẽ khai thác đẳng thức trên trong lời giải bài này 
Giải: 

Ta để ý:     ( ) ( ) ( )

'

1 2
sin 2 2 sin 2

k

k k kx tg x x

⎡ ⎤ −⎢ ⎥ =
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Vậy: ( )'
n nS T= −  
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Suy ra: ( ) ( ) ( )'

1

2 cot cot 2
2 sin 2

kn
n

n k k
k

S gx g x
tg x x=

= = − −∑ ( )2 2

1 2
sin sin 2

n

nx x
= −  

Bài 3: Cho 12n

kx π
+≠ , ( ),k n +∈ ∈ . Hãy tính tổng: ( )

0

2 2
n

k k
n

k

S tg x
=

=∑  

Giải: 
Đây thực sự là bài tóan khó khi sử dụng phương pháp này, bởi vì phép đặt sau là rất 

đặc biệt và cho kết quả bất ngờ. 

Đặt: ( ) ( )2

0

cos .cos 2 .cos 2 ...cos 2 cos 2
n

n k
n

k

T x x x x x
=

= =∏  

Theo giả thiết 12n

kx π
+≠ , ( ),k n +∈ ∈  , suy ra 0nT ≠  

Ta sẽ có: 

( ) ( )' sin .cos 2 ...cos 2 2cos .sin 2 ....cos 2 ...n n
nT x x x x x x= − − 2 cos ...sin 2n nx x−  

Do 0nT ≠  , nên: ( )
'

2 2 ...2 2n nn
n

n

T
tgx tg x tg x S

T
= − − − = −  

Vậy: 
'

n
n

n

T
S

T
=  

Đến đây ta chú ý đến đẳng thức quen thuộc: 

( )1

1
0

sin 2
cos 2

2 sin

nn
k

n n
k

x
T x

x

+

+
=

= =∏  

 

Suy ra: 
( )1 1 1

'
1 2

2 sin .cos(2 ) cos .sin 2

2 sin

n n n

n n

x x x x
T

x

+ + +

+

−
=  

Vậy ta sẽ có: ( )1 1cot 2 .cot 2n n
nS gx g x+ += −  

Bài 4:   Tính tổng sau: 
1

1
2 2

n

n k k
k

xS tg
=

=∑  

Nhận xét: 
Bài tóan có vẻ đơn giản, nhưng đó chỉ là vẻ bề ngòai. Để áp dụng phương pháp này, 

nhất thiết phải tìm ra hàm số gốc của Sn. Vậy nó là gì? Từ đầu bài viết chúng ta chưa đề cập 
đến dạng: 

( ) ( )( )'
lnS x x=  

Vậy ta hãy thử dạng này với chú ý: (Ta sử dụng tích phân để có được hàm số gốc) 
'

1ln cos
2 2 2
x xtg⎛ ⎞ −=⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Giải: 
Áp dụng công thức vừa nêu, ta có: 

'
1ln cos

2 2 2k k k

x xtg⎛ ⎞ −=⎜ ⎟
⎝ ⎠
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     (với 1, 2,...,k n= ) 

Vì thế nếu đặt: 
1

cos
2

n

n k
k

xP
=

=∏  thì ( )'
lnn nS P= −  

Chú ý rằng: 
1

sincos
2 sin .2

2

n

n k
nk

n

x xP
x=

= =∏  

Do vậy, ta có:  sinln
sin .2

2

n
n

n

xS
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

ln sin ln sin ln 2
2n

xx n⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 1cot .cot
2 2n n

xgx g= − +  

 

V.  NHÌN LẠI CÁC PHƯƠNG PHÁP: 

Có thể nói, tính tổng các giá trị lượng giác là phần quyết định của nhiều bài tóan. 

Chẳng hạn là bài tóan trong kì kiểm tra chuyên của lớp 11A1 vừa qua: 

Giải phương trình:  ( )1

1 1
sinsin 2

n

i
i xx=

=∑  

Nhưng có thể tính được tổng các giá trị lượng giác thì cần áp dụng một hay tổng hợp 

các phương pháp đã nêu. 

-Đối với phương pháp sai phân: ưu điểm là chỉ sử dụng kiến thức rất cơ bản, dễ thực 

hiện nhưng cần nhớ nhiều công thức và đẳng thức. 

-Đối với phương pháp đại số: khai triển Abel tuy mạnh nhưng lại dựa trên một số tổng 

có sẵn và áp dụng lại, còn áp dụng Viét thì chỉ tính hữu hạn giá trị, không thể tính cho trường 

hợp tổng quát. 

-Đối với phương pháp số phức: chứng minh khá độc đáo, hấp dẫn nhưng lại vượt 

ngòai chương trình phổ thông nên chỉ nên dùng trong việc tìm hiểu thêm về tóan học. Đây là 

một phương pháp tham khảo nên ở phần trên ta không đi sâu. 

-Đối với phương pháp đạo hàm: tương tự như phương pháp đại số, nó dựa trên các 

tổng cơ bản có sẵn. Ưu điểm là nhanh, trình bày gọn gẽ, nhưng điểm yếu là sử dụng lại một số 

đẳng thức quen thuộc. 

Tóm lại các phương pháp đã nêu không có phương pháp nào là hòan thiện. Ta cần kết 

hợp các phương pháp khéo léo thì mới giải quyết trọn vẹn bài tóan. Một đề nghị nhỏ là nên sử 

dụng phương pháp sai phân hay số phức tính tổng đơn giản, rồi lấy đó làm cơ sở cho hai 

phương pháp còn lại, thì hiệu quả rất cao. 
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