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PHẦN II 

CÁC PHƯƠNG PHÁP CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC
Phương pháp 1 : Dùng định nghĩa

Kiến thức :  Để chứng minh A > B. Ta lập hiệu A –B > 0
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Dấu bằng xảy ra khi x+y=z
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Ví dụ 2: chứng minh rằng :
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Dấu bằng xảy ra khi  a=b
b)Ta xét hiệu

          
[image: image107.wmf]2

2

2

2

3

3

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

-

+

+

c

b

a

c

b

a

=
[image: image108.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

0

9

1

2

2

2

³

-

+

-

+

-

a

c

c

b

b

a

.Vậy
[image: image109.wmf]2

2

2

2

3

3

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

³

+

+

c

b

a

c

b

a


Dấu bằng xảy ra khi  a = b =c

c)Tổng quát
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Tóm lại các bước để chứng minh A
[image: image111.wmf]³

B theo định nghĩa

Bước 1: Ta xét hiệu  H = A - B

Bước 2:Biến đổi H=(C+D)
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Bước 3:Kết luận A ( B
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Dấu bằng xảy ra khi  
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Ví dụ 2: Chứng minh rằng với mọi a, b, c ta luôn có :
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Giải: Ta có : 
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Đúng với mọi a, b, c.

Phương pháp 2 : Dùng phép biến đổi tương đương

Kiến thức:

      
Ta biến đổi bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với bất đẳng thức đúng hoặc bất đẳng thức đã được chứng minh là đúng.
Nếu  A < B  
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 C < D  , với C < D là một bất đẳng thức hiển nhiên, hoặc đã biết là đúng thì  có bất đẳng thức A < B .
    
Chú ý các hằng đẳng thức sau:
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Ví dụ 1: Cho a, b, c, d,e là các số thực chứng minh rằng

               a) 

[image: image134.wmf]ab

b

a

³

+

4

2

2



EMBED Equation.DSMT4[image: image135.wmf]
               b)

[image: image136.wmf]b

a

ab

b

a

+

+

³

+

+

1

2

2


               c)

[image: image137.wmf](

)

e

d

c

b

a

e

d

c

b

a

+

+

+

³

+

+

+

+

2

2

2

2

2


Giải:

        a) 
[image: image138.wmf]ab

b

a

³

+

4

2

2



EMBED Equation.DSMT4[image: image139.wmf]ab

b

a

4

4

2

2

³

+

Û



EMBED Equation.DSMT4[image: image140.wmf]0

4

4

2

2

³

+

-

Û

b

a

a



EMBED Equation.DSMT4[image: image141.wmf](

)

0

2

2

³

-

Û

b

a

 

(BĐT này luôn đúng). Vậy
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             Bất đẳng thức đúng vậy ta có điều phải chứng minh

Ví dụ 2: Chứng minh rằng: 
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Giải: 


[image: image156.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

4

4

8

8

2

2

10

10

b

a

b

a

b

a

b

a

+

+

³

+

+

  
[image: image157.wmf]Û



EMBED Equation.DSMT4[image: image158.wmf]12

8

4

4

8

12

12

10

2

2

10

12

b

b

a

b

a

a

b

b

a

b

a

a

+

+

+

³

+

+

+


     

[image: image159.wmf]Û

 
[image: image160.wmf](

)

(

)

0

2

2

8

2

2

2

2

8

³

-

+

-

a

b

b

a

b

a

b

a



EMBED Equation.DSMT4[image: image161.wmf]Û

 a2b2(a2-b2)(a6-b6)
[image: image162.wmf]³

 0

[image: image163.wmf]Û

a2b2(a2-b2)2(a4+ a2b2+b4)  
[image: image164.wmf]³

 0

Bất đẳng thứccuối đúng vậy ta có điều phải chứng minh 

Ví dụ 3:  cho x.y =1 và x
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Ví dụ 4: Chứng minh rằng:
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           c/ Cho ba số thực khác không x, y, z thỏa mãn:
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Chứng minh rằng :có đúng một trong ba số x,y,z lớn hơn 1

            Giải:  Xét (x-1)(y-1)(z-1)=xyz+(xy+yz+zx)+x+y+z-1
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Nếu trường hợp sau xảy ra thì x, y, z >1 
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Ví dụ 5: Chứng minh rằng : 
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Giải:

Ta có : 
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Tương tự ta có :
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Cộng vế theo vế  các bất đẳng thức  (1), (2), (3), ta được :
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Ta có : 
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Tương tự : 
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Cộng vế theo vế  các bất đẳng thức  (4), (5), (6), ta được :
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Từ (*) và (**) , ta  được : 
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Phư​ơng pháp 3:              Dùng bất đẳng thức phụ
Kiến thức:
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Ví dụ 1  Cho a, b ,c là các số không âm chứng minh rằng 
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Giải: Dùng bất đẳng thức phụ: 
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EMBED Equation.DSMT4[image: image228.wmf]Þ
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              Dấu “=” xảy ra khi a = b = c

      
Phương pháp 4:

Bất đẳng thức Cô sy    

Kiến thức: 

a/ Với hai số không âm : 
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b/ Bất đẳng thức mở rộng cho n số không âm :
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Dấu “=” xảy ra khi 
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Chú ý : ta dùng bất đẳng thức Côsi khi đề cho biến số không  âm.

Ví dụ 1 : Giải phương trình :
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Giải : Nếu đặt t =2x thì pt trở thành pt bậc 6 theo t nên ta đặt 
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Khi đó phương trình có dạng :
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Vế trái  của phương trình:
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Vậy phương trình tương đương với : 
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Ví dụ 2 : Cho x, y , z > 0 và x + y + z = 1. Tìm GTLN của P =
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Giải : P = 3- (
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)  =   3 – Q. Theo BDT Côsi , nếu a, b,  c > 0 thì 
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Suy ra  Q = 
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Vậy max P =
[image: image250.wmf]4

3

 .khi x = y  = z = 
[image: image251.wmf]3

1

.

Ví dụ 3:     Cho a, b, c >0 . Chứng minh rằng: 
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Giải: Áp dụng bất đẳng thức Côsi  ta có :
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Tương tự :
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Dấu “=” xảy ra  khi a = b = c.

Ví dụ 4 : CMR trong tam giác ABC :
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Giải : Theo bất đẳng thức Côsi  :
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Cũng theo bất đẳng thức Côsi :
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Viết tiếp hai BDT tương tự (2) rồi nhân với nhau sẽ được 
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Từ (1),(3) suy ra (*). Dấu “=” xảy ra khi a = b = c hay ABC là đều .

Ví dụ 5:

Cho 
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Giải: Đặt 
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Theo bất đẳng thức Cauchy ta có:
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Phương pháp 5

 Bất đẳng thức Bunhiacopski

Kiến thức:

Cho 2n số thực (
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Dấu “=” xảy ra khi 
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 (Quy ước : nếu mẫu = 0 thì tử = 0 )

Chứng minh:

Đặt 
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· Nếu a = 0 hay b = 0: Bất đẳng thức luôn đúng.

· Nếu a,b > 0:

Đặt: 
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Mặt khác: 
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Suy ra: 
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Lại có: 
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Suy ra: 
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Dấu”=” xảy ra 
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Ví dụ 1 :

Chứng minh rằng: 
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Theo bất đẳng thức Bunhiacopski, ta có:
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Sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopski một lần nữa:
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Ví dụ 2: Cho tam giác ABC có các góc A,B,C nhọn. Tìm GTLN của:
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Giải:

* Bất đẳng thức Bunhiacopski mở rộng

Cho m bộ số, mỗi bộ số gồm n số không âm: 
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Thế thì: 
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Dấu”=” xảy ra 
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Ví dụ 1: Cho 
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Chứng minh rằng: 
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Do đó theo bất đẳng thức Bunhiacopski:


[image: image296.wmf]2

3

2

3

1

...

3

1

2

1

...

1

....

3

2

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

<

<

+

+

+

+

+

+

£

+

+

+

+

n

a

a

a

n

a

a

a

n

n

(đpcm)
Ví dụ 2:    Cho 4 số a,b,c,d bất kỳ chứng minh rằng:
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           Giải: Dùng bất đẳng thức  Bunhiacopski: Tacó    ac+bd
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Ví dụ 3:   Chứng minh rằng : 
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Giải:    Dùng bất đẳng thức  Bunhiacopski

    
Cách 1: Xét cặp số (1,1,1) và (a,b,c)  ta có 
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   Điều phải chứng minh Dấu bằng xảy ra khi a=b=c

      
Phương pháp 6:

 Bất đẳng thức Trê- bư-sép

Kiến thức:
a)Nếu 
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Dấu ‘=’ xảy ra khi và chỉ khi
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b)Nếu 
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Dấu ‘=’ xảy ra khi và chỉ khi
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Ví dụ 1: Cho 
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ABC có 3 góc nhọn nội tiếp đường tròn bán kính R = 1 và 
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S là diện tích tan giác. chứng minh rằng 
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ABC là tam giác đều.

Giải: Không giảm tính tổng quát ta giả sư 
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Áp dụng BĐT trebusep ta được:
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Dấu ‘=’ xảy ra
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Mặt khác:
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Dấu ‘=’ xảy ra 
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Ví dụ 2(HS tự giải): 
a/
Cho a,b,c>0 và a+b+c=1    CMR: 
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Cho x,y,z>0 và x+y+z=1    CMR:x+2y+z
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Cho a>0 , b>0, c>0                                                                                                                    CMR:    
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Ví dụ 3: Cho a>b>c>0   và 
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Giải:    

Do a,b,c đối xứng  ,giả sử a
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Áp dụng BĐT  Trê- bư-sép ta có
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       Dấu bằng xảy ra khi a=b=c=
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Ví dụ 4:    Cho a,b,c,d>0 và abcd =1   .Chứng minh rằng :
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Giải: Ta có   
[image: image345.wmf]ab

b

a

2

2

2

³

+


            


[image: image346.wmf]cd

d

c

2

2

2

³

+


Do abcd =1 nên cd =
[image: image347.wmf]ab

1

  (dùng 
[image: image348.wmf]2

1

1

³

+

x

x

)

Ta có 
[image: image349.wmf]4

)

1

(

2

)

(

2

2

2

2

³

+

=

+

³

+

+

ab

ab

cd

ab

c

b

a

   (1)
   

Mặt khác:   
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Vậy
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Phương pháp7

 Bất đẳng thức Bernouli

Kiến thức:

a)Dạng nguyên thủy: Cho a
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b) Dạng mở rộng:
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Ví dụ 1 : Chứng minh rằng 
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Chứng minh tương tự:
[image: image366.wmf]b

a

b

b

a

+

>

. Suy ra 
[image: image367.wmf]1

>

+

a

b

b

a

      (đpcm).

Ví dụ 2: Cho a,b,c > 0.Chứng minh rằng 
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Áp dụng BĐT Bernouli:
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Chứng minh tương tự ta đuợc:
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Cộng (2) (3) (4) vế theo vế ta có
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Chú ý: ta có bài toán tổng quát sau đây:
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Ví dụ 3: Cho 
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Giải
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Chứng minh tương tự:
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Cộng (1) (2) (3) vế theo vế ta được
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Chú ý: Bài toán tổng quát dạng này

“ Cho n số 
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 EMBED Equation.3  [image: image384.wmf]
Ta luôn có:


[image: image385.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

b

a

b

a

x

x

x

x

x

x

c

c

c

n

c

c

c

c

c

c

n

n

+

-

-

-

+

£

+

+

+

+

+

+

4

....

....

2

2

1

2

1


Ph​​ương pháp 8:         Sử dụng tính chất bắc cầu
Kiến thức:    A>B và B>C thì  A>C
Ví dụ 1: Cho a, b, c ,d >0 thỏa mãn  a> c+d , b>c+d
            Chứng minh rằng    ab >ad+bc

        
Giải:

Tacó 
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      (a-c)(b-d) > cd
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Ví dụ 2: Cho a,b,c>0   thỏa mãn 
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Giải:  Ta có :( a+b- c)2=  a2+b2+c2+2( ab –ac – bc) 
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 1  Chia hai vế cho abc > 0   ta có  
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Ví dụ 3: Cho 0 < a,b,c,d  <1  Chứng minh rằng (1-a).(1-b) ( 1-c).(1-d) >  1-a-b-c-d
Giải: Ta có (1-a).(1-b) = 1-a-b+ab
    
Do a>0 , b>0  nên ab>0
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  (1-a).(1-b) > 1-a-b      (1)

     
Do c <1 nên 1- c >0 ta có 
[image: image405.wmf]Þ

(1-a).(1-b) ( 1-c)  > 1-a-b-c

     

[image: image406.wmf]Þ

 (1-a).(1-b) ( 1-c).(1-d) > (1-a-b-c) (1-d) =1-a-b-c-d+ad+bd+cd

     

[image: image407.wmf]Þ

  (1-a).(1-b) ( 1-c).(1-d) > 1-a-b-c-d (Điều phải chứng minh)

Ví dụ 4: Cho 0 <a,b,c <1 . Chứng minh rằng: 
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Giải: 

    
Do a < 1   
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[image: image410.wmf]1

2

<

a

  và  

   
Ta có 
[image: image411.wmf](

)

(

)

0

1

.

1

2

<

-

-

b

a

   
[image: image412.wmf]Þ

  1-b-
[image: image413.wmf]2

a

+
[image: image414.wmf]2

a

b > 0
[image: image415.wmf]Þ

  1+
[image: image416.wmf]2

a



EMBED Equation.DSMT4[image: image417.wmf]2

b

 > 
[image: image418.wmf]2

a

 + b

mà 0< a,b <1  
[image: image419.wmf]Þ

  
[image: image420.wmf]2

a

 > 
[image: image421.wmf]3

a

, 
[image: image422.wmf]2

b

 > 
[image: image423.wmf]3

b


Từ (1) và (2)  
[image: image424.wmf]Þ

  1+
[image: image425.wmf]2

a



EMBED Equation.DSMT4[image: image426.wmf]2

b

> 
[image: image427.wmf]3

a

+
[image: image428.wmf]3

b

. Vậy    
[image: image429.wmf]3

a

+
[image: image430.wmf]3

b

  < 1+
[image: image431.wmf]2

a



EMBED Equation.DSMT4[image: image432.wmf]2

b


  
Tương tự 
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Cộng các bất đẳng thức ta có :
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Ví dụ 5 Chứng minh rằng : Nếu 
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Giải:
Ta có (ac + bd)
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Ví dụ 6 (HS tự giải) :  
a/  Cho các số thực  :  a1; a2;a3  ….;a2003    thỏa mãn :  a1+ a2+a3 + ….+a2003 =1

c hứng minh rằng  :   a
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Ph​​ương pháp 9:          Dùng tính chất của tỷ số

Kiến thức

      
1) Cho a, b ,c là các số dương thì

           a – Nếu  
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2) Nếu b,d >0 thì từ 
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Ví dụ 1: Cho a,b,c,d > 0  .Chứng minh rằng 
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Giải: Theo tính chất của tỉ lệ thức ta có
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Mặt khác :  
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Từ (1) và (2) ta có 
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Tương tự ta có 
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cộng vế với vế của (3); (4); (5); (6)  ta có 
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Ví dụ 2 :Cho:
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Giải:     Từ 
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Vậy     
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EMBED Equation.DSMT4[image: image487.wmf]     điều phải chứng minh

Ví dụ 3 :  Cho a;b;c;dlà các số nguyên dương thỏa mãn : a+b = c+d  =1000

tìm giá trị lớn nhất của
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Giải:  Không mất tính tổng quát ta giả sử :
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Ph​​ương pháp 10:   Ph​​ương pháp làm trội

Kiến thức:   

    
Dùng các tính  bất đẳng thức để đưa một vế của bất đẳng thức về dạng tính được tổng hữu hạn hoặc tích hữu hạn.

    
(*) Phương pháp chung để tính tổng hữu hạn : S = 
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Ta cố gắng biến đổi số hạng tổng quát u
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Khi đó :S = 
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(*) Phương pháp chung về tính tích hữu hạn: P = 
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Biến đổi các số hạng 
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Ví dụ 1: Với mọi số tự nhiên n >1 chứng minh rằng 
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Giải:   Ta có     
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Ví dụ 2: Chứng minh rằng:
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Giải: Ta có   
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Khi cho k chạy từ 1 đến n ta có

1 > 2
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Cộng từng vế các bất đẳng thức trên ta có 
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Ví dụ 3: Chứng minh rằng   
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Giải: Ta có  
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Cho k chạy từ 2 đến n ta có
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    Vậy 
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Ph​​ương pháp 11: Dùng bất đẳng thức trong tam giác

Kiến thức:  Nếu a;b;clà số đo ba cạnh của tam giác thì : a;b;c> 0  

Và |b-c| < a < b+c  ; |a-c| < b < a+c    ; |a-b| < c < b+a  

Ví dụ 1: Cho a;b;c là số đo ba cạnh của tam giác  chứng minh rằng 

1/  a2+b2+c2< 2(ab+bc+ac)

2/  abc>(a+b-c).(b+c-a).(c+a-b)

Giải

1/Vì a,b,c là số đo 3 cạnh của một tam giác nên ta có
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Cộng từng vế các bất đẳng thức trên ta có:  a2+b2+c2< 2(ab+bc+ac)

2/ Ta có    a > (b-c (     ( 
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Nhân vế các bất đẳng thức ta được
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Ví dụ2 (HS tự giải)
      
1/ Cho a,b,c là chiều dài ba cạnh của tam giác

  
Chứng minh rằng 
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2/Cho a,b,c là chiều dài ba cạnh của tam giác có chu vi bằng 2

   
Chứng minh rằng     
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Phương pháp 12: 

Sử dụng hình học và tọa độ  

Ví dụ 1:

Chứng minh rằng : 
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Trong mặt phẳng Oxy, chọn 
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Hơn nữa: 
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Ví dụ 2:

Cho 2n số: 
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 Chứng minh rằng: 
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Giải:

Vẽ hình








Trong mặt phẳng tọa độ, xét: 
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Ph​​ương pháp 13:      Đổi biến số

Ví dụ1: Cho a,b,c > 0  Chứng minh rằng 
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Giải: Đặt x=b+c ; y=c+a  ;z= a+b  ta có a=
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Bất đẳng thức cuối cùng đúng vì   (
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Ví dụ2:   

    
Cho a,b,c > 0  và a+b+c <1. Chứng minh rằng 
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Ví dụ3:  Cho x
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EMBED Equation.DSMT4[image: image597.wmf]Þ
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               1) Cho a > 0 , b > 0 , c > 0          CMR:
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Ph​​ương pháp 14:                        Dùng tam thức bậc hai

Kiến thứ: Cho f(x) = ax2 + bx + c

Định lí 1:

   f(x) >  0,
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Định lí 2:

Phương trình f(x) = 0 có 2 nghiệm 
[image: image602.wmf](
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Phương trình f(x) = 0 có 2 nghiệm :
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Phương trình f(x) = 0 có 2 nghiệm :  
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Phương trình f(x) = 0 có 2 nghiệm 
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Ví dụ 1:Chứng minh rằng  
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Giải:
Ta có  (1) 
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Vậy  
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Ví dụ2:
Chứng minh rằng: 
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Giải: Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với
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EMBED Equation.DSMT4[image: image614.wmf](
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Ta có  
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Vì a = 
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Ph​​ương pháp 15:  
Dùng quy nạp toán học

Kiến thức:

    
Để chứng minh bất đẳng thức đúng với   
[image: image618.wmf]0
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ta thực hiện các bước sau :

      
1 – Kiểm tra bất đẳng thức đúng với 
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n

n

=


      
2 -  Giả sử BĐT đúng với n =k (thay n =k vào BĐT cần chứng minh được gọi là giả thiết quy nạp )

      
3- Ta chứng minh bất đẳng thức đúng với  n = k +1  (thay n = k+1vào BĐT cần chứng minh rồi biến đổi để dùng giả thiết quy nạp)

     
4 – kết luận BĐT đúng với mọi  
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Ví dụ1: Chứng minh rằng :  
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Giải: Với n =2 ta có 
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Bất đẳng thức đúng với n= k+1
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Giải n=1: Bất đẳng thức luôn đúng
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Vậy (1) được chứng minh
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Giải:

n=1: Bất đẳng thức luôn đúng

n=k (
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n= k+1 . Ta cần chứng minh: 
[image: image709.wmf]1

)

1

(

2

1

2

2

2

1

2

1

2

1

+

+

+

+

£

+

+

+

+

+

+

k

a

a

a

k

a

a

a

k

k

K

K

(1)

Đặt: 
[image: image710.wmf]k

a

a

a

a

k

1

3

2

+

+

+

+

=

K



[image: image711.wmf])

2

(

1

1

)

1

(

1

2

2

2

1

a

ka

a

k

a

k

VP

+

+

+

=



[image: image712.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

³

+

+

k

a

a

a

k

a

k

k

a

a

a

k

a

k

k

k

2

1

2

3

2

2

2

1

2

1

2

3

2

2

2

2

1

2

.

)

1

(

1

K

K



 EMBED Equation.3  [image: image713.wmf]1

2

1

2

2

2

1

+

+

+

+

=

+

k

a

a

a

k

K


Vậy (1) đựơc chứng minh
Ví dụ 7: Chứng minh rằng: 
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Ví dụ 8: Chứng minh rằng: 
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Giải: n=1: Bất đẳng thức luôn đúng

n=k :giả sử bất đẳng thức đúng, tức là: 
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Bất đẳng thức đúng với n= k+1. Vậy: 
[image: image737.wmf]R

x

n

x

n

nx

Î

"

N

Î

"

£

*

,

,

sin

sin


Ph​​ương pháp 16:      Chứng minh phản chứng

    
Kiến thức:

      
1) Giả sử phải chứng minh bất đẳng thức nào đó đúng , ta hãy giả sử bất đẳng thức đó sai và kết hợp với các giả thiết để suy ra điều vô lý , điều vô lý có thể là điều trái với giả thiết , có thể là điều trái ngược nhau .Từ đó suy ra bất đẳng thức cần chứng minh là đúng

      
2) Giả sử ta phải chứng minh luận đề  “p 
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Muốn chứng minh 
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: giả thiết đúng, 
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: kết luận đúng) phép chứng minh được thực hiên như sau:

Giả sử không có 
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 ( hoặc 
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 sai)  suy ra điều vô lý hoặc 
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sai. Vậy phải có 
[image: image745.wmf]q
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 đúng)

Như vậy để phủ định luận đề ta ghép tất cả giả thiết của luận đề với phủ định kết luận của nó .

      Ta thường dùng 5 hình thức chứng minh phản chứng sau :

        A - Dùng mệnh đề phản đảo : “P 
[image: image747.wmf]Þ

 Q”
        B – Phủ định rôi suy trái giả thiết 
        C – Phủ định rồi suy trái với điều đúng 

        D – Phủ định rồi suy ra 2 điều trái ngược nhau

        E – Phủ định rồi suy ra kết luận :

Ví dụ 1: Cho ba số a,b,c thỏa mãn  a +b+c > 0 , ab+bc+ac > 0 , abc > 0

         
Chứng minh rằng a > 0 , b > 0 , c > 0

       
Giải:

          Giả sử a 
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 0 thì từ abc > 0 
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 0 do đó a < 0. Mà abc > 0 và a < 0 
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 cb < 0

         Từ ab+bc+ca > 0 
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          Vì a < 0 mà a(b +c)  > 0  
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 b + c < 0

         a < 0 và b +c < 0  
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 a + b +c < 0 trái giả thiết a+b+c > 0

         Vậy a > 0 tương tự ta có b > 0 , c > 0

Ví dụ 2:Cho 4 số a , b , c ,d thỏa mãn điều kiện 
         ac 
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 2.(b+d)  .Chứng minh rằng có ít nhất một trong các bất đẳng thức sau là sai:
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Giải:

          Giả sử 2 bất đẳng thức : 
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          Theo giả thiết ta có 4(b+d) 
[image: image761.wmf]£

 2ac    (2)

       
Từ (1) và (2)  
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Vậy trong 2 bất đẳng thức 
[image: image765.wmf]b

a

4

2

<

  và 
[image: image766.wmf]d

c

4

2

<

 có ít nhất một các bất đẳng thức sai

Ví dụ 3:Cho  x,y,z > 0 và xyz = 1. Chứng minh rằng 

           Nếu x+y+z > 
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Giải :Ta có (x-1).(y-1).(z-1) =xyz – xy- yz + x + y+ z –1
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nên (x-1).(y-1).(z-1) > 0

   
Trong ba số x-1 , y-1 , z-1  chỉ có một số dương

   
Thật vậy nếu cả ba số dương thì x,y,z > 1 
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 xyz > 1 (trái giả thiết)

    
Còn nếu 2 trong 3 số đó dương thì (x-1).(y-1).(z-1) < 0  (vô lý)

       
Vậy có một và chỉ một trong ba số x , y,z lớn hơn 1
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Ví dụ 5:


Chứng minh rằng không tồn tại các số a, b, c đồng thời thỏa mãn (1),(2),(3):
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Giải: Giả sử tồn tại các số a, b, c đồng thời thỏa mãn (1),(2),(3), lúc đó:
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 Vô lý. Vậy bài toán được chứng minh

Phương pháp 17 : 
Sử dụng biến đổi lượng giác 

1. Nếu 
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3.Nếu 
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4. Nếu 
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5. Nếu trong bài toán xuất hiện biểu thức :
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Thì đặt: 
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Ví dụ 1: Cmr :
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Giải : 
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Ví dụ 2 : Cho 
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Ví dụ 3: Cho 
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Giải :
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Phương pháp 18: 

Sử dụng khai triển nhị thức Newton.

Kiến thức:
Công thức nhị thức Newton
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Một số tính chất đặt biệt của khai triển nhị thức Newton:

+ Trong khai triển (a + b)n có n + 1 số hạng.

+ Số mũ của a giảm dần từ n đến 0, trong khi đó số mũ của b tăng từ 0 đến n. Trong mỗi số hạng của khai trtiển nhị thức Newton có tổng số mũ của a và b bằng n.

+Các hệ số cách đều hai đầu thì bằng nhau
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Ví dụ 1:

Chứng minh rằng 
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Ta có: 
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Ví dụ 2:

Chứng minh rằng:
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Giải

Theo công thức khai triển nhị thức Newton ta có:
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Phương pháp 19: 

Sử dụng tích phân
Hàm số: 
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Ví dụ 1: Cho A, B, C là ba góc của tam giác. 

Chưng minh rằng: 
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Áp dụng bất đẳng thức Jensen cho:
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Ví dụ 2: Chứng minh: 
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Trên đoạn 
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PHẦN III :     CÁC BÀI TẬP NÂNG CAO
*Dùng định nghĩa 

     
1) Cho abc = 1 và  
[image: image858.wmf]36
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. . Chứng minh rằng
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Giải: Ta xét hiệu:  
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Vậy  : 
[image: image869.wmf]+
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2)  Chứng minh rằng 

             a)    
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             b) với mọi số thực a , b, c ta có 

                     
[image: image871.wmf]0
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             c)     
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Giải:

         
a) Xét hiệu:
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[image: image875.wmf]³
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b) Vế trái có thể viết H = 
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[image: image877.wmf]Þ

 H > 0  ta có đpcm

         c) vế trái có thể viết H = 
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[image: image880.wmf]³

 0 ta có điều phải chứng minh

* Dùng biến đổi tương đương

    
1) Cho x > y và xy =1 .Chứng minh rằng 
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         Giải: Ta có    
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     (vì xy = 1)
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           Do đó BĐT cần chứng minh tương đương với 
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BĐT cuối đúng nên ta có điều phải chứng minh

2)  Cho xy 
[image: image890.wmf]³

 1 .Chứng minh rằng 
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Giải:

                Ta có    
[image: image892.wmf]xy
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  BĐT cuối này đúng do xy > 1 .Vậy ta có đpcm
* Dùng bất đẳng thức phụ

1)  Cho a , b, c là các số thực và a + b +c =1 Chứng minh rằng  
[image: image901.wmf]3
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Giải: áp dụng BĐT BunhiaCôpski cho 3 số (1,1,1) và (a,b,c)

  
Ta có             
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2) Cho a,b,c là các số dương . Chứng minh rằng   
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Giải:  (1) 
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áp dụng BĐT phụ  
[image: image912.wmf]2
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    Với x,y > 0. Ta có BĐT cuối cùng luôn đúng
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* Dùng phương pháp bắc cầu

    
1) Cho 0 < a, b,c <1 .Chứng minh rằng :
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Giải: Do a <1  
[image: image915.wmf]Þ
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Mặt khác 0 <a,b <1  
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Vậy  
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Tương tự ta có 
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2) So sánh   31
[image: image928.wmf]11

  và  17
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Giải: Ta thấy  
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         Mặt khác 
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 Vậy  31
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* Dùng tính chất tỉ số

   
1) Cho a ,b ,c ,d > 0  .Cminh rằng:
[image: image935.wmf]23
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Giải: Vì a ,b ,c ,d > 0 nên ta có
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Cộng các vế của 4 bất đẳng thức trên ta có :
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2) Cho a ,b,c là số đo ba cạnh tam giác

         
Chứng minh rằng :
[image: image940.wmf]12
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Giải: Vì a ,b ,c là số đo ba cạnh của tam giác nên ta có a,b,c > 0

                    Và a < b +c  ;    b <a+c  ; c <  a+b

           Từ  (1)  
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Vậy ta có  
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           Cộng từng vế ba bất đẳng thức trên ta có :
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* Phương pháp làm trội :

        
1) Chứng minh BĐT sau :

               a) 
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Giải:  

           a) Ta có : 
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Cho n chạy từ 1 đến k .Sau đó cộng lại ta có
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           b) Ta có: 
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PHẦN IV : ỨNG DỤNG CỦA BẤT ĐẲNG THỨC
1/ Dùng bất đẳng thức để tìm cưc trị

        
Kiến thức:
            - Nếu f(x) 
[image: image954.wmf]³

 A thì f(x) có giá trị nhỏ nhất là A

            - Nếu f(x) 
[image: image955.wmf]£

 B  thì f(x) có giá trị lớn nhất là B

     
Ví dụ 1 :Tìm giá trị nhỏ nhất của :T = |x-1| + |x-2| +|x-3| + |x-4|

       
Giải: Ta có   |x-1| + |x-4|  =  |x-1| + |4-x|  
[image: image956.wmf]³

  |x-1+4-x|  =  3       (1)
                      Và    
[image: image957.wmf]2323231

xxxxxx
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(2)

        
Vậy T = |x-1| + |x-2| +|x-3| + |x-4|  
[image: image958.wmf]³

  1+3 = 4

        
Ta có từ  (1) 
[image: image959.wmf]Þ

  Dấu bằng xảy ra khi   
[image: image960.wmf]14
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                          (2) 
[image: image961.wmf]Þ

  Dấu bằng xảy ra khi   
[image: image962.wmf]23
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Vậy T có giá trị nhỏ nhất là 4 khi  
[image: image963.wmf]23
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Ví dụ 2 :

Tìm giá trị lớn nhất của S = xyz.(x+y).(y+z).(z+x)      với x,y,z > 0  và x+y+z =1

        
Giải: Vì x,y,z > 0 ,áp dụng BĐT Côsi ta có

 x+ y + z 
[image: image964.wmf]3
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[image: image965.wmf]3
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áp dụng bất đẳng thức Côsi cho x+y ; y+z  ;  x+z ta có 

         
[image: image966.wmf](
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[image: image967.wmf](
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Dấu bằng xảy ra khi x=y=z=
[image: image968.wmf]1
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              Vậy  S 
[image: image969.wmf]£

 
[image: image970.wmf]818
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. Vậy  S có giá trị lớn nhất là  
[image: image971.wmf]8
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 khi x=y=z=
[image: image972.wmf]1
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Ví dụ 3:    Cho xy+yz+zx = 1. Tìm giá trị nhỏ nhất của    
[image: image973.wmf]444
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Giải: Áp dụng BĐT Bunhiacốpski cho 6 số  (x,y,z) ;(x,y,z)
        
Ta có           
[image: image974.wmf](
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EMBED Equation.DSMT4[image: image975.wmf](
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Áp dụng BĐT Bunhiacốpski cho (
[image: image976.wmf]222
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Ta có    
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Từ (1) và (2) 
[image: image978.wmf]444
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Vậy  
[image: image980.wmf]444

xyz
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 có giá trị nhỏ nhất là  
[image: image981.wmf]1

3

 khi  x=y=z=
[image: image982.wmf]3
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Ví dụ 4 : Trong tam giác vuông có cùng cạnh huyền , tam giác vuông nào có diện tích lớn nhất

         Giải: 
Gọi cạnh huyền của tam giác là 2a

                     Đường cao thuộc cạnh huyền là h

                     Hình chiếu các cạnh góc vuông lên cạnh huyền là x,y

           Ta có  S =
[image: image983.wmf](
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Vì a không đổi mà x+y = 2a. Vậy S  lớn nhất khi x.y lớn nhất  
[image: image984.wmf]xy
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Vậy trong các tam giác có cùng cạnh huyền thì tam giác vuông cân có diện tích lớn nhất 

2/ Dùng Bất đẳng thức để giải phương trình và hệ phương trình

   
Ví dụ 1:Giải phương trình: 
[image: image985.wmf]222
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Giải : Ta có  
[image: image986.wmf]2
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EMBED Equation.DSMT4[image: image987.wmf]2
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[image: image988.wmf]2
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[image: image989.wmf](
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Vậy    
[image: image990.wmf]22
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Dấu ( = ) xảy ra khi x+1 = 0  
[image: image991.wmf]Þ

 x = -1

     
Vậy    
[image: image992.wmf]222
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     khi x = -1

     
Vậy  phương trình có nghiệm duy nhất x = -1

    
Ví dụ 2: Giải phương trình 
[image: image993.wmf]22
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Giải : áp dụng BĐT BunhiaCốpski ta có :

[image: image994.wmf](
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 Dấu (=) xảy ra khi x = 1
   
Mặt khác   
[image: image995.wmf](
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 Dấu (=) xảy ra khi   y = -
[image: image996.wmf]1
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Vậy  
[image: image997.wmf]22
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     khi x =1 và y =-
[image: image998.wmf]1
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          Vậy nghiệm của phương trình là 
[image: image999.wmf]1
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Ví dụ 3:Giải hệ phương trình sau:
[image: image1000.wmf]444
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Giải: áp dụng BĐT Côsi ta có  


[image: image1001.wmf]444444
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[image: image1002.wmf]222
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Vì x+y+z = 1) Nên 
[image: image1003.wmf]444
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 Dấu (=) xảy ra khi  x = y = z =
[image: image1004.wmf]1
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Vậy 
[image: image1005.wmf]444
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   có nghiệm  x = y = z =
[image: image1006.wmf]1
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Ví dụ 4:   Giải hệ phương trình sau
[image: image1007.wmf]2

2

48

2

xyy

xyx

ì

-=-

í

=+

î

    
[image: image1008.wmf](1)
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Từ phương trình  (1)    
[image: image1009.wmf]2
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[image: image1010.wmf]8

y

£


      
Từ phương trình  (2)    
[image: image1011.wmf]2
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[image: image1012.wmf]22
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Nếu x = 
[image: image1013.wmf]2

 thì y = 2
[image: image1014.wmf]2


       
Nếu x = -
[image: image1015.wmf]2

 thì y = -2
[image: image1016.wmf]2


   
Vậy hệ phương trình có nghiệm    
[image: image1017.wmf]2
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3/ Dùng BĐT để giải phương trình nghiệm nguyên

    
Ví dụ 1: Tìm các số nguyên x,y,z thoả mãn
[image: image1019.wmf]222
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Giải:
Vì x,y,z là các số nguyên nên 
[image: image1020.wmf]222
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[image: image1021.wmf](
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[image: image1022.wmf](
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           Mà   
[image: image1023.wmf](

)

22

2

3110

22

yy

xz

æöæö

-+-+-³

ç÷ç÷

èøèø

         
[image: image1024.wmf],
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[image: image1025.wmf](
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[image: image1026.wmf]0
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Các số x,y,z phải tìm là 
[image: image1027.wmf]1
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        Ví dụ 2: Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình 
[image: image1028.wmf]111
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         Giải: Không mất tính tổng quát ta giả sử     
[image: image1029.wmf]xyz
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Ta có  
[image: image1030.wmf]1113
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Mà  z nguyên dương vậy z = 1. Thay z = 1 vào phương trình ta được   
[image: image1031.wmf]11
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Theo giả sử  x
[image: image1032.wmf]³

y nên 1 = 
[image: image1033.wmf]11

xy

+

 
[image: image1034.wmf]1
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EMBED Equation.DSMT4[image: image1035.wmf]2
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  mà y nguyên dương

        
Nên y = 1 hoặc y = 2

      
Với y = 1  không thích hợp 

    
Với y = 2 ta có x = 2

        
Vậy (2 ,2,1) là một nghiệm của phương trình

      
Hoán vị các số trên ta được các nghiệm của phương trình là (2,2,1);(2,1,2); (1,2,2)

Ví dụ 3:Tìm các cặp số nguyên thoả mãn phương trình 
[image: image1036.wmf]xxy
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     (*)
     
Giải:

         (*)  Với x < 0 , y < 0 thì phương trình không có nghĩa

         (*)  Với x > 0 , y > 0 

              Ta có 
[image: image1037.wmf]xxy
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[image: image1039.wmf]2
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              Đặt 
[image: image1040.wmf]xk
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    (k nguyên dương vì x nguyên dương )

          Ta có    
[image: image1041.wmf]2
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Nhưng 
[image: image1042.wmf](
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kyk

Þ<<+


   
Mà giữa k và k+1 là hai số nguyên dương liên tiếp không tồn tại một số nguyên dương nào cả

   
Nên không có cặp số nguyên dương nào thoả mãn phương trình .

   
Vậy phương trình có nghiệm duy nhất là :  
[image: image1044.wmf]0

0

x

y

=

ì

í

=

î


Bài tập đề nghị :

Bài 1:Chứng minh rằng với mọi a,b,c > 0 :
[image: image1045.wmf]c
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    HD : Chuyển vế quy đồng mẫu đưa về tổng bình phương các đẳng thức.

Bài 2:Chứng minh bất đẳng thức : 
[image: image1046.wmf]*)
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    HD: 
[image: image1047.wmf]1
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Bài 3: Cho a, b. c > 0 và a + b + c 
[image: image1048.wmf]£
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HD : Áp dụng bất đẳng thức Côsi  cho 
[image: image1050.wmf]÷
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Bài 4 : Cho 
[image: image1051.wmf]0
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HD : Áp dụng bất đẳng thức Côsi  cho 
[image: image1053.wmf]b
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Bài 5: Cho a, b >1. Tìm GTNN của  S = 
[image: image1054.wmf]1
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HD : Áp dụng bất đẳng thức Côsi  cho 
[image: image1055.wmf]1
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 và xét trường hợp  dấu “=” xảy ra .

Bài 9 : Tìm GTLN và GTNN của y = 
[image: image1056.wmf]2
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HD: Đặt x= 
[image: image1057.wmf]÷
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Bài 10: Cho 36x
[image: image1058.wmf].
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HD: Đặt : 
[image: image1060.wmf]ï
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Bài 11: Cmr : 
[image: image1061.wmf][
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HD : Đặt  x = 
[image: image1062.wmf]ú
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Bài 12: Cho 
[image: image1063.wmf]1
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Bài 13: Cho 
[image: image1065.wmf]D

ABC có a, b, c là độ dài các cạnh. Chứng minh rằng: 
[image: image1066.wmf]0
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Bài 14: Cho 
[image: image1067.wmf]0
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Bài 15: 
[image: image1069.wmf]n
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Bài 16: Có tồn tại 
[image: image1071.wmf]R

x

Î

 sao cho: 
[image: image1072.wmf]3

3

3

1

£

£

tgx

x

tg

?

Bài 17: Cho 
[image: image1073.wmf]D

ABC có diện tích bằng 4 (đơn vị diện tích). Trên các cạnh BC, CA, AB lấy lần lược các điểm A’, B’, C’. Chứng minh rằng: Trong tất cả các tam giác AB’C’, A’BC’, A’B’C có ít nhất 1 diện tích nhỏ hơn hay bằng 1(đơn vị diện tích)
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