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Câu I. 

1. Với , ta có 

 

với đồ thị là . 

□ Ta có 

 

Nên  

□ Ta lại có 

 

Nên  không có điểm uốn nào. 

□ Chú ý rằng 

 

□ Bảng biến thiên 

      

      

 

 

 
 

 

 

Nhận xét: 

 đồng biến trên , nghịch biến trên . 

 đạt cực tiểu tại  với . 

 không có cực đại. 



□ Đồ thị 

 

2. Giao điểm của  với trục hoành là các điểm có hoành độ là nghiệm của phương trình 

. 

Nhận xét rằng bất kì  nào là nghiệm của phương trình  thì –  cũng là nghiệm. Vậy 

nếu phương trình  có đủ 4 nghiệm phân biệt thì 4 nghiệm đó là . 

Rõ ràng hai nghiệm âm lần lượt đối xứng với hai nghiệm dương qua trục tung. Do vậy, điều kiện 

đề bài tương đương với 

 

Đặt  thì ta cần tìm  sao cho  (với  là hai nghiệm phân biệt của 

phương trình ). 



Cũng cần nhận xét thêm là nếu  thì , mâu thuẫn với yêu cầu đề bài là  cắt trục 

hoành tại 4 điểm. Vậy . 

□ Xét trường hợp , khi đó ta có  nên phương trình  vô nghiệm 

(không thỏa yêu cầu bài toán). 

□ Vậy giờ ta chỉ xét . 

Ta có 

 

 

Suy ra 

 

 

Nhân phương trình  cho  rồi cộng với phương trình , ta thu được 

 

Thay  vào , ta có 

 

 

 

□ Bước cuối cùng là thử lại những giá trị  vừa tìm được. 

Với , ta có  nên phương trình  chỉ có nghiệm thực duy nhất là 

. Vậy  không thỏa yêu cầu bài toán. 

Với , ta có  nên phương trình  có các nghiệm thực 

 (hoàn toàn thỏa yêu cầu bài toán). 

Với , ta có  nên phương trình  vô nghiệm trên . Vậy 

 không thỏa yêu cầu bài toán. 



□ Kết luận:  là giá trị duy nhất cần tìm. 

Câu II. 

1. Xét phương trình đã cho 

 

Chú ý rằng 

 

Nên có thể viết lại phương trình trên dưới dạng 

 

Đặt , một lần nữa ta viết lại phương trình trên 

 

 

Đặt , suy ra  và . Tiếp tục viết lại phương trình trên 

 

 

Ta có  nên  

có nghiệm duy nhất , suy ra , suy ra tiếp 

 

Đó cũng là tất cả các nghiệm của phương trình đã cho. 

2. Xét hệ đã cho 

 

Điều kiện xác định của phương trình  

 



 

 

Bất phương trình  tương đương 

 

 

 

Từ hai kết quả trên ta suy ra 

 

Do  nên phương trình  tương đương với 

 

 

 

Mà 

 

 

 

 

Nên tức là phương trình 

 chỉ có một nghiệm duy nhất . Thử lại thấy  thỏa hệ đã cho nên đó cũng là nghiệm 

duy nhất. 

Câu III. 

Đặt 

 

 

 



 

Vậy 

 

Chú ý rằng 

 

Nên 

 

Đặt 

 

Thì ta được 

 

□ Tính  

Đặt , ta có 

 

□ Tính  

Đặt , ta có 



 

□ Vậy suy ra 

 

Câu IV. 

 

Giả sử hình chóp tam giác đều đó là . Trên  dựng  tại . Trên 

 dựng  tại . Hai tam giác  và  có cạnh chung , , 

 nên chúng bằng nhau. Từ đó suy ra . Hai tam giác  và  là hai tam 

giác vuông có cạnh huyền lần lượt là  và  bằng nhau, ngoài ra còn có hai góc nhọn bằng 



nhau là . Vậy hai tam giác  và  bằng nhau, suy ra , tức là 

 (do cả hai điểm này cùng thuộc cạnh ). 

Vậy hai mặt phẳng  và  có giao tuyến  có  và , mặt khác góc 

giữa hai mặt phẳng này là , nên . 

Áp dụng định lí cosin cho tam giác , ta có 

 

Chú ý rằng  và , nên từ công thức trên suy ra 

 

Đặt  thì xét tam giác  vuông tại  ta có 

 

Vậy 

 

(do  luôn là góc nhọn nên  dương) 

Suy ra 

 

Trên  dựng  tại . Chú ý rằng  cũng là trung điểm  do tam giác  cân 

tại . Xét tam giác  vuông tại , ta có 

 

Gọi  là tâm tam giác đều . Hiển nhiên  thuộc  do  là trung tuyến tam giác . Vì 

tam giác  đều nên  cũng là đường cao, tức là . Ngoài ra cũng có . Vậy 

. Lại có  nên . 



Gọi  là trung điểm . Tất nhiên  thuộc . Chứng minh tương tự trên ta có 

. 

Vậy ta có 

 

 

Mà  và  nên  là giao tuyến của hai mặt phẳng  và . Từ 

đó kết luận được , suy ra . 

Xét tam giác đều  vuông tại , ta có 

 

Chú ý rằng  đồng thời là trọng tâm tam giác đều , vì thế 

 

Xét tam giác  vuông tại , ta có 

 

Ta có diện tích tam giác đều  là 

 

Vậy thể tích tứ diện  là 

 

Câu V. 

Đặt  thì ta có  và 

 



Ta sẽ chứng minh , tức là chứng minh 

 

 

 

Áp dụng bất đẳng thức B.C.S cho ba cặp số , , 

, ta có 

 

Việc còn lại là đi chứng minh 

 

Khai triển hai vế của , ta viết lại  dưới dạng tương đương như sau 

 

 

 

 

 

Mà ta có 

 

 

 

Nên  hiển nhiên đúng, tức là  cũng đúng. Theo nguyên lý bắc cầu thì bất đẳng thức  

đúng. Vậy ta đã chứng minh được . 

Khi  thì . Vậy kết luận . 



Câu VIa. 

1. Trước hết ta có bổ đề sau: hai điểm lần lượt di động trên hai đường tròn cố định có bán kính 

lần lượt là  và  cũng như có đường nối tâm là  thì khoảng cách giữa hai điểm đó không bé 

hơn . 

□ Chứng minh bổ đề: xét hai đường tròn  và  có đường nối tâm  cắt hai 

đường tròn lần lượt tại .  là hai điểm di động lần lượt thuộc  và . Ta cần 

chứng minh . 

 

Gọi  là giao điểm của  và ,  lần lượt là giao điểm của  với tiếp tuyến tại  của 

 và tiếp tuyến tại  của . Ta có 

 

Vậy bổ đề đã được chứng minh. 

□ Trở lại bài toán. Gọi tâm của hai đường tròn  và  lần lượt là  và . Dựng đường 

tròn  có tâm là  đối xứng với đường tròn  qua .  là điểm đối xứng với  qua . 

(Từ đó suy ra ). 



 

Ta có  và . 

Tọa độ  là: . Vậy phương trình đường tròn  là  

Ta có . 

Cần tìm giá trị nhỏ nhất của . Gọi  lần lượt là giao điểm của  với . Theo bổ 

đề trên thì . 

Từ  và  ta suy ra . Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ,  (với  là 

điểm đối xứng của  qua ), . 



Ta có , nên nếu gọi  là vectơ pháp tuyến của đường thẳng  thì . 

Từ đó suy ra phương trình đường thẳng  có dạng . Do  nên 

. Vậy ta có  hay viết cách khác là 

. 

□  là giao điểm của  với  và  nên ta có hệ sau 

 

Thay  từ phương trình  vào phương trình , ta có 

 

 

 

Do  nên , suy ra . Vậy ta có 

 

Nghĩa là điểm  cần tìm có tọa độ  

□  là giao điểm của  với  và  nên ta có hệ sau 

 

Thay  từ phương trình  vào phương trình , ta có 

 

 

 

Do  nên , suy ra . Vậy ta có 

 

Vậy suy ra  có tọa độ là 

 



Nghĩa là điểm  cần tìm có tọa độ là  

□ Điểm  cần tìm là giao điểm của  và  nên ta có hệ sau 

 

Vậy tọa độ điểm  là . 

□ Kết luận: các điểm  cần tìm có tọa độ là 

 

2. Gọi  là tâm mặt cầu . Với mọi điểm  thỏa yêu cầu bài toán, ta đều có 

 

 

 

Chú ý rằng nếu  mà  thì . Thật vậy,  mà 

 nên . Nếu  thì  suy ra  (vô lí). 

Từ  và  suy ra 

 

Mà  nên theo chú ý trên, ta suy ra 

 

 

Vậy điểm  thuộc mặt phẳng . 

Từ  và  ta suy ra . Kết hợp với  ta thu được 

 

Vậy điểm  thuộc mặt cầu . 

Từ  và  suy ra  thuộc phần giao giữa mặt phẳng  và mặt cầu 

. Nếu tồn tại một phần giao như vậy thì đó là một đường 



tròn và ta có điều phải chứng minh. Giờ ta cần kiểm tra xem có tồn tại phần giao này hay không. 

Rõ ràng  là tâm của đường tròn . Đường tròn này 

có bán kính là . Nếu  thì phần giao là tồn tại. Thật vậy, ta có 

 

Chứng minh hoàn tất.  thuộc đường tròn 

 

Khoảng cách từ đường tròn  đến mặt phẳng  là . Suy ra 

 

Gọi tọa độ điểm  là . Ta có  thuộc mặt phẳng  và . Vậy 

 

Thay  từ  vào , ta thu được 

 

 

 

 

Từ đó tính được 

 

Vậy ta có 

 



□ Kết luận:  thuộc đường tròn cố định có phương trình 

 

Đường tròn này có tâm  và bán kính , trong đó 

 

Câu VIIa. 

Các số thỏa yêu cầu đề bài có dạng , trong đó , , và có đúng hai trong 

năm số  bằng . 

Ta có các trường hợp sau: 

□ . Khi đó có đúng  cách xếp số  còn lại vào các vị trí .  và hai vị trí còn lại 

mỗi vị trí có  cách chọn từ các số . Vậy tất cả có  cách chọn số trong trường 

hợp này. 

□ . Khi đó có  cách chọn  từ các số . Xếp hai số  vào hai trong ba vị trí 

 có  cách. Hai vị trí còn lại mỗi vị trí có  cách chọn từ các số . Vậy tất 

cả có  cách chọn số trong trường hợp này. 

□ Theo quy tắc cộng, có tổng cộng  số thỏa đề bài. 


