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LỜI GIẢI ĐỀ 03

Thí sinh vietfrog

Câu I:
1.

Với m =
3

2
ta có:

y = f(x) = x4 + 8x2 − 9

2

* Sự biến thiên:
a) Giới hạn và tiệm cận:

lim
x→±∞

f(x) = lim
x→±∞

(
x4 + 8x2 − 9

2

)
= +∞

⇒ Đồ thị hàm số không có tiệm cận.
b) Chiều biến thiên:

f ′(x) = 4x3 + 16x; f ′(x) = 0⇔ x = 0

Bảng biến thiên:

.
–Hàm số đồng biến trên (0; +∞)
–Hàm số nghịch biến trên (−∞; 0)

–Hàm số đạt cực tiểu tại x = 0 ⇒ yCT =
−9

2
–Hàm số không có cực đại.
*Đồ thị:

.
Nhân xét: Đồ thị hàm số đã cho là một đường cong liên tục nhân Oy làm trục đối xứng.
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2.
y = x4 + 2 (2m+ 1)x2 − 3m
Theo bài: (C) cắt Ox tại 4 điểm phân biệt tạo thành 3 đoạn thằng bằng nhau.
Yêu cầu bài toán (ycbt) tương đương:
(C) cắt Ox tại 4 điểm phân biệt có hoành độ theo thứ tự (x1 < x2 < x3 < x4) lập thành
1 cấp số cộng.Tức là:

x4 − x3 = x3 − x2 = x2 − x1

Đặt x2 = t > 0; g(t) = t2 + 2(2m+ 1)t− 3m. Khi đó ycbt trở thành:
Phương trình g(t) = 0 có 2 nghiệm phân biệt: t2 > t1 > 0 thỏa mãn:

√
t2 −
√
t1 =

√
t1 −

(
−
√
t1
)

= −
√
t1 −

(
−
√
t2
)

⇒
√
t2 −
√
t1 =

√
t1 −

(
−
√
t1
)

⇔
√
t2 = 3

√
t1 ⇔ t2 = 9t1 > 0(∗)

*)Phương trình g(t) = 0 có 2 nghiệm phân biệt: t2 > t1 > 0

⇔


∆t
′ > 0

t1 + t2 > 0
t1.t2 > 0

⇔

 (2m+ 1)2 + 3m > 0
−2 (2m+ 1) > 0
−3m > 0

⇔


4m2 + 7m+ 1 > 0

m <
−1

2
m < 0

⇒ m <
−7−

√
33

8
(1)

*)Phương trình g(t) = 0 có 2 nghiệm phân biệt thỏa mãn (∗) :

⇔


t2 = 9t1
t1 + t2 = −2 (2m+ 1)
t1.t2 = −3m

⇔


t2 = 9t1

t1 =
−1

5
(2m+ 1)

t1
2 =
−1

3
m

⇔

 t2 = 9t1[
−1

5
(2m+ 1)2

]
=
−1

3
m

⇔

{
t2 = 9t1
4

25
m2 +

37

75
m+

1

25
= 0

⇔


t2 = 9t1[
m = −3

m =
−1

12

(2)

Từ (1), (2) suy ra: m = −3.
Thử lại thấy đúng.
Vậy m = −3 là giá trị cần tìm.

Câu II:
1.

cos22x+ 2 cos 2x− sinx+ 4 = 2
√

2− sinx

Điều kiện: 2− sinx ≥ 0⇔ sinx ≤ 2 (luôn đúng)
Phương trình đã cho tương đương:

cos22x+ 2 cos 2x+ 1 + 2− sinx− 2
√

2− sinx+ 1 = 0

⇔ (cos 2x+ 1)2 +
(√

2− sinx− 1
)2

= 0

⇔
{

cos 2x+ 1 = 0√
2− sinx = 1

⇔
{

2cos2x = 0
2− sinx = 1

⇔
{

cosx = 0
sinx = 1

⇔ x =
π

2
+ k2π (k ∈ Z)

c©www.diendantoanhoc.net Trang 2/10

www.diendantoanhoc.net
www.diendantoanhoc.net


c©Diễn đàn toán học – VMF

Vậy phương trình đã cho có nghiệm : x =
π

2
+ k2π (k ∈ Z)

2.
Ta có: {

6x2
√
x3 − 6x+ 5 =

(
x2 + 2x− 6

) (
x3 + 4

)
x+

2

x
≥ 1 +

2

x2

Xét phương trình thứ hai:

x+
2

x
≥ 1 +

2

x2

⇔
{
x 6= 0
x3 + 2x ≥ x2 + 2

⇔
{
x 6= 0
(x− 1)

(
x2 + 2

)
≥ 0

⇒ x ≥ 1

Xét phương trình thứ nhất:

Điều kiện: x3 − 6x+ 5 ≥ 0⇔ x ∈

[
−1−

√
21

2
; 1

]
∪

[
−1 +

√
21

2
; +∞

]
Kết hợp với x ≥ 1 ta có:

x ∈

[
−1 +

√
21

2
; +∞

)
∪ {1}

Ta có:
6x2
√
x3 − 6x+ 5 =

(
x2 + 2x− 6

) (
x3 + 4

)
TH1:

Với x =
−1 +

√
21

2
Ta thấy: V T = 0;V P 6= 0. Suy ra vô lý.
Với x = 1
Ta thấy: V T = 0, V T = −15.Suy ra vô lý

TH2: x ∈

(
−1 +

√
21

2
; +∞

)
(D)

Phương trình đã cho tương đương:

6x2

x3 + 4
=

x2 + 2x− 6√
x3 − 6x+ 5

Xét: f(x) =
6x2

x3 + 4
trên (D).

f ′(x) =
12x (x3 + 4)− 3x2.6x2

(x3 + 4)2 =
−6x3 + 48

(x3 + 4)2

f ′(x) = 0⇔ −6x3 + 48 = 0⇔ x = 2

Ta có:
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.
Từ đó ta có: f(x) ≤ 2 ∀x ∈ D

Xét : g(x) =
x2 + 2x− 6√
x3 − 6x+ 5

trên D

Ta có:

g′(x) =
(2x+ 2)

√
x3 − 6x+ 5− 3x2(x2+2x−6)

2
√
x3−6x+5

x3 − 6x+ 5

⇔ g′(x) =
(4x+ 4) (x3 − 6x+ 5−)− 3x2 (x2 + 2x− 6)

2
√
x3 − 6x+ 5 (x3 − 6x+ 5)

g′(x) = 0⇔ (4x+ 4)
(
x3 − 6x+ 5−

)
− 3x2

(
x2 + 2x− 6

)
= 0

⇔ x4 − 2x3 + 8x− 16 = 0
⇔ (x− 2)

(
x3 + 8

)
= 0

⇒ x = 2

(
Do x >

−1 +
√

21

2

)
Ta có:

.
Từ đó suy ra được: g(x) ≥ 2 ∀x ∈ D
Như vậy:

V T = V P ⇔ f(x) = g(x)⇔
{
f(x) = 2
g(x) = 2

⇔ x = 2

Thử lại thấy đúng.
Vậy hệ đã cho có nghiệm x = 2.
Câu III:
Ta có:

I =

−1∫
−2

dx

1 +
√

1− 2x− x2

Đặt:
√

1− 2x− x2 = tx− 1⇒ 1− 2x− x2 = (tx− 1)2

⇒ 2x+ x2 = 2xt− x2t2

⇒ x
(
t2 + 1

)
= 2t− 2

⇒ x =
2t− 2

t2 + 1

⇒ dx =
−2t2 + 4t+ 2

(t2 + 1)2 dt
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Đổi cận: x = −1→ t = −1−
√

2;x = −2→ t = −1 Ta có:

I =

−1−
√

2∫
−1

2 (−t2 + 2t+ 1)[
1 +

(
(2t−2)t
t2+1

− 1
)]

(t2 + 1)2
dt =

−1−
√

2∫
−1

2 (−t2 + 2t+ 1)

[(2t− 2) t] (t2 + 1)
dt

⇔ I =

−1−
√

2∫
−1

(−t2 + 2t+ 1)

t (t− 1) (t2 + 1)
dt

Giả sử:
(−t2 + 2t+ 1)

t (t− 1) (t2 + 1)
=
A

t
+

B

t− 1
+

C

t2 + 1
,∀t

⇔ −t2 + 2t+ 1 = A (t− 1)
(
t2 + 1

)
+Bt

(
t2 + 1

)
+ C (t− 1) t

Với: t = 1⇒ 2B = 2⇒ B = 1
Với: t = 0⇒ −A = 1⇒ A = −1
Với: t = 2⇒ 5A+ 10B + 2C = 1⇒ C = −2
Như vậy:

I =

−1−
√

2∫
−1

(
−1

t
+

1

t− 1
+
−2

t2 + 1

)
dt = [ln (t− 1)− ln t]|−1−

√
2

−1 − 2

−1−
√

2∫
−1

1

t2 + 1
dt

Xét:

J =

−1−
√

2∫
−1

1

t2 + 1
dt

Đặt:

t = tanu⇒ dt =
du

cos2u
;u ∈

(
−π
2

;
π

2

)
Đổi cận:

t = −1→ u = arctan (−1) ; t = −1−
√

2→ u = arctan
(
−1−

√
2
)

Ta có:

J =

arctan(−1−
√

2)∫
arctan(−1)

du

cos2u. 1
cos2u

= u|arctan(−1−
√

2)
arctan(−1)

Như vậy ta có được:

I = [ln (t− 1)− ln t]|−1−
√

2
−1 − 2 u|arctan(−1−

√
2)

arctan(−1) =
−1

2
ln 2− 2 arctan

(
−1−

√
2
)
− π

2

Vậy:

I =
−1

2
ln 2− 2 arctan

(
−1−

√
2
)
− π

2
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Câu IV:
Gọi hình chóp ban đầu là S.ABC

Gọi O là tâm của đáy.
Kẻ BH vuông góc với SC ( đường thằng SC )
Xét ∆BHC và ∆AHC
Ta có: HC chung; AC = BC

ĤCA = ĤCB ( do ∆BSC và ∆ASC là 2 tam giác cân tại S )
⇒ ∆BHC = ∆AHC (c.g.c)

Suy ra: ĈHA = ĈHB = 900.Tức là: AH⊥SC ⇒ ÂHB = α

Ta có: ∆ABH cân tại H, ÂHB = α, AB = a

Suy ra: BH = AH =
a

2 sin
α

2
Ta có: ∆CBH vuông tại H

Suy ra: sin B̂CS =
BH

BC
=

a

2 sin
α

2
a

=
1

2 sin α
2

Do ∆SBC cân tại S nên B̂CS là góc nhọn. Suy ra: cos B̂CS =

√
1− 1

4sin2 α
2

Gọi M là trung điểm BC. Ta có ngay SM⊥BC
Suy ra:

cos B̂CS =
CM

SC
=

a

2
SC

=

√
1− 1

4sin2 α
2

⇒ SC =
a

2
√

1− 1
4sin2 α

2

Ta có: ∆ABC là tam giác đều cạnh a, O là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác, suy ra:

CO =
a
√

3

3
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Ta có ∆SOC vuông tại O ( do O là tâm đáy hình chóp đều )
Theo định lý Pi− ta− go ta có:

SO2 = SC2 − CO2 ⇒ SO =
√
SC2 − CO2

⇔ SO =

√√√√√ a2

4

(
1− 1

4sin2 α
2

) − a2

3

Ta có:

∆ABC là tam giác đều cạnh a, suy ra S∆ABC =
1

2
.
a
√

3

2
.a =

a2
√

3

4
Ta có:

VS.ABC =
1

3
SO.S∆ABC =

1

3
.
a2
√

3

4
.

√√√√ a2

4
(

1− 1
4sin2 α

2

) − a2

3
=

1

3
.
a3
√

3

4

√√√√√ 1

4

(
1− 1

4sin2 α
2

) − 1

3

Vậy:

VS.ABC =
1

3
.
a3
√

3

4

√√√√√ 1

4

(
1− 1

4sin2 α
2

) − 1

3

Câu V:
Áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz cho hai số ta có:

√
a2 + 1 +

√
2a ≤

√
2(a+ 1)2 =

√
2(a+ 1).

⇔
√
a2 + 1 ≤

√
2a+

√
2−
√

2a

Tương tự ta có:

√
b2 + 1 ≤

√
2b+

√
2−
√

2b ;
√
c2 + 1 ≤

√
2c+

√
2−
√

2c

Từ đó suy ra:

P ≤

√
2(a+ b+ c) +

√
2
(

3−
√
a−
√
b−
√
c
)

a+ b+ c
.

Mặt khác, theo giả thiết abc = 1 nên áp dụng bất đẳng thức AM −GM cho ba số ta có:

√
a+
√
b+
√
c ≥ 3

6
√
abc = 3.

Do đó
√

2
(

3−
√
a−
√
b−
√
c
)
≤ 0. Như vậy, ta suy ra P ≤

√
2.

Đẳng thức xảy ra khi a = b = c = 1.
Vậy maxP =

√
2 khi a = b = c = 1.

c©www.diendantoanhoc.net Trang 7/10

www.diendantoanhoc.net
www.diendantoanhoc.net


c©Diễn đàn toán học – VMF

Câu VIIa.
1.

.
Gọi I; J ;R1;R2 lần lượt là tâm và bán kính đường tròn (C1) ; (C2);
Lấy I ′ đối xứng với I qua Ox.
Ta có:

CI + CJ = CI ′ + CJ ≥ I ′J = C ′I ′ + C ′J = C ′I + C ′J
⇒ CI + CJ ≥ C ′I + C ′J
⇒ CI + CJ −R1 −R2 ≥ C ′I + C ′J −R1 −R2

⇒ CA′ + CB′ ≥ C ′A′′ + C ′B′′ (1)

Măt khác ta có:
CA+ IA ≥ IC ⇔ CA ≥ IC − IA = IC − IA′ = CA′ ⇒ CA ≥ CA′

Tương tự ta cũng có: CB ≥ CB′

Từ đó có được: CA+ CB ≥ CA′ + CB′ (2)
Từ (1); (2) suy ra:

CA+ CB ≥ C ′A′′ + C ′B′′

Do I cố định nên I ′ cố định. Suy ra C ′ cố định. Từ đó suy tiếp được A′′;B′′ cố định.Như
vậy C ′A′′ + C ′B′′ không đổi.
Mà : CA+ CB ≥ C ′A′′ + C ′B′′

⇒Min (CA+ CB) = C ′A′′ + C ′B′′ khi và chỉ khi C ≡ C ′;A ≡ A′′;B ≡ B′′

*) Tìm C ′

Ta có:
(C1) : x2 + (y − 2)2 = 1⇒ I (0; 2)⇒ I ′ (0;−2)

(C2) : (x− 6)2 + (y − 4)2 = 4⇒ J (6; 4)

Suy ra I ′J có phương trình:
x

6
=
y + 2

6
⇔ x− y − 2 = 0

I ′J cắt Ox tại C ′ suy ra : C ′(2; 0)
*)Tìm A′′

C ′ (2; 0) ; I (0; 2)⇒ C ′I :
x

2
=
y − 2

−2
⇒ C ′I : y = 2− x
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Ta có: A′′ = (C1) ∩ IC ′ và A′′ nằm giữa I và C ′

Xét: (C1) ∩ IC ′

⇔
{
y = 2− x
x2 + (y − 2)2 = 1

⇔
{
y = 2− x
x2 + (2− x− 2)2 = 1

⇔

{
y = 2− x
x2 =

1

2

⇔

 y = 2− x
x =

±1√
2

Với: xA′′ =
−1√

2
⇒ xA′′ < xI < xC′ ⇒ A′′ nằm ngoài I và C ′ (Loại)

⇒ xA′′ =
1√
2
⇒ yA′′ =

4−
√

2

2
⇒ A′′

(
1√
2

;
4−
√

2

2

)
*) Tìm B′′

Hoàn toàn tương tự với việc tìm A′′

Ta có:
C ′ (2; 0) ; J (5; 4)⇒ CJ : y = x− 2

Ta có: B′′ = (C2) ∩ JC ′ và B′′ nằm giữa J và C ′

Xét: (C2) ∩ JC ′

⇔
{
y = x− 2

(x− 6)2 + (y − 4)2 = 4
⇔
{
y = x− 2

x = 6±
√

2

Với xB′′ = 6 +
√

2⇒ xB′′ > xJ > xC′ ⇒ B′′ nằm ngoài JC ′ (Loại )

⇒ xB′′ = 6−
√

2⇒ yB′′ = 4−
√

2⇒ B′′
(

6−
√

2; 4−
√

2
)

Như vậy : CA+ CB đạt giá trị nhỏ nhất khi:

A ≡ A′′

(
1√
2

;
4−
√

2

2

)
;B ≡ B′′

(
6−
√

2; 4−
√

2
)

;C ≡ C ′ (2; 0)

Vậy: A

(
1√
2

;
4−
√

2

2

)
;B
(

6−
√

2; 4−
√

2
)

;C (2; 0) là ba điểm cần tìm.

2.
Ta thấy:
Vectơ pháp tuyến (vtpt) của (P1) là −→v (2;−1; 2);vtpt của (P2) là −→u (2;−1; 2)
Suy ra: (P1) ‖ (P2)
Ta thấy: M (0;−1; 0) ∈ (P1)

⇒ d ((P1) ; (P2)) = d (M ; (P2)) = 6

Theo bài ta có:
I là tâm mặt cầu S tiếp xúc với (P1) ; (P2).

⇒ d (I; (P1)) = d (I; (P2)) = R =
1

2
d ((P1) ; (P2)) = 3

Mặt khác: A nằm trên mặt cầu S nên IA = R = 3.
Do A cố định; IA không đổi nên I thuộc đường tròn tâm A(−1; 1; 1) bán kính r = 3 ( cố
định ).
Vậy Quỹ tích điểm I là đường tròn tâm A(−1; 1; 1) bán kính r = 3.
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Câu VII.a:

Gọi : V = abcde với a, b, c, d ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} là số thỏa mãn yêu cầu đề bài.

TH1: e = 0, khi đó V = abcd0
Do a 6= 0 nên có 3 cách điền số 0 thứ hai.
Mỗi cách điền số 0 thứ hai có 93 cách điền 3 chỗ trống còn lại.
Theo quy tắc nhân ta có: 3.93 = 2187 số V thỏa mãn yêu cầu với V = abcd0.

TH2: e 6= 0.
Do V là số chẵn nên e ∈ {2, 4, 6, 8}
Như vậy có 4 cách điền e.
Mỗi cách điền e có C2

3 cách điền 2 chữ số 0 vào cách vị trí còn lại. (do a 6= 0 )
Như vậy còn trống 2 vị trí.
Mỗi cách điền 2 chữ số 0 vào cách vị trí còn lại có 92 cách điền vào 2 vị trí còn lại.
Theo quy tắc nhân ta có: 4.C2

3 .9
2 = 972 số V thỏa mãn với V = abcd0 , e 6= 0.

Vậy tìm được 972 + 2187 = 3159 số thỏa mãn yêu cầu đề bài.

HẾT
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