1. Tứ giác ABCD là tứ giác không nội tiếp, các đường trung trực của AB, AD cắt nhau tại A’, các đường trung trực của AB,BC cắt nhau tại B’, các đường trung trực của BC, CD cắt nhau tại C’, các đường trung trực của AD, DC cắt nhau tại D’. CMR: ABCD ngoại tiếp được một đường tròn khi và chỉ khi A’B’C’D’ ngoại tiếp được một đường tròn.
Giải: Ta chứng minh chiều suy ra:

Kẻ các đường phân giác ngoài của các góc A, B, C, D đôi một liên tiếp cắt nhau tại X,Y,Z,W. Ta có 
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BCD và 
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ZDC=900-1/2
[image: image5.wmf]Ð

CDA. Suy ra 
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CZD= 1800-
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ZDC=1800-(900- 1/2
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BCD)-(900- 1/2
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CDA)=1/2(
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CDA)

Tương tự như vậy: 
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WXY=1/2(
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DAB+
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ABC)
Suy ra: 
[image: image17.wmf]Ð

YZW+
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WXY=1800 hay XYZW là tứ giác nội tiếp . Gọi M là tâm đường tròn ngoại tiếp tứ giác XYZW, các đường vuông góc với AB và BC qua X và Y cắt AB và BC theo thứ tự là X’ và Y’. Gọi X’’, Y’’ là hình chiếu trên hai đường vuông góc đó của X, Y. Ta có 
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XBX’=
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YBY’, 
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BXX’=900-
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XBX’ và 
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BYY’=900-
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YBY’ suy ra 
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BYY’ hay 
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YXX’’=
[image: image28.wmf]Ð

XYY’’. Mặt khác YM=XM nên XMY là tam giác cân suy ra 
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YXM suy ra MX’’=MY’’(2 tam giác MYY’’ và MXX’’ bằng nhau). Chứng minh tương tự rồi ta được M cách đều 4 đường vuông góc đó.
Gọi x,y,z,ư là đường vuông góc với AB, BC, CD, DA mà lần lượt đi qua X, Y, Z, W. Ta có d(M;x)=d(M;y)=d(M;z)=d(M;w)=d

Nếu AB giao CD là E thì đường EA và ED tạo ra 
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AED và dễ thấy WY đi qua E và O. Tương tự YZ cũng đi qua O suy ra O=WY giao XZ. Gọi M’ là trung điểm của OM. Ta có O nằm trên đương phân giác 
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DAB, 
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ABC, 
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BCD, 
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CDA. Lại có 
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OCZ=
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CDZ=900(hợp hai đường phân giác trong và ngoài). Suy ra C,D nằm trên đường tròn đường kính OZ.
Gọi x’, y’, z’, w’ là các đường trung trực của AB, BC, CD, DA. Từ z vuông góc CD và  z’ vuông góc CD, suy ra z’//z. Suy ra đường trung trực z’ của CD song song với z và đi qua Q. Từ đây ta có d(M’;z’)=1/2d(M;z) hay d(M’;z’)=1/2d. Tương tự..... suy ra M’ cách đều x’,y’,z’,w’.

Ta chứng minh chiều ngược lại:

Các đường trung trực của A’B’, B’C’, C’D’, D’A’ đôi một liên tiếp cắt nhau tại B’’,C’’,D’’,A’’. Ta có: A’’B’’//AB, B’’C’’//BC,C’’D’’//CD,D’’A’’//DA.
A’C’ là đường trung trự của BD nên dễ suy ra A’’C’’//AC; B’’D’’//BD.

Từ đây dễ suy ra 
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ABC đồng dạng A’’B’’C’’, CDA đồng dạng C’’D’’A’’ suy ra  tứ giác ABCD đồng dạng tứ giác A’’B’’C’’D’’. Theo giả thiết và phần trên thì A’’B’’C’’D’’ ngoại tiếp được đường tròn, vì vậy ABCD cũng ngoại tiếp được đường tròn. 
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