
ĐỀ THI ĐẤU TRƯỜNG VMF CỦA ĐỘI DELTA  

 TRẬN ĐẤU LƯỢT VỀ THỨ NHẤT! 

Bài 1(Số học THCS): Chứng minh phương trình sau có vô số nghiệm nguyên 

dương:  𝑎2 + 𝑏2 = 𝑧7 + 𝑧. 

                                                                                           (anh qua) 

Lời giải: 

Bổ đề: Nếu p là số nguyên tố có dạng 4k+1 thì p có thể biểu diễn dưới dạng:  

p= 𝑥2 + 𝑦2 với x,y là các số nguyên dương! Bổ đề này khá quen thuộc. Thiết nghĩ 

đội DELTA không cần nêu lại chứng minh! 

Quay lại bài toán: 

Ta chọn z là số nguyên tố có dạng 4k+1 thì  z= 𝑥2 + 𝑦2. 

Suy ra: 𝑧7 + 𝑧 =  𝑥2 + 𝑦2   𝑧6 + 1 = (𝑥𝑧3 − 𝑦)2 + (𝑥 + 𝑦𝑧3)2 

Suy ra ĐPCM! 

 

 

Bài 2(Hình học THCS) Cho (O), A nằm ngoài (O). Từ A kẻ tới (O) các tiếp tuyến 

AB,AC. P thuộc tia đối tia CA. (ABP) ∩ (O) tại M ≠ B. H là hình chiếu trên BP. 

CMR: 𝐻𝑀𝑃 = 2𝐴𝑃𝐵  

                                                                                                             (hungvu) 

Giải: 

 
 



Ta có: 𝑥𝐵𝑀 = 𝐵𝐷𝑀  

→ 𝐴𝐵𝑀 = 180° − 𝑥𝐵𝑀 = 𝑃𝐷𝑀  

Lại có 𝑀𝐴𝐵 = 𝐵𝑃𝑀  

→  𝑃𝑀𝐷 = 𝐴𝑀𝐵 = 𝐴𝑃𝐵  

Đặt 𝐸 = 𝐷𝑀 ∩ 𝐴𝑝 

Ta có: ∆𝐸𝑃𝐷~∆𝐸𝑀𝑃 

→ 𝐸 𝑙à 𝑡𝑟𝑢𝑛𝑔 đ𝑖ể𝑚 𝑃𝐶 

Do PHC là tam giác vuông tại H suy ra EP=EC=EH 

→ 𝐸𝐻𝑃 = 𝐸𝑃𝐻 = 𝐸𝑀𝑃   

→ 𝐸𝑃𝑀𝐻 𝑙à 𝑡ư 𝑔𝑖á𝑐 𝑛ộ𝑖 𝑡𝑖ế𝑝 

Suy ra: 𝐻𝑀𝑃 = 𝐻𝐸𝐶 = 2𝐴𝑃𝐵  đ𝑝𝑐𝑚 

Bài 3(Đại số THPT):  Cho  a,b,c là ba số thực dương thỏa mãn: 𝑎𝑐 − 𝑏2 > 0 và 

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2. Chứng minh rằng tồn tại hai số nguyên  u,v không 

đồng thời bằng 0 sao cho 

 𝑓(𝑢, 𝑣) ≤ 2 
𝐷

3
 

                                                                                                                    (hungvu) 

Lời giải.  

Để ý rằng  −𝑓(𝑥, 𝑦) =  𝑓(𝑥, 𝑦)  nên ta chỉ cần xét 𝑎 ≥ 0 là được. Kết hợp với giả 

thiết 𝐷 = 𝑎𝑐 − 𝑏2 > 0, ta có 𝑎 > 0 𝑣à 𝑐 > 0. Lúc này ta có 

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑎(𝑥 +
𝑏𝑦

𝑎
)2 +

𝐷

𝑎
𝑦2 ≥ 0. 

Do đó yêu cầu của bài toán tương đương với việc chỉ ra cặp số nguyên (u, v) không 

đồng thời bằng 0 sao cho 

𝑓 𝑢, 𝑣 ≤ 2 
𝐷

3
. 

Gọi 𝐴 =   𝑥, 𝑦  𝑥 ∈ 𝑍, 𝑦 ∈ 𝑍, 𝑥2 + 𝑦2 > 0 . Thế thì ta có 𝑓 𝑥, 𝑦 > 0 với mọi 

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴. Gọi (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 sao cho 𝑓 𝑢, 𝑣 = min 𝑓 𝑥, 𝑦 ; (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 và đặt 

𝐾 = 𝑓(𝑢, 𝑣), K>0. Rõ ràng u,v phải là hai số nguyên tố cùng nhau, do đó tồn tại 

hai số nguyên s,t sao cho 

𝑢𝑠 − 𝑣𝑡 = 1.                                     (*) 

Đặt 𝑔 𝑥, 𝑦 = 𝑓(𝑢𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑣𝑥 + 𝑠𝑦), ta có 

min 𝑔 𝑥, 𝑦 = min 𝑓 𝑢𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑣𝑥 + 𝑠𝑦 = 𝑓 𝑢, 𝑣 = 𝐾 𝑠𝑎𝑜 𝑐𝑕𝑜 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 

(đạt được tại x=1 và y=0). Đặt 𝐿 = 𝑢𝑡𝑎 + 𝑣𝑠𝑐 + 𝑏𝑡𝑣 + 𝑢𝑠𝑏, sau một vài tính toán 

ta viết được 

𝑔 𝑥, 𝑦 = 𝑓 𝑢𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑣𝑥 + 𝑠𝑦 = 𝑓 𝑢, 𝑣 . 𝑥2 + 2𝐿𝑥𝑦 + 𝑓 𝑡, 𝑠 . 𝑦2 . 
Từ (*), ta có 



𝐾. 𝑓 𝑡, 𝑠 = 𝑓 𝑢, 𝑣 . 𝑓 𝑡, 𝑠 = 𝐿2 + 𝐷,  
Suy ra 

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝐾(𝑥 +
𝐿𝑦

𝐾
)2 +

𝐷𝑦2

𝐾
. 

Bây giờ, ta chọn số n như sau 

𝑛 =  
 
𝐿

𝐾
  𝑛ế𝑢  

𝐿

𝐾
 ≤

1

2

 
𝐿

𝐾
 + 1 𝑛ế𝑢  

𝐿

𝐾
 >

1

2

 . 

Dễ thấy  𝑛 −
𝐿

𝐾
 ≤

1

2
, 𝑑𝑜 đó 

𝐾 ≤ 𝑔 𝑛, −1 = 𝐾  𝑛 −
𝐿

𝐾
 

2

+
𝐷

𝐾
≤

𝐾

4
+

𝐷

𝐾
, 

Suy ra 𝐾2 ≤
4𝐷

3
, hay 𝐾 ≤ 2 

𝐷

3
. (Đpcm) 

 

 

Bài 4(Giải tích THPT) Tìm tất cả các hàm thức f xác định trên R thỏa mãn điều 

kiện: 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦 = 2𝑦 + 𝑓 𝑓 𝑦 − 𝑥  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 

                                                                                     (hungvu) 

Lời giải:  

Với 𝑥 ∈ 𝑅 tuỳ ý ta chọn 𝛼 =
𝑓 0 −𝑥

2
. 

Hay 𝑥 = 𝑓 0 − 2𝛼. Lại chọn 𝛽 = −𝑓 𝛼 , 𝛾 = 𝑓 𝛽 − 𝛼. 
Khi đó 𝑓 𝛾 = 𝑓 𝑓 𝛽 − 𝛼 = 𝑓 𝑓 𝛼 + 𝛽 − 2𝛼 = 𝑓 0 − 2𝛼 = 𝑥. 
Vây f là một toàn ánh do đó có a∈ 𝑅 sao cho f(a)=0. 

Khi đó với y tùy ý ta có f(y)=f(f(a)+y)=2a+f(f(y)-a). 

Với 𝑥 ∈ 𝑅 tùy ý, do f toàn ánh nên có y sao cho 

f(y)=x+a → 𝑥 = 𝑓 𝑦 − 𝑎.   
Khi đó 

𝑥 = 𝑓 𝑦 − 𝑎 = 𝑎 + 𝑓 𝑓 𝑦 − 𝑎 = 𝑓 𝑥 + 𝑎. 
Suy ra  

            f(x) = x-a. Thử lại thấy thỏa mãn 

Kết luận: Tất cả các hàm cần tìm là f(x)=x+C, C là hằng số tùy ý. 

 

 

Câu 5 (Hình học THPT): Tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn tâm O, 2 đường 

chéo cắt nhau tại M. Qua trung điểm P của cạnh AB, kẻ đoạn PM, qua trung điểm 

Q của BC kẻ đoạn QM, chứng minh rằng nếu PM CD thì QM AD  

 



                                                                                                (hoangtrong2305) 

BÀI GIẢI 

 

 

Đặt MA a ; MB b  

 

Chứng minh được  

 

MD MC
MAB MDC k

MA MB
      

 

Vậy MD=kMA; MC=k, do đó  

 

.
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a
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Theo giả thiết : PM CD  nên  . 0CD MP   

 

Mà : 
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* Nếu 
2 2b a =0 hay a=b thì ABCD là hình thang cân hay hình chữ nhật => 

ĐPCM 

 

* Nếu .a b =0 thì AC CD  
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Bài 6(Olimpiad): Cho 𝑛 ∈ 𝑁 ∗, 𝑛 ≥ 2, x1, x2, …, xn ∈ 𝑅 thỏa mãn 

 𝑥𝑖
2

𝑛

𝑖=1

+  𝑥𝑖 . 𝑥𝑖+1 = 1(1)

𝑛−1

𝑖=1

 

Với mỗi 1≤ 𝑘 ≤ 𝑛. 𝑇ì𝑚 𝑚𝑎𝑥 𝑥𝑘  . 
                                                                                       (anh qua) 

Lời giải 

Ta có (1) ↔ 2  𝑥𝑖
2𝑛

𝑖=1 + 2  𝑥𝑖 . 𝑥𝑖+1 = 1𝑛−1
𝑖=1  

↔ 𝑥1
2 +  𝑥1 + 𝑥2 2 + ⋯ +  𝑥𝑘 + 𝑥𝑘+1 2 + ⋯ + 𝑥𝑛

2 = 2. 
Theo bất đẳng thức Cauchy - Schwarz ta có: 

𝑥1
2 +  𝑥1 + 𝑥2 2 + ⋯ +  𝑥𝑘−1 + 𝑥𝑘 2 

= 𝑥1
2 +  −𝑥1 − 𝑥2 2 + ⋯ +  (−1)𝑘−1𝑥𝑘−1 + (−1)𝑘𝑥𝑘 2 

≥
1

𝑘
𝑥𝑘

2 

Tương tự 

 𝑥𝑘 + 𝑥𝑘+1 2 + ⋯ +  𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛 2 + 𝑥𝑛
2

≥
1

𝑛 − 𝑘 + 1
𝑥𝑘

2 

Cộng theo vế của 2 bất đẳng thức ta có: 



2 ≥ (
1

𝑘
+

1

𝑛 − 𝑘 + 1
)𝑥𝑘

2 

→  𝑥𝑘  ≤  
2𝑘(𝑛 − 𝑘 + 1)

𝑛 + 1
. 

Dâu bằng xảy ra khi và chỉ khi  𝑥1 = −𝑥1 − 𝑥2 = ⋯ = (−1)𝑘−1. 𝑥𝑘−1 +
(−1)𝑘−1. 𝑥𝑘  và 𝑥𝑛 = −𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 = ⋯ = (−1)𝑛−𝑘+1(𝑥𝑘+1 + 𝑥𝑘 ) 

𝑥𝑘 = ± 
2𝑘(𝑛 − 𝑘 + 1)

𝑛 + 1
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
 

 

 

 

 

 


