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Loi cam on

Nguyén li Dirichlet va nguyén li cuc han la hai nguyén li co ngi dung kha don gian,
song né lai la mot cong cu rat hiéu qua ding dé chimg minh nhiéu két quad sdu sdc ciia
todn hoc. N6 ¢é nhiéu vmg dung trong nhiéu linh viee lai ¢6 thé dp dung réng rdi trong
viéc chung minh cdc bai toan 16 hop, s6 hoc, dai sé... N6 la cong cu tao nén nhiéu két
qud dep trong hinh hoc va la mét trong nhitng phwong phdp tiép cdn bai todn rdt djc
ddo. Pdc biét la doi véi cde bai todn danh cho hoc sinh gioi, thi chon doi tuyén quéc
gia hay cdc ki thi IMO ciing nhw cdc ki thi todn hoc trén thé gici. Viéc sir dung hai
nguyén Ii o khéng chi tao nén nhitng két qua dep khi gidi quyét nhitng bai todn chitng
minh trong dai 6, Iy thuyét s6 ma cd & hinh hoc. Vi vdy dé tai «Ung dung nguyén i
Dirichlet va nguyén li cuc han trong giai toan hinh hoc » la mot dé tai rdt thiét thuc
khai thac vao mét phwong phdp gidi todn hinh hoc ma chwa dwoc nhdc téi nhiéu.

Trong khudn khé gidi han ciia dé tai, téi khéng dwa ra cdc khdi niém, dinh 1y, tinh
chdt méi ma chi trinh bay cdc noi dung chinh thudc dé tai, cdc dang bai tap, thi du
minh hoa va bai tdp wng dung.

Mac du da tham khao mot luwong rat lom cac tdi lidu cung voi sy né luc cia ban
than nhung do trinh dg hiéu biét ¢ han nén chdc chan khéng tranh khéi thiéu sot. Vi
vay, t6i rat mong dwoc sw g6p y cia thdy gido Ths. Nguyén Chién Thing va ban doc.

Mot lan nita téi xin chan thanh cam on thdy gido Ths. Nguyén Chién Thdng, ciing
nhw Thw vién Pai hoc Vinh va toan thé cdac ban sinh vién lop 494 Toan da giup do toi

hoan thanh dé tai nay !

Nguwoi thuc hién

Sinh vién :

Hoang Thi Ngoc Tra
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LOI MO DAU

1. Li do chon dé tai

Sau gan nira thé ki hinh thanh va phat trién, c6 thé ndi, gido duc miii nhon (gido
duc ning khiéu) da thu dwoc nhiéu thanh tyu ryc r& véi nhiu thanh tich va huy
chuong chéi loi. Cac doi tuyén quéc gia tham gia cac ki thi Olympic quéc té (IMO) co
bé day thanh tich mang tinh 6n dinh va c6 tinh ké thira.

Tir nhiéu ndm nay, cac hé nang khiéu toan hoc va cac truong THPT chuyén thuong
sit dung song song sach gido phd thong va két hop thém cac tai liu chuyén khoa.
Ngoai thi truong hién tai cé rat nhiéu tai liu tham khao. Song, van dé vé cac tai liéu
mang tinh chét chuyén dé van con rat it, hodc néi rat mo nhat. Dic biét 1a cac chuyén
dé vé hinh hoc. Vi vay trong bai tiéu luAn mon hinh hoc so cép va lich st toan nay to1
da chon dé tai 1a “Ung dung ciia nguyén Ii Dirichlet va nguyén li cwc han trong vigc
gidi todn hinh hoc” . Hi vong n6 co thé tré thanh mét tai liéu tham khao cho qua trinh
day hoc bo mén hinh hoc ¢ truong THPT va danh cho hoc sinh chuyén toan.

Nguyeén li dirichlet va nguyén li cuc han 1a hai nguyén li ¢6 nd1 dung khéa don gian,
song né lai 1a mot cong cy rat hiéu qua dung dé chirg minh nhiéu két qua siu sic cia
toan hoc. N6 dic biét co nhiéu Gmg dung trong linh vuc lai c¢6 thé ap dung rong rii
trong viéc chung minh céc bai toan to hop, sb hoc, dai sb... Pac biét no 1a cong cu tao
nén nhiéu két qua dep trong hinh hoc.

Nguyén li nay trong nhiéu truong hop nguoi ta d& dang chirmg minh duoc su ton
tai ma khong dua ra duoc phuong phép tim vat cu thé, nhung trong thuc té nhiéu bai
toan ta chi can chi ra sy ton tai 1a du roi.

2. Muc dich nghién ciru

Muc dich cua bai tiéu luan 1a nghién ctru cac co sé 1y luan va dua vao thuc tién qua
cac ki thi ciing nhu qua trinh day hoc bo mén hinh hoc & truong THPT dé téng hop va
dua ra dugc cac ing dung quan trong ctua nguyén li Dirichlet va nguyén li cyc han vao
vi€c giai toan hinh hoc.

3. Nhiém vu nghién ciru.

Pé dat duge muc dich nghién ctu trén bai tiéu luan c6 nhiém vy lam 1o nhirng van
dé sau:

3.1.Néu rd dugc ndi dung cua hai nguyén li Dirichlet va nguyén li cuc han.
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3.2.Néu duoc cach tng dung hai nguyén li trén vao viéc giai toan hinh hoc nhu thé
nao.

3.3.Hé théng lai dugc cac dang bai tap c6 img dung hai nguyén li Dirichlet va nguyén
li cuc han.

4.Phwong phap nghién ciru

- Nghién ciru cac co sé li luan, co s& khoa hoc nhim cho mét cai nhin téng quat
nhét vé ndi dung nguyén li Dirichlet va nguyén li cyc han va nhan di¢n bai toan co thé
giai quyét duoc bang nguyén i Dirichlet va nguyén i cuc han.

- Phan tich va tong hop cac dang bai tdp nham xdy dung dugc mot hé thong bai tap
di tir d& t6i kho, tir cu thé t&i tong quat ¢ ing dung nguyén li Dirichlet va nguyén 1i
cuc han.

5.Giai thuyét khoa hoc.

Néu xac dinh duoc cac ung dung va hé théng lai dugc cac dang bai tap thi sé& gop
phén nang cao chét lugng day hoc Toan dac biét 1a b0 mon hinh hoc ¢ truong THPT
va boi dudng hoc sinh gioi.

6.Tinh hinh nghién ctru d@ tai.

Trong qué trinh tim hiéu, dé tai “Ung dung ciia nguyén li dirichlet va nguyén i
cwe han va gidi todn hinh hoc” 13 mot dé tai hay, dugc kha nhiéu tai liéu cling nhu
luan van dé cap téi nhung gan nhu déu dimg lai & mtc chung chung, hodc chi danh
cho n6 mot vai ¥ nho trong ca ndi dung 16n cta phan Toan rdi rac.
7.D6ng gbp ciia bai tiéu luin.

7.1. V& mit 1y luan:

Bai tiéu luan nay néu rd duge cic ung dung ctia nguyén li Dirichlet va nguyén li

Cuc han vao gidi toan hinh hoc va h¢ théng duoc cac dang bai tap.

7.2. V& mat thuc tién:
Bai tiéu ludn s& tré thanh mot tai liéu tham khao cho cac gido vién giang day &
truong THPT ciing nhu qué trinh day hoc sinh gioi.
8.Cau triic ciia bai tiéu luan.
Ngoai phan m& dau, két luan va tai liu tham khao. bai tiéu luan gdm c6 2
chuong:

Chuong 1 : Nguyén li Dirichlet
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Chuong 2: Nguyén 1i Cyc han.
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CHUONG 1 - NGUYEN LY DIRICHLET

1.1.Nha toan hoc Dirichlet
Gidi thiéu chung:

Toan hoc & Btrc trong nira dau cua thé ky tho XIX da dat t61 mot mac do
16n, n6 duge danh diu béi cac cong trinh nghién ctru 16n ctia CF Gauss (1777-
1855), CGJ Jacobi (1804-1851), va G. Lejeune-Dirich (1805-1859). Trong thuc
té, hau nhu tt ca cac nha toan hoc hang dau ctia Purc vao giai doan ndy da co
vai tro rat quan trong trong cong tac giang day va truyén thu lai kién thtrc. Diéu
nay dic biét dang cho Jacobi va Dirichlet, nhitng ngudi thanh cong nhét trong
cong tac gido duc va da dat duoc mot cap d6 moéi vé giang day theo dinh huéng
nghién ctru hién tai cia ho trong khi Gauss lai 1a mdt nguoi "thue sy khong
thich" viéc giang day — hay no1 ding hon 1a viéc giang day khong dugc Gauss
quan tim nhiéu lam trong sy nghiép nghién ciru ctia minh. Vai tro hang dau cua
toan hoc Prc trong ntra sau cta thé ky XIX va tham chi dén nim 1933 dinh
ménh s& 1a khong thé tuong tuong néu khong c6 co so dit bai Gauss, Jacobi, va
Dirichlet. Nhung trong khi Gauss va Jacobi dd duoc vinh danh thi c¢6 18 tén tudi
ctia nha toan hoc Drichlet lai chi c6 mdt vai bai bao, bai viét ngin bang tiéng
Anh. Vi vy trong bai tiéu ludn cua t6i hom nay xin dugc trich nguyén mot

phan dé no6i vé nha toan hoc 15i lac nay: G. Lejeune-Dirich
Phén ndy bao gém cic ¥ nhu sau:
1. Vai nét vé tiéu sir nha toan hoc Dirichlet.

2. Céc cong trinh toan hoc.
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Chéan dung nha toan hoc Dirichlet

1.1.1 Vai nét vé tiéu sir nha toan hoc Dirichlet.

G. Lejeune-Dirich tén day du 1a Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, sinh
ra tai Duren — viing dat nam giita Cologne va Aachen vio ngay 13 thang 2 nam
1805. Ong 14 ngudi con thir bay va ciing 1a con ut ciia Johann Arnold Lejeune
Dirichlet (1762-1837) cung vo 1a Anna Elisabeth.Cha cta Dirichlet 1a mot buu
dién vién, nha 1ai budn va ciing Gy vién hoi dong thanh phd & Duren véi chirc
danh 1a chinh uy Poste. Nam 1807, sau khi toan by khu vuc bo trai ciia dong
song Rhine nhén sy cai tri ciia Phap — két qua ctia cudc chién tranh gitta cach
mang Phéap va Napoleon, cac thanh vién cua gia dinh Dirichlet da tr¢ thanh
cong dan Phap. Cudi cung that bai cia Napoleon Bonaparte tai tran chién

Waterloo va sy to chire lai Chau Au tai Hoi nghi Vienna (1814-1815), mdt vung
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rong 16n cua khu vyc bo trai song Rhine bao gom Bonn, Cologne, Aachen va

Duren di thudc Pho, va gia dinh Dirichlet d3 tro thanh cong dan Phé.

Cai tén "Lejeune Dirichlet" xuat hién mot cach kha binh thudng cho mét gia
dinh nguoi Ptre. Chiing t6i xin giai thich ngén gon ngudn gdc cta né : dng cia
Dirichlet 1a Antoine Lejeune Dirichlet — 6ng ndi cua Dirichlet (1711 - 1784)
duogc sinh ra & Verviers (gan EGE "Li, Bi) va dinh cu & Duren, noi 6ng da két
hon véi mot ¢6 con gai cua mot gia dinh Duren. Cha cua G. Lejeune-Dirich 1a
ngudi dau tién mang tén "Lejeune Dirichlet" (c6 nghia 13 "Dirichlet tré") dé
phan biét véi tén ctia 6ng ndi, nguoi dau tién cing tén. Tén goi "Dirichlet"
(hodc "Derichelette") c6 nghia 1a "t&i tir Richelette" - mot thi tran nho & Bi.
Chung t6i dé cap dén diéu nay voi muc dich 13 tranh sai 1am rang Dirichlet 1a

hau dué¢ ctia mot gia dinh Huguenot Phap.

Cha me cua Dirichlet rat c6 nang khiéu nudi day con. Diéu nay chic chin s&
khong 1a mot van dé dé dang dbi véi ho, vi gia dinh ho thyc su khong may kha
gia.

Pau tién Dirichlet tham dy mét trudng tiéu hoc tu thuc. O do, ong da duoc
huéng dan bang tiéng Latin n6 nhu 1a mot budc chuan bi cho truong trung hoc
noi ma viéc nghién ctru cac ngdn ngit cd xua nhu 1a mot phan thiét yéu cia viéc
dao tao. Tai nang toan hoc Dirichlet boc 16 tir rat sém. Khi chua dﬁy 12 tudi
ong da s dung tién tGi cua minh dé mua sach vé toan hoc, va khi ho noi ré“mg
ong khong thé hiéu chung, 6ng di tra 10i rang , du sao di nita rang ong ciing &

doc chung cho dén khi thuc su hiéu chung.

Luc dau, cha me cta Dirichlet mubn con trai caa ho tré thanh mot thuong
gia. Va ong da manh mé phan d6i ké hoach nay va néi rang 6ng muén hoc, cha
me clia ong dd dong ¥ va giri 6ng t6i trudng trung hoc & Bonn nam 1817. O
day c6 nhitng cau bé 12 tudi duoc quan tdm, cham séc va giam sat cua Peter
Joseph Elvenich (1796-1886), mot hoc sinh xuat sic vé cac ngdn ngit ¢b dai va
triét hoc, nguoi di dugc 1am quen véi gia dinh Dirichlet. B4i véi Dirichlet,
Elvenich d& khong phai giam sat nhiéu. Ong 1a mot hoc sinh cham chi va tét voi
cach cu xtr dé chju, 6ng dd nhanh chong gianh duogc sy yéu mén cua tat ca

nhiing nguoi cung lam vi¢c véi 6ng. Doi voi dac diém nay, ching ta c6 rat
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nhiéu ngudi duong thoi ndi tiéng 1am ching nhu A. von Humboldt (1769 -
1859), CF Gauss, Jacobi CGJ, Fanny Mendelssohn Bartholdy Hensel nee (1805
- 1847), Felix Mendelssohn Bartholdy (1809-1847), KA Varnhagen von Ense
(1785 - 1858), B. Riemann (1826-1866), R. Dedekind (1831-1916). Dirichlet

cho théy mot sy quan tdm dac bi€t trong toan hoc va lich str.

Sau hai nam Dirichlet chuyén téi trudng trung hoc Jesuiter tai Cologne. Khi
do Elvenich da tro thanh mdt nha ngit van tai truong trung hoc & Koblenz va
dugc thang lam gido su tai truong Pai hoc Bonn va Breslau, va luén nhan thong
tin vé& cong viée cling nhu bang tét nghiép bac si cua Dirichlet .Tai Cologne,
Dirichlet d& dugc tham du bai giang vé toan hoc ciia Georg Simon Ohm (1789-
1854) — nguoi noi tiéng véi nhitng phat hién vé dinh luat Ohm (1826). Nam

1843 Ohm phat hién ra rang ndm thanh chuin dugc mé ta boi

dao dong hinh sin. Phat hién nay da mé duong cho viéc ap dung giai tich
Fourier vao viéc phan tich am thanh. Dirichlet da dat dugc nhirng tién bo nhanh
choéng trong toan hoc theo sy chi dao cia Ohm cung véi su nghién ctlru siéng
nang cua ong vé nhiing luan an toan hoc, vi vdy ma 6ng da sém c6 dugc mat
kién thirc rong 16n ngay ca & do tudi nay. Ong hoc tai truong trung hoc tai
Cologne nam chi c6 mot, bit dau vao mua dong nam 1820, va sau do bo di voi
mot chimg chi bo hoc. Trén chtng chi d6 da khang dinh rang Dirichlet da vuot
qua ki thi Abitur, nhung kiém tra mot trong céc tai liéu cho thay rang khong
phai nhu thé. Cac quy dinh vé viéc kiém tra Abitur yéu cau cac tng vién phai
c6 kha nang thuc hién mot cude tro chuyén béng tiéng Latinh - ngdn ngr chung
ctia thé gidi hoc thirc trong nhiéu thé ky. Ké tir khi Dirichlet vao truong trung
hoc chi méi ba nam, c6 1& 6ng d c6 nhiing van dé trong viéc théa man diéu
kién quan trong nay. Hon nita 6ng ciing khong can Abitur dé hoc toan hoc —
nhiing gi ma 6ng mong udc. Tuy vdy, su thiéu kha niang noi La tinh cua 6ng da
lam ong gap khé khan nhiéu trong sudt sy nghiép cia minh nhu ching ta s&
thdy sau ndy. Trong moi truong hop, Dirichlet da bat thudng rdi khoi truong
trung hoc & d6 tudi 16 voi chimg chi di roi truong hoc nhung khéng c6 mot

kiém tra Abitur.
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Cha me¢ cua 6ng bay gio mudn anh hoc luit dé ddm bao mdt cude séng tdt dé
ho con trai. Dirichlet tuyén bd 6ng sin sang céng hién hét minh cho viéc hoc
hang ngay trong thoi gian ban ngay - nhung sau d6 ong s& nghién ctru toan hoc

vao ban dém. Sau nay cha me ctia 6ng di ddng y dé dng nghién ciru toan hoc.
e Hoc tai Paris.

Khoang 1820 cac diéu kién dé nghién ctru toan hoc & Ptrc 1a kha x4u cho hoc
sinh thuc sy sdu sic quan tdm dén toan hoc. Nha toan hoc néi tiéng thé gisi duy
nhit 13 CF Gauss ¢ Gottingen, nhung lai giit mot cai ghé cho thién van hoc.
Gauss vi giam ddc dau tién Sternwarte , Vi gﬁn nhu tat ca cac khoa hoc cta
minh da danh cho thién van hoc, do dac, va ap dung toan hoc. Hon nira, Gauss
khong thich giang day - it nhat 1a khong phai tir cap do thap theo 1¢ thuong &
thoi d6. Nguoc lai, cac diéu kién & Phap luc d6 thuc su 1a tot hon. Cac nha khoa
hoc ndi tiéng nhu P.-S. Laplace (1749-1827), A.-M. Legendre (1752-1833), J.
Fourier (1768-1830), S.-D. Poisson (1781-1840), A.-L. Cauchy (1789-1857)
déu hoat dong & Paris, lam cho thu d6 cua nudc Phap tré thanh mot thé gidi cua
toan hoc. Gia dinh cua Dirichlet cling c6 mdt vai mbi quan h¢ kha tdt voi mot
s6 gia dinh ngudi Phép tai Paris va ho di dé cho con trai ctia ho di dén Paris vao
thang 5 ndm 1822 dé nghién ctru toan hoc. Dirichlet hoc tai Sb EGE “de France
va ¢ Faculte des Sciences, noi 6ng tham du cac bai giang ctia cac gido su luu y
nhu SF Lacroix (1765-1843), J.-B. Biot (1774-1862), JNP Hachette (1769-
1834), va Franceeur LB (1773-1849). Ong ciing xin phép tham du cac bai giang
12 mot sinh vién khach moi ndi tiéng Ecole Polytechnique. Nhung dai bién phia
Pho tai Paris da tir chdi yéu cau do néu khong c6 mot sy cho phép dac biét tir bod
truéng Pho cuia cac cong tac ton gido, gido duc, va y hoc, hay cua chinh
Freiherr Karl Zooming volt Stein Altenstein. 17 tudi mét sinh vién nhu
Dirichlet t4i tr Rhenisch, mot tinh 1é khong c6 co hoi dé kiém duoc mét sy cho

phép nhu vay..

Chi tiét vé cac khoa hoc Dirichlet 1a duong nhu khong duoc biét. Ching toi
biét ring Dirichlet, khong chi nhitng khoa hoc d6 , bai luan vin kiét tac vé sd
hoc cua Gauss ciing dugc Dirichlet cha y. Theo yéu cau cua Dirichlet,me cua

ong da mua mot ban sao cua bai luan van va gui to1 Paris cho 6ng trong thang
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mudi mot nam 1820 Khong con nghi ngd gi nita, nhimg nghién ciru vé nhimng
kiét tac 16m ctua Gauss di dé lai cho Dirichlet 1 4n tuong lau dai, cai ma co tam
quan trong ko thua kém gi so v&i an teong ma céc khoa hoc. Chung ta biét rang
viéc nghién ctru Dirichlet vé bai luén vin sd hoc dién ra thuong xuyén trong
cudc doi ciia 6ng, va chiing ta c6 thé gia dinh chic chan rang 6ng 1a nha toan

hoc nguoi1 DBuce dau tién ndm 1o vé nghién ctru doc dao nay.

Ong khong bao gid dit ban sao d6 trén ké ctia minh, vi n6 ludn luén nam
trén ban cua 6ng. Sartoriusvon Waltershausen ([Sa], trang 21) da viét rang
Dirichlet da luén luén mang theo ban sao d6 bén minh trén tit ca cac chuyén di
ctia minh diéu d6 giéng nhu viéc cac gido si ludn ludén bén minh mang theo
cubn sach cau nguyén cua ho. Sau mot nim song yén tinh trong su tach biét, chi
tan tam tG1 nhitng sy nghién ctru ctia minh, cude séng cua Dirichlet da c6 mot
su thay d6i co ban trong muia hé nam 1823. Tuéng MS Foy (1775 - 1825) dang
tim kiém mot ngudi giam ho riéng dé day ngdn ngir Pirc va van hoc cho cac
con cua minh. N6i vé tuéng MS Foy, d6 1a mot vi tudng 15i lac cé trinh d6 hoc
van cao, mot vi anh hung ndi tiéng dong vai tro 1anh dao trong subt 20 nim
trong cudc chién tranh ciia cach mang Phap va Napoleon Bonaparte. Ong da
danh dugc rat nhidu sy mén m vi chinh nhiing chién luoc ctia 6ng ma quéan doi
tranh dugc nhitng ton thit ning né khong can thiét. Nam 1819 Foy duoc bau
vao Vién dai biéu noi ma 6ng 1a ngudi ding dau phe dbi 1ap tan cong manh mé
nhit vao cac chinh sach ma phan 16n dugc bo phiéu 6 1oi cho vua chua ciing
nhu gigo si cuc doan. Bang su giup d& cua Larchet de Charmont, mot nguoi
ban cii cua Tudong Foy va nguoi ban cia cha me Dirichlet, Dirichlet da duoc
gidi thiéu vai gia dinh Foy va 6ng da nhan dugc mdt cong viéc voi mire luong
t6t, dé ong khong con phai phu thudc vao su hd trg tai chinh ctia cha me. Cong
viéc giang day rat vira phai, Dirichlet ¢ du thoi gian cho nhiing su nghién ctru
ctia minh... Ngoai ra, véi sy giup d& cua Dirichlet, Mme Foy on lai tiéng Puc
cua cd, va, ngugc lai, co6 da gitp Dirichlet thoat khoi giong Buc ctia minh khi
noi tiéng Phap. Dirichlet dugce dbi xir nhur 14 thanh vién cua gia dinh Foy va
cam thay rat thoai mai khi & vi tri may man nay. Ngoi nha cua Tong Foy 12 mot
diém hen cta nhiéu nhan vat noi tiéng ¢ thu d6 nuéc Phap va chinh diéu nay da

cho phép Dirichlet dat dugc su tu tin trong mat xa hdi cia 6ng - diéu d6 c6 thm
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quan trong trong cudc séng tuong lai ciia 6ng. Dirichlet nhanh chong lam quen

dugc véi cac gido vién trong vién han lam ctiia minh.

Cong viée déu tién mang tinh chit han 1am cua Dirichlet 14 mot ban dich
tiéng Phap ciia mot bai bao ciia JA Eytelwein (1764 - 1848), thanh vién cia
Vién Han 1am Khoa hoc Hoang gia ¢ Berlin, vé thiy dong luc hoc ([EY]). Gido
vién cua Dirichlet 1a Hachette st dung ban dich nay khi 6ng da dua ra mét bao
cdo cong vi¢c nay cho nhitng nguodi & Pari, Societe Paris Philomatique thang 5
niam 1823, va 6ng xuit ban mot bai phé binh lai trong Bulletin des Khoa hoc
ménh Societe la Philomatique de Paris, 1823, trang113-115. Ban dich da duogc
in vao nam 1825 ([EY]), va Dirichlet giri mgt ban sao choVién Han 1am Khoa

hoc tai Berlin nam 1826 ([Bi.8], trang 41).

Cong trinh khoa hoc dau tién cua Dirichlet c6 tén Memoire sur l'impossibilite
de quelques indeterminees du “cinqui EME degre ([Q.1], trang 10-20 va tr 21-
46) ngay lap tirc dugc danh gia cao trong gidi khoa hoc.

- 34. ,
Mémoire sur impossibilité de quelques équations
' indéterminées du cinquiéme degré.

(Par Mr. Lejeune Dirichlet, professeur en mathématiques.)

r

Lu a Pacadémie royale des sciences (institut de France), le 11. Juillet 1825, par I'auteur.

(D’aprés le rapport de MM. Lacroix et Legendre, ce mémoire a é1é approuvé,
et doit étre imprimé dans le recueil des mémoires de savans étrangers ¥), )

On sait que la théorie des équations indéterminées des degrés supé-
rieurs au second, est encore trés peu avancée; il est vrai qu’il y a une
infinité d’équations de tous les degrés dont on peut démontrer I'impossi-
bilité en faisant voir qune quelles que soient les valeurs que l'on attribue
aux indéterminées, les deux membres de I'équation proposée ne peuvent
jamais donner le méme reste lorsquon les divise par un certain nom-
bre ou module; mais lorsquune équation ne peut pas étre traitée par
ce moyen, il devient difficile de prouver qu'elle est impossible, et on n’y
est parvenu, jusqua présent, que pour un trés petit nombre d’équations.

“Memoire sur I'impossibilite de quelques indeterminees du “cinqui EME

degre”
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Cong viéc nay lién quan chit ché dén Pinh 1y Fermat 16n ctia nam 1637, dinh
li phét biéu rang phuong trinh:
n n

X"+y'=1z

khong thé duoc giai quyét trong tap sb nguyén, (x, y, z # 0 ,n>3,nEN ).

Chu dé nay van con dang co nhiéu tranh cii, do d6 Vién Han 1am Khoa hoc
Phép da treo mot giai thuong cho ngudi chimg minh duoc gia thuyét nay, cac
giai phap phai duoc gui trude thang 1 nam 1818. Trong thuc té, chiing ta biét
rang Wilhelm Olbers (1758 - 1840) d3 gdy ra su cht ¥ cua Gauss cho cau hoi
nay, hy vong rang s& Gauss c6 thé danh duogc giai thuong, mot huy chuong
vang tri gia 3.000 Franc ([O.1] tr 626-627). Tai thoi diém d6, 10i giai cho
phuong trinh Fermat d6i véi cac s6 nguyén khac khong chi duoc chirng minh

cho hai s6 mii n, cu thé 1a cho n =4 cua Fermat, va cho n = 3 cua Euler.

Vi di dugc chimg minh day dit v6i n =4 va cho tit ca n s6 nguyén t6 1é =p
>3, van dé da duoc mo cho tit ca cac s nguyén t p > 5. Dirichlet bat dau

nghién ciru cac truong hop p = 5 va bat dau xem xét phuong trinh:

trong tap cac sb nguyén, trong dé a 1a mot s nguyén cd dinh. Ong da ching

minh cho nhiéu gia tri dac biét cua a, vi du:

Cho a =4 va cho a = 16, ma phuong trinh nay thira nhan giai phap khong tim
thudng trong tap sé nguyén. Ddi véi cac phuong trinh Fermat, Dirichlet da chi
ra rang ddi v6i bat ky gia thuyét khong tim thuong co ban x, y, z, mot trong
nhing con sé phai duogc chia cho 5, va 6ng suy ra mot mau thudn theo gia dinh
rang con s ndy 14 s6 chin. Nhitng " trudng hop ky la " con lai duoc giai quyét
dau tién.

Dirichlet gtri nghién ctru cua minh cho Vién Han 1dm Khoa hoc Phap va nhan
duoc su cho phép thuyét trinh vé cong viéc cia minh cho cac thanh vién cia
Hoc vién. Piéu nay phai dugc coi 1a mot su kién dang ghi nhé vi luc d6 ong 1a
mot sinh vién phéap 20 tudi, chua timg dugc cong bd bat ctr diéu gi va tham chi

ong chua c6 mot bang cap nao. Dirichlet thuyét trinh bai giang ctia minh vao
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ngay 11 thang sau 1825, va mot tuan sau d6 duoc Lacroix va Legendre viét mot
bai bdo ngudng mo 6ng, nhd vao d6 ma Hoc vién quyét dinh dé bai bao dugc in
trong ban Ghi nhd Recueil des des Savansetrangers. Tuy nhién, du dinh vé viée
xuét ban khong tré thanh hién thuc. Nam 1825, Dirichlet d phai ty minh xuét
ban, va xuat ban n6 sau nay dudi hinh thirc chi tiét hon trong tap thir ba cta cta
Tap chi Crelle (tap chi dugc thanh 1ap bdi August Leopold Crelle (Berlin) vao
nam 1826 va chinh stra boi 6ng cho dén khi qua doi vao nam 1855) Sau d6
Legendre dit van dé cho cac trirong hop 18 di néi & trén, va Dirichlet ciing tiép
tuc xur 1y truong hop nay bang cac phuong phap ciia minh. Diéu nay giai quyét

cac truong hop n = 5 mot cach hoan chinh.

Dirichlet di c¢6 dong gop déang ké dau tién cho phat biéu cia Fermat sau hon
50 nam sau khi Euler, va ngay 1ap tic tao dugc danh tiéng cho 6ng nhu 13 mot
nha téan hoc tai ba. Bay nam sau do, ong ciing da chitng minh rang phuong
trinh ctia Fermat cho s6 mil 14 thira nhan phuong phap s6 nguyén khong tim
thuong. (Cac trudng hop n = 7 di dugc giai quyét chi vao nim 1840 boi G.
Lame (1795-1870).) M6t diém dang chu ¥ cuia cong viée cuia Dirichlet vé van

dé cua Fermat dua trén cac dang toan phuong, d6 13, trong
Z[B]véin=5vazZ[ J-7]véin=14.
Ong duong nhu da danh nhiéu suy nghi vé van dé nay, khi nim 1843

E. Kummer (1810-1893) da cho anh ta mot danh sach c6 chira mdt cach chung
minh chung chung cho phat biéu ctia Fermat. Dirichlet tra lai ban thdo va nhan
manh rang day thuc sy s& 1a mot phwong phéap chirng minh hop 1é. Néu
Kummer d4 khong chi dwa ra phan s cho bat kysd nguyén nao dudi linh
vuc....thanh mot phan s t6i gian. Tuy nhién, diéu nay khong dang. O day va
trong phan th{r hai 'ciia Gauss vé biquadratic du lugng chiing ta phan biét dugc

su khoi dau cua 1y thuyét sé dai sb.

Céc bai giang cho cac hoc vién da cho Dirichlet tiép xuc gan giii hon v6i mot
vai hoc thuat ndi tiéng, dac biét 1a véi Fourier va Poisson, nguoi da danh thirc
niém say mé cta dng trong vat Iy toan hoc. Nhirng ngudi quen voi Fourier va
nghién ctru cia Theorie analytique de la chaleur ctia 6ng 1o rang da cho anh
dong luc dé sau nay cua ong ky nguyén lam viéc trén chudi Fourier.
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e Tham gia dich vu quin sw nwéc Phd.

Cho dén tan1807 Alexander von Humboldt (1769-1859) van con song &
Paris va 1am viéc mot minh trén 36 thé tich minh hoa lang phi vé danh gia khoa
hoc ctia doan tham hiém nghién ciru ctia 6ng trong nhitng ndm 1799-1804 voi
A. Bonpland (1773-1858) dén phia Nam va Trung M. Cudc tham hiém nay da
dem vé cho anh danh tiéng rat 16n trén toan thé gidi, va éng tro thanh mot vién
sT thong tan ctuia Hoc vién han 1am Phap nam 1804 va mot thanh vién qudc té
vao nam 1810. Von Humboldt di c6 mot niém dam mé rat 16n dbi véi khoa
hoc tu nhién va trén do, 6ng da hao phong dung su ndi tiéng cia minh dé hd tro
tré tai nang trong bat ky loai hinh nghé thuat hay khoa hoc,tham chi ngay ca khi
ong khong con mot xu trong tii. Khoang nim 1825 6ng da dugc vé dé hoan
thanh cong viéc tuyét voi ctia minh va quay tré lai Berlin gidng nhu mot quy
ong va duge sy quan tim cta vua Pho Friedrich Wilhelm 111, 13 nguoi ciing

muon co tiéng tam bén khoa hoc.

V&1 su gidi thi€u cua Fourier va Poisson, Dirichlet da tiép xuc voi A. von
Humboldt. Déi véi Dirichlet vige tim kiém mot viée 1am c6 dinh da tré thanh
mot van dé cap bach trong 1825-1826, ké tir khi Tuéng Foy 1am chung vao
thang 11 nam 1825, va viéc d6 dong nghia voi cong viée gia su s& cham dit
som. J. Liouville (1809-1882) da lap di lap lai nhiéu lan rang Dirichlet s& san
sang ¢ lai tai paris néu ong c6 vi¢e, tham chi chi la mot vi tri véi muc luong
khiém tén ([T], phan dau tién, trang 48, chu thich). Nhan dip chuyén tham dau
tién cua 6ng véi A. von Humboldt, Dirichlet bay to mong mudn cho mdt cude
hen tai Phd qué huong cta minh. Von Humboldt ung ho ong trong ké hoach va
dé nghi giup d& ong cung mot lic. Myc tiéu cia viée tuyén bd nay 1a dé bién
Berlin thanh mgt trung tam vé nghién curu vé toan hoc va khoa hoc tu nhién

([Bi.5]).

Vi sy giup do von Humboldt, don xin viéc & Berlin dugc viét mét cach
dﬁy htra hen: Ngay 14 Thang 5, 1826, Dirichlet da viét mot 14 thu xin viéc cho
tudng Pho von Altenstein va thém mot tai ban cudn luan van cua minh vé
nhiing van dé cua Fermat va mot 14 thu gidi thiéu cia von Humboldt t6i nguoi

ban cii cua 6ng von Altenstein. Dirichlet cling da gui cac ban sao ctia cuon luén

17
Bui Thé Viét (nthoangcute) — 9a6 — THCS Luong Thé Vinh — TP. Thai Binh



Diendantoanhoc.net

Noi hoi tu cua Toan Hoc

van ciia 6ng vé cac van dé Fermat va ban dich cta ong vé cong viéc cia
Eytelwein cho Vién Han 1am ¢ Berlin cing v6i mot gidy gidi thiéu cia A. von
Humboldt, 1o rang 1a hy vong dé duoc hd tro boi cac vién si va cac nha thién
van hoc Eytelwein JF Encke (1791-1865), ---mdt sinh vién ctia Gauss, va la thu
ky Vién Han lam. Thir ba, ngay 28 thang 5 nam 1826, Dirichlet giri mdt ban sao
ban ludn van cua ong vé van dé Fermat v6i mot 14 thu kém theo dén CF Gauss
& Gottingen, giai thich tinh hinh ctia 6ng va yéu cau Gauss giri danh gia cua
minh téi mot trong nhitng cong sy cia dng & Berlin. Vi chi ¢6 rt it ngudi co dir
hiéu biét vé chu dé cua bai bao, Dirichlet d lo ngai rang cong viéc ctia minh c6
thé danh gia thip ¢ Berlin. (Thu nay duoc cong b trong [D.2], trang 373-374.)
Ong ciing kém theo mot 14 thu gidi thiéu ciia Gauss va von A. Hum- boldt dé
anh huong t6i y kién cua Fourier va Poisson, Dirichlet tré da c6 mot tai ning
xudt sic nhat va tiép tuc trén con dudng t6t nhat Euler. Va von Humboldt 1&
rang yéu cau Gauss hd trg ciia Dirichlet bang sy ndi tiéng cua ong ([Bi.6],

trang 28-29).

Bay gid cic van dé tién hanh sudn sé: Gauss di viét cho Encke cho thay rang
Dirichlet 12 méttai nang xut sic, Encke da viét cho mot quan chirc hang dau
trong Bo thyc hién viéc d6, theo sy hiéu biét ctia minh, Gauss chua bao gio ¢6
nhitng 101 khen nhu vay cho bat ctr nha khoa hoc nao. Sau khi Encke di thong
bao voi Gauss vé trang thai dﬁy htra hen cua cong viéc, Gauss da bién thu lai
vao ngay 13 thang chin, 1826, nhu 13 mot ngudi cha dbi voi Dirichlet, thé hién
su hai long ciia minh :"tir mét bure thu nhan duoc tir cac thu ky ciia Hoc vién &
Berlin, rﬁng chung ta c6 thé hy vong réng con s€ som nhan dugc mot vi tri thich

hop & quén huong con "([D.2], tr 375-376; [G.1], tr 514-515).

Dirichlet tr¢ lai Duren dé cho doi nhitng su ki¢n cua khoa hoc. Trudc khi
ong tr& Ve, ong da c6 mot cudc hop tai Paris ma co thé c6 dau vét dé lai 1au dai
trong lich st cua toan hoc.

Vao ngay 24 Thang 10 Nam 1826, NH Abel (1802-1829) da viét tir Paris
cho gi4o vién ctia minh va ngudi ban BM Holmboe (1795-1850), rang ong da
gip "Herrn Lé- Jeune Dirichlet, mot nguoi nudc Pho, ngudi dén tham t6i khac

ngay, ké tir khi 6ng coi t6i nhu 13 mot ngudi dong déng huwong. Ong 1a mot nha

18
Bui Thé Viét (nthoangcute) — 9a6 — THCS Luong Thé Vinh — TP. Thai Binh



Diendantoanhoc.net

Noi hoi tu cua Toan Hoc

toan hoc rat khon ngoan. Pong thoi véi Legendre 6ng di ching minh phuong

trinh:

X5+y5:ZS

1a khong giai quyét dugc trong s nguyén va nhiing két qua rat dep khac "([A],
van ban tiéng Phép trén trang 45 va vin ban Na Uy p. 41). Cudc gip mit giita
Abel va Dirichlet c6 thé c6 duge sy khdi dau clia mot tinh ban 1au dai gitra cac
nha toan hoc duong thdi, vi trong thoi diém d6 nhitng ké hoach dugc thyc hién
cho mdt vién bach khoa ¢ Berlin, va Abel, Dirichlet, Jacobi, va nha hinh hoc J.
Steiner (1796-1863) di dugc xem xét nhu 13 céc thanh vién hang dau cua hoi.
Tuy nhién, cac ké hoach nay, khong thé thanh hién thuc dugc. Abel qua doi
som vao nam 1829 chi hai ngay trude khi Crelle gui tin nhin cudi cing cta
ong, rang Abel chic chin sé dugc goi dén Berlin. Abel va Dirichlet khong bao
gio gdp nhau sau cudc gap gd ngan ngli ciia minh & Paris. Trude cai két thuc
khong may t6t dep & AL Crelle (1780-1855) ong da thyc hién moi nd luc dé tao
ra mét vi tri mdi cua Abel & Berlin, va 6ng da kha lac quan vé du 4n nay cho
dén thang Bay, 1828, khi 6ng viét cho Abel nhiing tin tirc khung khiép rang ké
hoach c¢6 thé khong duoc thuc hién tai thoi diém do, ké tir khi mot ddi tha canh
tranh moi "da roi ra khoi bau troi" ([A], van ban tiéng Phap, trang 66, Na Uy
van ban, trang 55) Nguoi ta dd phong doan rang Dirichlet chinh 1a d6i thu canh
tranh moi, mic du Abel chua hé biét dén tén ong, nhung nhimg cudc diéu tra

gan day boi G. Schubring (Bielefeld) cho thy diéu nay khong dung.

bép lai don xin viéc ,B0 truong von Altenstein da cép cho Dirichlet mot vi
tri giang day tai Pai hoc Breslau (Silesia, bay gio Wroclaw, Ba Lan) vdi co hoi
cho mot ky thi c6 tén Habilitation- ky thi yéu cau dé c6 thé trd' thanh mot
giang vién tai truong dai hoc véi mot muc lwong khiém tén hang nam 14 400
talers, do 1a muc luong khoi dau khiém ton ctia mot gido su tai thoi diém do.
(Piéu nay khong phai 13 qua té dbi voi mot chang trai tré 21 tudi khong cé bat
ky bang cap gi) Von mudn Dirichlet chuyén dén Breslau ngay tuan sau vi & d6
c6 vi tri tréng. Ong noi thém, néu Dirichlet van chua vuot qua ki thi tién si, ong
co thé gt mot don xin viéc dén khoa triét hoc ctia Pai hoc Bonn ma cép cho

ong tat ca cac thiét bi phu hop theo dang luat ([Sc.1]).
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Tuy nhién, viéc trao giai thuéng ctia tién si mat nhiéu thdi gian hon so von
Altenstein va Dirichlet di di doan. Cac thu tuc théng thuong 1a khong thé vi
mot sd 1y do chinh thirc sau: Dirichlet da khong hoc tai mot truong dai hoc Phé;
luan 4n ctia minh vé cic van dé& Fermat, d3 khong duoc viét bang tiéng Latin, va
Dirichlet thiéu kinh nghiém trong néi trdi chay tiéng Latin va do d6 khong dua
ra mot cudc tranh luan trude cong chung bang tiéng Latin. Mot su thing tién
nhu vay la khong thé, vi BO trudng BO von Altenstein da cAm céc loai thi tuc
dé nang cao trinh do cua tién si. Pé chinh thirc pha v& nhitng van dé nay mot sb
gido su tai Bonn dé xuit cac nghi thém mot danh hiéu tién si danh du. Dé nghi
nay da bi phan d6i boi cac thanh vién khéac ctia cic giang vién ctia khoa, ma
theo ho cach nay pha hoai cac quy tic thong thuong.

Céc cudc thao luan kéo dai mot thoi gian, cudi ciing cc giang vién da bo
phiéu nhat tri. Ngay 24 thang 2 nam 1827, ngudi ban cii ciia Dirichlet Elvenich,
tai thoi diém d6 pho gido su & Bonn, thong bao éng vé nhimng két thiic c¢6 hau,

va mot vai ngay sau do6 Dirichlet nhan dugc bang tot nghiép tién si cua minh.

Boi vi sy cham tré Dirichlet khong thé tiép tuc trach nhiém giang day cua
minh tai Breslau vao muia dong nim 1826-27. Thém vao d6, mot van dé nghiém
trong hon can phai dugc giai quyét mot cach bi mat boi Bo. Trong nhirng ngay
Trung va Pong Au bi sy cai tri khic nghiét ciia Lién minh Thanh Holy (1815),
cac Nghi dinh Carlsbad (1819) dugc thuc hién ti mi, va bi cdo budc “ké mi dan"
d4 bi khoi t6 (1819). Dan Ph tai Paris dd nhan dugc mot bire thu tir Bo tai
Berlin hoi vé van dé nhimng nghi ngd kich dong chinh tri ¢6 thé duoc phat hién
ra vé ngudi ndp don, vi di c6 nhiing tin don rang Dirichlet da song trong nha vi
tuéng Foy quéa cb, mot ké thu quyét liét ciia chinh pha. Sau khi kiém tra cac
van d¢, va bao cao rang khong ¢ chimg cé nio vé su phuong hai trong quan
diém va hanh dong cuia Dirichlet, va rang ong duong nhu da song chi danh cho

khoa hoc cua minh.
e Habilitation va gido sw ¢ Breslau.

Trong qua trinh cai cach Phé sau cac cudc chién tranh Napoleon, mot sb
truong dai hoc dugc thanh 1ap dudi su chi dao cuia Wilhelm von Humboldt

(1767-1835), - anh trai ciia Alexander von Humboldt, cu thé 1a, cac truong Dai
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hoc Berlin (1810), Breslau (1811), va Bonn (1818), va Pai hoc quan sy dugc
thanh 1ap & Berlin vao nam 1810, theo sang kién ctia Tong Phd GID von
Scharnhorst (1755-1813). Trong sudt sy nghiép cua éng Dirichlet da phai lam

voi tat ca cac to chirc nay. Ching to1 da dé cap dén tién si danh du tir Bonn.

Vao mua xuan nim 1827, Dirichlet chuyén tir Duren dén Breslau dé thyuc
hién cudc gap go cua 6ng. Trén hanh trinh dai d6 6ng da thuc hi¢n mot dudong
vong 16n qua Géttingen dé gap Gaub (ngay 18 Thang Ba 1827), va thong qua
Berlin. Trong mét 14 thu cho me ctia minh Dirichlet néi rang Gaub di dbi xir
vo1 6ng mot cach rat than thién. Tuong tu nhu vay, tir mdt bure thu khac cta
Gauss giri Olbers ([0.2], trang 479), chiing ta biét rang Gauss ciing da rat vui
khi dugc gap mit tryc tiép Dirichlet va 6ng bay té sy vui ming clia minh va ro
rang chinh d& nghi ctia ong di gitp Dirichlet duoc bo nhiém. Gauss cling da
n6i mot s6 thir vé cac chit dé ctia cude hoi thoai nay, va ong noi rang 6ng da
ngac nhién khi biét Dirichlet, ring su danh gia cac van dé toan hoc ctia ong

hoan toan dong ¥ voi cua Fourier, dang chu ¥ trén co sé hinh hoc.

Doi véi Dirichlet, nhiém vu dau tién & Breslau 1a chuén bi tu cach dé nhan
vao giang day-tap giang (du diéu kién nhu trudong dai hoc giang vién). Theo
quy dinh hién hanh, 6ng da:

a) tap giang ( giang thr),
b) dé viét mot luan an (Habilitationsschrift) trong tiéng Latin, va
¢) bao vé luan 4n ctia minh trong mot cudc tranh ludn cong cong s& dugce to
chire bang tiéng Latinh.
Diéu kién a) va b) khong gay ric rdi nghiém trong, nhung Dirichlet da kho khan
dap tng diéu kién c) vi khong cé kha nang néi troi chay tiéng Latin. Do d6 ong
da viét thu cho Bo truong B von Altenstein yéu cau mién cho cudc tranh luan
nay. B trudng da chip nhan — mic du o rat nhiéu ngudi trong khoa khong hai
long vé quyét dinh do.

Dé dap mg diéu kién a), Dirichlet da cho mot bai giang thir nghiém vé bang

chirng cua Lambert vé sy vo 1y cua s6 m. Va véi diéu kién b), ong da viét mot
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luan an vé s van dé 1y thuyét sau (xem [Q.1], trang 45-62): Cho x, b 13 cac s6

nguyén, b khong phai 1a binh phwong ctua mét sd nguyén, va mé rong:

(x+J5)” —u+wb

Véi u va v 1a cac so nguyén. Van dé la xac dinh cac hinh thirc tuyén tinh bao
gom cac s nguyén to chia v, khi bién x gia sur 14 tat ca cac s0 nguyén duong va
nguyén 4m nguyén to cung nhau vo1 b. Van dé nay dugce giai quyét trong hai

truong hop, tirc la:
(I) néu n 13 mot nguyén t6 1¢,
(1i) néu n 13 mot liy thira cua 2.

Céc két qua duoc minh hoa trén cac vi du dic biét. Mot diéu dang chi y 1a su
gidi thiéu trong d6 Dirichlet xem xét cac vi du tir cac 1y thuyét vé biquadratic
residues va dé cap dén cong viéc tuyét voi cia ong vé biquadratic residues,

duogc xuét hién trong cta Crelle tap chi thoi bay gio.

Luén 4n da duoc in vao dau nim 1828, va duogc guri dén von Altenstein, va
két qua 1a Dirichlet dugc thang quan ham pho gido su. A. von Humboldt thém
10i hira ciia b6 tri chuyén Dirichlet dén Berlin cang sém cang t6t. Theo Hensel
([H.1], vol. 1 p. 354) Dirichlet khong cam thiy thoai mai & Breslau, ong khong
thich tinh chat bé phéi rong rii & ddy. RS rang, ong bo 1§ viée trao doi quan
diém v6i cac nha nghién ctru c6 trinh d ma ong rat thich & Paris. Mat khéc, &
d6 c6 cac dong nghiép & Breslau 1a nhitng nguoi xem Dirichlet véi sy ton trong
cao, nhu trong mot 1a thu ctia dong nghiép ciia Dirichlet H. Steffens (1773-
1845) dén Bo ([Bi.1], trang 30): Steffens chi ra rang Dirichlet thuong dugc
danh gia cao vi am hiéu ciia 6ng, va ciing duoc moi nguoi rat thich vi sy khiém

ton tuy€t voi ciia minh.

Hon nita, 6ng di viét ring ddng nghiép ctia minh - nhu Gauss vi dai ¢
Goéttingen - dd khong c6 nhiéu sinh vién, nhung nhirng nguoi trong hang ghé
ngudi nghe, nhitng ngudi ma nghiém tac véi toan hoc, da biét canh danh gia
Dirichlet va 1am thé nao dé tan dung tot ong.

Thoi gian & Breslau quan diém Dirichlet khoa hoc duoc chtirng minh 1a kha
thanh cong. Trong thang tu 1825, Gauss c6 xuat ban mot thong cao ngan gon
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dau tién - nhu 6ng da duoc sir dung dé lam - cac nghién ctru ciia 6ng vé

biquadratic residues.

Cudc doi nghién ctru todn hoc cuia nha toan dirichlet 1a mot chuyén hanh
trinh dai qua bao niém qué voi mot niém dam mé 16n. Vi Dirichlet bat dau tudi
vang cua toan hoc tai Berlin .Vao nam 1831, 6ng thanh hon véi Rebecca
Henriette Mendelssohn Bartholdy, mét c6 gai thudc gia dinh danh gia da
chuyén di tir dao Do Théi sang Thién chiia gido; c6 1a chau gai cia triét gia
Moses Mendelssohn, con gai cia Abraham Mendelssohn Bartholdy va la em
cua nha soan nhac Felix Mendelssohn Bartholdy va Fanny
Mendelssohn.Ferdinand Eisenstein, Leopold Kronecker, va Rudolf Lipschitz 1a
hoc tro ciia 6ng. Sau khi ong qua doi, cac bai giang ciia Dirichlet va cac két qua
khéc trong nganh s6 hoc duge suu tap, bién khao va xuét ban bai déng nghi¢p
va ciing 1 ban 6ng 14 nha toan hoc Richard Dedekind duéi tya dé Vorlesungen

iiber Zahlentheorie (Cac bai giang vé sd hoc).
1.1.2. Cac cong trinh toan hoc cua Dirichlet.

Nhiing dong gop ciia Dirichlet dén toan hoc. Pong gop cua dng vao Dinh 1y
Fermat duoc thuc hién cudi nim 1825. Khoang thoi gian nay, ong cling xudt

ban mot ban gidy 1y cam himg tir Gauss 's 1am viéc trén quy ludt tring phuong.

Niam 1837, ong da chimg minh duoc vdi mdt cap sd cong co dang an + b,
Chon=1,2, ..., chira v han cac s6 nguyén t6 , a va b 1a nguyén t6 ciing nhau ,
tire 14 (a,b) = 1. Két qua nay da duoc phong doan bai Gauss (Derbyshire nim

2004, p. 96), nhung lan dau tién dugc chimg minh béi Dirichlet (1837).

Phan tich 1y thuyét s c6 thé cho biét dé bat dau voi cong viéc cia Dirichlet,
va dic biét véi cudn hoi ky ciia 1.837 Dirichlet vé sy ton tai cuia s6 nguyén to

trong mot cip sd cong nhat dinh.

Ngay sau khi tac phim nay duogc xuat ban gidy, Dirichlet da thém vé 1y
thuyét s phan tich, mot trong nam 1838 véi su tiép theo trong nam sau. Nhiing
gidy to gi6i thiéu loat Dirichlet va xac dinh, trong s6 nhiing thir khac, cong thic

cho s6 16p hoc cho céc hinh thire bac hai.
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Tac pham ctia 6ng vé cac don vi trong sd dai s 1y thuyét iiber Vorlesungen
Zahlentheorie (xuét ban 1863) c6 cong viée quan trong vé 1y tuong. Ong ciing

dé nghi nam 1837 dinh nghia hién dai cia mgt ham:

Néu mét y bién nhw vdy la lién quan dén mot bién x rang bat cir khi ndo mét
$6 gid tri dwoc gan cho x, ¢é6 mot quy tic theo dé mét gid tri duy nhdt ciia y

dwoc xdc dinh, sau do y dwoc goi la mot chirc nang cua x. bién doc ldp

Trong co khi, dng diéu tra cac trang thai cin bang cta hé thong va Iy thuyét
tiém ning. Nhitng diéu tra d3 bit ddu vao nam 1839 véi gidy to ma da cho
phuong phap dé danh gia tich phan nhiéu va ong nay ap dung cho van dé cua
viéc thu hut hdp dan ciia mot ellipsoid trén diém ca hai bén trong va bén ngoai.
Ong quay sang Laplace 's van dé ching minh su 6n dinh cta hé théng ning
luong mat troi va san xuét phan tich ma tranh duoc van dé cua viée sir dung mé
rong loat véi cac thudt ngir bac hai va cao hon disregarded. Cong viéc nay da
dan 6ng dén cac van dé lién quan dén chirc niang Dirichlet hai hoa véi diéu kién
bién nhét dinh. Mot s6 hoat dong trén co hoc sau nay trong sy nghi¢p cia minh
1a c6 tam quan trong kha ndi bat. Nam 1852, ong nghién ctru cic van dé cia
mot mit cau dat trong mot chét long incompressible, trong qua trinh diéu tra
nay tré thanh ngudi dau tién tich hop cac phwong trinh Thity dong luc hoc

chinh xac.

Dirichlet ciing ndi tiéng voi nhitng tac pham ciia 6ng vé diéu kién cho su
hdi tu ctia chudi lugng giac. Nhitng chudi di dugc st dung trude day cia
Fourier trong giai phuong trinh vi phan. Tac pham cta Dirichlet dugc xuat ban

trong Tap chi Crelle ciia nam 1828.

Bai vi diéu nay lam vi¢c Dirichlet dugc coi 1a nguoi sang 1ap ra hoc thuyét
cua Fourier series. Riemann, mét sinh vién cua Dirichlet , da viét trong phan
2161 thi€u cho luan &n ctia minh trén Habilitation Chudi Fourier rang né da duoc

Dirichlet:

‘

‘... nguoi hoc gia dau tién sdau sac vé chu dé nay”.

Nhan vét Dirichlet va chét luong giang day duoc tom tit nhu sau:
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“Ong la mot gido vién gioi, luon luon thé hién minh voi do ro nét tuyét voi.
Lan theo cach cua 6ng da dwoc khiém ton; trong nhitng nam sau do ong da
dwoc nhut nhat va luc reserved. Ong it khi phat biéu tai cugc hop va da mién

cudng dé lam xudt hién cong khai”.
O tudi 45 Dirichlet duoc Thomas Hirst miéu ta nhu sau;

“Ong la khd cao, lanky-tim ngweoi dan éng, véi b rdu ria va vé dé bién mau
xdm véi mét giong néi hoi thé va thay diéc. Ong da khéng co’tam rira, véi ly ca
phé ciia minh va xi ga. Mot trong nhitng thiéu sot ciia minh la quén thoi gian,
ong da kéo minh ra xem, thdy ba vira qua, va chay ra ma khéng hé két thiic
cau”.

Koch viét vé sy dong gop ctia Dirichlet nhu sau:

“... phan quan trong ciia todn hoc bi dnh hwong boi Dirichlet. Chirng minh ciia
ong characteristically bdt dau voi cac quan sat dang ngac nhién don gian, tiép

theo la phan tich cuc ky sac nét cua van dé con lai...”.
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1.2.Nguyén li Dirichlet.
1.2.1 N§i dung nguyén li Dirichlet

Nguyén li Dirichlet - con goi 1a nguyén 1i chim bd cau (The Pigeonhole
Principle)-hodc nguyén ¥ nhitng cai 10ng nhét tho hoic nguyén 1i sip xép do6 vat
vao ngin kéo (The Drawer Principle) - duwa ra mot nguyén tic vé phan chia

phan tir cac 16p.
Nguyén li nay dugc Dirichlet phat biéu dau tién nim 1834.

Nguyén Iy Dirichlet 14 mot cong cu rat hiéu qua dung dé chirmg minh nhiéu
két qua sau sdc ctia toan hoc. N6 dic biét ¢6 nhiéu ap dung trong linh vuc khac
nhau cua toan hoc. Nguyén 1y nay trong nhiéu truong hop nguoi ta dé dang
chtng minh dugc sy ton tai ma khong dua ra dugce phuong phap tim duoc vt

cu thé, nhung trong thuc t€ nhiéu bai toan ta chi can chi ra sy ton tai la du roi.

Noi dung cta nguyén li nay hét sitc don gian va dé hiéu nhung lai ¢6 tac
dung rat 16n, c6 nhiéu hiéu qua bat ngo trong giai toan. Sir dung nd, chung ta
c6 thé chimg minh duoc nhiéu két qua sau sic ctiia Toan hoc. Di khi c6 nhing
bai toan ngudi ta da dung rat nhiéu phuong phap khac nhau dé giai ma van chua
di dén duoc két qua, nhung nhd nguyén li Dirichlet ma bai toan trd nén dé dang
giai quyét.
eNguyén Iy Dirichlet co bdn:.

Néu nhét n + 1con tho vao n cai chudng thi bao gio cling c6 mot chudng

chirait nhat hai con tho.
o Nguyén Iy Dirichlet tong quit:
Ménh dé: Néu c¢6 N do vat duoc dit vao trong k hop thi s€ tdn tai mot hop

chtra it nhit [%} dd vat.

(O day, [x] 1a gi tri cia ham tran tai sb thuc x, d6 13 s6 nguyén nho nhat co gia
trj 16n hon hodc bang x. Khai niém nay dbi ngu véi [x] — gia tri cia ham san
hay ham phan nguyén tai x — 1 s6 nguyén 16n nhét c6 gia tri nho hon hogc bang

X.)
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Chirng minh:

ca o C LA A , ’ N A . Y A A A \
Gia st moi hop déu chura it hon {?} vat. Khi do tong s6 do vat 13;

TERER

Diéu nay mau thudn voi gia thiét 1a co N d6 vat can xép.
o Nguyén li Dirichlet déi ngdu.
Cho tdp htru han S # @ va S1, S2, ..., Sn la cac tap con

ciia Ssaocho|SI|+]S2 |+...+|Sn |>k. |S| Khido, ton tai mot
phan tr x e S sao cho x 13 phan tir chung cia k+ 1 tap Si (i=1,2, ... n).
o Nguyén li Dirichlet mo rong.

Néu nhot n con thé vao m > 2 cai chudng thi ton tai mot chudng c6 it nhat

[n+m—l

} con tho, & day ki hiéu [a] dé chi phan nguyén cia sd a.
m

Ta chirng minh nguyén 1i Dirichlet m¢ rong nhu sau : Gid st trai lai moi

chuéngthé khf)l’lg co dén
[n+m—1} l:ll—l ]:| [n—l} |

v Ao x. A A , < 13 n
con, thi s6 thé trong moi chudng déu nhé hon hodc bang [—} con.
m

. . D , n-1
Tt d6 suy ra tong s6 con tho khong vuot qué m. [—} >n-1 con
m

Diéu nay vo i vi c¢6 n con tho. Vay gia thiét phan ching 14 sai.

Nguyén li Dirichlet m¢é rong dugce chirng minh.Nguyén 1i Dirichlet tudng chung
don gian nhu vy, nhung né 13 mét céng cu rat hiéu qua dung dé ching minh
nhiéu két qua sau sdc cua toan hoc. N6 dic biét co nhiéu ap dung trong linh vuc
khac nhau cua toan hoc. Nguyén i nay trong nhiéutrudng hop ngudi ta dé dang
chtrng minh dugc su ton tai ma khong dwa ra duocphuong phap tim duoc vat cu
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thé, nhung trong thyc té nhiéu bai toan ta chi canchi ra sy ton tai la di
réi.Nguyén 1i Dirichlet thuc chat 1a mot dinh 1f vé tap hiru han. Ngudi ta co
théphat biéu chinh xac nguyén li nay dudi dang sau ddy.

® Nguyén li Dirichlet dang tap hop.
Cho A va B 1a hai tip hop khac rdng c6 sb phan tir hitu han, ma s6 luong
phantir ciia A 16n hon s6 luong phan tir cua B. Néu v6i mot quy tic nao d6, mdi
phantir ciia A cho tuong Gng v&i mot phan tir cia B, thi ton tai it nhat hai phan

tir khac nhau cia A ma chung twong Gmg véi mot phén tir cua B.

V61 cung mot cach nhu vay, nguyén li Dirichlet mé rng c6 dang sau day.

Hinh 1

*Nguyén li Dirichlet dang tap hgp mé rong

Gia stir A,B 1a hai tdp hop hitu han va S (A),S (B) twong ung ki hi€u la cac
sOlugng phan tir ciia A va B. Gia sir c6 mot s6 tu nhién k ndo d6 ma
S(A)>k.S(B) va ta c6 quy tic cho twong tmg mdi phan tir ciia A v6i mot phan tir
ctia B. Khi d6 ton tai it nhat k+1 phan tir cia A ma chung tuwong tng vai

cungmét phan tir ciia B.
Chu y: Khik =1, ta c6 ngay lai nguyén 1i Dirichlet.

Vi chuong nay danh dé trinh bay phuong phap st dung nguyén 1i Dirichlet dé
giai cac bai toan hinh hoc so cp. Vi 18 d6, t6i xin trinh bay luén mot sé ménh dé

sau ( thuc chat 1a mot s6 phat biéu khac cua nguyén li Dirichlet ap dung cho d6
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dai cac doan théng, dién tich cac hinh phéng, thé tich cac vat thé) rat hay duoc

st dung dén trong nhiéu bai toan hinh hoc duoc dé cép t6i trong chuong nay.
* Nguyén li Dirichlet cho dién tich:
Néu K 13 mét hinh phing, con K., K,,...,K, 1a cac hinh phéng sao cho K, cK
voi i =1,n, va | K| K, |+|K, |+.+] K, |, & ddy [K]| 1a dién tich cua hinh
phing K, con | K, | 1a dién tich hinh phing K., i =1 n, thi ton tai it nhat hai
hinh phing H,, H, (1<i<j<n)saocho H,,H, co diém trong chung.

( O day ta n6i rang P 1a diém trong ciia tip hop A trén mit phang néu nhu ton
tai hinh tron tdm P ban kinh da bé sao cho hinh tron nay nam tron trong A)

Tuwong ty nhu nguyén 1i Dirichlet cho dién tich, ta cé cac nguyén li Dirichlet

cho d6 dai cac doan thang, thé tich cac vat thé ...
e Nguyén li Dirichlet v6 han:

Néu chia mot tap hop vo han cac qua tdo vao hiru han ngan kéo, thi phai c¢ it

nhat mdt ngan kéo chua vo han cac qua tao.

Nguyén li Dirichlet m& rong cho trudng hop vo han nay dong vai trd ciing hét
strc quan trong trong li thuyét tap diém tri mat trén dudng thang. N6 cé vai
tro quan trong trong 1i thuyét sé ndi riéng va toan hoc rdi rac néi chung (trong

d6 ¢6 hinh hoc t6 hop)

* Nguyén Iy Dirichlet d6i ngiu v han phan tir.

*Tap phan tir 1a mot khoang trén duong thang.

Trong muc nay ta ki hi¢u d(I) 1a do dai cua khoang I € R.

+ Cho A 1a mot khoang gidi noi, A 1, A2, ... , An la cac khoang sao cho
AiC A(i=1,2,...,n)vad(A)<d(Al)+ d(A2) + ... + d(An). Khi d6 it nh 4t

c6 hai khoang trong sb cac khoang trén c6 mot diém trong chung.
Chirng minh.
That vay, gia sir khong c6 cap nao trong nhirng khoang da cho c6

diém trong chung.
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Khi do, d(A1 U A2 U ... An)=d(Al)+d(A2) + ... + d(An) > d(A).

Mat khac, tt Ai < A(i=1,2,...,n)suyrad(Al VA2 Y ... An)< d(A).
Céac bat dang thtc trén mau thuin véi nhau. VAy it nhét c6 hai khoang trong s6

cac khoang trén c6 diém trong chung.

® Tap phan tir 1a mién phing gii han bdi mot duong cong phang khép kin
Trong muc ndy ta ki hiéu S(A) 14 dién tich mién A trong mot mit phang.

+ Néu A 1a mot mién giéi han bai mot dudng cong phang khép kin, con

Al, A2, ..., Anla cic mién sao cho Ai €A (i=1,2, ...,n) va S(A) < S(Al) +
S(A2) + ... + S(An), thi it nhat c6 hai mién trong sd cac mién néi trén cé diém

trong chung.
Chirng minh. Tuong ty nhu chirng minh Pinh 1i 1.
1.2.2 Phwong phap &rng dung.

Nguyeén i dirichlet tuong ching nhu don gidn nhu vay, nhung n6 1a mgt cong
cu hét strc c6 hiéu qua dung dé chirng minh nhiéu két qua hét sirc sau sic cua
toan hoc. Nguyén 1i Dirichlet cling dugc ap dung cho cac bai toan cta hinh hoc,

diéu d6 dugc thé hién qua hé théng bai tap sau:
Dé sir dung nguyén 1y Dirichlet ta phai lam xuét hién tinh huéng nhét “tho”
vao “chudng” va thoa man cac diéu kién :
+ S6 “tho” phai hiéu hon s6 chudng
+ “Tho” phai dugce nhdt hét vao cac “chudng”, nhung khong bit budc chudng
nao ciing phai co thé.
Thuong phuong phap Dirichlet duge 4p dung kem theo phuong phap phan
ching. Ngoai ra n6 con c6 thé ap dung véi cac phép bién hinh.
1.3. H¢ thong bai tap.
1.3.1. Bai toan vé cac diém, cac duong thing.

Bai toanl:
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Trong hinh vudng canh bang 1, dit 51 diém bat ki, phan biét. Ching minh

. . . ” . 1
rang co it nhat 3 trong s6 51 diém d6 nam trong mot hinh tron ban kinh —.

Gidi:
Chia hinh vudng da cho thanh 25 hinh vudng con bang nhau c6 canh bang

g .Theo nguyén 1y Dirichlet, ton tai it nhat mot hinh vudng con a chira it nhat

. . . . 1 1
ba di€ém trong s6 51 di€ém d6. Puong tron ngoai ti€p (a) co6 ban kinh 5— <—.

7
Viy ba diém néi trén nam trong hinh tron dong tim véi dudng tron (a) co

ban kinh 1 )
7

Tong quat hoa bai toan:

Dua vao bai giai bai toan trén ta ¢ thé tong quat hoa bai toan trén véi a 1a
kich thudc cia canh hinh vuong, m la sb diém dat bat ki, phan biét. Ching
minh rang co it nhéat n trong sé6 m diém d6 nam trong mot hinh trong ban kinh

a2

Cach giai:

. (trong d6 ki hiéu [a] 12 phan nguyén cua a).

m .
Chia hinh vudng da cho thanh [—1] hinh vuong con bang nhau c6 canh
n

2
A a ™ , . . A .y A A \ A
bang —=——=. Theo nguyén li Dirichlet , ton tai it nhat m¢t hinh vudng con

n-1
c6 chtra it nhat n diém trong s6 m diém do.

2 a.2

AEARN

DPuong tron ngoai tiép (c) c6 ban kinh
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Vay n diém trén nam trong hinh tron déng tam véi dudng tron (c) c¢6 ban kinh

a2

2.{”‘} |
n-1

Badi todn 2:

Cho (X, %,X),i=1,2,3,4,5,6,7,8,91a mot tap hop gdm 9 diém khac

nhau c6 cac toa d0 nguyén trong khong gian.

Chtng minh rang trung diém cua duong nbi it nhat mot trong cac cap diém nay
c6 toa do nguyén.

Gidi:

Goi toa do hai diém bat ki trong khong gian 1a A (a, b, ¢) va B (d, e, f)

a+d b+e c+f

2’2’2)'

Vay trung diém ctia doan AB 1a O

Cac toa do cua diém O nguyén néu va chi néu a va d; b va e; ¢ va f cung chan
hoac cung 1¢.

Vico23=8 bo ba chan 16 khac nhau (( ¢, ¢, ¢ ), (LL1);(c,c,1);(c,1,1); (e, 1,
¢);(1c,c):(lc1); (L1 c)) néntheo nguyén li Dirichlet co it nhat 2 trong 9

diém c6 cung bo ba chin 1¢ nhu nhau.
Vay c6 it nhat mot cip diém ma diém chinh giita ciia chung c6 toa d6 nguyén.
Tong quat héa bai toan:

Cho tap hop gdm m diém khac nhau c6 cac toa d6 nguyén trong khong gian.

Chung minh rang trung diém cta duong ndi it nhat trong cac cdp

di€m nay co toa do nguyén.
Cdch gidi:

Goi toa d0 hai diém bat ki trong khong gian 1a A (a, b, ¢) va B (d, e, )
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. a+d b+e c+f
Vay trung diém cua doan AB la: O( > T, ).

Céc toa do cua diém O nguyén néu va chi néu a va d; b va e; ¢ va f ciing chin
hoac cung 1¢.
Vi ¢6 2° = 8 b ba chin 1¢ khac nhau ((c, ¢, c); (I, 1,1); (¢, ¢, 1); (¢, 1,1); (c, |,

14 m
c)(Lc,c)(Lc1);(LILc)) néntheo nguyén li Dirichlet co it nhat ‘:g} +1

trong m di€m co6 cung bd ba chan 1é¢ nhu nhau.

Vay c6 it nhat cap diém ma diém chinh gitta cua chung c6 toa do
nguyeén.
Bai todn 3:

Trong mot hinh vudng ¢ canh 14 1 chira mot sé duong tron. Tong tat ca chu
vi ctia chiing 14 10. Chtrng minh rang ton tai mot duong thang cit it nhat 4

duodng tron trong nhiing duong tron do?

Giai.

chiéu
Ién
canh
CD

Hinh 3
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Ta chon mdt canh hinh vudng rdi chiéu vudng goc cac duong tron xudéng
canh d6 (xem hinh 1). Ta c6, hinh chiéu ciia mot dudng tron ban kinh R xudng
AB la mot doan théng c6 do dai 2R. Vi vay trén canh hinh vuéng da chon c6

nhitng doan thing chiéu xudng voi tong d6 dai 1a E Ma 10, 3. Nén theo
T r

nguyén 1y Dirichlet d6i ngau suy ra c6 mot diém M nao d6 thudc AB la diém
trong chung cta it nhat 4 doan thiang d chiéu xudng. Khi d6, dudng thing di
qua M vudng goc voi AB cit it nhat 4 trong nhitng dudng tron do.

Tong quat bai toan:

Cho hinh vudng c6 canh 1 chira mot s6 dudng tron. Téng do dai cua cac
duong tron 1a 10. Ching minh rang t6n tai mot duong thang ma nd cat it nhat
bdn trong nhitng duong tron nay (gia st sé dudng tron da cho 16n hon hoic
bang 4).

Gidi:

Chon mot canh hinh vudng chéng han 12 AB r6i chiéu vudng goc cac duong
tron xudng canh nao d6. D& thay rang hinh chiéu ciia mot duong tron ban kinh
R s€ 1a mot doan théng c6 dg dai 2R. Goi C,,C,,...,C, 1a chu vi cua n duong

tron da cho. Khi d6 theo gia thiét, thi :

C +C,+..+C, =10
Mt khac, duong tron véi chu vi C, s€ ¢6 ban kinh : R =—.

Vay hinh chiéu ctia hinh tron véi chu vi C, s& 1 doan thang véi do dai 14 :

G _G
2r

T6ng d6 dai hinh chiéu cta n dudng tron trén canh da cho la:

¢ G, .G _10

bt =—
T T T T
B 10 A A ’ oo A X r A < A
Ma — > 3. Nén theo nguyén ly Dirichlet d61 ngau suy ra c6 mét diem M
Vs

nao d6 thudc AB 1a diém trong chung cua it nhit 4 doan thiang d chiéu xudng.
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Khi d6, duong thang di qua M vudng goc v4i AB cit it nhat 4 trong nhitng
duong tron do. Ppcem.
Bai todn 4:

Cho mdt hinh vudng va 13 duong thang, mdi dudng thang déu chia hinh
vuong thanh hai t&r gidc c6 ti sé dién tich 2 : 3.Ching minh ring trong s6 13
duong thang di cho, ¢6 it nhat 4 dudng thing cung di qua mot diém.

Gidi:

A M B
O ? O
E¢ =
D’ N C

Hinh 4
Goi d 1a duong thang chia hinh vuéng ABCD thanh hai tir gidc c6 ti s6
dién tich
la2:3.
Puong thang d khong thé cat hai canh ké nhau cia hinh vudng
Gia sir d cat hai canh AB va CD tai M va N, khi d6 n6 cat duong trung binh

EFtail  Gia st S umo =§SBMNC thi El =§IF
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Nhu vay mdi duong thang di cho chia cac dudng trung binh cua hinh
vuodng theo tis6 2 : 3
C6 4 diém chia cac dudng trung binh cua hinh vuéng ABCD theo ti s6 2 : 3
C6 13 dudng thang, mdi duong thang di qua mot trong 4 diém
Vay theo nguyén 1y Dirichlet c6 it nhat 4 dudng thang cing di qua 1 diém.
Bai todn S .
Chung minh rang mot dudng thang chi c6 thé nhiéu lam hai canh ciia mot
tam gidc & phan trong ciia cac canh nay.
Gidi:
Mot dudng thang d bat ki ludn chia mat phang ra 1am hai mién, cho nén theo
nguyén tic Dirichlet, ton tai mot mién chira it nhat hai dinh, khong mét tong
quat ta gia sir d6 12 hai dinh A va B. Khi d6 canh AB nam hoan toan trong nira
mat phang nay va khong thé cat d duge.
Bai todn 6.
Trong mot cai bat hinh vudng canh 18 cm c6 128 hat virng. Chirng minh
rang ton tai hia hat virng c6 khoang cach téi nhau nhé hon 2 cm.
Giai:
Lay mdi hat vimg lam tdm dyng hinh tron ban kinh 1 cm . Cac hinh tron nay

nam hoan toan trong hinh vudng cé canh 20cm thu duge tir hinh vudng di cho

bang céch tinh tién bon canh cua né mdt khoang 1cm ra phia ngoai.

To6ng dién tich ciia cac hinh tron ban kinh 1em nay 1a 128 7 > 402,112 > 400.
Do d6 tong dién tich cac hinh tron nay 16n hon dién tich hinh vuéng canh 20

cm.
Bai todn 7:
Trong hinh chit nhat 3x4 dat 6 diém. Chirng minh rang trong s6 d6 luén tim

duoc hai diém co6 khoang cach giita chiing khong 16n hon .

Gidi:
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B C K TM
T O —() ()
| D F !
A = N
S O O (3 —( ) ﬂR
Hinh 7

Chia hinh chit nhat di cho thanh nim hinh ABCD, DCKEF, KFNM,
NFEQR, QEDAS.

Vi ¢6 6 diém nén theo nguyén li Dirichlet ton tai mot trong nam hinh trén, ma

hinh nay chira it nhat hai trong 6 diém da cho.
Ta dua vao khai niém sau:
Gia stir P 1a mét hinh .

Dit d(P)= max {MN}, va dai lugng d(P) goi 1a dudng kinh ctia hinh P. Dé

M NeP
thdy ca nam hinh trén déu c6 duong kinh bang J5.

( Thi du: d(ABCD) = AC = /5, d(DCKFE) = CE = KE = CF =DK = +/5)
Tir d6 suy ra ludn tim duoc 2 diém trong s6 6 diém di cho c6 khoang cach
khong 16n hon /5. D6 1a diéu phai ching minh.

Tu doé ta co cac bai toan tuong tu nhu sau:

Bai todn 7.1:

Bén trong tam giac déu ABC canh 1 dit 5 diém.Chimg minh rang ton tai 2

diém co6 khoang cach nhé hon 0,5
Gidi:
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A

Hinh 7.1
Céc duong trung binh cta tam giac déu canh 1 s& chia n6 ra 1am 4 tam giac déu
canh 0,5.

Do d6 trong mot tam giac nho d6 ¢o it nhéat 2 diém da cho, va cac diém do
khong thé roi vao céc dinh cua tam gidc ABC.Vay khoang cach giita hai diém

d6 nhé hon 0,5.
Bai toan 7.2

Trong hinh tron dudng kinh bang 5 ¢6 10 diém. Chirng minh rang ton tai it

nhit hai diém ma khoang cach giita chiing bé hon hodc bang 2.
Gidi:
That vdy, trong dudng tron tim O dudng kinh 5 , v& dudng tron dong tdm va

dudng kinh 2. Chia hinh tron da cho thanh 9 phan ( xem hinh 7.2) dudng tron
duong kinh 2 va 8 phan bang nhau IL, 111, ..., IX ma mdi phan la é hinh vanh

khan. RS rang I ¢6 duong kinh bang 2.
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b"

Hinh 7.2

Xét chang han hinh IIT ABCD ( ¢6 1a 1/8 hinh vanh khan). Ta hay tinh duong
kinh ctia né. C6 thé thdy ngay duong kinh cua I1I 1a d = AD = BC.

ﬁ?

Hinh 7.3

Vi DOA=45° nén

d? = DA? = DO? + AO? —2D0.0A.cos45°
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Tu dé suy ra d? <§—g.1,4 (do «/§=1,4142...) = d<2.

Theo nguyén li Dirichlet ton tai it nhat hai diém roi vao mot trong cac mién |, II,
I, ... ,IX c¢6 duong kinh béng 2, con cac mién 11, ..., IX ¢6 duong kinh béng nhau
va bang d (d>2), tir d6 suy ra ton tai hai trong s6 10 diém di cho ma khoang cach

giita chung nho hon hodc bang 2. D6 1a dpem.

Bai toan 8

Trén mit phang cho 25 diém. Biét rang trong ba diém bat ki trong s6 d6 ludn
ludn ton tai hia diém cach nhau nho hon 1. Chimg minh rang ton tai hinh tron

ban kinh 1 chtra khong it hon 13 diém da cho.
Gidi:
Lay A 1a mot trong s6 25 diém da cho. Xét hinh tron O,(A,1) tdm A ban kinh 1.
Chi c6 hai kha niang sau c6 thé xay ra:

1)  Néu tét ca cac diém da cho nam trong O,(A,1) thi két luan cua bai toan hién
nhién ding.

2)  Ton tai diém B#A ( B thudc trong s6 25 diém d cho), sao cho B¢ O,(A,1),
viB¢ O,(A1), nén AB>1.
Xét hinh tron O,(B,1) tim B, ban kinh 1. Ly C la diém bat ki trong s6 25 diém

da cho sao cho C # A, C = B. Theo gia thiét( va dya vao AB>1), ta c6
Min{CA, CB}<1.

Vi thé Ce O,(A1), hoic Ce O,(B,1).
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Diéu nay chung t6 rang cac hinh tron O,(A,1), O,(B,1) chua tat ca 25 diém da
cho. Vi thé theo nguyén li Dirichlet, it nhat 1 trong hai hinh tron trén chta 13
diém da cho. P6 1 dpem.

T6ng quat bai téan :

Cho 2n+1 diém trén mat phang ( vi n>3) . Biét rang trong ba diém bat ki
trong s6 d6 ludn ludn ton tai hai diém cach nhau nho hon 1. Khi d6 ton tai hinh

tron ban kinh 1 chira khéng it hon n+1 diém da cho.

Bai toan 9:

Tim hinh vudng c6 kich thudc bé nhét, dé trong hinh vudng dé co thé sap xép
nam hinh tron ban kinh 1, sao cho khong c6 hai hinh tron nao trong chiung c6
diém chung.

Gidi:

Gia st hinh vuong ABCD c6 tdm O va canh a, chtta ndm hinh tron khong cit
nhau va déu c6 ban kinh bang 1. Vi ca nam hinh tron nay déu nam tron trong

hinh vudng, nén céc tdm ctia ching nam trong hinh vuéng A’B’C’D’ ¢6 tam O

va canh a-2, § day A’B’//AB.

Céc duong thang ndi cac trung diém cua cac canh ddi dién cta hinh vudng
A’B’C’D’ chua A’B’C’D’ thanh 4 hinh vuong nho. Theo nguyén 1i Dirichlet
ton tai mot trong 4 hinh vuéng nhé ma trong hinh vudng nay chua it nhat hai
trong s6 5 tdm hinh tron noi trén ( khong mét tinh tong quat ta gia sir 1a O’ va

O)?).

Dé y rang vi khong c6 hai hinh tron nao ( trong s6 nam hinh tron) cat nhau, nén

0°0” 22. (1)

Mit khac do O, O” ciing nam trong mot hinh vudng nhé (canh ctia hinh vudng

nhé do béng ) nén ta lai c6 O’ O”< — \/_
(2)
Tu (1) va (2) suy ra:
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aT‘Z.JEzzzazzx/iJrz. ©)
, o A B
0 —0 g !
A B’
() - O
O.\ O
Q- D’ C'
\ | D C
(a-2)/2
Hinh 9

Vay moi hinh vudng canh a thda man yéu cau dé bai, ta déu co (3).
Bay gio xét hinh vudng ABCD ¢6 a=2+/2 + 2. Xét nadm hinh tron ¢6 tam 1a O,
A’,B’, C’, D’ (xem hinh 9) , thi moi yéu cau cua dé bai thoéa man. Tom lai,
hinh vuong c6 kich thudc bé nhat can tim 13 hinh vudng véi canh 2\2+2.
Bai todan 10:

Chung minh rang trong mot hinh tron ban kinh 1, khong thé chon duoc qua
5 diém ma khoang céach gitra hai diém tuy y trong chiing déu 16m hon 1.
Gidi:

Chia hinh tron thanh 6 hinh quat bang nhau (tim cac hinh quat déu tai tAm
O da cho).

Ta biét rang khoang cach giira hai diém bét ki trong mot hinh quat nhé hon
hodc bang 1, vi thé tir gia thiét suy ra tai mdi hinh quat c6 khong qua 1 diém roi
vao. Gia thiét phan chimmg chon duoc qua nim diém thoa man yéu cau dé bai.

Vi li do trén nén s6 diém khong thé qua 7(vi néu s6 diém chon dugc ma 16n hon
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hoic bang 7 thi theo nguyén i Dirichlet ¢6 it nhét hai diém dugc chon nam

trong mot cung hinh quat. ma di€éu nay mau thuan voi nhan xét trén.).

Hinh 10
Vay tir gia thiét phan ching suy ra ton tai sau diém A, A, A, A, A, A va
mdi diém nam trong mot hinh quat sao cho khoang cach gitra hai diém tuy y
trong ching déu 16n hon 1.
Do AOA, + AOA, +AOA, + AOA + AOA, + AOA =360°.

0
3607 _ 600 (6 day dat A, = A).

Khi d6 suy ra: MinAOA,; <
i-16

Xét tam giac AOA, (voi k €{1,2,3,4,5,6}, A, = A) va MinAOA., = AOA. .,
i=1,6

khido: AOA ., <60°.

Vi OA <1,0A , <1, A OA , <60° nén tr d6 suy ra:

AOA; <Max{A A _,O,0AA_}.
Tir 6 thao mbi lién hé giita canh va goc trong tam giac A OA ,, thi

AA . <max{OA,OA ;}<1.

43
Bui Thé Viét (nthoangcute) — 9a6 — THCS Luong Thé Vinh — TP. Thai Binh



Diendantoanhoc.net

Noi hoi tu cua Toan Hoc

Diéu nay mau thuin véi A A _,>1 (vi hé sdu diém A, A, A, A,, A, A, thoa man
yéu cau dé bai). Tir d6 ta thiy gia thiét phan chtng 13 sai. Pidu d6 c6 nghia la

khong thé chon qua 5 diém thoa min yéu ciu dé bai. Ppem.
Bai toan 11:

Cho hinh tron ¢6 ban kinh n, & ddy n 1a s6 nguyén duong. Trong hinh tron c6 4n
doan thang déu c¢6 d6 dai bang 1. Cho truéc mot duong thang d. Chirmg minh
rang ton tai duong thang d’ hodc song song véi d, hodc 13 vudng goc véi d sao

cho d’ cat it nhat hai doan thing da cho.

Gidi:

Gia sir AB 1a doan thang c6 do dai bang 1, a va a’ 1a hai duong thang bat ki
vudng goc voi nhau. Goi A’B’ va A”B” 1a cac hinh chiéu ctia AB 1én a va a’.
Khi do6 ta co:

A’B’+A”B”>AB hay A’B’ +A”B” > 1.

Ap dung vao bai toan ta goi d” 13 dudng thang bat ki vudng goc véi d. Chiéu
vudng goc tat ca 4n doan thang 1én d va d”. tir (1) suy ra tong d6 dai hinh chiéu

clia tat ca 4n doan thang khong bé hon 4n.

Vi vay, theo nguyén li Dirichlet trong hai dudng thang d va d” ¢6 it nhat mot
duong thang ma tong d6 dai cta hinh chiéu cac doan thing 1én n6 khong bé hon
2n. Khong mét tinh tong quat ta co thé gia sir d6 1a d.

Mit khac, mdi doan théng dau nam tron trong hinh tron ban kinh n ( duong
kinh 2n), nén hop cac hinh chiéu cua ching trén d c6 d6 dai khong vuot qua 2n.
Vi vay, theo nguyén i dirichlet trén d tdn tai it nhat mot diém M thudc vao
hinh chiéu cua it nhit hai doan thing trong s6 4n doan thing da cho. Goi d’ 1a
duong thang vudng goc véi d tai M. Pudng thing d’ chinh 13 dudng thing can

tim.

Chii y: Néu & trén thay d boi d” thi duong thang phai tim s& c6 dang song
song voi d (vi nd vudng goc véi d”).

Bai toan 12
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Cho 1000 diém M, M,,..., M, trén mat phéng. V& mot dudng tron ban kinh 1

tiy y. Ching minh rang ton tai diém S trén dudng tron sao cho
SM; +SM, +...4+SM,,, 21000.
Gidi
Xét mot duong kinh S,S, tiy y ctia dudng tron, & day S;,S, 1 hai dau cia
duong kinh. Vi S;S,=2, nén ta c¢;
$IM1+S9M1>51S9=2
1Mo +SoMo2>2

S1M1000+52M1000>2

Hinh 12

Cong timg vé ciia 1000 bt dang thic trén ta co:
(M, +SM, +...4+S5M,,00) +(S,M; +S,M, + ...+ S,M,,) = 2000 (1)

Tir (1) va theo nguyén li Dirichlet suy ra trong hai tong cta vé trai cua (1), c6 it

nhat mot tong 16n hon hoic bang 1000.
Gia stt S,;M, +S,M, +...+S,M,,, >1000. khi d6 lay S=S,. D6 1a dpcm.

Bai toan 13:
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Cho chin dudng tron cing c6 tinh chat 1a mbi dudng thang chia hinh vuéng thanh hai
4 .7 e A 1A ’ M 2 J . M 77 A \ < A
tr gidc co ti sO dién tich bang 3 Chung minh rang c6 it nhat ba duong thang trong so

d6 cung di qua mot diém.

Giai:

Hinh 13.1
Céc duong thang di cho khong thé cat cac canh ké nhau ctia hinh vudng, béi vi néu
thé chung chia hinh vudéng thanh mot tam giac va ngii giac ( chir khong phai 1a chia
hinh vuéng thanh hai tr giac).
Vi 1§ 46, moi dudng thang ( trong sé chin dudng thang) déu cat hai canh ddi ctia hinh
vudng va di nhién khong di qua mgt dinh nao cia hinh vudng ca.

Gia st mdt duong théng cat hai canh d6i BC va AD tai cac diém M va N.

B M C
E F
J
A N D
Hinh 13.2
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1
>AB.(BM +AN) 2 E

Tacé:s“ﬂ:—Ql —<:>—:E.
Sueon 3 5 CD.(MC +ND) 3 JF 3

( & day E va F 1a céc trung diém ctia AB va CD tuong Gng).

Goi E, F, P, Q twong ting 14 cac trung diém ciia AB, CD, BC, AD. Goi J,,J,,J,,J, 1a
cac diém sao cho J,,J, nam trén EF, J,,J, nam trén PQ va thoa man :

EJ, _ FJ, _ PJ, :QJ4 :z

JF JF JQ JP 3

B P C

A o D

Hinh 13.3
Khi d6 tir d6 1ap ludn trén ta suy ra mdi dudng thang c6 tinh chat thoa man yéu cau cua
dé bai phai di qua mét trong 4 diém  J,,J,,J,,J, néi trén. Vi ¢ chin dudng thang,
nén theo nguyén li dirichlet phai ton tai it nhat mot trong 4 diém J,,J,,J,,J, sao cho
no6 c6 it nhit ba trong 9 duong thang di cho di qua.
Vay c6 it nhat 3 dudng thang trong 9 duong thang di cho di qua mot diém. ©
Bai todan 14:

Cho mét bang c6 kich thudc 2nx2n 6 vudng. Ngudi ta danh diu vao 3n 6 bat ki cua
bang. Chirng minh rang c6 thé chon ra n hang va n cot clia bang sao cho cac 6 dugc
danh diu déu ndm trén n hang va n cot nay.

Gidi :

Chon ra n hang c6 chtra s6 6 dugc danh dau nhiéu trén cac hang d6 nhat.
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Noi hoi tu cua Toan Hoc

Ta chtiing minh rang cac 6 dugc ddnh dau con nho hon hoac bang n. Gia st

X X X
p 4 X
X X
X
X
Hinh 14

nguoc lai khong phai nhu vay, tic 1a s6 6 duoc danh du 16n hoan hoac béng n+1.S6
cac hang con lai chua chon 1a n. Vay theo nguyén li Dirichlet s& c6 it nhat mot hang (
tong sd n hang con lai) chira it nhat hai 6 da danh dau.

Chu y rang theo cach chon thi n hang da chon c6 chira s6 6 duge danh dau nhiéu trén
cac hang do nhat. Co mot hang con lai chua chon c6 it nhét hai 6 danh dau, nén suy ra
moi hang trong s6 n hang da chon déu c6 it nhat hai 6 duoc chon, tirc 13 trén n hang da
chon c6 khong it hon 2n 6 d3 dugc danh dau. Nhu vay, s6 6 duoc danh ddu 16n hon
hoac béng 2n+ (n+1) =2 3n. Vo li vi chi ¢6 3n 6 dugc danh dAu. Vay nhan xét dugc
chung minh.

Nhu vay, sau khi da chon ra n hang ( v6i cach chon nhu trén), theo nhan xét con lai cé
khong qua n 6 dugce danh dau. Vi thé cing 1dm 13 ¢6 n cot chira chung. Vi 18 d6 s&
khong thdy con 6 danh ddu nao nam ngoai cac hang hay cot duoc chon.

Bai todan 15:

Trong mit phang cho tap hon A ¢6 n diém (n> 2). Mot s6 cap diém dugc nbi véi
nhau bang doan thang. Chimg minh rang tap hop A da cho, ¢ it nhét hai diém duoc
ndi véi cung sb lugng céc diém khac thuoc A.

Giai:
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Noi hoi tu cua Toan Hoc

Gia st ae A. Taki hiéu S(a) 1a s6 luong cac diém cua A ndi v6i a ma S(a) = 2, S(b)

=3,5(c) =1, S(d) = 2, S(e) = 2.

Bai toan d cho trg thanh: Ching minh rang ton tai a,a, € A(a, #a,), ma

S(a)=S(a,). Rorang véi moi ae A, taco: 0<S(a)<n-1. (1)

Mit khac, d& thiy khong ton tai hai diém

acAbeAma S@)=n-1vaS()=0 )

That vdy: néu c6 (2), thi tir S(@)=n—1, tasuyra a ndi véi tht can— 1 diém con lai,

tirc1a a ciing néi véi b. Didu d6 c6 nghia la S(b) >1, va din dén mau thudn véi

S(b)=0

Goi S 1a tap hop céac gia tri ma cac dai lugng S (5) nhan, a € A, tic la:
S={m/m=S(a),ac A}.

Nhu vay tir (1) suy ra tap hop S ¢6 t6i da n gia tri. Tuy nhién tir (2) suy ra (n-1) va 0

khong dong thoi thudc S, vi thé tap S téi da nhan (n — 1) gié tri. Theo nguyén li

Dirichlet suy ra ton tai it nhat a, € A,a, € A(a, #a,), ma S(a,)=S(a,).

Hinh 15

Bai todn 16: Chiing minh rang trong moi da giac 161 véi s6 canh chan , ton tai duong
chéo khong song song voi mot canh nao cua da giac.

Giai:
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n(n—23)
2

Ta gia thiét rang néu mot da gidc c6 n canh, thi co duodng chéo.

Xét mot da giac 161 bat ki voi s6 canh 1a chin ( da giac 16i 2k canh k> 2).
Khi d6 s6 dudng chéo ciand 1a s = 2k(2k=3) .
Ta co: s=k(2k —3) = 2k(k —2) + k, hay suy ra :
s > 2k(k —2). Q)

Gia str nguoc lai da gidc nay co tinh chat: méi dudng chéo cua né déu song song véi
mot canh ndo d6 cua da giac. Pa giac ndy c6 2k canh, vi thé tir (1) suy ra ton tai it nhat
(k—1) duong chéo d,,d,,d,,...,d, , ma cidc duong chéo nay cuing song song vdi mot
canh a nao do6 cua tam giac da cho( that vay, néu nguoc lai mdi canh ti da 1a song
song k — 2 dudng chéo thi téi da ta chi c6 2k(k -2) duong chéo va's < 2k(k — 2). Diéu
nay mau thuan véi (1).
Nhu thé ta c6 k duong thang song song véi nhau d,,d,,d,,...,d,_,,a.

Mit khac da giac da cho 1a da giac 16i nén cac duong chéo d,,d,,d,,...,d, , cing
nam trén mot nira mat phang bo xac dinh canh a.
Khong mat tinh tong quat c6 thé cho d, 1a duong chéo xa nhat ddi véi a. Ta c6 tat ca k
doan théng phan bi¢t, nén mdi dinh cia da giac déu 1a ddu mat cta mot doan nao dod
trong k doan trén. Tl d6 suy ra toan bo da giac nam han vé mot nira mit phang xac
dinh boi d,. Do d, 1a duong chéo, nén diéu nay mau thuin vai tinh 16i cta da giac.
Vay gia thiét phan ching 1a sai.
Bai toan 17:

Mot hinh 1ap phuong c6 canh bang 15 chira 11 000 diém. Chirmg minh rang c6 mot

hinh cau ban kinh 1 chta it nhat 6 diém trong s6 11 000 diém da cho.
Gidi:
Chia mdi canh ctia hinh 1ap phwong thanh 13 phan bang nhau. Nhu thé hinh lap
phuong di cho dugc chia thanh 13° = 2197 hinh 1ap phuwong nhoé. Do 11 000 > 5*2197
— 10 985, nén ton tai it nhat 1 hinh 1ap phuong nhé, ma hinh lap phwong nay chira it

nhat 6 diém. Nhu di biét, néu goi canh hinh 1ap phuong bang a, thi hinh cu ngoai tiép

¢6 ban kinh R, véi R = %a\@ .
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Vi thé hinh ciu ngoai tiép hinh 1ap phuong nhé (canh ctia né 1a g) la

115 f 15 /67 1
213\/_ 13 169 \/__

Hinh cau ban kinh R nay di nhién chira it nhat 6 diém trong s6 11 000 diém

cho.

1.3.2. Bai to4n vé td mau hinh vé

Bai todan 18:

Gia st mdi diém trong mat phang duoc toé bang mot trong 2 mau den va trang.
Chtrng minh ton tai mot hinh chir nhat c¢6 cac dinh cung mau.

Giai :

Gia sir ta c6 mot ludi 6 vudng tao boi 3 duong nam ngang va 9 duong thang

dimg , mo6i nut ludi dugce t6 bdi mGt mau trang hodc den.

da

r — — 1
4’

Hinh 18

Xét 3 nut ludi cia mot duong doc , modi nut ¢ hai cach t6 mau nén mdi bo ba
nut trén dudng doc 4y c6 2.2.2 = 8 cach t6 mau C6 9 duong doc, mdi dudng co
8 cach t6 mau nén theo nguyén 1y Dirichlet t6n tai hai dudng c6 cach t6 mau

nhu nhau .Chang han hai bo ba diém d61a A, B,Cva X, VY, Z

Vi 3 diém A, B, C chi dugc t6 boi hai mau nén ton tai hai diém cung mau ,

ch’fmg han B va C khi d6 hinh chir nhat BYZC c6 4 dinh cuing mdt mau.

Bai toan 19:

Bui Thé Viét (nthoangcute) — 9a6 — THCS Luong Thé Vinh — TP. Thai Binh

o1



Diendantoanhoc.net
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Trong mat phang cho 6 di€m. trong d6 khong c6 ba di€ém nao thang hang. Moi
doan thang noi tirng cdp diém dugc boi mau do hoac xanh. Chirng minh rang
ton tai ba diém trong s6 sau di€m da cho, sao cho chung la cac dinh ciia mot
tam gidc ma cac canh cua né dugc bdi cung mot mau.
Gidi:

Xeét A 1a mot trong s6 6 di€ém da cho. Khi d6 xét nam doan thang( mo1 doan
thang n6i diém A v61 nam dieém con lai).

Vi mbi doan thang dugc bdi chi mau d6 hoidc mau xanh, nén theo nguyén li
Dirichlet c6 it nhat ba trong ndm doan no6i tran cung mau. Gia str do 1a cac doan
AB, AB’ va AB” va c6 thé cho rang ching cung mau xanh. Chi c6 hai kha nang

xay ra:

Bl

Bll

Hinh 19

1) Néu it nhat mot trong ba doan BB’, B’B”,B”’B mau xanh, thi ton tai mot tam

giac v6i ba canh xanh va két luan ciia bai toan dung trong trudng hop nay.

2) Néu khong phai nhu vay, tirc 1a BB’, B’B”, B”B mau d¢ , thi ba diém phai

tim la B, B’,B” vi BB’B” la tam giac ¢6 ba canh mau do. BPpcm.
Tur d6 ta co cac bai toan tuong tu sau:

Bai toan 19.1:
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Noi hoi tu cua Toan Hoc

Trén mat phang cho 18 diém, sao cho khong c6 ba diém nao thang hang. Néi ting
cap diém v&i nhau va t6 mau cho moi doan théng thu dugc mot trong hai mau xanh

va do. Chtrng minh rang:

Ludn tim dugc mot tir giac ma cac dinh ciia n6é nam trong tap diém da cho sao

cho canh va duong chéo ctia n6 cung mau.

Gidi:

Gia st A(i =1,18) 1a 18 diém da cho. Xuat phét tir A c6 17 doan thing

AA( = 2,18). Mudi bay doan thdng d6 chi ¢6 hai mau xanh hodc do, nén theo

nguyén 1i Dirichlet ton tai it nhat chin doan thing cing mau. Khong giam tinh tong

quét gia sir d6 1a cac doan thang AA,, AA,,..., AA,, v chiing cing méau do.

Xét chin diém A, A,,..., A, chi c6 thé xay ra hai truong hop sau:

Az
A2 ........................... :’-. .
. -........,‘.:.. A4
A 4
As
Ao Az
Ag
Hinh 19.1

1) Hodc 1a ton tai diém A, (2 < j<10) sao cho trong tdm doan thang
AA(<k<10,k=# j) coit nhit bén doan mau d6. Khong mat tinh téng
quét c6 thé cho 1a AA, A A, AA, AA miuds. Dén day lai chi con hai
kha nang :
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Noi hoi tu cua Toan Hoc

- Hoic 1a moi doan thang AgA,, AgAs, AsPg, AyAs, Ay A, A A;, déu mau xanh,
Khi d6 AgA,AsAg 1a tir gidc xanh thoa man yéu cau.

- Tén tai mot doan thang A, A;(3<i< j<6) maudo. Khidé AAAA
(3<i< j<6) lath giac d6 thoa min yéu ciu bai toan.

2) Hoic 1a v6i moi diém A, (2 < j<10), thi trong tdm doan thang
A A (2<k <10,k = j) c6 toi da ba doan mau d6 ma thoi. Khi d6 phai ton tai
mot diém (chang han A,) ma trong cac doan A A (3<k <10,k # j) c6 tbi da
hai doan mau do thoi (that vay, néu véi moi A (2< j<10) ma ci dang ba

doan A/A (2<k <10,k = j) mau do, thi s6 doan thang mau d6 ndi trong nodi
A A 7 1> 93 \ A A A 17 \ = r LA
b 9 diem do la > la s0 nguyén. Vo 1i. Vi A/A (3<k <10,k # J) co toi da

hai doan mau d6 ma thoi, nén trong sb cac doan AA,, A A, AA, AA, coit
nhat sau doan mau xanh. Khong mét tinh tong quat ta cho
AA AA, .., AA, mau xanh.
Xétsau diem A, A, A, A, A, A,. D6 1a sau diém ma trong d6 khong co ba
diém nao thang hang, va mdi doan thang ni hai diém chi c6 hai mau xanh hoic
d6. Theo bai 19 thi luon ludn ton tai it nhat mot tam gidc ma ba dinh chon trong
{A A A, A,A,A,} sao cho ba canh cung mau.
Lai c6 hai kha nang:
a) Gia sir ton tai tam gisc A, A, A (5<i< j <k <10) mau xanh. Khi d6 tir giac
AAAA (5<i< j<k<10) la tir gidc xanh thoa man yéu cau dé bai.
b) Néu ton tai tam gidgc A, A, A(5<i< j<k<10) maudo, thi AAAA lath
giac can tim.
Nhu vay ta luén chung minh duogc ton tai mot thr giac ma cac dinh cua no nam trong
tam diém d4 cho sao cho canh va duong chéo cling mau.
e Ta co bai toan phirc tap hon:

Bai todn 19.2:
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Cho sau diém trén mat phang, sao cho khong c6 ba diém nao thang hang. Cac doan
thang ndi tirng cip diém duoc t6 mau dé hodc mau xanh. Chirng minh rang ton tai
hai tam gidc (ma cac dinh cta ching thudc tp hop sau diém di cho) ma cac canh

cua chung cung mau.

Gidi:

( Bé ¥ rang trong bai toan trén chi doi hoi : chimg minh rang c6 it nhat mot tam giac
cung mau).

S tat ca cac tam gidc tao thanh tir sau diém da cho la:

;6! .,
C; —ﬁ—ZO tam giac.

Goi x la s0 cac tam gidc ma ba canh cung mau, khi dé s6 cac tam gidc ma ba canh
khong cung mau s€ 1a: 20 — X

Néu hai duong cuing mau xuat phat tr mdt di€m thi ta c6 mot goc dong mau. Trong
moi tam gidc cling mau ta c¢6 ba goc dong mau, con trong tam gidc khong cing mau

chi c6 ding mdt goc dong mau.

Hinh 19.2
Vi thé s6 goc ddng mau 1a: 3x + (20 — x) = 20 +2x goc. (1)
Xét tai diém A . Gia sir xuat phat tir A c6 r doan thang mau do6 va 5 — r doan thang

mau xanh. Khi d6 c6 thé thiy ngay tai diém A s6 goc dong mau la C*+CZ, .
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(O day ta quy udc st dung ki higu C*=0néu 0<n<k)

Néu 0<r<1=C?=0con5-r>4=C’,

>C, =6.

Néu 0<5-r<1=C? =0ma r>4=C>>C’ =6.

Xétkhi 2<r<3=C’+C? =4.

Tom lai ta ludn ching minh duwoe C? +CZ | > 4.

Piéu d6 c6 nghia 1a tai mdi diém A :R) s6 goc dong mau c6 dinh tai A ludn
16n hon hoic bang 6.4 = 24. Két hop vai (1) ta co: 20 +2x >24 = x> 2.

Vay ludn ludn ton tai it nhat hai tam gidc cung mau (dinh cta cic tam giac nay

thudc vao tap sau diém di cho).
Ppcm.
e Ta dua ra mot vi du minh hoc dep mit cho bai toan nhu sau:

Bai toan 19.3:

Chirng minh rang tir sau so6 vo ti tuy y co thé chon ra dwo'c ba so (ta goi ba so do
la a, b,c) sao cho a+ b, b+ c, ¢+ aciing la so vo ti.

Gidi:

Xét trén mat phang sdu di€m sao cho khong c6 ba diém nao thang hang. V&1 moi
diém ta s& gan cho né mot s6 vo ti. Nhu vay sau diém dugc gan sau so vo ti da cho.
Hai di€ém mang so0 a va b s€ duoc noi voi nhau bang mot doan thang mau dé néu
a+ b laso vo ti, con s€ c6 mau xanh khi a + b 1a so hitu ti.

Theo dé bai, ton tai it nhat mot tam gidc cing mau. Gia st tam giac d6 c6 ba dinh

dugc gan sb 1a a, b ,c. Chi c6 hai kha nang xay ra:

1) Néu tam gidc d6 1a tam giac xanh. Khi dya+b, b+ c, a+ c 1a 3 s6 hiru ti.
Lucnay (a+b)+ (b+c)- (c+ a)=2b ciing 1a mot sd hiru ti. Piéu nay vo li
viblasd vo ti.

2) Néu tam giac do 1a tam giac d6. Khidya+b,b+c,a+c 1a3sdvoti.
Dpcem.
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Nhén xét: Bai toan bé ngoai c¢6 vé khong lién quan gi t6i hinh hoc nhung lai c6 thé
quy vé bai toan hinh hoc véi mot 11 giai dep méat nhu vay.

Bai todn 20:

Cho hinh chép ddy 14 da gidc chin canh. T4t ca 9 canh bén va 27 dudng chéo ctia da
giac day duoc t6 bang mot trong hai mau xanh hodc d6 . Chirng minh rang:

Tén tai ba dinh ctia hinh chdp sao cho chung 14 nhitng dinh cta hinh tam giac véi
cac canh dugc boi cung mau.

Gidi:

Xét 9 canh bén. Vi 9 canh nay chi dugc boi bﬁng hai mau xanh hoac dé nén theo
nguyén li Dirichlet ton tai 5 canh bén dugc bdi cing mot mau. Khong mat tinh tong
quat ta co thé gid su do la cac canh bén SA, SB, SC, SD, SE dugc bdi cung mau do,
va cac diém A,B, C, D, E xép theo chiéu kim déng ho. Xét da giac ABCDE.

Hinh 20.1

Co6 hai kha nang xay ra:
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1) Néu AB la duong chéo cua day. Khi d6 di nhién BD, DA ciing 1a cac dudng
chéo cua day.
Lai c6 cac truong hop sau:

a) Néu ca ba doan AB, BD, DA cung boi mau xanh. Khi d6 ABD la ba dinh

can tim, vi ABD la tam gidc v&i ba canh xanh.

b) Néu mot trong cac doan AB, BD, DA 1a d6. Gia st BD d6 , thi tam giac SBD

1a tam giac v6i ba canh d6 . Lic nay S, B ,D 14 ba dinh can tim.

E

B

Hinh 20.2
2) Néu AB la canh d4y. Khi d6 di nhién AC, CE chic chén 1a dudng chéo day.

a) Néu AE la duong chéo ddy thi ta quay lai truong hop 1 vira xét, véi ACE 1a

tam gidc vdi ba canh 1a 3 duong chéo day.
b) Néu AE 1a canh day. Khi d6 1d rang AC,AD la cac duong chéo day.
- Néu CD la duong chéo day, ta quay vé truong hop 1.
- Néu CD la canh bén . Lai xét cac truong hop sau:

+ Néu BC 1a dudng chéo ddy, thi tam giac BCE 1a tam giac voi ba dudng chéo day,
quay vé truong hop 1.
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E

B

Hinh 20.3
+ Néu BC 1a canh day. Khi d6 xét tam giac BDE va quay vé truong hop 1.
Tom lai, bai toan di giai quyét hoan toan.
Bai todn 21:
Cho P,P,,...,P, 1a bay diém trong khong gian, trong d6 khong c6 bon diém nao

dong phang . T6 mau mdi doan v6i mot trong hai mau do6 hodc den. Chirng minh

rang: co hai tam gidc don sac khong c6 chung canh.
Gidi:
Dua vao cach chirng minh ctia bai 1 suy ra c6 it nhat mot tam giac don sac, chang

han 1a tam gidc PP,P, 1a tam gidc do (tirc 1 tam giac véi ba canh do).

P

|

Py Ps

Hinh 21.1
Bay gio xét sau diém {P,,P,,P,,P.,P,,P}. Lai theo bai 1 suy ra c6 mot tam giac

don sac. Co hai kha nang xay ra:

59
Bui Thé Viét (nthoangcute) — 9a6 — THCS Luong Thé Vinh — TP. Thai Binh



Diendantoanhoc.net

Noi hoi tu cua Toan Hoc

1) Néu tam giac don sdc nay khong chira canh P,P, . Khi do6 rd rang tam
giac don sic nay khong c6 chung canh v6i tam giac do PP,P,. Bai toan

duogc giai trong truong hop nay.

2) Néu tam giac don sic nay chira canh P,P,. Vi P,P, 14 canh d6, nén ta
chon trong {P,,P,,R,,P,} mot diém sao cho cung vai hai diém P,,P,
tao nén mot tam giac don sic mau d6. Khong mat tinh tong quat ta gia

sir 46 1a diém P,
Ps
P,

P2

Hinh 21.2

- Tuong ty ta xét 6 diém {P,P,,P,,P,,P,,P,} va nhu trén ta chi quan tam dén

truong hop co diem P', e{P,,R,,P,,P,} sao cho P',P,P, 14 tam giac do.

Ps
P

P2
P,
Hinh 21.3

- Khi xét 6 diém {P,,P,,P,,P,, P,, P,}va chi quan tim dén trudng hop co diém
P'.e {P,, R,P, P} saocho P',P,R latam giac do.
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Nhu thé ta xay dung duoc ba diém P',P",,P', e{P,,P.,P,,P.} sao cho ba tam giac
P' PP,P',PPR,P',PP, la ba tam giac do.
Bay gi0 lai c¢6 hai kha nang xay ra:
1. Néu P',P',,P',1a ba diém phan biét. ( cht y rang bon tam giac
PPP,P' PP, P PP,P' PP, déula tam giac do).

Lai c6 hai kha nang xay ra :

a) Néutam giac P',P', P',c6 it nhat mot canh d6 ( chang han la canh P! P', 1a

canh d6). Khi @6 P',P', P, va PP,P,14 hai tam gidc don sic ma khong khong

canh chung nao (cung la tam giac do).

Py %

Ps

Hinh 21.3

b) Néu tam giac P',P',P', la tam gidc den. Khi 6 P',P',P', va PP,P, 12 hai

tam giac don sac khong c6 canh chung nao.
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2. Néu P WP, P ¢co diém trung nhau. Khi d6 khong mat tinh tong quat ta c6 thét
giasu P, =P',. Khi do tacso tir dién P’ BP,P,1a tir dién do ( tirc 1a tir dién co
6 canh déu 1a d6). Con lai ba diém ta goi 1a P, P, P,.Lai xét tiép cac kha ning

ir! o

Sau:

a) Ton tai mot trong ba dinh sao cho trong bén doan thang P, P;,F,. sao cho
trong bon doan PP',,PP,PP,, PP, c6 it nhit hai doan d6. Gia sir d6 1a
PP, PP, 1a do. Kho d6 ta c6 hia tam giac don sac PPP,,P', P,P, ciing do
khong c6 canh chung.

b) V&i moi dinh P, P, P,.. khi ndi cac dinh ay v6i bon dinh ciia tir dién

ir’ o

P' PP,P, ta duoc toi da mot doan mau dé ma thoi.

Khi d6 ton tai mt dinh cta tir dién (chang han P) sao cho PP, RP,, BP, déu mau

den. Lai c6 hai kha nang xay ra:

- Néu PP,P, 1a tam gidc d6 thi PP,P, va PPR,P, 1a hai tam gidc don sdc cing d6
khong c6 canh chung.

- Néu tdn tai mdt canh den (chang han PP,). Khi d6 PP,P, la tam giac den. Luc
nay BP,P va PPP, la hai tam giac don sdc (mdt den, mgt do) khong cd canh
chung.

Dpcm.

Bai todn 22 :

Cho hinh da giac déu 9 canh . Mdi dinh ciia n6 duoc té mau bang mot trong hai
mau tring hodc den. Chirng minh rang ton tai hai tam giac phan biét c6 dién tich
bang nhau, ma cach dinh ciia mdi tam giac duoc to cling mot mau.

Gidi:

Goi chin dinh ctia da giac 1a A, A,,..., A, déu duoc t6 bang hai mau. Nén theo
nguyén Isi Dirichlet c6 it nhat nim dinh trong s6 d6 dugc t6 cling mot mau. Gia sir

c6 nam dinh dugc t6 mau trang, nam dinh nay tao ra:
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|
ci=>L _10
312!

Hinh 22.

Tam gidc mau trang (tam gidc mau trang 1a tam giac c6 ba dinh ciing mau tring).
Goi A la tap hop cac dinh cua da giac da cho, tac la:
A={A A, A}

Goi O 1a tim cua da giac déu di cho (vi 13 da giac déu nén ludn ton tai tim) .

Xét phép quay cac goc 0°,40°,80°,120°,160°,200°,240°,280°,320° xung quanh
tam O. Rd rang Gmg véi mdi phép quay nay tdp A bién thanh chinh né (tirc 1a tap
cac dinh cta da giac déu khong thay d6i qua phép quay trén. Mic dau khi quay thi
diém nay bién thanh diém kia)

Sau chin phép quay trén thi c6 10 tam giac trang bién thanh 90 tam gi4c trang. ma
mdi tam gidc ndy déu c6 cac canh dinh thudc tdp hgp A . Cha y ring sd cac tam

giac khéc nhau c6 dinh trong A 1a:
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|
ci=2 _ga
613!

Vi 84<90, nén theo nguyén li Dirichlet ton tai hai tam giac trding A va A’ sao cho

cac phép quay tuong trng cuing mot tam giac.

Vi phép quay bdo toan hinh ddng va d6 1én cua hinh (noi ri€ng bao toan dién tich),
tacla: S, =S,.

Dpcm.

Bai todn 23:

Cho mdi diém trén mat phang dugc to bang mot trong hai mau xanh, do. Ching
minh rang ton tai mot tam giac ma ba dinh va trong tim cung mau.

Gidi:

Lay nam diém tiy ¥ sao cho khong c6 ba diém nao thang hang trén miat phang. Khi
d6 vi chi ding c6 hai mau dé t6 cac dinh, ma theo nguyén i Dirichlet phai ton tai ba

diém trong s6 d6 cung mau. Gia st d6 1a ba diém A, B, C c6 mau do.

Nhu vay ta c6 tam gidc ABC véi ba dinh mau do.

Goi G 1a trong tam tam giac ABC. Chi c6 hai kha ndng xay ra :
1) Néu G c6 mau d6. Khi do A, B,C,G cung do va bai toan da duogc giai.
2) Néu G c6 mau xanh.

Kéo dai GA, GB, GC cac doan AA’=3GA, BB’=3GB, CC’=3GC.
Khi d6, néu goi M, N,P tuong rng 1a cac trung diém cua BC, CA, AB thi
A’A=3AG=6GM = A’A=2AM.
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Hinh 23
Tuong ty B’B=2BN, CC’=2CP.
Do d6 céac tam giac A’BC, B’AC, C’AB tuong trng nhan A,B,C 1a trong tam.
Mait khac, ta cling c6 cac tam gidc ABC va A’B’C’ c6 cung trong tdm G.
C6 hai trudong hop sau co thé xay ra:

a) Néu A’, B’, C’ cung xanh. Khi d6 tam giac A’B’C’ va trong tdm G ¢6 cling

mau xanh.

b) Néu it nhit mot trong cac diém A’, B’, C’ ¢6 mau do. Khong mat tinh tong

quat gid st A’ do. Khi do tam giac A’BC va trong tdim A mau do.

Vay trong moi kha ning ludn ton tai mot tam gidc ma ba dinh va trong tim cling

mau. DPpcm.
Bai todn 24:

Gia st 1 ban cd hinh chit nhat c6 3x7 6 vudng dugc son den hoac tréng.
Chung minh rang véi cach son mau bat ki, trong ban cd ludn ton tai hinh chir
nhat gom céac 6 & 4 goc 1a cac 6 ciing mau.

Gidi :
Mau son mau c6 thé xay ra v6i ban cd nay co6 dang tir 1 dén 8.Gia sir mot

trong sO cac cOt thudc dang 1.Bai todn s€ dugc chirng minh néu tat ca cac cot
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con lai thudc dang 1,2,3 hodc 4.Gia su tat ca cac cot con lai thude dang 5,6,7,8

Khi d6 theo nguyén li Dirichlet 2 trong s6 6 cot ¢6 2 cot cung 1 dang va nhu vdy

bai toan cling dugc ching minh

Chtrng minh hoan toan tuong tuw néu 1 cot c6 dang 8 .Gia sir khong ¢ cot

nao trong cac ¢t 1,8 thi theo nguyén li Dirichlet cling c6 2 cdt cung dang va bai

toan cling duoc chirng minh

Bai todn 25:
Dung n mau dé t6 tit ca cac canh ciia mot hinh 1ap phuong sao cho mdi dinh déu c6 ba
dinh déu c6 ba mau lién thude ,d6 1a ba mau clia ba canh chira dinh d6. Tim s6 n nho
nhat d¢ hai diéu kién sau day dong thoi duoc thoa mén :

a) Khong c6 mat nao c6 hai canh cung mau .

b) Khong co6 hai dinh nao c6 cung ba mau lién thudc .

Gidi
Tir gia thiét a) khong c6 mit nao co hai canh ciing mau , ma mdi mat ¢ bbn canh,

vay sO0 mau phai dung it nhat la bon , tic la n

>4

Mit khac , néu n = 4 thi s6 b ba mau tao ra

tir bon mau la C=4
C6 bdn bo ba mau khac nhau dé t6 cho tam
bd cach tai tam dinh cta hinh 13p phuong ,vay

theo nguyén li Dirichlet c6 it nhat hai dinh ¢6

cing mot bd ba mau lién thudc , tirc 1a gia thiét

b) khong thoa man.
Vayn 24van #4 nénn=>5.

Xét khin =5 . vi hinh 1ap phwong c6 sau mat ( mdi mit bon cach ) va lai ¢6 12
cach , nén vai bat ¢t bdn cach nao ludn ludn chon duoc it nhat hai trong chiing thude
ciing mdt mit cua hinh 1ap phuong .Do d6, dé thoa mén gia thiét a) mdi mau chi dung
dé tbi da ba cach (vi néu khong , ttr nhan xét trén c6 mau do chéng han dung dé to it
nhét bén cach, thi it nhit mot mat co hai cach do, trai véi gia thiét a))

Dung n= 5 mau dé t6 cho 12 cach , ma moi dung dé t6i da cho ba cach, nén lai
theo nguyén li Dirichlet suy ra c6 it nhat hai mau ( gia str 6 1a mau xanh (X) va mau
d6 (D)) ,ma mdi mau dung dé t6 dung ba canh .
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Vi mdi cach chira hai dinh va lai dé thoa man gia thiét a) nén hai mau X,P s& lién
thudc tong cong 12 dinh ( mdi mau lién thude su dinh ). Ma hinh 14p phuong chi co
tam dinh nén phai c6 it nhat bon dinh ¢ cung hai mau X,P lién thudc ( xem hinh vé& ,

duong nét 1ién dam ( ) chi mau dé ,

duong nét dut dam (-----) chi mau xanh .

Véi mbi dinh trong s6 nay ,xét cach thir —
ba xuét phat ttr d6 va khong c6 mau X,D w
.Chi c6 kha ndng sau xayra:

Bén cach dang xét d61 mot khac nhau

.Do bon cach nay chi dugc dung ba mau con

lai (ngoai X,D) ,nén phai c6 it nhat hai cach

cung nhau va nghia 1a diéu kién b) bj vi
pham va c6 hai dinh ciing c6 b ba mau lién thudc gidng nhau .

Tém lai ,néun =35, luén di dén mau thuan .

Do déon>5.

Véin =6, xét cach t6 mau sau day : Do (D), xanh (X) , vang (V) ,tim (T) ,nau
(N), lam (L) .

Céch t6 nay thoa méan yéu cau dé bai ra .

Vay gia tri nho nhat phai tim lan=6 .

Nhan xét : Dé chtirng minh n =5 , ta c6 thé 1am o —

cach khéc nhu sau : ’ y
Khin =5, thi s6 bd ba mau c6 thé tao ra tir
ndm mau 1a C=10 N‘ |
Néu ki hiéu cac mau 14 1,2,3,4,5 thi 10 bd ba :
mau do 14 cic bd ba sau : y . - -
(1,2,3) ,(1,2,4) ,(1,3,4) ,(1.3,4), D
(1,3,5), X

(21314) 1 (21315) 1 (11415) a(31415)1 (214’5) 1
Ta nhan thdy méi mau déu xuét hién mot sé chin 1an (Sau lan ) trong tong sé 10

b0 ba noi trén .
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Véi mbi cach t6 mau thoa min yéu cau dé bai , ta xac 1ap tdm bo ba lién thudc
tam dinh hinh l4p phuong . Theo diéu kién b) tdm b ba nay phai d6i mot khac nhau
,suy ra ludn ludn c6 ding hai trong 10 bd ba néi trén khong c6 mit trong sé cac bd
mau dugc xac lap

Vi hai by ba mau éy 1 khac nhau nén c6 it nhat mot mau chi c6 mat trong bo ba
nay ma khong c6 mat trong bd ba kia .Do vay c¢ it nhat mot mau chi xuit hién mot sb
1é 1an trong tdm bd ba mau xac 1ap duoc

Diéu d6 nghia la c6 it nhat mot mau lién thude mot s6 1é dinh

Mit khac , mdi cach (mot mau ) déu chira hai dinh vag theo a) khong c6 hai cach
nao chung dinh dugc t6 bdi cung mdt mau

Do vay ,0 cach t6 mau théa man yéu cau dé bai , thi mdi mau déu lién thudc mot
sd chin dinh .

Ta nhan duoc mau thuin .Vay gia thiét voi n = 5 mau t6 duoc 12 sai do d6 n =5

2.3.4. Bai toan dién tich

Nguoc lai v6i nguyén li dirichlet, nhung c6 hinh thirc phat biéu gan gidng
v61 nod la nguyén i sau: “Néu mot hinh ¢6 d6 do S chira mot s6 hitu han cac
hinh ¢6 tong d6 do nho hon S, thi c6 mot diém cua hinh da cho khong nam
trong cac hinh ma né chtra”. Ciing nhu nguyén li Dirichlet, nguyén li nay tuy
duogc phat biéu don gian, nhung ciing c6 nhitng tmg dung kha sau sac trong toan

hoc. Sau déy ta hiy xét mot sb bai toan tng dung truc tiép phat biéu nay:

Bai todn 26:

Trong mot t& gidy hinh vudng bang gidy c6 canh bang 12 cm c6 31 16 kim
cham. Chtng minh rang ta vin c6 thé cat tir to gidy nay ra mot hinh tron ¢ ban
kinh 1 cm ma khong chira mot 16 kim cham nao.

Gidi:
Lay mdi 16 kim 1a tdm dyng mot hinh tron ban kinh 1cm. Tong dién tich cua 31
hinh tron nay s€ 1a 31 7 nho hon dién tich ctia hinh vuéng canh 10 cm . Do d6

phai c6 mot diém M trong hinh vudng canh 10 cm ( 14 hinh vuéng thu dugc tir

hinh vuéng canh 12 cm da cho bang cach thu hep cac chiéu 1cm) va khong nam
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trong 31 hinh tron ban kinh dugc dung nhu da trinh bay & trén. LAy diém M lam
tAm ta cit mot hinh tron ban kinh Icm, thi hinh tron ndy nim hoan toan trong

hinh vuéng d cho c6 canh dai 12 cm va khong chira mét 16 kim cham nao ca.
Tong quat bai toan:
Ta nhén thay:

- Bai toan van con ding véi hinh vudng c6 kich thuéce 1a 10 cm.

- Néu goi ban kinh hinh tron ma ta can cit lar (r € R"), goi s6 16 kim cham
cua hinh vudng 1a a(a e N) va kich thudc ctia hinh vuéng lab (be R™). Khi
dotaar’z <b? Taclab> Jar’z .

Vay bai toan tong quat c6 thé dugc phat biéu nhu sau:
Trong mdt td gidy hinh vudng c6 canh bang b ¢ a 16 kim cham. (trong d6 b >

Jar?sz ). Ching minh rang ta van c6 thé cat tir to gidy nay ra mot hinh tron c6
ban kinh r cm ma khong chtra mot 16 kim cham nao.

Bai todn 27: Cho hinh tron (C) c6 dién tich bang 8 , ddt 17 diém phan biét , bat
ki Chtrng minh rang bao gio ciing tim dugc it nhat ba diém tao thanh mot tam
giac co di¢n tich bé hon 1

Gidi:

Chia hinh tron thanh (C) thanh 8 hinh quat bang nhau , mdi hinh quat c6
dién tich bang 1 .Theo nguyén Iy Dirichlet ,ton tai it nhat mot hinh quat (a)
chira 3 diém trong s6 17diém da cho .Tam giac c6 3 dinh 1 3 diém d6 nam tron
trong hinh quat (a) nén c6 dién tich nho hon dién tich hinh quat ,tirc 1a bé hon 1
Bai todn 28:

Trong hinh vudng canh 15 dat 20 hinh vuong nho canh 1 tirng d61 mot khong
cat nhau.Ching minh rang trong hinh vudng 16n ¢ thé dat mot hinh tron ban

kinh 1 sao cho n6 khong cit hinh vudng nao.

Gidi:
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Xét hinh gdm tat ca cac diém cach hinh vuéng nho canh 1 mét khoang khong
16n hon 1. RS rang hinh tron ban kinh 1 ¢6 tim ndm ngoai hinh d6 nén khéng
thé cat hinh vudng nho.

Dién tich hinh d6 bang 5+m.

Tam hinh tron can tim cling can phai cach cac canh cua hinh vuong 1é6n hon mot

khoang 16n hon 1, tirc 1a ¢ bén trong hinh vudng canh 13.
Vi 20(5+m) < 132

Hinh tron ¢ tim tai diém khong bi phi1 sé c¢6 tinh chat thoa méan dé bai.

Chuong 2 : Nguyén li cuc han

2.1. Nguyén li cwe han

Song song v6i viée st dung cac nguyén li khac nhu phan chung, Dirichlet
hay quy nap toan hoc dé tim 101 giai cho cac bai toan kha hoc baa, nguyén li
cuc han cling dugc xem 1a mot phuong phap rat hay, duoc van dung mot cach
linh hoat trong viéc khao sat mot tap hop hitu han hay vo han phan tir ma trong

n6 ton tai gia tri nho nhét hodc gia tri lon nhét .
Nguyén li cuc han duge phét biéu don gian nhu sau:

Nguyén li 1: Trong mét tdp hitu han va khdc rong cdc sé thwc luén luén cé thé

chon dwoc so bé nhat va so lon nhat.

Nguyén li 2: Trong mét tdp khdc rong cdc s6 tw nhién luén luén c6 thé chon

duwoc so bé nhat.

Str dung nguyén li circ han 1a mot phwong phap dugc van dung cho nhiéu
16p bai toan khac, dac biét no cé ich khi giai cac bai toan tb hop noéi chung va
hinh hoc noi riéng.

Trong qua trinh tim kiém 101 giai nhiéu bai toan hinh hoc, s& rit c6 loi néu
chung ta xem xét cac phan tir bién, phan ttr giéi han nao dé, tirc 1a phan tir ma

tai d6 mdi dai lugng hinh hoc ca thé nhan gia tri lon nhét hodc gia tri nhd nhét,
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chéng han nhu canh 1én nhét, canh nho nhét ctia mot tam giac, goc 1on nhét

hodc goc nho nhat cua mét da giac ...

Nhitng tinh chit cta cac phan tir bién, phan tir gidi han nhiéu khi gitp ching ta

tim kiém duogc 101 giai thu gon cua bai toan.

Nguyén li cyc han thudng dugce st dung két hop véi cac phuong phap khac,
dac biét 1a phuvong phap phan ching, dugc van dung trong trong truong hop tap
cac gia trj can khao sat chi tap hop hitu han ( nguyén 1i 1) hodc c6 thé c6 vo han
nhung tOn tai mot phan tir 10n nhat hodc nho nhét ( nguyén li 2)Khi van dung
nguyén li ndy, ta phai tién hanh cac budc sau :

Budc 1: Chitng minh rang trong tat ca cc gia tri can khao sat ludn ton tai gid tri
16n nhét hodc gia tri nho nhét.

Budc 2: Xét bai toan trong truong hop riéng khi nd nhan gia tri ndy ( nho nhat
hogc 16n nhat)

Buéc 3: Chi ra mot mau thuan, chi ra mdt gia tri con nho hon (hay 16n hon) gia

tr1 ta dang khéo sat .

Theo nguyén li ciia phuong phép phan ching, ta s& suy ra diéu phai ching

minh.
2.2. Hé thong bai tip uing dung.

Sau ddy chung t6i xin dwa ra mot s6 bai tap dién hinh c6 van dung nguyén li

cuc han va mot s6 dé thi hoc sinh gioi.
Vi du 30:

Chtrng minh réng: Bén hinh tron duong kinh 1a bon canh ctua mot tu giac 161

thi phu kin mién t giac ABCD.

Gidi:
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Hinh 30
Lay M 1a mot diém tiy y cua tir giac 16i ABCD. C6 hai kha nang xay ra:
1)  Néu M nam trén bién cua da giac (ttrc M nam trén mot canh cia tir gic

ABCD). Khi d6 M nam trong hinh tron ¢6 duong kinh 14 canh 4y. Trong trudng

hop nay két luan ciia bai toan hién nhién dung.
2)  Néu M nam bén trong tir gidc 16i ABCD . Khi d6 ta co
AMB + BMC +CMD + DMA = 360°

Theo nguyén li cuc han, ton tai max { AMB, BMC,CMD, DMA} = BMC .

Khi 4y : BMC >90° 1)

Tu (1) suy ra M nam trong ( hodc cing lam 1a nam trén) duong tron duong kinh
BC. Vay di nhién M bi phu bdi dudong tron nay.

Nhu thé do M 14 diém tiy y cua tir gidic ABCD, ta suy ra bn hinh tron néi trén
phu kin tr giac 16i da cho.

Diéu phai ching minh.
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Bai toan 31:

Cho 2011 dudng thang phan biét , trong d6 ba dudng thang bat ki trong sd
chung thi déng quy.

Chting minh rang ca 2011 dudng thang di cho dong quy tai mot diém.

Gidi:

Ta sé& di giai quyét bai toan bang phuwong phap phan chimg: Gia st nguoc lai
cac duong thang di cho khong di qua mot diém. Ta xét cac giao diém tao nén
boi 2011 dudng thang da cho. Xét tat ca cac khoang cach khac 0 ha tir cac giao
diém nay toi cac dudng thang da cho. Gia st A 13 mot giao diém trong sb d6 va
goi AQ 1a khoang cach nho nhat trong s6 d6 v& tir A dén ( duong thang (
trong s6 2011 duong thang.

A

B Q C D

Hinh 31

Qua A theo giai thiét, phai c6 it nhat 1a 3 duong thing, va 3 dudng thing nay
ca [ lan luot tai B, C va D. V& AQ L [, thi hai trong ba diém B, C, D phai

nam cing mot phia cta diém Q, chang han 1a C va D.

Khong mat tinh tong quat, gia sit QC < QD; vé CP L AD, vé QK L AD.
Suyra: CP<QK < AQ

Vo 1y, vi trai véi gia thiét gia sir AQ 13 khoang cach bé nhat. Piéu vo i trén
chtng t6 rang 2009 dudng thang da cho dong quy tai mot diém.

Bai todn 32: ( Dé thi hoc sinh giéi qudc gia 1992-1993 bang A)
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Mot nudce c6 80 san bay, ma khodng cach gitra hai san bay nao cling khac nhau.
MOi may bay cit canh tir mot sin bay va bay dén sin bay nao gan nhét. Chtng
minh rang: trén bt ky sin bay ndo ciing khong thé c6 qua 5 may bay dén.
Gidi:
Tir gia thiét suy ra néu cac may bay tu cac sin bay M va N dén san bay O thi
khoang cach MN 1a 16n nhét trogn céc canh cia tam gidc MON, do d6
MON > 60°.

Gia str rang cac mdy bay bay tir cac san bay M,, M,, M,, M,, ... M_ dén san

0

bay O thi mot trong cac goc M,ON; khong 16n hon (1,),n=1,2,3,4,5 ...

80) vi tong cac goc di cho bang 360°.

360°
n

Vay: >60° = n<6

Suy ra diéu phai chimg minh.

Bai todn 32: ( Dé thi hoc sinh giéi qudc gia 1992-1993 bang B)

Trong tam giac ABC c¢6 ba goc nhon. Liy mot diém P bat ki, chimg minh
khoang cach 16n nhat trong cac khoang cach tir diém P dén cac dinh A, B, C
ctia tam giac khong nho hon 2 1an khoang cach bé nhét trong cac khoang cach
tir diém P dén cac canh cua tam giac do.

Gidi:

Dung PA, PB,, PC, tuong trng vudng goc véi cac canh BC, CA, AB. Vi tam
gidc ABC c6 ba goc nhon nén cac diém A, B,,C, tuong ing nam trong doan

BC, CA va AB.
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Hinh 32

Néi PA, PB, PC ta co:
APC, +C,PB + BPA + APC +CPB, + B PA =360’
Suy ra goc 16n nhét trong 6 goc nay khong thé nho hon 60°.
Khong mat tinh tong quat, ta gi sit APC, 1a 16n nhat, khi d6 APC, >60°.
Xét AAPC, vuong tai C, , ta co:

P% =Cc0SAPC, <c0s60’ = %

Tur d6 ta c6: AP= PC,.
Néu thay PA bing khoang cach 16n nhat trong cac khoang cach tir P dén cac
dinh va thay PC, bang khoang cach ngan nhat tir P t6i cac canh thi bat dang
thirc cang dugc thdéa man.
Bai todn 33: (Dé thi chon HSG qudc gia 1986-1987. Bang A)

Cho tir giac 16i ABCD c6 hai dudng chéo AC va BD cét nhau tai E. Chiing
minh rang: Néu cac ban kinh cua 4 dudng tron noi tiép cac tam giac EAB,

ECD, EDA ma bing nhau thi tr gidc ABCD 1a hinh thoi.
Gidi:
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Hoan toan khong mat tinh tong quét ta c6 thé gia sir rang :
CE<AE, BE<XDE

Goi B, va C, tuong g 1a cac diém ddi xtng ctia B va C qua tdm E, ta co

tam giac C,EB, ndm trong mién tam giac AED.

Gia sir doan thang AD khong tring vé6i doan thang C B, .

B C

Hinh 33

Khi d6 duong tron ndi tiép tam giac AED nam bén trong dudng tron ndi
tiép tam giac AED, dong dang ( phi canh) véi duong tron nay véi tim dong

dang E, h¢ sb déng dang 16m hon 1.

Nhu vay: Fep > 1oy = lege ( I'yp 12 ban kinh duong tron ndi tiép tam giac
AED) .Vo li

Vi trai voi gid thiét 1a: 1, =T, .

Diéu vo 1i d6 chung t6 1a A=C, vaD=B,.

Khi d6: OA=0C, OB=0OD => ABDC la hinh binh hanh.

Trong hinh binh hanh ABCD ¢6 p,r =S, =S, = P,r
(O @6 p,va p, twong g 14 nira chu vi clia cac tam giac AEB va BEC).

AB+BE+EA BC+CE+BE
2 - 2

Suyra: p,=p, <

76
Bui Thé Viét (nthoangcute) — 9a6 — THCS Luong Thé Vinh — TP. Thai Binh



Diendantoanhoc.net

Noi hoi tu cua Toan Hoc

< AB=BC (vi AE=CE)

Hinh binh hanh ABCD c¢6 AB = BC nén ABDC la hinh thoi.

Bai todan 34:

Chtng minh rang : Néu tit ca cac canh ciia mot tam gidc déu nhé hon 1 thi dién

B3

tich tam giac nho hon T

Gidi:

_
A H C

Hinh 34

Goi A 1a goc nho nhat ctia tam giac ABC, suy ra: BAC <60°.

Tacd: S, = % BH.AC :%AB.AC.sin A
Do d6 :
S e < 1AB.AC.sin 600<£.1.1.—3 :ﬁ
2 2 2 4

Suy ra diéu phai chimg minh ©
Bai todn 35:

Goi O 1a giao diém cua ti giac 16i ABCD. Ching minh riang: Néu cac tam giac

AOB, BOC, COD, DOA c¢6 chu vi b'?mg nhau thi tor gidc ABCD 1a hinh thoi.
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Giai:

Hinh 35
Khong mat tinh tong quat ta gia st : AO >CO, DO > BO.
Goi B, va C, tuong tmg la cic diém doi ximg ctia B va C qua O
= 0B=0B, OC=0C,.
Tam giadc B,OC nam trong tam giac AOD.

P

Tacod: P, >  soc = Puop

Jop = Pagoe, = ( trong d6 ki hi¢u P 1a chu vi)
Dau béang xdy ra khi va chi khi B, =D va C, = A.

Khi do tir giac ABCD c6 : OA =0C, OB=0D

= ABCD la hinh binh hanh.

Mat khac ta lai co :

P

AAOD

=AB+BO+0OA

P

ABOC

=BC+BO+0C

Suy ra AB = BC.
Vay ABCD Ia hinh thoi.

Bai toan 36:
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Trén mit phang cho 2x2000 diém, trong d6 khong c6 bat ky 3 diém nao
thang hang. Ngudi ta t6 2011 diém bang mau d6 va t6 2011 diém con lai bang
mau xanh. Chimg minh ring: bao gio ciing ton tai mot cach ndi tit ca cac diém
mau do6 véi tat ca cac diém mau xanh bai 2011 doan thang khong c6 diém nao
chung.

Gidi:

Ta nhén thiy rang ludn ton tai cach ndi 2011 cip diém voi nhau bang 2011
doan thang va vi ¢6 2011 cdp diém nén s6 cach nbi 13 hitu han va néu dung t6
hop thi ta c6 thé tinh duoc con s chinh x4c céc cach ndi. Va hién nhién 1a trong
hitu han cach ndi d6 ta ludn tim ra duge mot cach ndi co téng do dai cac doan
thang 12 ngan nhat. Ta chimg minh cach ndi d6 1a cach ma chung ta can tim.
That vay: Gia str nguoc lai ta ¢ hai doan théng AX va BY ma cit nhau tai diém

O (gia st A va B t6 mau do, con X va Y t6 mau xanh).

Hinh 36
Khi d6, néu ta thay doan théng AX vaBY bé“mg hai doan AY va BX, cac doan
con lai giit nguyén thi ta co cach ndi nay co tinh chét:
AY + BX < (AO + OY)+ (BO + OX) = (AO + OX) + (BO + OY) =AY + BX
<AX +BY
Nhu vay, viéc thay hai doan théng AX va BY bﬁng hai doan théng AY va BX,
ta nhan dugc mot cach ndi mai cd téng do dai doan théng l1a nho hon. Vo 1y, vi

trai voi gia thiet 1a da chon cahces ndi c6 tong cac do dai la bé nhat.
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biéu vo 1i do chung té cach ndi co6 tong dd dai cac doan thang la ngan nhat 1a

khong c6 diém chung. ©
Bai todn 37:

Cho tir giac ABCD théa man: ban kinh cac dudng tron ndi tiép bon tam giac
ABC, BCD, CDA va DAB bang nhau. Chtrng minh tr gidc ABCD 14 hinh chit
nhat.

Gidi:

Giastr . =T,

BCD

V& cac hinh binh hanh ABB’C va ADD’C.

B B
A
D D’
Hinh 37

Suy ra tr gidc BB’D’C 1a hinh binh hanh . Do d6 : AABC =AB'CB va
AADC =AD'CD.

= e =Tlsep

ABC

r

ADC

=T,

D'CD

Mit khdc : AABD =ACB'D' (c.C.C) =l =T

CB'D'

Theo gia thiét: Fac = Naco = Feon = Mons
= lges = g = loep = Feap
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Goi E 1a giao diém cua BD’ va DB’. Ta chting minh C=E

Gia st C khac E= C thudc vao mot trong bon tam giac : EBD, EBB’, EB’D’,
ED’D. Gia sir C thudc vao mién tdm giac BDE

= oy <logp = Moep <leapr VO Y.

Diéu v6 li ching to E trang voi C

Suy ra B, C, D’ thang hang va D, C, B’ thang hang.

Ta c6: D’C//AD suy ra BC//AD. Vi CB’//AB = DC//AB
Suy ra ABCD Ia hinh binh hanh.

Ta lai co:
1 : s
S0 = Suoe = > S sep (Vi ABCD 14 hinh binh hanh).

AB +BD+ DA AD +DC +CA

ABD* ADC*
2 2

< AB+BD+ DA=AD+DC +CA
< BD=CA

Vay ABCD Ia hinh chir nhat.
Bai todan 38:
Trén mit phang da cho 2011 diém, khoang cach giira ching d6i mot khac nhau.
No6i mdi diém trong s6 2011 diém nay v6i diém gan nhat. Ching minh rang: véi
mdi cach ndi d6 khong thé nhan duge mot dudng gap khic khép kin.
Gidi:
Gia sir nguoc lai voi cach néi d6, chiing ta nhan dugc mot dudng thang gap

khuc khép kin.
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B

Hinh 38

Goi AB 12 mit 16n nhat cia dudng gip khiic khép kin nay. Tire 1 doan thing

16n nhét trong cac doan thang tao nén duong gap khuc trén.

Gia st AC va BD 14 hai mt ké véi mat AB. Ta co:

eAC < AB nén B khong 1a diém gan nhit cta A.

eBD < AB nén A khong la diém gan nhét cua B.

Chung t6 rang A va B khong duoc ni véi nhau. Vo 1i!

Diéu d6 chung to rang chung ta khong thé nhan dugc mot dudng gip khic khép
kin tir cach ndi trén.

Bai todn 39:

Trén mat phang cho 2011 diém thoa mén: ba diém bét ki trong s6 chung déu

thang hang. Chirg minh rang: 2011 diém da cho 1a thang hang.
Gidi:

Gia sir nguoc lai 1a 2011 diém da cho khong thang hang.
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A

C D

we
O

Hinh 39
Duyng qua mdi cip diém trong s6 2011 diém nay mot duong thang. S6 cac
duong thang dugc ndi nhu vay 13 hoan toan xac dinh, hitu han. Xét cac khoan
cach khac 0 nho nhat tir 2011 diém da cho dén cac duong thang vira dung. S6
cac khoang cach nhu vay ton tai va hitu han.
Goi khoang cach tir A dén dudng thang BC 1a bé nhit( A, B , C 13 ba trong sb
2011 diém da cho) . Theo gia thiét, trén BC con ¢6 1 diém thir 3 1a D khac B va
C.
V& AQ L BC, khoang cach AQ 1a bé nhét ( theo gia sir) ta c6 trong ba diém B,
C D phai c6 it nhat hai diém nam vé cing mot phia cta diém Q, gia sir d6 1a
hai diém A va D.
Giasi: CQ<DQ v& CR L Ad, d& thiy CR <AQ (v 1i)
Diéu d6 chimg t6 rang 2011 diém da cho thang hang.
Bai toan 40:

Bén trong dudng tron tim O ban kinh R = 1 ¢6 8 diém phan biét. Ching
minh rang: ton tai it nhat hai diém trong sé chimg ma khoang cach giira hai
diém nay nho hon 1.

Gidi:
Nhén xét: it nhat 7 diém trong s6 8 diém di cho 13 khac tam O. Ta goi cac diém

dola A, A, AL ALAL AL AL A
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Hinh 40

Ta c6 goc nho nhat trong s6 cac goc dinh O va hai diém con lai la

0

AOA (i=#k,1<i,k <8) la khong 16n hon 360 <60°

Gia st AOA, 1a gbc bé nhét.
Xét AAOA, taco:

. o_. | OAA>60° OA>AA
Vi AOA, < 60 :{AAO>60°:[OA>AAZ

Ma O A <1hoic OA <1 = AA <1

Bai toan 41:

Trén cac canh cua tam giac ABC léy diém C’ thudc canh AB, A’ thudc canh

BC va B’ thudc canh AC. Biét réng, do dai cac doan théng AA’, BB’, CC’

. 1
khong 16n hon 1. Chung minh rang: S,.. <—= (don vi dién tich).

ABC — \/§
Giai:

Khong mat tinh tong quat ta gia si: C<B<A.
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B

Hinh 41
Xét hai truong hop:
e Trudng hop 1: Tam gidc ABC ¢6 ba goc nhon. Khi d6: 60° < A<90°

Taco: h, <BB, <1va h <CC <1.

T 277 2sinA” 2.sin60° 43

s, lopolhn_ 1 1

1
- SABC Sﬁ

e Truong hop 2: Tam giac ABC khong la tam giac c¢6 ba gdc nhon:

Khi d6 A>90°
= AB<BB <1,
AC<CC <1
s, cdaaceied
Bai toan 42:
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Trén mat phang cho 2011 diém khong thang hang. Chirng minh rang: ton tai
mot duong tron di qua ba trong s6 2011 diém d3 cho ma dudng tron nay khong
chtra bat ki diém nao trong s6 2008 diém con lai.

Gidi:

Néi hai diém bat ki trong s6 2011 diém d3 cho bang mot doan thing. Vay ta s&
c6 CZ . doan thang nhu vay. Goi AB la doan thing c6 d¢ dai bé nhat.
Vé duong tron tam O duong kinh AB.

Suy ra 2009 diém con lai nam ngoai duong tron tim O. Goi C 1a diém trong sb
2009 diém con lai d6 thoa man goc ACB 14 10n nhat trong sb cac goc nhin 2

diém A va B.

Xét AABC. Ta co dudng tron C ngoai tiép AABC khong chira diém nao

trong s6 2008 diém con lai.
Bai todan 43:

Cho tir gidc ABCD ngoai tiép duong tron tam O. Chirg minh rang: Néu cac
duong chéo AC va BD giao nhau tai O thi tor gidc ABCD la hinh thoi.

Giai:

Khong mat tinh tong quat, ta gia st : OC<OA, OB<OD.

A D

Bai 43
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Goi B’ va C’ 1an luot 1a cac diém d6i xtmg ctia B va C qua O = OB =0B',
OC=0C".

Boi vi BC 14 tiép tuyén ctia (0) = B’C’ ciing tiép xuc véi (0) =>A =C’,D =
B’
= OA=0C va OB=0D => ABCD la hinh binh hanh.

Mit khac ABCD ngoai tiép dudng tron (O) = AB+CD=AD+BC=> 2.AB =
2.AD = AB = AD = ABCD la hinh thoi.

Bai toan 44:

Trong khong gian cho mét sb hiru han cac diém ma khong c6 bén diém nao
trong ching cting nam trén mot mat phang sao cho thé tich ciia mdi tir dién tao
ra boi dinh 1a nhitng diém cho khong 16n hon 1. Ching minh rang tat ca cac

diém c6 thé dugc phi boi mot tir dién c6 thé tich bang 27.

Giai:
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Hinh 44

Do sb lugng diém d3 cho 1a hitu han, nén s6 lugng cac tir dién toa thanh cling la
hiru han. Theo nguyén li cuc han, ton tai tir dién ( ma ta s& goi la AB,C,D,) c6
thé tich 16n nhat. Qua cac dinh A, B,,C,, D, twong tmg 1a trong tAm ciia cac

tam giac BDC, ACD, ABD va ABC. Tu do6 ta co:

\Y
acD _ 1 1)

Vigen 27
Theo gia thiét ta lai co: VAiBlchl <1,nén tr (1) co:
Vpgeo £27 (2)

Bay gio ta ching minh rang tat ca cac diém da cho nam trong tir dién ABCD.
Gia str trai lai diéu khang dinh nay khong dang, tirc 13 ton tai diém M ( trong sb

cac diém di cho), sao ma M khong thudc tir dién ABCD. (3)

Khi d6 ton tai it nhat mot dinh cua tr dién ABCD ( khong mat tinh tong quat ta
xét truong hop d6 1a dinh B, cac truong hop xét hoan toan twong tu) sao cho B
va M nam trong hai nita khong gian xac dinh bai ( ACD).

C6 thé thay ngay:

V

Vi BACD, (4)

ACD, ~
Bét dang thirc (4) dung chimg té rang MAC, D, 1a tir dién toa boi on dinh tong
cac diém da cho co the tich 16n hon thé tich cta tir dign Vj , ¢ 1, - Dicu nay mau
thudn véi dinh nghia cua tir dién ~ AB,C,D,.

Diéu v6 1i trén chung t6 ring gia thiét phan ching 13 sai.

Vay: Trong khong gian cho mét sb hitu han cac diém ma khong c6 bon diém
nao trong chung cting nam trén mot mit phing sao cho thé tich ctia mdi t dién

tao ra boi dinh 1a nhiing diém cho khong 16n hon 1. Ludn tdn tai mot t& dién co

thé tich bang 27 phu tit ca cac diém. (dpcm).
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Bai toan 41:

B \/
C
Hinh 41
Tim tat ca cac sb tu nhién n.3 sao cho ton tai n diém trong khéng gian théa man dong
thoi cac tinh chét sau day :
1. Khong c6 ba diém nao trong chung thang hang .
2. Khong c6 bén diém nao trong chung cing nam trén mot dudng tron
3. Tat ca cac duong tron di qua ba diém trong chiing déu c6 ban kinh bang nhau .
Gidi
Ta s& st dung ki hiéu sau day : Gia str X,Y,Z 14 ba diém khong thang hang ,
khi d6 qua (XYZ) sé& ki hiéu 1a dudng tron di qua ba diém Ay .
1. Trudc hét ta thdy rang n = 4 1a mot gi tri can tim cua s6 tu nhién n
That vay , xét tir dién déu ABCD 13 mét gid tri can tim cua dé bai thoa man.
2. Gia sir ton tai nam diém A,B,C,D,E thoa min yéu cau dé bai . Chi c6 hai

kha nidng xdy ra :

o1
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Hinh 41.2
a) Néu A,B,C,D.E déng phéng .Vi moi duong tron di qua ba diém trong chliing
déu bang nhau nén gia st R 1 ban kinh ctia cdc duong tron bang nhau ay.
RO rang chi c6 dung hai dudng tron ban kinh R gau A va B (xem hinh v& ) .

Xét cac duong tron (ABC), (ABD),(ABE) .D¢ la cac duong tron ban kinh R

qua A va B .Theo nguyén li Dirichlet phai c6 it nhat trong s6 d6 tring nhau .
Gai st (ABC)=(ABD)

Nhu thé bon diém A,B,C,D cing nam trén mot duong tron .Diéu ndy mau
thudn voi gia thiét

b) Nau A,B,C,D,E khong dong phang .Khi d6 khong gian tong quét , gia sit D
va E nam cung phia v&i mat phang di qua A,B,C ( vi ludn ton tai hai diém sao cho
ching nam cung phia v6i mat phang di qua ba diém con lai ) va D,E khong thudc mit
phang ABC.

Ta c6 bo dé sau :

B6 dé : Cho tir dién ABCD c6 ban kinh dudng tron ngoai tiép cac mit déu
bang nhau .Khi d6 ABCD 1a t&r dién gan déu ( ¢ cac cip cach ddi dién bang nhau ).

( Xem ching minh & cudi bai ).

Do ABCD va ABCE la céc ti dién gan déu va D,E ¢ cung phia véi mit phang
ABC suy raD=E D6 ladiéuvoly .

Vay khi n=5 | gia st ton tai nim diém phan biét thoa man day du cac yéu cau dé
bai 1a sai .Tom lai khi n> 5, khong ton tai n diém phan biét trong khong gian tohar
maén yéu cau da cho .

Vi thé gia tri can tim 14 n= -4

Pé hoan thién bai toan, ta chimg minh b6 dé nhu sau :

Ki hiéu cac mat BCD,CDA,DAB,ABC tuong ung la cac mat 1,2,3,4 .Gia su
trong mat 1 B,C,D cua tam giac BCD s¢€ ki hiéu 1a B;,C4,D1( ¢6 nghia la cac goc
B,C,D ciamat 1)

Véi ki hiéu ay , ta ¢4 : iA + iBi +Z4:ci +Z4:Di =4n

i=2 =y

i=1 i=2
i#2 %3
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Khéng gian tong quat ( va theo nguyén 1y cuc han ) c6 thé cho rang :

a 4 4

4 4
ZDi =min ZA;ZBi;ZCi;ZDi
i1 2 it i ia

i#2 i3

4
Vilgdo taco Y D, <7«
i=1

Mit khac, theo tinh chat cau tir dién ta c6 goc phang & mot mit nho hon tong
goc phing & hai mit con lai .Do d6 suy ra Dy,D;,D5 déu 14 goc nho ; tirc 1a tat ca cac
goc phang tai dinh D déu 1a goc nhon. Theo dinh 1i ham sé sin thi :

%89~ 2sinD, " " 2sin A,
Tir gia thiét cta bai toan suy ra : sin Dy = sin A,
Twong o {S?n D, = s?n B,
sinD, =sinC,
Khéng gian tong quat ,c6 thé cho 1a Ay = max{A4,B4,Cs) , suy ra B,,C, deuf

nhon .
Néu Ay > % thi ta c6 Dy = - A, Ngodi ra D, =By, Ds= C4(do Dy,D5,D3,B4,Cq

déu 12 gbc nho ) .Tir d6 ¢6 :
D,+D3=B;+C4=m-Agsuyra: D, + D3 = Dy
Dang thirc D, + D3 = D la diéu mau thuin véi tinh chat goc phang cua goc da
dién .Suy ra ABC la tam giac nhon .Nhu vay ta c6 :
D;=A; D, = B4, D3= Cy
Suy ra cac goc phrflng tai mdi dinh A,B,C,D déu bﬁng . Tai cac mat
BCD,CDA,DAB cua tir dién 1én mit phang ABC, d& dang chirg minh duoc :
AB =CD,BC=DA,AC=DB
Viy ABCD la tir dién gan déu.
B6 dé duoc ching minh.

Mot s6 bai toan dwa ra & dang tong quat:

Tt cac bai thi thuc t€ va céc bai toan twong tu t61 dua ra mdt s6 bai toan &

dang tong quat:
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Bai to4n 1: Trén mot duong thang danh déu n diém khac nhau A, A, A,...A,
theo thu ty tir trai qua phai ( N>4) . Mdi diém duoc to bang mot trong 4 mau
khéc nhau va ca bén mau déu duoc dung. Chiing minh réng tdn tai mot doan

thang chira diing hai diém cau hai mau va it nhét hai diém ciia hai mau con lai.
Bai gidi:

Xét tap hop sau:

A={k/1<k <n}

Tap A= (vi theo gia thiét dung ca bon mau) va A hiru han nén theo nguyén

1i cuc han, ton tai chi s6 I nhé nhat ma i€ A.

Theo dinh nghia cua tap hop A, vi do 1 1a chi s6 bé nhit thudc S, nén mau cia

diém A s& khac v6i cic mau cua tat ca cac diém A, A,,..., A, lai c6 di bén

mau.

Xét tiép tap sau:

B={k /1<k <i va giita cac diém A, A _,,..., A co di bén mau}.

Tap B=J(viday A, A, A,,...,A c6 di bon mau), va B hiru han nén theo

nguyén li cuc han, tdn tai chi s6 j l6n nhat . Ma theo dinh nghia cua tap hop B.

Do j la chi s6 16n nhat thudc B, nén mau cua diém Aj s€ khac v&1 mau cua tat ca

cac diém A AL

e
Xét doan [ Aj/A]. Khi d6 doan thang nay chtra ding hai diém cua hai mau ( d6

la A va A)), va it nhat hai diém cua hai mau con lai AnAL©

Bai tap 2: Ching minh rang trong mit phang toa do, khong thé tim dugc nim

diém nguyén la dinh ciia mdt ngii gidc deéu.

( Mot diém M(x; y) trén mit phang toa d6 dugc goi 1a diém nguyén néu ca hai

toa X, y cua n6 déu la nhitng s6 nguyén).

Bai gidi:
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Gia thiét trai lai, ton tai mot ngl giac déu sao cho nam dinh ctia n6 déu la

nhitng diém nguyén. Ta xét tip hop sau:

Q={a’/ ala canh ciia ngil giac déu c6 nam dinh la cac diém nguyén}.
D& thay, do a 1a canh ctia ngii gidc déu vé6i cac dinh nguyén nén a’ 1a s6
nguyén duong.

That vay, gaisit A, A, A, A,, A la da giac déu c6 canh thuoc Q. Gia sir

A(X;y,), i =15, thi néu goi a la canh ctia ngii gidc déu nay, ta c6:
& =AA"=(06—X) +(Y,— )"

Do Xx,Y, €Z, Vi =15 nén a’ 1a sé nguyén duong. Nhu thé tap Q =, didu
nay suy ra tir gia thiét phan chimg.

Tap Q 1a tap bao gdm cac phan tir 1a cac s6 tw nhién, khac rdng, nén theo
nguyén li cuc han suy ra ton tai phan tir nho nhét, tirc 13 ton tai ngil gidc déu
ABCDE sao cho a2 1a nho nhét, & day a, 1a canh cta ngii gidc déu nay. D&
thdy ABCB’ ; BCDC’ ; CDED’ ; DEAE’ va AEBA’ déu 1a c4c hinh binh hanh
voi BDNCE=A'AD~CE=B',AD NnBE=C",AC "NBE=D",
ACNDE=E".

Twr hinh binh hanh EABA”’ suy ra:

X =X +X_—X,

1
Y=Y YV, @

Do A, B, C, D, E 1a cac diém nguyén nén X,, X5, Xc, Y., Ys» Ve 12 cdc s6 nguyén.
Vi thé tir (1) ta suy ra X A Y cling la cac s6 nguyén. Nhu thé A’ ciing 12 diém
nguyén. Tuong tu B*, C’, D’, E’ ciing la c4c diém nguyén.

R& rang A’B’C’D’E’ 14 ngii gidc déu véi cac dinh ctia nd déu la cac “ diém
nguyén” , tirc 1a a’€ Q (2’ 1a canh cia ngii gidc déu A’B’C’D’E’.

Miatkhactacod: a'<a, =a” <a’. (2)
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Bat dang thtrc (2) mau thuin véi tinh nho nhét cua a,. Vay gia thiét phan ching
1a sai. Nhu thé khong ton tai mot ngii giac déu véi cac dinh déu 1a diém nguyén.
Bai tap 3:
Cho céc sd nguyén m, n voi m < p, n < q cho p x qla sd thuc d6i mot khac
nhau. Dién cac s6 dd cho vao cic 6 vudng con cia bang 6 vudng kich thude p x
q ( gdm p hang, q cot ) sao cho mdi s6 dugc dién vao mot 6 va mdi 6 dugc dién
vao mot s6. Ta goi mot 6 vudng con cta bang 1 6 xau néu s6 nim 6 d6 bé hon
it nhat m s6 nam cing cot v4i nd va dong thoi bé hon it nhat n s6 nam cing
hang v&i nd. Vi mbi cach dién sb noi trén, goi s 13 sb 6 x4u cia bang s nhan
dugc. Hay tim gia tri nho nhat cia s.
Bai gidi:

Bang phuong phap quy nap ta s& chimg minh bét dang thirc sau:

s2(p-m)(q-n) 1)
Ta quy nap theo s6 p +q.

e Néup+q=2,ticlap=q=1(p,qlasdtynhién = bang c6 duy nhat mot sb
) . Khi d6 két luan cta bai toan 1 dung ( hiéu theo nghia ¢ day m, n khong co

hodc ¢ thé hiéu theo nghia 12 khéng c6 truong hop nay) .
e Tuongtup+q=3.

e Véip+tq=4 =>p=q=2vam=n=1.

Xét mot cach dién bat ki bon sb d6i mot khac a, b, ¢, d.

Khong mét tinh tong quat ta co thé gia thiéta<b<c<d (vi4 sb khac nhau).

a b

Cc d

O c6 so ala 6 xau ( vi nd bé hon s6 nam cung cdt va mot sO nam cung hang, va

chi c6 6 do 1a xau ma thoi). Taco s = 1.

Mat khac, trong truong hop nay: (p—m)(q—-n)=(2-1)(2-1) =1.
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Két luan bai toan dung trong truong hop nay .
Gia thiét quy nap két luan ctia bai toan ding dénp +q=k (o ddyp>m, q>n)

, tirc 13 trong trudng hop nay sé 6 xau 16n hon hoic bang (p — m)(p — n).

e Xétkhibang pxq cop+q=k+ 1.

Ta goi mot 6 vudng con clia bang 1a x4u theo hang ( x4u theo cot ) néu sé nim
trong 6 d6 bé hon it nhit n s6 ( twong Gtng véi m s6) ndm cung hang ( twong Gmg
nam cuing cot) v4i no.

Lay hang i bat ki. Hang i ndy c6 q s6 d6i mot khac nhau ( do c¢6 q cot). Vi
thé trong hang I c6 (q —n) s6. ma mdi sé ndy bé hon it nhat n s nam trong
cung hang ay.

(That vay, gia sir xép theo thir tu tir nho dén 16n cac sb trong hang 1a

X <Xy <o <X <Xy < <X <X
Khi d6 cc 6 chuia cac sb Xis Xos Xgy e X 1a cac 6 xau theo hang).

Nhu vay: trong mdi hang c¢6 ( q — n) 6 xau theo hang va trong mdi ¢t co (p —
m) 6 xau theo cot.
Néu trong bang P x (| néi trén cac 6 xau theo hang dong thoi 1a x4u theo cot va

nguoc lai thi s0 6 xau s duoc tinh bang:

s=(q—n)(p—m).
Vay (1) ding trong truong hop nay.

Vi 18 d6 chi can quan tim dén cac truong hop: trong bang Px (| ton tai cac 6
chi xau theo hang ( ma khong xau theo cot ), hodc chi x4u theo cot ( ma khong
x4u theo hang) . Do vay, theo nguyén li cuc han tdn tai s6 a, d6 1a s6 nho nhat
ghi trong cac 6 nhu vay. Khong giam tong quét co thé cho 1a 6 chira a 1a 6 xau

theo hang ( khong x4u theo cot).

Xét cot clia bang P x( ma chira 6 mang sb a. Chu y rang trong cot nay cd p —
m 6 xau theo cot ( trong s nay co 6 chua a). Cac 6 chic chin ciing phai 14 6 «
xau theo hang”, thi 6 Ay thudc vao tap hop ndi trén (tap hop cac 6 chi “ x4u theo
mot loai”. O chua a khong phai 1a 6 “xau theo cot” nén gid tri a ghi trong 6 d6
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16n hon tat ca cac gia tri ghi trong p —m 6 “xau theo cot” ndi trén. ( cha y 1a cac

6 trong bang d6i mot khac nhau). Diéu nay s& dan dén mau thuin véi dinh

nghia s6 a 14 s6 bé nhét trong tap hop noi trén. Vi vay (p — m) 6 “ xau theo cot”

trong ¢t chtra 6 ghi s6 a ciing chinh 1a (p — m) 6 “xau” clia bang Px(.

Bo ¢t chira 6 mang s a ta duoc bang méi P x (g —1) ma mot 6 vudng con cia

bang nay 1a x4u thi né ciing 13 6 “ x4u” cua bang pPxq.

Vi p+q-1=k+1-1=k, nén theo gia thiét suy ra sb 6 “ xau” cua bang
px(gq—1) khong it hon (p — m)(q— 1 -n).

Vi thé s0 6 “xau” s cua bang pPx( s€ thoa man bat dang thirc:

s (p-m)(p-1-n)+(p-m)

Hay: S= (p—m)(g-—n).
Vay (1) cling dung khi: p+q=k+1.
Theo nguyén li quy nap (1) dung v61 moi1 bang px(.
Con lai ta s& chi ra mot cach dién s6 vao bang px( dé thu duoc ding (p —
m)(q —n) 6 “xau”.
Trudc hét sap xép Px(Q sb theo thir ty ting dan: (vi px( s6 d6i mot khac
nhau nén sip xép nay ludn ton tai).

X, <Xy <Xy <o <Xy <X

Sau d6 theo thir ty nay lan lugt dién cac sd vao cac 6 theo quy tac : tir trén

xudng dudi va trai qua phai.
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-xf 'x;j_f . oeow x(q_f)\l;j_f
X2 Xp=+2 . Xg-I)p+2
Xp A2p can Xgp
Xy, X e X
A X+’X+1---;X -m
R& rang cac 6 xdu la: 4 " 2p
X(q—“—l) p+1? X(q—n—l) p+2777n X(q—n) p-m*

Va céac “s6 xau” 1a s = (p — m)(q — n).

Tom lai, gid tri bé nhit can tim la: s = (p — m)(q — n).
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KET LUAN

Trén day la nhitng ung dung tiéu biéu ciia nguyén li Dirichlet va nguyén
li cyc han trong giai toan hinh hoc ¢ truong THPT. Xin chan thanh cam on Th.s
Nguyén Chién Théng da tan tinh hudng dan, thu vién dai hoc Vinh va ban
Duong Thi Quynh Trang (sinh vién nam hai trudng University of Missouri -
Columbia) da gitip t6i tim tai liéu va da chuan héa trong bai dich mot sb tai liu
tur tiéng anh. Trong qua trinh nghién ctru s& khong tranh khoi nhirng thiéu sot,
rat mong nhin duoc nhiéu nhitng ¥ kién déng gop quy bau dé tiéu luan duoc
hoan thién hon.
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Tai liéu tham khao

Chuyén dé bdi dudng hoc sinh gioi toan trung hoc phd thong Cac bai toan hinh
hoc t6 hgp — Phan Huy Khai NXB. Gi4o duc 2007

Tuyén tap 670 bai toan ro1 rac va cuc tri chon loc Chir bién Nguyén burc Déng

NXB.Hai phong.

Chuyén dé bdi dudng hoc sinh chuyén toan Chuyén dé chon loc t6 hop va toan
roi rac. Nguyén Vin Mau, Tran Nam Diing, Vi Binh Hoa, Bang Huy Ruan,
Ping Hung Thang. NXB. Giao duc.

Néng cao va phat trién toan 7 Vi Hiru Binh NXB.Gi4o duc.

ENGLISH FOR MATHEMMATICS — Tran Vui — Luong Ha NXB.Gi4o dyc.
Chapter 3 The pigeonhole Principle and Ramsey Numbers

Tuyén tap dé thi Olympic — Nguyén Hitu Pién

The life and Work of Gustav Lejeune Dirichlet ( 1805 — 1859) - Ju rgen
Elstrodt.

Luan van thac si khoa hoc toan hoc — Chuyén nganh phuong phap toan so cap —

Lé Thi Binh — Pai hoc Thai Nguyén 2009

Me’moire sur I’impossibilite’ de quelques esquations inde’termine’¢ du

cinquie’me degre’ — Mr. Lejeune Drichlet, professeur en mathe matiques.

Mot sb van dé phat trién hinh hoc t6 hop - Nguyén Hitu Dién- NXB.Gido duc.
Mot s chuyén dé toan hoc va tudi tré - NXB.Gido duc.

Hinh hoc so cip — Pao Tam — NXB. Gi4o duc.

Céc trang web:

http://www.mathvn.com

http://www.math.ac.vn

http://www.vnmath.com
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http://en.wikipedia.org/wiki

http://scs.mathletics.com

http://forum.mathscope.org

http://www.math.com
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