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Lời mở ñầu 

                                                                                                                                                                   

          Trong khuôn khổ giới hạn của một chuyên ñề nhóm biên soạn chúng tôi xin không 

ñưa ra các khái niệm ñịnh nghĩa,mệnh ñề, ñịnh lí và các tính chất  ñã có  trong SGH phổ 

thông mà chỉ ñưa ra các dạng toán kèm theo phương pháp giải , tiếp  ñó là các ví dụ minh 

họa cùng lời giải chi tiết. Kết thúc ví dụ là những chú ý cần thiết nhằm tăng chất lượng sư 

phạm cho chuyên  ñề. Sau mỗi dạng toán chúng tôi có ñưa ra một loạt các bài tập ñề nghị 

ñể các bạn tham khảo và thử sức. 

         Khi cần dùng ñến kiến thức nào chúng tôi sẽ vẫn trình bày lại trước khi sử dụng trong 

bài giải của mình. Mặc dù ñã tham khảo một lượng rất  lớn các tài liệu hiện nay cùng với 

sự nỗ lực của bản thân nhưng do trình ñộ hiểu biết có hạn nên chắc chắn không tránh khỏi 

thiếu sót rất mong ñược sự góp ý của thầy giáo ðặng ðình Hanh và tập thể lớp K 53H.  Xin 

chân thành cảm ơn.  

        Một lần nữa nhóm biên soạn chúng tôi xin  bày tỏ lòng cảm ơn tới  thầy giáo ðặng 

ðình Hanh ñã cổ vũ, ñộng viên, gợi ý, trong quá trình chúng tôi thực hiện chuyên ñề này, ñể 

chuyên ñề sớm ñược hoàn thành. Xin chân thành cảm ơn Thầy. 

     Chúng tôi cũng xin chân thành cảm ơn bạn Phạm Trà My ñã cung cấp cho chúng tôi 

nhiều tài liệu hay và quý trong quá trình thực hiện chuyên ñề. 

 Thư góp ý của các bạn xin gửi về ñịa chỉ email :  tnngocthu@gmail.com  

 

                                                                                              Người thực hiện                                                

 

 

 

Nguyễn Ngọc Thư.                                                                         
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QUI NẠP 
 

Phương pháp qui nạp thực sự có hiệu lực với lớp các bài toán chứng minh một mệnh ñề phụ 

thuộc vào số tự nhiên n∈ N. 

 

Phương pháp giải 

  

� ðể chứng minh một mệnh ñề Q(n) ñúng với mọi n p≥ , ta thực hiện 2 bước theo thứ  tự: 

Bước 1 :   Kiểm tra mệnh ñề là ñúng với n p=  

Bước 2 :  Giả sử mệnh ñề ñúng với n k p= ≥ ,   ta phải chứng minh rằng mệnh ñề ñúng 

với  1n k= +  . 

 

Các dạng toán minh hoạ. 

                                                                                                                    Dạng 1 :  

Dùng phương pháp qui nạp ñể chứng minh một ñẳng thức . 

                                                                                                                                              

VD1 :  Chứng minh rằng : với mọi số tự nhiên n≥2 ,ta có : 

                  an – bn = (a – b)(a n – 1 + a n – 2.b +… +a.b n -2 +b n– 1 )    (1) 

         

  Ta chứng minh ñẳng thức (1) bằng phương pháp qui nạp. 

                                             

                                                 Giải 

Khi n=2 thì VT(1) =  a 2 – b 2 , VP(1)  =  (a –b)(a+ b)= a2 – b2  . 

 

Vậy  ñẳng thức (1) ñúng với n=2. 

 

Giả sử (1) ñúng với  mọi n = k ≥2 , tức là : 

 

 

                a k – b k = (a – b )(a k-1 + a k-2.b + … + a.b k-2 + b k-1     ) 

Ta CM (1)  cũng  ñúng với n=k + 1 , tức là : 
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                a k+1 – b k+1 = (a-b)(ak +  a k-1.b +…+ a.b k-1 + bk) 

 

Thật vậy : áp dụng giả thiết qui nạp , ta có : 

                                                                                                                                                            

a k+1 - b k+1  = a k+1 – ak.b+ak.b – b k+1 

                                            

                             = ak(a-b) + b(ak-bk) 

 

                   = ak(a-b) +b(a-b)(a  k-1 + a k-2.b + …+ a.b  k-2 + b  k-1 )     

 

                = (a-b) [ak + b(a k-1 +a k-2 .b +…+a.b k-2 +b k-1) ] 

 

                   = (a-b)(ak +a k-1.b +…+a.b k-1 +bk ) 

 

Vậy (1) ñúng với mọi số tự nhiên n≥2. 

 

 

Bình luận :  Trong lời giải trên ta  dùng kĩ thuật thêm bớt số hạng ở bứơc chứng minh (1) ñúng vói 

n = k+1 ,làm như vậy ta ñã sử dụng ñược giả thiết qui nạp của bài toán. 

ðây là một kĩ thuật hay có hiệu lực mạnh mẽ trong việc ñơn giản hoá lời giải, ñược áp dụng rộng 

rãi trong quá trình giải nhiều dạng toán khác nhau ứng với nhiều chuyên ñề khác nhau của toán 

phổ thông . Ví dụ sau cho thấy rõ ñiều này. 

 

   (ðTTS_khối A2002câu 1Χ ) 

 

    Cho phương trình  :    0121loglog 2
3

2
3 =−−++ mxx     (2)   ( m là tham số ) 

1. Giải phương trình (2) khi m = 2  

2. Tìm m  ñể phương trình (2) có ít nhất một nghiệm thuộc ñoạn [ ]33;1 . 

                         

Bình thường nếu không dùng kĩ thuật thêm  bớt thì nhiều học sinh sẽ làm như sau : 

   ðiều kiện 0>x , ðặt  2

3
log 0t x= ≥  ,  khi ñó pt (2) vẫn là dạng vô tỉ ,tất nhiên việc giải (2) không 

có gì khó khăn sau một hồi lâu sẽ cho ta  ñáp án . Tuy nhiên nếu ta thêm 2 ñồng  
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thời bớt ñi 2 vào vế trái của phương trình (2) thì lại ở một ñẳng cấp khác . Khi ñó phương trình (2) 

trở thành    :    

                     0221log1log 2
3

2
3 =−−+++ mxx  

ðiều kiện 0>x  . ðặt 11log2
3 ≥+= xt  ta có : 0222 =−−+ mtt  (3)  .  Rõ ràng (3) là phương 

trình bậc 2 ñối với biến t, việc giải (3) ñơn giản và nhanh hơn nhiều so với giải phương trình mà 

cách ñặt ñầu tiên mang lại . Cũng phải nói thêm rằng  vẫn có học sinh may mán thấy trong phương 

trình có sự góp mặt của căn thức lập tức ñặt  t   bằng căn thức và dẫn tới pt(3) như trên.  Nhưng ñó 

chỉ là may mán ngoại lệ mà một số ít bài toán mang lại trong ñó phải kể ñến bài toán trên. 

Qua phân tích ví dụ trên ta thấy lợi ích và sự hiệu quả mà kĩ thuật thêm bớt ñem lại cho chúng 

ta trong việc giải toán phổ thông là rất lớn. 

Ta sẽ gặp lại kĩ thật này trong lời giải ví dụ (5) ngay sau ñây và một số ví dụ khác nữa có mặt trong 

chuyên ñề này .Xin mời các bạn cùng theo dõi .                    

VD2: CMR : Mọi số tự nhiên  n ≥1  ,   ta có   :             

                                  ( ) ( )( )
6

121
1...321 22222 ++

=+−++++
nnn

nn
  (2)

 

 

Giải 
 

                 Khi n = 1 : VT(2) = VP(2) = 1,  nên (2) ñúng. 

                      

                    Giả sử  (2) ñúng với n = k≥1 , tức là :  

 

                     ( )22 2 2 2 ( 1)(2 1)
1 2 3 ... 1

6

k k k
k k

+ +
+ + + + − + =  

      

                    Ta phải chứng minh (2) cũng ñúng với n = k +1 , tức là : 

                      

                       ( )[ ] ( )
6

)3)(2)(1(
111...321 22222 +++

=++−+++++
kkk

kk  

                      Thật vậy :                  12 +22+32+…+(k-1)2 + k2 +(k+1)2 

 

                                                     =  ( ) ( )2 22 2 2 21 2 3 ... 1 1k k k + + + + − + + +       
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6

)12)(1( ++
=

kkk    + (k+1)2 

                                                      = ( )
22 7 6

1
6

k k
k

 + +
+  

 

 

 

                                                     
6

)32)(2)(1( +++
=

kkk .   

                                      Vậy (1) ñúng với mọi số tự nhiên n  ≥   1. 

• Chú ý : lời giải trên không có gì ñặc biệt ngoài kĩ năng nhóm số hạng tinh tế ñể thành lập 

sự xuất hiện của giả  thiết qui nạp  ở  bước n = k+1 dẫn  ñến giải quyết bài toán. 

 

VD3    Tìm số hạng tổng quát của dãy số sau : 

 

                  nn uuu 2,3 11 == +   , ( )1≥n  
                                                        

Giải 
Ta có  :                                                                                                            

0
1

1
2 1

2
3 2

1

3 3.2

2. 2.3 6 3.2

2. 2.6 12 3.2

.........................................

3.2n
n

u

u u

u u

u −

= =

= = = =

= = = =

=

 

Ta sẽ chứng minh   13.2n
nu −=    (3)            bằng qui nạp . 

Khi n = 1 ta có  1 3u =  
( ) → dogt

   (3)        ñúng . 

Giả sử (3) ñúng với n = k, ( )1≥k  tức là : 13.2k
ku −=  

Ta phải chứng minh (3) ñúng với n = k+1 , tức là : 1 3.2k
ku + =  

Thật vậy : 1
1 2. 3.2.2 3.2k k

k ku u −
+ = = =  

Vậy (3) ñúng với n = k+1 nên cũng ñúng vơi mọi 1≥n . 

 

• Chú ý : Sau ví dụ ba ta rút ra phương pháp giải chung cho dạng toán tìm số hạng tổng quát 

của một dãy số gồm  hai  bước : 
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� Bước 1  :  Tìm vài số hạng  ñầu của dãy                                              

� Bước 2   : Dự ñoán số hạng tổng quát, rồi chứng minh bằng qui nạp. 

 

VD4:   Tính ñạo hàm cấp n của  hàm số sau :     
x

y
+

=
1

1
 

Giải 
    

     Ta có :  
2

,

)1(

1

x
y

+
−=

     ,   
3

,,

)1(

2.1

x
y

+
=

,
4

,,,

)1(

3.2.1

x
y

+

−
=

,…, 
)(ny  

 

      Bây giờ ta tìm 
)(ny  bằng quy nạp như sau : 

       Giả sử  ( ) ( )
( ) 11

!1
++

−
=

k

k
k

x

k
y  

       Ta có  :  ( )[ ]
1)1(

1

)1(2

,)()1(

)1(

)!1()1(

)1(

)1)(1)(1(
.!1

++

+

+
+

+
+−

=








+
++−

−==
k

k

k

k
kkk

x

k

x

xk
kyy  

 

        Vậy     
1)1(

!).1(
++

−
=

n
n

x

n
y

  

 

• Chú ý : Phương pháp giải chung cho dạng toán này có thể phân làm hai bước như sau : 

� Bước 1 :  Tính ñạo hàm cấp một , hai,ba,…,cho tới khi dự ñoán ñược ñạo hàm cấp n. 

� Bước 2:   Chứng minh ñạo hàm cấp n ñúng bằng qui nạp toán học . 
 

 

VD5 : (ðề thi học kì 1, ðại số tuyến tính - lớp K53GH_2003)     

  CMR :    Nếu số phức z thỏa mãn :            

                                        αα cos2
1

cos2
1

=+⇒=+ n
n

z
z

z
z

   (5) 

 

                                                      Giải 

 

 Với n=1, z
z

VT +=
1

)5( , VP(5)= αcos2  theo giả thiết (5) ñúng . 

Giả sử (5) ñúng với n=k , tức là :    
1

2cosk
k

z k
z

α+ =    
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Ta phải chứng minh (5) cũng ñúng với n=k+1, tức là : ( )1
1

1
2cos 1k

k
z k

z
α+

+
+ = +  

                                                         

                          

Thật vậy  :    1 1
1 1

1 1 1 1k k k
k k k

z z z z
z z z z

+ −
+ −

    + = + + − +    
    

 

                                        ( )ααα .1cos2cos2.cos2 −−= kk  

                                       [ ] ( )1
. 4 cos( 1) cos( 1) 2cos 1

2
k k kα α α= − + + − −   

                                         =2cos(k+1)α                                                                           

 Vậy (5) ñúng với n = k +1,nên (5) ñúng với 1≥∀n . 

 

• Chú ý : không bình luận thêm về lời giải trên . Thật bất ngờ khi ñây lại là ñề thi học kì ở 

cấp ñộ ñại học . ðiều này chứng tỏ qui nạp không phải một vấn ñề nguội lạnh trong các kì thi. Do 

ñó việc nắm vững phương pháp giải là ñiều thật cần thiết với mỗi người học và làm toán. 

Bình luận chung cho dạng một : Qua năm ví dụ trên ta thấy  bài toán chứng minh ñẳng thức bằng 

cách dùng phương pháp qui nạp toán học chỉ khó khăn và phức tạp ở phần cuối bước 2 , tức là 

chứng minh ñẳng thức ñúng với n=k+1.Khi ñó từ ñẳng thức cần chứng minh ứng với n=k+1,ta biến 

ñổi khéo léo,(dùng kĩ thuật thêm bớt ,hoặc tách số hạng… ), ñể sử dụng ñược giả thiết ñẳng thức 

ñúng với n=k,tiếp tục thực hiện tính toán một số bước nữa ta sẽ có ðpcm. 

     Cần nhấm mạnh rằng với dạng toán một ta thường biến ñổi theo con ñưòng này ! Tuy nhiên ñây 

không phải là cách biến ñổi duy nhất,ta có thể biến ñổi trực tiếp từ giả thiết  ñẳng thức ñúng với n 

= k  (giả thiết qui nạp của bài toán) , ñể suy ra ñẳng thức ñúng với 

 n = k+1. ðể minh hoạ cho cách làm này ta cùng nhau ñi xét ví dụ sau ñây : 

     CMR  mọi n thuộc N*  ta có :  
nn

nn

3.4

32

4

3

3
...

3

2

3

1
2

+
−=+++                 (BL) 

                                                                

 

Giải 

Với n = 1 , thì  (BL) :  
1 3 5

3 4 12
= −   ñúng. 

Giả sử (BL)  ñúng với n = k, tức là :  
2

1 2 3 2 3
...

3 3 3 4 4.3k k

k k +
+ + + = −  (BL.1) 

                                                                                                                                                         Ta phải 

chứng minh (BL) ñúng với n = k+1, tức là :   
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( ) ( )
112 3.4

312

4

3

3

1

3
...

3

2

3

1
++

++
−=

+
++++

kkk

kkk

                  (BL.2)
 

 

Thật vậy : Cộng  vào hai vế của  (BL.1)  một lượng là : 
1

1

3k

k
+

+
, ta sẽ  ñược (BL.2)                                                                                

Vậy (BL) ñúng với n = k+1, nên cũng ñúng với mọi n thuộc N* . 

 Kĩ thuật biến ñổi này sẽ một lần nữa ñược thể hiện ở ví dụ (8) trong dạng hai qui nạp toán học.  Xin mời các 

bạn cùng theo dõi. 

 

Bài tập ñề nghị. 
 

 Bài 1:   CMR :   Mọi n 
*N∈   , ta có :   1+3+5+…+(2n-1) =  n2 

 Bài 2 :   CMR:   *Nn∈∀ ,  ta có  :     
( )1

1 2 3 ...
2

n n
n

+
+ + + + =                              

 Bài 3 :  CMR :   Mọi *n N∈ ,ta có : 
( )
4

1
...21

2
333 +
=+++

nn
n            

Bài  4 :  CMR :    Mọi a >0, a ≠ 1, 1 2, ,..., 0>nx x x  ,ta có hệ thức sau: 

                               ( )1 2 1 2... ...log log log log= + + +n nx x x x x xa a a a  

 Bài   5:  CMR: Mọi số tự nhiên n ≥1, với mọi cặp số (a,b),ta có công thức sau ñây, gọi là công thức 

khai triển nhị thức niutơn. 

                                 
n 0 n 1 n-1 1 2 n-2 2 k n-k k n n= + + +...+ +...+(a+b) C a C a b C a b C a b C bn n n n n   

Bài  6:         CMR  : 
( ) 2

13 3 3 31 2 3 ...
2

n n
nsn

 +
= + + + + =  

 
                             

Bài 7:        CMR:  Với mọi số tự nhiên n≥1,ta có ñăng thức : 

                                  
2

)1(
...321

+
=++++

nn
n   

Bài 8:       CMR : Mọi n thuộc N ta có : ( )
( ) n

n

n 21

21

2

1
1...

25

4
1

9

4
1

1

4
1

2 −
+

=








−
−







 −






 −−  

Bài 9:            Tính  ñạo hàm cấp n của các hàm số sau : 

                      a)   )1ln( xy +=                            b)     
( )

1

1
y

x x
=

−
 

                      c)     axy sin=   ( )a const=          d)   2siny x=  
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Bài 10:   Tìm tổng số     )1(

1
...

3.2

1

2.1

1

+
+++=

nnsn
                                                           

Bài 11: Tìm số hạng tổng quát của các dãy số sau :  

                       a)   1 1

1
3, 2 .

2n nu u u+= = +                              

           b)  1 1, .n nu a u a b u+= = +  

• Các bài tập ñề nghị chúng tôi ñưa ra ñược lựa chọn cẩn thận, kĩ lưỡng, phần nào có tính 

chất ñịnh hướng phân  loại theo các loại toán ñã chữa trong dạng một . 

 

 Dạng 2: Dùng phương pháp qui nạp ñể chứng minh một bất ñẳng thức. 

 

VD1:  Chứng minh bất ñẳng thức Bec-nu-li(Bernoulli). Nếu h >0 , với mọi số tự          

nhiên n≥2 
                           

              
nhh n +>+ 1)1(

              (1) ,      
          

Giải 
Nếu n =2, ta có : (1+h)2 = 1+2h+h2 > 1+2h    (vì h2 > 0) .Vậy  (1) ñúng . 

Giả sử (1) ñúng ñến n = k , tức là :( 1+h)k > 1+kh           (2).                                            

Ta phải chứng minh (1) cũng ñúng ñến n =k+1 ,tức là  :   (1+h)k+1 > 1+(k+1)h.                                                            

Thật vậy : (1+h)k+1 =(1+h)(1+h)k
( 2)do

≥  (1+h)(1+kh) =1+h+kh+kh2 

                                                                                 = 1+h(1+k)+kh2 > 1+h(1+k).(vì kh2 >0) 

Vậy (1) ñúng với mọi số tự nhiên n ≥2. 

• Chú ý : Phép chứng minh trên giả thiết h không phụ thuộc n . Trong trường hợp h phụ thuộc 

n , người ta chứng minh rằng bất ñẳng thức bec_nu_li vẫn ñúng (dùng công thức nhị thức niutơn ) . 

VD2   : (ðỀ 101 câu 4a_BðTTS)     

Chứng minh rằng  nếu x  >0  thì với mọi số tự nhiên n ta ñều có :      

                            !
...

2!

x
x1

2

n

x
e

n
x ++++>

   (2) 

                                                        Giải 

Xét hàm số       . ( )
2

1 ...
2! !

n
x

n

x x
x e x

n
f

 
= − + + + + 

 
                                                           Ta phải 

chứng minh :  ( )0, : 0
n

x n N xf∀ > ∈ >   (2.1) 

Thật vậy  , ta có : ( ), 0 0
n

n f∀ =  
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Xét ( ) ( )
1

1xx e xf = − +  

Ta có  ( ) ( )
,

1
1 0, 0 ,xx e xf = − > ∀ > ( )xf

1
  tăng với  mọi x >0   ( ) ( )

1 1
0xf f>⇒  

Vậy công thức (2.1) ñúng với n=1. 

 

Giả sử bất ñẳng thức ñúng với n=k.                                                                                            Ta có:     

( )
2

0, 1 ... 0
2! !

k
x

k

x x
x x e x

k
f

 
∀ > = − + + + + > 

 
   (2.2) 

 Ta phải chứng minh : 

                                   ( )
( )

2 1

1
0, 1 ... 0

2! ! 1 !

k k
x

k

x x x
x x e x

k k
f

+

+

 
∀ > = − + + + + + >  + 

 

 Thật vậy , ta có      :  ( ) ( )
( )

1
,

1

12 .
1 ...

2! ! 1 !

kk
x

k

k xx k x
x e

k k
f

−

+

 +
= − + + + +  + 

 

                                   ( ) ( )
1

,

1
1 ...

1 !

−

+

 
= − + + + + = − 

k k
x

k k

x x
x e x x

k k
f f  

Theo (2.2) có ( ) ( ) ( )xxx fff
kkk 1

,

1
00

++
⇒>⇒>  tăng với  

( ) ( ) 000
11

=>⇒>∀
++

ff
kk

xx
   

 

Vậy bất ñẳng thức ñúng với n=k+1 nên cũng ñúng với mọi số tự nhiên n . 

 

• Chú ý : Nhìn vào bñt (2) ta thấy cả hai vế ñều là các hàm số của biến x  . Nếu ta chuyển 

toàn bộ vế phải của bñt (2) sang vế trái và ñặt bằng ( )xf
n

bài toán trở thành Cmr :  

( ) 0,,0 >∈∀>∀ xNnx f
n

. Khi ñó dùng qui nạp ñể xử lí bài toán kết hợp với ứng dụng của ñạo 

hàm và tính ñơn ñiệu của hàm số là vô cùng hợp lí.Rõ ràng ñiểm mẫu chốt,bước ñột phá ñưa ñến 

hướng giải ñẹp cho bài toán là thao tác chuyển vế . 

 

VD3  (ðỀ131CÂU4a_BðTTS) : 

 Cho hàm số f  xác ñịnh với mọi x và thoả mãn ñiều kiện : 

                 f(x+y) ≥ f(x).f(y)   với mọi x,y            (3) 

             CMR :    Với mọi số thực x và mọi số tự nhiên n ta có : 

                                        ( )
n

n

x
fxf

2

2 














≥         (3.1) 
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Giải 

Trong BðT f(x+y)≥  f(x).f(y) thay x và y bằng 
2

x , ta ñược: 

                              
( ) ( )

2

22
.

222 




≥⇒














≥






 +
x

fxf
x

f
x

f
xx

f
 

 Vậy  bất ñẳng thức ( )
n

n

x
fxf

2

2 














≥  ñúng với n=1 

  Giả sử bất ñẳng thức ñúng với n =k , ( )1k ≥  . Ta có       ( )
k

k

x
fxf

2

2 














≥  

Ta chứng minh bất ñẳng thức ñúng với n = k+1, tức là : ( )
12

12

+

+ 














≥

k

k

x
fxf  

Thật vậy ta có :  

                         

2

1 1 12 2 2 2

22 2

12 2

12 2

12 2

      
= + ≥       + + +       

        ⇒ ≥       +           
+

      
⇒ ≥      +         

x x x x
f f f

k k k k

kk
x x

f f
k k

k k
x x

f f
k k

 

 Do tính chất bắc cầu ta có ñược :  ( )
12

12

+

+ 














≥

k

k

x
fxf  

Bất ñẳng thức ñúng với  n = k+1 nên cũng ñúng với mọi số tự nhiên n. 

 

• Chú ý : ở ñây ta gặp dạng toán chứng minh BðT (a) ñúng khi BðT (b) xảy ra .Nói cách 

khác BðT (a) chỉ xảy ra khi có BðT (b). Hướng  giải giành cho dạng này là xuất phát từ BðT (b) 

ñể chứng minh BðT (a) ñúng . 

Thực chất của bài toán trong VD3 là chứng minh (3.1) ñúng với mọi số thực x,mọi số tự nhiên n khi  

hàm   f  thỏa mãn (3).Do ñó dùng qui nạp ñể chứng minh (3.1) ñúng ñược tiến hành trên các ñiều 

kiện rằng buộc của hàm f  và sử dụng tính chất bắc cầu. 

VD4   :      *Nn∈∀ ,ta có : 

                                       αα sin.sin nn ≤            (4) 
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Với n  =1 ,  (4) sin1. 1. sinVT α α= = (4)VP=   nên (4)  ñúng . 

Giả sử (4) ñúng với n = k ( )1k ≥ ,    tức là : sin sink kα α≤  Ta phải chứng minh (4) ñúng với n = 

k+1,tức là :  ( ) αα sin1)1sin( +≤+ kk  

 Thật vậy, ta có  

( )
( )

sin 1 sin cos cos sin sin .cos cos .sin sin sin sin sin

1 .sin

k k k k k k k

k

α α α α α α α α α α α α α

α

+ = + ≤ + ≤ + ≤ +

≤ +
 

Vậy (4) ñúng với n = k+1 , nên (4) cũng ñúng với mọi số nguyên dương n . 

 

• Chú ý :  Ta thấy (4) có chứa hàm lượng giác nên việc chứng minh (4) ñúng bằng qui nạp 

ñược thực hiện trên các tính chất của hàm lượng giác ,cụ thể ở ñây ta ñã dùng công cộng ñối với 

hàm sin , tính chất hàm sin , cos, nhận giá trị trong ñoạn  [ ]1,1−  và bất ñẳng thức baba +≤+ . 

 

VD5 :  Chứng minh rằng dãy số sau là giảm và bị chặn . 

 

                           1 1

1
2,

2+

+
= = n

n

u
u u   với   ( )1n∀ ≥                                                                           

Giải   

Chứng minh dãy số là giảm . Ta dùng qui nạp. 

Ta phải chứng minh : 

                                     ( )*
1 ,n nu u n N+ < ∀ ∈   (5) 

Khi  n  = 1 thì  1
2 1

1 2 1 3
2

2 2 2

u
u u

+ +
= = = < =   (5) ñúng. 

Giả sử (5) ñúng với n = k , ( )1k ≥  , tức là :     1k ku u+ <     (5.1) 

Ta phải chứng minh : 2 1k ku u+ +<  

Ta có :  
( 5.1)

1
2 1

1 1

2 2

do
k k

k k

u u
u u+

+ +

+ +
= =<  

Vậy   (5) ñúng với n = k+1 nên cũng ñúng với  mọi n thuộc N * .  

Chứng minh dãy ñã cho là bị chặn dưới.  Ta dùng qui nạp ñể chứng minh : 

                                 ( )*1,u n N
n
> ∀ ∈  (6) 

Khi  n=1 , 2 1
1

u = >  nên (6) ñúng. 

Giả sử (6) ñúng với  n = k , ( )1k ≥  nghĩa là  1u
k
>   (6.1) 
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Ta phải chứng minh   :     1 1ku + >                                                                                          

Ta có :    1
2

11

2

1
1 =

+
>

+
=+

k
k

u
u     . Vậy     1 1ku + > .Dãy số ñã cho bị chặn dưới bởi 1. 

 

• Chú ý :   Khi gặp dạng toán chứng minh dãy số ñơn ñiệu và bị chặn ta thực hiện như sau : 

� bước  1 :  Dùng qui nạp ñể chứng minh dãy số là ñơn ñiệu                      

� bước  2 :  Dự ñoán số  M  trong trường hợp dãy bị chặn trên bởi M và Số   m  trong 

trường hợp  ngược lại.Sau ñó dùng qui nạp ñể chứng minh dãy bị chặn bởi trên bởi M 

hoặc bị chặn dưới bởi m trong trường hợp  ngược lại . 

VD 6: 

Chứng minh rằng :  2,,
1

1 >∈∀<






 + nNnn
n

n

  (6) 

                                                     Giải 

Khi n =3  bñt (6) trở thành 3
27

64

3

1
1

3

<=






 +    (ñúng) 

Giả sử bñt (6) ñúng với n =k nghĩa là  :     k
k

k

<






 +
1

1    

Ta chứng minh bñt (6) ñúng với 1+= kn , tức là :  1
1

1
1 +<








+

+ k
k

 

Ta có :   
1

1
1

1
1

1
1

1

1
1

1

1
1

1

1
1

)()2(1

+=






 +






 +






 +







+

+







+

+=







+

+ <<
+

k
k

k
kkkkk

gtqnkkk

    

Vậy bñt(6) ñúng với n= k+1 nên nó cũng ñúng với mọi n. 

 

• Chú ý :  lời giải trên ta ñã dùng phương pháp làm trội ñánh giá của bñt ở bước     n =k 

+1,tại vị trí dấu bñt (2).Có thể nói ñây là phương pháp chủ công, mang tính ñặc thù trong chứng 

minh bñt .Học sinh cần nắm vững và làm tốt phương pháp này vì sự hiệu quả mà nó mang lại, cũng 

lưu ý rằng không nên ñánh giá bñt quá lỏng , hoặc quá chặt . Sau ñây là một ví dụ minh hoạ nữa 

giành cho phương pháp ñánh giá làm trội. 

 

VD 7:   Cho    x1,x2,…,xn là các số dương. Chứng minh rằng : 

                  4,2...
3

112

1

2413

2

2

1 ≥≥
+

+
+

++
+

+
+

+
+ −−

− n
xx

x

xx

x

xx

x

xx

x

xx

x

n

n

nn

n

n

       (7) 

Giải 
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Với n = 4 , bñt có dạng :                                                  

22
31

42

42

31

31

4

24

3

13

2

42

1 ≥
+

+
+

+

+
⇔≥

+
+

+
+

+
+

+ xx

xx

xx

xx

xx

x

xx

x

xx

x

xx

x
    ñúng. 

   

Giả sử bñt(7) ñúng với n = k .  Tức là : ( )4,2...
112

1

13

2

2

1 ≥≥
+

+
+

++
+

+
+ −−

− k
xx

x

xx

x

xx

x

xx

x

k

k

kk

k

k

(7.2)  

Ta chứng minh bñt(7) ñúng với n = k+1. 

Do vai trò bình ñẳng giữ các xi  ( i = 1,2,…,k+1), nên không giảm tính tổng quát của bài toán ta có 

thể giả sử  xk+1 =  min{ x1,x2,…,xn } , tức là : 0, ,
1 1 1 1

x x x x x
k k k k

> ≤ ≤
+ + +

  Do vậy ta có : 

11 2 1 2

1

2 1 3 1 1 1 1 2 3 1 1 1

... ...s
k k k

k

k k k k k k

x x xx x x x

x x x x x x x x x x x x x x

+
+

+ + − −

= + + + + > + + +
+ + + + + + +

 (7.1) 

Do:   0;;
1

1

11112

1

12

1 >
++

≥
++

≥
+

+

−−++ k

k

k

k

kk

k

kk xx

x

xx

x

xx

x

xx

x

xx

x
 (7.3) 

Từ (7.1),(7.2),(7.3) suy ra 
1

2sk+
> . Vậy bñt ñúng với 1n k= +  nên cũng ñúng với mọi n . 

  ðó là ðpcm. 

 

• Chú ý :  Thí dụ trên càng cho thấy rõ nét sức mạnh của phương pháp ñánh giá làm trội 

trong chứng minh bñt .Bước ngoặt ñưa ñến hướng giải quyết cho lời giải  bài toán là thao tác ñánh 

giá , ước lượng , giá trị của xk+1 = minxi,{ i= 1,2,…n} ở   bước n = k+1. 

VD 8  :  Chứng minh rằng :   1n∀ ≥  , ta có   
( )

12

1

2.6.4.2

12...5.3.1

+
<

−

kn

n
(8) 

Khi n = 1 , thì (1) trở thành :
3

1

2

1
<     ñúng. 

Giả sử (8) ñúng vớii n = k ,nghĩa là :  
( )

12

1

2...6.4.2

12...5.3.1

+
<

−

kn

k
      (8.1) 

Ta phải chứng minh (8) ñúng với n = k+1, tức là :
( )( )

( ) 32

1

222....6.4.2

1212...5.3.1

+
<

+
+−

kkk

kk
    

Thật vậy , ta có   :
( )

32

12

22

12

+

+
<

+
+

k

k

k

k
  (8.2)     ( bñt (8.2) luôn ñúng vì sau khi bình phương hai vế ,  

quy ñồng ,  chuyển vế ta thu ñược bñt tương ñương   : 01 >  ,ñúng  ) 

 

Lấy (8.1) nhân (8.2) vế theo vế ta\có  :
( )( )

( ) 32

1

32

12
.

12

1

222...6.4.2

2212...5.3.1

+
=

+

+

+
<

+
+−

kk

k

kkk

kk
   ñúng 

Theo nguyên lí qui nạp ta kết luận (8) ñúng 1n∀ ≥ . 
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. 

� Chú ý : ví dụ (8) minh chứng lại một lần nữa cho kĩ thuật sử dụng trực tiếp giả thiết qui nạp của 

bài toán (giả thiết bñt ñúng với n =k ) ñể thực hiện biến ñổi suy ra bñt ñúng với n = k+1. 

lời giải của ví dụ (8) và ví dụ (BL) của dạng một  cho chúng ta thấy không phải khi nào cũng biến 

ñổi từ ñt, bñt ứng với n = k+1, ñể dùng ñược giả thiết qui nạp dẫn ñến kết thúc bài toán mà ñôi khi 

ta  biến ñổi trực tiếp từ giả thiết qui nạp của bài toán.  

ðối với bài toán qui nạp ñể linh hoạt trong quá trình giải ta nên nhớ cả hai cách làm trên.  

Vẫn nói thêm rằng hai vd(8) và vd(BL) hoàn toàn có thể giải bằng cách biến ñổi từ ñt, bñt ứng với n 

= k +1. 

♦ Bình luận chung cho dạng 2  :  Qua tám ví dụ trên ta thấy các bài toán của dạng hai phong 

phú , ña dạng hơn nhiều so với dạng một , ñộ khó cũng tăng lên . Do ñó việc nắm vững cách giải 

ñôi khi chưa ñủ ñể giải quyết bài toán.Rõ ràng mẫu chốt của bài toán vẫn là kĩ thuật biến ñổi bất 

ñẳng thức ứng với n=k+1 ñể sử dụng ñược giả   thiết bất ñẳng thức ñúng với n = k,hoặc biến ñổi 

trực tiếp từ bất ñẳng thức ñúng với   n= k (ñây gọi là giả thiết qui nạp) ñể suy ra bất ñẳng thức 

ñúng với n = k+1 .Khi ñó  việc ñi ñến ñiều phải chứng minh là không  có gì khó khăn.                                                                                    

Bài tập ñề nghị . 

Bài 1   Cho  
( )

0
4 1n

π
α< <

−
             

            Chứng minh rằng   : tgn ntgα α>  

 Bài 2 Chứng minh rằng : với a >0 thì   
1 4 1

...
2

a
a a a

+ +
+ + + <  

Bài 3  Chứng minh rằng    :      ( ) ( )1 1 , 3
nn n nn + > + ≥   

Bài 4  Chứng  minh rằng  với mọi số tự nhiên n ta có : 

                                       

                                          

12
1

...
3

1

2

1
1)

1
....321)

−≤++++

+
≤++++

n
n

b

n

n
nna

     

                                          c)
212

1
...

3

1

2

1
1

2

n
>

−
++++  

                     

Bài 5        Chứng minh bất ñẳng thức : 

                      ( )( )( ) ( ) 12232222 2.
3

1
21...212121

+
<+××+++

nn
 

 Bài 6        Chứng minh với mọi số nguyên dương n , ta có : 
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( )( )!2!2)

12

1

2

12
....

6

5

4

3
.

2

1
)

2 nnb

nn

n
a

n<

+
<

−

 

Bài 7         Chứng minh rằng mọi  : Nn
n
n

∈∀<+++ ,
4

3

3
...

3

2

3

1
2

 

Bài 8         Chứng minh rằng  dãy số nu xác ñịnh bởi :  

                      nn uuu +== + 2,2 11   ,     *Nn∈∀  

                                         là tăng và bị chặn trên . 

Bài 9        CMR   ( )nn nn 11 +=+     với    n 3≥  

Bài 10       Chứng minh mọi số tự nhiên  n khác 0 ta luôn có : 3
1

2 <






≤
n

n
 

Bài 11      CMR    với mọi số tự nhiên n lớn  hơn  5 ta có :
nn

n
n

n







>>







3

!
2

 

 

 Bài  12   CMR   :    
( )
( )

*,
1

4

!

!2
Nn

n

n

n

n
∈

+
≥  

 Bài 13    Cho n số dương nghiệm ñúng ñiều kiện                                        

   .1.... 21 =naaa CMR : (*)...21 naaa n ≥+++  

                Dấu ‘’=’’xảy ra khi nào ? 

 Bài  14    Chứng minh mọi số tự nhiên n >1, ta có : 

                                            ( )1 cos cos 1
1

n n
n n

π π
+ − >

+
 

  Bài  15   Cho n là số tự nhiên và      ( )0 1
2

n
π

α< + <  

            CMR :  ( )( ) αααα tgtgnnn .cos1cos1 <+−  

Bài 16        
14

13

2

1
...

2

1

1

1
:.1, >++

++
>∈∀

nnn
CMRnNn  

• Qua  hai dạng ñầu của qui nạp toán học ta có cảm giác mức ñộ hay và khó của bài toán 

tăng dần.Do ñặc thù của nó ,hai dạng này ñược học tương ñối sâu ở  phổ thông.Dạng ba 

của bài toán ,cũng là dạng cuối cùng chúng tôi sẽ trình bày trong chuyên ñề này  ñược học 

sơ qua ở  bậc phổ thông và học cao hơn  ở  năm thứ hai của trường ðhsp...  Cũng vì lí do ñó 

mà dạng ba ñược chúng tôi ñưa vào sau cùng  . Xin mời các bạn chuyển sang dạng ba của 

qui nạp toán học . 
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• Dạng 3 : Dùng qui nạp toán học ñể chứng minh một biểu thức dạng Un chia 

hết cho một số tự nhiên . 

 

VD1:  Chứng minh rằng nnnaNn n 53, 23* ++=∈∀   chia hết cho 3 .  (1) 

Giải 

Với n = 1 ta có :   391.51.313 2
1 Μ=++=a     ñúng . 

Giả sử (1) ñúng với n = k , ( )1≥k , tức là :  353 23 Μkkkak ++=  

Ta phải chứng minh (1) ñúng với n = k+1, nghĩa là : ( ) ( ) ( ) 315131 23
1 Μ+++++=+ kkkak  

Thật vậy :   55363133 223
1 ++++++++=+ kkkkkkak  

                  399353
3

2

3

23 Μ4 34 2144 344 21
ΜΜ

+++++= kkkkk  

Vậy (1) ñúng với n = k+1, nên cũng ñúng với mọi *Nn∈  

 

• Chú ý : Ta biết rằng một tổng chia hết cho một số khi từng số hạng của tổng chia hết cho số 

ñó. Nhận thấy 1+ka  là một tổng các ñơn thức của k , Vậy ñể chứng minh ak+1 chia hết cho 3 ta phải 

thác triển ak+1, sau ñó tiến hành thực hiện sắp xếp lại các số hạng , kết hợp với giả thiết qui nạp , 

viết lại ak+1 dưới dạng tổng các số hạng chia hết cho 3. 

 

VD2:Chứng minh rằng  2≥∀n , ta có :  an  =   ( )( ) ( ) nnnnn 2...21 Μ+++    (2) 

                                                 Giải 

 Khi n = 2  , ta có :  a2  = ( )( ) 222212 Μ++        ñúng 

 

Giả sử (2) ñúng với n =k , ( )2k ≥  ,  tức là : ak   =  ( )( ) ( ) kkkkk 2...21 Μ+++  

Ta phải chứng minh (2) ñúng với n = k+1, nghĩa là : 

 ak+1 =   ( )( ) ( ) 1211...2111 ++++++++ kkkkk Μ  

 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )21...322...32 +++++++=++++= kkkkkkkkkkkk

( )( )( ) ( ) ( ) 11 2 3 ... .2. 1 2

22

kk k k k k k k

k

+ = + + + + + +  M
1 4 2 4 31 4 4 4 4 4 2 4 4 4 4 4 3

MM

                                         

Vậy (2) ñúng với n = k+1 ,nên (2) ñúng với 2≥∀n .  
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• Chú ý :  Lời giải ví dụ hai không có gì mới lạ , ta thực hiện kĩ thuật viết lại a k+1 ,   thành lập 

sự xuất hiện giả thiết qui nạp , dễ dàng suy ra ñpcm. 

 

VD3:  Chứng minh rằng : an  = 1,67627263 33 ≥∀−−+ nnn Μ              (3) 

Giải 

Với n = 1 , ta có :a1  = 676676271.263 31.3 Μ=−−+   nên (3) ñúng. 

Giả sử (3) ñúng với n = k , 1≥k  tức là : ak  = 67627263 33 Μ−−+ kk            (3.1) 

Ta phải chứng minh (3) ñúng với n = k+1, tức là : ak+1=  ( ) ( ) 676271.263 313 Μ−+−++ kk        

Thật vậy :ak+1  =  ( ) 4 34 2144 344 21
ΜΜ 676)1.3(676

333)1(3 67667627263.2727)1(263 ++−−=−+− +++ kkk
do

kk Vậy (3) ñúng với n = 

k+1 , nên (3) ñúng với mọi .1≥n  

• Chú ý : ở ví dụ này việc viết lại ak+1 không chỉ ñơn thuần là sự thác triển  sắp xếp lại các số 

hạng , rõ ràng ở ñây kĩ thuật thêm bớt lại phát huy tác dụng, việc ñưa 27 ra ngoài làm thừa số 

chung, với mục ñích  thành lập ñược gtqn ñã làm  dư  ra một lượng so với lượng ban ñầu , ñể cân 

bằng bài toán ta thêm vào một lượng  676k+676 . Làm như vậy ta sẽ dùng ñược gtqn tiến ñến kết 

thúc lời giải.  

Ví dụ bốn dưới ñây là một minh học nữa cho lời giải loại bài tập này. 

VD4:   Chứng minh rằng:  382.32.5:1 121112 Μ−++− +≥∀ nnnnn    (4) 

Với n = 1 , ta có : 38382.94.52.32.5 11.2111111.2 Μ=+=+ −++−  nên (4) ñúng  

Giả sử (4) ñúng với n = k, ( )1≥k   tức là : 382.32.5 121112 Μ−++− + kkkk     (4.1) 

Ta phải chứng minh (4) ñúng với n = k+1, tức là :  

382.32.5 1221111122 Μ−+++++−+ + kkkk  

   Thật vậy  :               

( ) 382.3.382.32.5.50

23.122.5.502.4.3.32.2.5.252.32.5

38

121

)1.4(38

121112

1211121211121221111122

Μ434 21444 3444 21
ΜΜ

−+−++−

−++−−++−−+++++−+

−+=

+=+=+

kk

do

kkkk

kkkkkkkkkkkk

 
 

Vậy (4) ñúng với n = k+1 , nên cũng ñúng với *Nn∈∀ . 

 

VD5:  Chứng minh rằng  : 1≥∀n , ta có :  241021143 234 Μnnnn −+−             (5)                         

Giải 

Với n = 1 ta có : 2401021143 Μ=−+−  , nên (5) ñúng . 

Giả sử (5) ñúng với n = k, 1≥k , nghĩa là : 241021143 234 Μkkkk −+−    (5.1) 
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 Ta phải chứng minh (5) ñúng vói n = k+1 , nghĩa  

là : ( ) ( ) ( ) ( ) 2411012111413 234 Μ+−+++−+ kkkk      

Thật vậy :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) 2411.1210_211431101221

133141464311012111413

24)1.5(24

2342

2234234

Μ44 344 214444 34444 21
ΜΜ

−−++−=+−+++

+++−++++=+−+++−+

kkkkkkkkkk

kkkkkkkkkkk

do

 

Vậy  (5) ñúng với n = k+1 , nên cũng ñúng với 1≥∀n . 

 

• Chú ý :  Ví dụ 5 và ví dụ 1 thuộc cùng một dạng .Do ñó cách giải giành cho ví dụ 5 xem chú ý ví 

dụ 1. 

 

♦ Bình luận chung cho dạng 3:  Qua năm ví dụ giành cho dạng ba ta thấy mẫu chốt ñể giải tốt 

các bài tập của dạng ba là kĩ năng viết lại an ứng với n = k+1,thành tổng các số hạng hoặc tích của các thừa 

số chia hết cho số tự nhiên cần chứng minh . Tất nhiên trong quá trình viết lại như vậy, ta vẫn lưu ý tới việc 

sử dụng giả thiết qui nạp của bài toán.Có thể nói kĩ thuật viết lại ñề của một bài toán nói riêng và viết lại 

một biểu thức toán học nói chung , ñể dùng ñược giả thiết của bài toán , ñặc biệt có hiệu quả, trong giải toán 

phổ thông. Xin ñưa ra một số ví dụ ñiển hình cho kĩ thuật này. 

Ví dụ 1 (ðTTS_khốiA2003câu 1ΙΙ ) 

  Giải hệ phương trình   
3

1 1

2 1

x y
x y

y x

 − = −

 = +

 

 ðiều kiện 0≠xy . Hệ ñã cho ñược viết lại dưới dạng :      

( )

32 1

x y
x y

xy

y x

 − −
− =


 = +

 

Nhờ kĩ thuật viết lại ñề , ta ñã  xác ñịnh ñược hướng giải cho hệ trên là xuất phát từ phương trình thứ nhất 

của hệ .  

 

 

 

 

 

Ví dụ 2 (ðHCSNN_khối A2000)  

             Cho hệ phương trình     :                       
( )

2

1

x xy y m

xy x y m

+ + = +


+ = +
                             

1. Giải hệ ñã cho khi m=-3.    
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2. Xác ñịnh m ñể hệ có nghiệm duy nhất.    

Hệ ñã cho ñược viết lại dưới dạng :   
( )

2

1

x y xy m

xy x y m

+ + = +


+ = +
                                        

Nhờ viết lại hệ như vậy mà ta có thể ñặt  x+y= S, xy = P , ðiều kiện S2-4P 0≥ , khi ñó việc giải hệ 

pt trên không có gì có khăn. 

Nói chung ñây là kĩ thuật cơ bản trong giải toán , học sinh nên rèn luyện kĩ thuật này ñể có thể áp 

dụng trong quá trình giải tất cả các dạng của toán học sơ cấp. 

                                                                 

Bài tập ñề nghị. 

 

Bài 1:   CMR    22511516:* Μ−−∈∀ nNn n  

Bài 2:   CMR   , 13 1 6n
nn N u∀ ∈ = − M                                                                  

Bài 3:      CMR      
2 1 2,12 11 133n nn N + +∀ ∈ + M                                                                                         

Bài 4:     CMR    6436323.4: 22 Μ−+∈∀ + nNn n                                                       

Bài 5:     CMR    nnNn 2: 3 +∈∀  chia hết cho 3 

Bài 6:     CMR     ( )( ) ( )1 2 ... 2n n n+ +  chia hết cho ( )1.3.5... 2 1 ,n n N− ∈ . 
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Tài liệu tham khảo 
                                                            

 

 

1. Doãn Minh Cường : Giới thiệu ñề thi tuyển sinh ñại học 2000-2001,NXBGD. 

2. Hà Văn Chương : Tuyển tập 700 bài toán bất ñẳng thức,NXB.Trẻ1998 

3. Phan ðức Chính – Vũ Dương Thụy _ðào Tam – Lê Thống Nhất : Các bài giảng 

luyện thi môn toán ,tập hai  NXBGD 

4. ðặng ðình Hanh :Tập ñề bài tập quan hệ chia hết giành cho K53GH. 

5. Trần Văn  Kỉ  : 460 bài toán bất ñẳng thức,NXB.Trẻ TPHCM. 

6. Ngô Thúc Lanh- Vũ Tuấn- Ngô Xuân Sơn : ðại số và giải tích 11, Nhà xuất bản 

giáo dục1998          

7.  Võ ðại Mau :Phương pháp giải toán bất ñẳng thức,NXB.Trẻ2000 

8.  Nguyễn Văn Mậu :Một số bài toán chọn lọc về dãy số ,NXNGD        

9. Trần Phương : Phương pháp mới giải ñề thi tuyển sinh môn toán, NXBGD. 

10. Nguyễn Tiến Quang :Bài tập số học, NXBGD.                                                                        

11. Bộ ñề thi tuyển sinh ñại học, Nhà xuất bản giáo dục 2001.. 

12. Tuyển tập 30 năm tạp chí toán học và tuổi trẻ, Nhà xuất bản giáo dục.             

13. Hai cuốn sách giáo khoa chỉnh lí hợp nhất năm 2000 là ñại số và giải tích 11, 

giải tích 12 của Nhà xuất bản giáo dục . 
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